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Méthode de décomposition de domaine de Schwarz
Histoire: introduit par H.
A. Schwarz en 1869 pour
l’équation de Laplace

∆u = 0 on Ω

u = g on ∂Ω

pour une géométrie complexe
illustrée par l’image originale.

La méthode de Schwarz alternée:







∆un
1 (x) = 0, x ∈ T1,

un
1 (x) = un−1

2 (x), x ∈ L2,
un
1 (x) = g(x), x ∈ L0,
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1(x), x ∈ L1,
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Méthode de décomposition de domaine de Schwarz
Histoire: introduit par H.
A. Schwarz en 1869 pour
l’équation de Laplace

∆u = 0 on Ω

u = g on ∂Ω
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Méthode de décomposition de domaine de Schwarz
Histoire: introduit par H.
A. Schwarz en 1869 pour
l’équation de Laplace

∆u = 0 on Ω

u = g on ∂Ω

pour une géométrie complexe
illustrée par l’image originale.

La méthode de Schwarz parallèle, une adaptation de P.-L. Lions
pour des besoins de parallelisation en 1989:
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Méthode de relaxation d’ondes

Histoire: pour la simulation de circuit, Lelarasmee, Ruehli and
Sangiovanni-Vincentelli en 1982 introduisent la méthode avec
l’exemple suivant:







v̇1 + g1(v1, v2, v3) = f1,
v̇2 + g2(v1, v2, v3) = f2,
v̇3 + g3(v1, v2, v3) = f3.
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Schwarz Waveform Relaxation method

On introduit la méthode de décomposition de domaine de type
relaxation d’ondes pour les équations de Maxwell en temps,

−ǫ∂tE + ∇× H − σE = J, µ∂tH + ∇× E = 0.

sur Ω × (0,T ), cette méthode est parallèle par nature.

Deux idées réunies:

Problème évolutif résolu avec une décomposition de domaine
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Pour u = (E1,E2,E3,H1,H2,H3)
T , J̄ = (J, 0)T et L l’opérateur
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relaxation d’ondes pour les équations de Maxwell en temps,

−ǫ∂tE + ∇× H − σE = J, µ∂tH + ∇× E = 0.
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Conditions de transmission classiques

On se place dans Ω = R
3 avec la

décomposition suivante:

- Ω1 = (−∞,L] × R
2,

- Ω2 = [0,+∞) × R
2.
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Conditions de transmission classiques:

B1(E,H) = ω1
−, B2(E,H) = ω2

−.

Conditions de Dirichlet sur les variables rentrantes.



Solution dans l’espace des fréquences

Transformée de Laplace en temps pour l’équation de l’erreur:

−ǫsẼ + ∇× H̃ − σẼ = 0, µsH̃ + ∇× Ẽ = 0.
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Ê2

Ê3
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−ǫsẼ + ∇× H̃ − σẼ = 0, µsH̃ + ∇× Ẽ = 0.

et une transformée de Fourier dans les directions y et z :

∂

∂x

2

6

6

6

6

6

4

Ê2
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bords.



Facteur de contraction
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Solution après 2n itérations pour σ = 0:
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Convergence en un nombre fini de pas

On obtient la transformée de Laplace inverse à l’aide des
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i ).

La transformée de Laplace inverse du terme exponentielle:

L−1(e−2nLλ) =







−J1(|k|c(t2 − (2nL
c

)2)1/2)
|k|2nL

(t2 − (2nL
c

)2)1/2
, t > 2nL

c
,

0, 0 < t < 2nL
c

,



Convergence en un nombre fini de pas

On obtient la transformée de Laplace inverse à l’aide des
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Theorem
L’erreur de l’algorithme SWR appliquée à Maxwell avec σ = 0,
L > 0, et une fenêtre de temps (0,T ) s’annule lorsque

n >
Tc

2L
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µǫ

(vitesse de l’onde)



Conditions aux bords transparentes

On cherche des conditions de transmission telles que la solution de
SWR coincide avec la solution exacte sur le domaine Ω en 2
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−ǫsẼ + ∇× H̃ − σẼ = 0, µsH̃ + ∇× Ẽ = 0.
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Optimized SWR (σ = 0)

On modifie alors le système SWR:
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Il faut alors choisir γi de telles sorte que Sapp
i soient locals et

que le facteur de contraction correspondant soit petit.



Facteur de contraction optimisé
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Ce choix ramène la problématique de l’optimisation à
quelque chose de connu:

Equation des Ondes



Equation des ondes

Méthode SWR pour l’équation des ondes:
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Où le contexte est le même que précédemment:
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On cherche les conditions au bord transparentes pour une
convergence en deux itérations pour ensuite les approximer
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(∂n + Sex
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√
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c2
.

Conditions de transmission pour convergence en 2 itérations:

(∂n + Sex
i )un

i = (∂n + Sex
i )un−1

j .

Conditions de transmission approximées:
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où σapp approxime λ.
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Donc pour s = iω, on a (c = 1/
√

µǫ)

ρapp = ρonde .



Optimisation

On cherche la solution de: (principe du maximum)

min
p∈C

max
(s,ky ,kz)

ρapp = min
p∈C

max
(iω,ky ,kz)

ρapp
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On traite le cas evanescent avec le recouvrement
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Theorem
Pour m = 1, on atteint le minimum de minmax ρapp lorsque

√

1 − a2
1 =

√

sin(θc).
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décallées.

◮ Explicite en temps



Expérience numérique
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Exemple: Deux sous-domaines Ω1 = [0, 1
2 + L] et Ω1 = [12 − L, 1],

recouvrement 2L. Conditions de transmissions:

A

[

Hy
Hz

]i ,n

− B

[

Ey
Ez

]i ,n

= A

[

Hy
Hz

]j ,n−1

− B

[

Ey
Ez

]j ,n−1

A,B tel que conditions caractéristiques



Conclusion

◮ Résultat de convergence en un nombre fini de pas (équivalent
à l’équation des ondes)

◮ Ondes évanescentes traitées avec le recouvrement.

◮ Conditions de transmission optimisées pour les ondes
propagatives.



Conclusion

◮ Résultat de convergence en un nombre fini de pas (équivalent
à l’équation des ondes)

◮ Ondes évanescentes traitées avec le recouvrement.

◮ Conditions de transmission optimisées pour les ondes
propagatives.

Travaux en cours:

◮ Implementation d’un code en C++.

◮ Analyse de différentes approches pour l’approximation des
conditions transparentes.
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