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ṡ = v cos θ̃

1−c(s)y

ẏ = v sin θ̃

˙̃
θ = v( tan δ

L − c(s) cos θ̃
1−c(s)y )
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ṡ = v cos(θ̃+βR)
1−c(s)y

ẏ = v sin(θ̃ + βR)
˙̃
θ = v

[
cos βR tan(δ+βF )−tan βR

L − c(s) cos(θ̃+βR)
1−c(s) y

] ���
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�	�� �� ����� 

βF �
 βR �������
������
 ��� � ���
�� ���
�
 � 	�#
���� ��� ��
 �� ��
 �	�������� �� ��� � ���
��$ ������#
��� ���������� �����
��� �� ��
 .
�� �������� ���
β̇F �
 β̇R� 5�� ��������
$ �� ����
 ��� �������� ��
������
��� 
��,����� ��������� ���������
���$ ��		� ������ ��#
���
�� ���� �H� 1���$ ��������
,	� ����
�	�
��� ���������
��#������ ������� ����������� �� ������	� ���������
���
��		� �� ��� ��� ������	� �� ��		���� % ��� ����#
	�
��� �� ������	��
 ' �������� ���
 ���E� ��		� ���
��������� �� ��		���� �����
 ������ �� ����������� ��
���
�
 ��� 	����� ��� ��	�� ���� ��� ������ 	������ ���
�� 45/$ ������� �� ������� δ �
��
 ����� 
���
� ��		� �
����	�
�� ���� 9� ����
 �� �� ��
 .
�� ���	� ��� ��
:���� = 

���� ��  ���	� �� �!��������	� �!���	����� �� ����������� ���� ��
��		����

9�����
�	��
$ ' ���
�� � 	����� ���$ �� ����
��
 ��
���
�	� ���������
��� O$ ��-�� ��� %

O : ẊObs = fObs(XObs, uObs)

XObs =

[
ŷ
ˆ̃
θ

]
uObs =

[
β̂R

β̂F

]
Ȳ =

[
y

θ̃

]

fObs (XObs, uObs) =




v sin(ˆ̃θ + β̂R)
v

[
cos β̂R tan(δ+β̂F )−tan β̂R

L

− c(s) cos(
ˆ̃
θ+β̂R)

1−c(s)ŷ

]
�=�

uObs ��
 �� ���
�� �� ��		����$ XObs ��
 �� ���
�� ���
�

�
 Ȳ ��
 �� �������� ���� ������� ���
�
 XObs ���
 ��������� 

�� ������	� �� ���������
��� �� βF �
 βR ��
 ����� .
��
"��	�� ��		� �� ���,���,� ���� ��� �� ��		���� uObs

���	�

��
 ' XObs �� ��������� ���� Ȳ  !� �2�
$ �� ��

���� ����������� ��
 .
�� ��
���$ ����
 ������� ������#

��� �� ���
�
 XObs � 	����� ��	�� O ��F�
� �� �����
�$
�
 ���� �� �� ��
 �� 	.	� ��� ��� ��������� �� ������	��

uObs �� ���
 ��������� ' �� 	����� 


� ��������� ��	��������

5�� ����
���� �� ��� �� ��		���� ���,���,��$ �� ��
��#
��
 
�
 ������� ������� ����
�	�
��� ε = XObs − Ȳ  ��
����	��� �� ��

� ����� ��
 ������ ��� %

ε̇ = fObs(X̂Obs, uObs) − ˙̄Y �>�

�8 ˙̄Y ��
 �� ������� �� �� 	����$ ��
��� ��� ������
���
�	����� ��� ������ ��� ������ �� ������ ���������
 ���
�� ���
��� ������ ������$ �� �� ��		�
 ��� �������
�	���
��
� �� ����������
 �����
��� �>� �
�� ���� ��	#
	���� ���� %

ε̇ = fObs(X̂Obs, 0) − ˙̄Y + ∂fObs

∂uObs
(XObs, 0)uObs �&�

@� ����� �����
 ��
 ����� ������ ����� �A�� ��
∂fObs

∂uObs
(XObs, 0) ��
 ���������� ��� �� v �= 0 �
 θ̃ �= π

2 [π] 
9�� � �����
���� �
��
 
����� ��
��"��
�� ���� ���� �����#
��
��� ���
��� �� ���� �� 
�����
����$ �� ��
 ����� ��
���
�� �������� �� ��� �� ��		���� �����
� %

uObs =
(

∂fObs

∂uObs
(XObs, 0)

)−1[
G · ε − fObs(X̂Obs, 0) + ˙̄Y

]
�A�

�8 G ��
 �� 	�
���� I�J�
( ���	�

��
 �� ��-��� ��
����	��� �� ���������
�� !� �2�
$ �� �����
��
 �A�
���� �&�$ ��� ��
����� %

ε̇ = G · ε �D�

�� ��� �� ��		���� �A� ����
�
� �����
��� ���������
���
���	�

��
 ����
�	�� �� 
�	��#���� ��� ����	�
��� �� ����#
��	��
 βF �
 βR 

��� ��
 �� 	������� �� ������	� �� �
�������

�� �������	����� ���� � 	�	��� ������

0� � �
� �
����$ ���� � � ��K�$ �� ��� 	������ ����	�
����
�� 
�� ��� ����
� 	������ ����
��
� ��� ��� ,���
,����
�� ����	��
 ���� ������	��
$ �����
 .
�� ��#����
� ��		�
��� ���
�	�� �,�*��� 9�

� �������
� ��
 ���� �����	��

����� ��� �� 	����� ����	�
��� �
��� ���$ ����� ��
������� ��
 ������� ' � 	����� ����	�
��� �� ����
 	�#
���� ' � ���� �����
����� ������
��
 ��� ,���
,���� �� ���
������	��
 ��" /��
��� 00� 

@� ����� �����
 ���	�
 �� ����-�� �� �� 	����� ��� ��

�2��
���	��
 .
�� ������
�$ ���� ���� �������	�
���$ ��
� ���
�	� �,�*�� �G� %


a′
1 = 1

a′
2 = a3

a′
3 = m3

�G�

�� ������
��
 ���� ���
$ ��� 
����"��	�
���� ���
�
 �
 ��
��		���� ��-���� ������
���	��
 ��� �H� �
 ��K� %



Φ : (s, y, θ̃)→(a1, a2, a3)
T

→
(
s, y, tan

(
θ̃ + βR

)
(1 − c(s)y)

)T �H�

M : δ → m3 = m2
m1

m2 = d
d t

(
tan

(
θ̃ + βR

)
[1 − c(s)y]

)
m1 = v

cos(θ̃+βR)
1−c(s)y

��K�

�
 ���
�� ���
$ �� ���
�
��
 �� �������� 
�	�������� �
	����� ��� $ ��� �������� ��� ������
 ' ���������� ���������
s = a1 ����� a′

i = d ai

d s � 


�  ���		��� � �� ��� � �������

�������
�" � ���� �� 
�����
���� ��
 �������� �� ������#
����� ���� K �� ������
 ��
���� y = a2 �� �
��
�� �
���
�	� �,�*�� �G� �����
 ' �������� �� ��� �� ��		����
���
���� �����
� %

m3 = −Kda3 − Kpa2 (Kp,Kd) ∈ �+2 ����

������� �����
��
 ���� ���� �G�$ �� ��
���
 �� ����	���
������� %

a′′
2 + Kda

′
2 + Kpa2 = 0 ����

9�

� ���
��� ��2����
����� ����� 
�
 ������� �� ������

��
���� y = a2 �������� ���� K$ ��		� �� �
��
 ������ )�
���$ ����� ��� �������� ��
�������
 ���� ���� ���
 ���
�������� ��� ������
 ' ���������� ���������$ ��� ����� Kp �

Kd ���	�

��
 �� ������ �� ���
���� �� ������� ��
 ��� �

�	�� �� �������� 5�� ��������
$ ��� ���"��	����� �� ��
��� �� ���� �����
 ����������
�� �� �� ��
���� � ��,���� 
!�-�$ �����
��� ���� ����� �����	��
 �� a3 → 0$ ��
�� ��
 ��������
 ' θ̃ → −βR 9��� �����-� �� �� ���
� ��,���� ��	����� ������
�� ������	��
 ������� 9���

����
�	��
 �� �� ��
 ������� �� ���
��� �������� �,���,�
' ����� �� ����� ����
� �� �� ���
� % �� ��,���� ��

������ �������� L�� �����L 

�� ��� ������� �� ������� δ ���	�

��
 �� �������� ��
���� �� 
�����
���� �� �������� �� ������	��
 ����
���
 ��
��������
 ��� 
����"��	�
���� �H� �
 ��K� ���� �� ��		����
���
���� ���� /�� ���������� ��
 "��
�	��
 ���#�������� %

δ = arctan
{

L
cos βR

[
c(s) cos θ̃2

α + A cos3 θ̃2
α2

]
. . .

. . . + tan βR
} − βF




θ̃2 = θ̃ + βR

α = 1 − c(s)y
A = −Kdα tan θ̃2 − Kpy + c(s)α tan2 θ̃2 . . .

. . . + dc(s)
ds y tan θ̃2

��=�

)��� �� ��� �8 ��� ������	��
� ���
 ��� �� � (βF , βR) =
(0, 0)�$ �� ����-� ����	��
 �� �� ��� �� ��		���� ��=�
��
 ���� �M� ��������
� ' �� ��� �������� ����
��
� ���
��,���
,��� �� ����	��
 ���� ������	��
 ����� � � �>�� 

��� ������	��
�
���� ��������� ���� �� 
���
�� ��������
������
� ' �� /��
��� 60$ 	��
���
 �� �� ��� �� ��	#
	���� ��=�$ ���	��
�� ��� ��� 	����� 45/ �
 ��� ����
�#
	�
��� ��� ������	��
� �A�$ ����� �2��
���	��
 �� �����#
���� �� ���� ��
��"�����
� ����� �A��$ ' �������
��� 
�
�"���

��� ��
�
���� �8 ��� �����
���� �� ������	��
 ������
��

��� ������
���
�� 0� �����
 �����
�����	��
 ��� ��
���� �

���
��� �� �����$ �8 ��� ������ 
�����
����� �� ���� ���

�������
����$ ��� � 
�	�� �� ������� �� ����
������ �
 '
������
�� � ��,���� 

�� �������� ����
	�
��

5�� ��	�
�� ��� ������ 
�����
�����$ �� ��
 ����������
����
������ �� ��
�����
��� ���� �� ��� �� ��		���� 
��������,� �������� ��� ������
� ' ��
������ ��� ���	��
�
�� ��		���� ������
��� "���
�������� ���� �� ��� ���#
�������� ��=� �� ������
��� ��
 ����
��
� ' ���
�� ��� 	�#
���� �������
� �� ����
������ 0� ������*
 ���� 
������

�� ��� 	�����$ �� 	�
,��� ���	�
 ���� �� ��	������ ���
�2�
� ����
���� �� 	������ �	�����
� 

�� !��������� � �� ��� � �������

��� ������	��
� �
 ��� ������ �� ���� ���
 ��� �������
�	����������� �� ��� ���	��
 �� ����� �� ��
 ��
������
��
 �� ������ �� �� 
�����
���� �� ��"������ 5�� �� ���
������
,	�� ������
�"� ������
 ���
�� ��������	��
 �� ��

���	��
$ �� ��� �� ��		���� ��=� ��
 
�
 ������� �������
�� � 
��	�� ����
�"� %

δ = δTraj + δDeviation

����

{
δTraj = arctan(u)

δDeviation = arctan( v
1+uv+u2 ) − βF

�


{
u = L

cos βR c(s) cos θ̃2
α

v = L
cos βR A cos3 θ̃2

α2 + tan βR

��>�

9�� ��� 
��	�� ������
��
 ��� �����-��
���� �����
�� %
• δDeviation �
��	� �� �� ��������� ������� �� ���� �


�� ������	��
� % �� 
��	� ���	�
 ���������� ������� ��
���� ' (��� ��	�
� 
�� ��� ����
� �������
��� �
 �
������	��
 ��
�	� ��� ������	��
� �
 ��� ����
� ���
��

��� �����������$ �� 
��	� �� ���
���� ��� ���� ������#
��
,	� �� ������
��� 

• δTraj �
��	� ��� �� �� ��������� ������� �� ���� �

�� ������	��
� % �� 
��	� ������ 	�����
����	��
 ��
�� ������ �� �� 
�����
���� �� ��"������ 0� ���	�
 ��
"���� ��������� �� ������ � ��,���� ���� ����� ��
�� 
�����
���� �����#�� �
��
 ���"��
�	��
 �����$ �� ��

�������� ����
������ ������
��� �� c(s) ��������
,	�
�� ������
��� ���
��� ���� �� �� 
��	� 

�� �������� �� �� ��� ������
��� ��
 ���	� �� �� :���� > 

���� "� ��������	� �� ���� ���� ���������� �� ����	���


� "������ ��������� #����������

��� 
��,����� �� ��		���� ������
��� "���
��������$
���� � � ����$ 
������� ��#����� ��� �����
�� �� ����
���#
��
��� � 
��	� δTraj $ ���
 ��,�	�
����� �� �� :���� & 
!���� ������
��
 ��� ��
�
���� �����
�� %



���� #�  ���	� ��������� �� ��		���� ���������� $������������

• δC % "������ ����� $ �����������
)��� �� ��� ������
 �8 �� ������
��� �� �� ��� �� ��	#
	���� � �
� ��������$ �� �����
 ����	��
 �� �� ���
��
δTraj ��-��� ��� ��>� 

• δR % ���� � ���%��� �	���
9�

� �������� ����
�
� �� ���
�� � ��������$ ���
 ���
������� �� ������� 	����$ �� ������� ' �� ��		����
δC �� �� � �
� ������� 

• H % &���'�� � ����������
9���
 �� ���� ���� �� "
� �� ������� ��
 �������
��������
,	� �� ������
��� )��� ��
�� ���$ H ��
 �,����
����
��
$ �
 	�
���� �� �� ������� ����,��
���������
��
�� Te % H = nHTe 

• δObj % (�)���# $ ������'�� H
9���
 �� ����� ��,��
�� �� δR ' ��,���(�� H )���
��
�� ���$ ��� ����� δObj = arctan(Lc(sH))$ �8
c(sH) ��
 �� ������ �� �� 
�����
���� ' ��,���(�� H 

• δRef % *��)����� � ��#����
δRef ��-��
 �� ����	��� ���� ������� ���
�	�
�����
��,��
� �� �� �������� �������� �� �������� "
��
δObj  9�������	��
$ �� �,����
 � ���	��� ����� %

δRef
[n+i] = δObj − γi{δObj − δR

[n]} ��&�

�8 i ∈ [0, nH ] �
 γ ∈ [0, 1[ ��
 � ����	�
�� ���	�

��

�� ��-��� �� ����
���
� �� �� 
�����
���� �� ��"������ �

���� �� �� ��		���� 

• δ̂R % !���� ������ �� ����		�	
9�

� �������� ��
 �� ������� "
�� � �������� '
�� ������� �� ��		���� ������ 9�

� ������� ��

������� ' ���
�� ��� 	����� � �������� 

�� �������� �� �� ��		���� ������
��� "���
��������
������
� ����� ' ��
��	���� �� ������� �� ��		���� ����

�� �
��
�� � �
� ���������	��
 �,������ ���� �������

���������� ����
 H ��� 	���	���� ������
 �����
���$
��
� D$ ��
�� �� ���
�� �����
� � �������� δ̂R �
 �� 
�����#

���� �� ��"������ δRef %

D = minδC
[n,..,n+nH ]

ΣnH
i=0

{
δ̂R
[n+i] − δRef

[n+i]

}2
��A�

�� ���	��� ���	��
 �� �� ������� �� ��		���� �����
��
��� ��
 ����� ������� �2��
���	��
 �� �� �������� 
�� ��	���
�	��
 �� ��������
,	� ������
�" ��
 �
���
�	��

��� � �,��� �� H 0�
�
���	��
$ H ���
 .
�� �� ������� ��
������� � 
�	�� �� ������� � �������� �� � �� ����#

������ ���� ��
�� ���� N�
�"���$ �� ��	��
��
 H$ ��
��
 ��	��
�� ���2�
 ��
�����
�" �� �� ��		����$ �
 ��	#
������ ���� �� ���
���� 	���� ��� �2�
� ���� ' ������
�� �
��,���� 5�� �� ��
���� �� �� ���
 ���
 ������ ���� �A� 

"� ��� � ������� ���������

<� ��
��� δPred
Traj $ �� ���	��� ���	��
 �� �� ������� ��

��		���� ��
��	���� ���� �� �� 	���	���
��� �� ��A� 
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