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Introduction

Conditions de bifurcation
On considére

x — f(x,a), x € R", a € R fréguliére

» La situation "x = Xy est un point fixe hyperbolique pour
a = ag" perdure pour de petites variations du parameétre «
(voir legon 2).

» Trois manieres génériques de changer cette situation :

1. Un multiplicateur simple positif 1 passe par 1 : c’est la
bifurcation pli.

2. Un multiplicateur simple négatif 11 passe par -1 : c’est la
bifurcation de clapet (doublement de période).

3. Un couple de multiplicateurs simples 1 » complexes
conjugués traverse le cercle unité : c’est la bifurcation de
Neimark-Sacker.
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Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Forme normale de la bifurcation de pli

Théoreme
Tout systeme x — f(x,«), x, a € R, f réguliére ayant pour
a = 0 'équilibre x = 0 avec A = f(0,0) = 1 et satisfaisant les
deux conditions

1. fx(0,0) # 0.

2. £,(0,0) # 0.
est localement topologiquement équivalent au voisinage de
l'origine a I'une des deux formes normales

n— B+n+n?
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Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Forme normale de la bifurcation de clapet

Théoréme

Tout systeme x — f(x,«), x, a € R, f réguliére ayant pour

a = 0 'équilibre x = 0 avec A = fx(0,0) = —1 et satisfaisant les
deux conditions

1. 3£x(0,0)% + 1 £xx(0,0) # 0.
2. f(0,0) #0.

est localement topologiquement équivalent au voisinage de
l'origine a I'une des deux formes normales

n—(-1+8m+n?
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Forme normale de la bifurcation de clapet

Second itéré de f au voisinage d’une bifurcation de clapet.

Figures tirées de Kuznetzov 1998.
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Clapet

Forme normale de la bifurcation de clapet

=1
=1
=1

@uf\

x N x [ x

‘\\@u) //" ‘\K L \\ f,(0)

a<0 a=0 a>0

Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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Neimark-Sacker

Forme normale de la bifurcation de Neimark-Sacker
Théoréme

Supposons que le systéme x — f(x,a),x € R?, a € R, f
reguliere admette pour |«| suffisamment petit le point fixe x = 0
pour a = 0 avec les multiplicateurs ju1 » = r(a)e*™¥(®), ou
r(0) =1 et p(0) = y. Siles deux conditions

1. r'(0)#£0

2. ekt £ 1 pourk =1, 2, 3, 4,
alors il est possible de transformer I'équation du systéme par
un changement inversible de coordonnée et de parametre en

() =aea( S ) ) ()

cosf(B) —sing(3) a(3)) —b(p)) y
i(y12+y22)( sinf(B8) cosf(p) ) ( b(B)) a(p)) ) ( y; >

N 4
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Forme normale de la bifurcation de Neimark-Sacker

On a 6(0) = 6y, a(0) = Re (e "¢ (0)) avec

921(0) |goz? |g11(0)|2 1 —2u9
¢1(0) = + —+ ——+020(0)911(0) 75—
1(0) 2 2(ud-m) 1-To 2(u5 — o)
et g = e’
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Forme normale de la bifurcation de Neimark-Sacker
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Figure tirée de Kuznetzov 1998.
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