
R�esum�e

Dans les machines parall�eles� les processus qui s�ex�ecutent sur des processeurs
qui ne sont pas directement connect�es communiquent par des envois de messages�
Ces messages sont alors achemin�es� ou rout�es� jusqu��a leur destination �a travers les
canaux qui relient les processeurs �el�ementaires �PE� du r�eseau�

Dans le routage wormhole� les messages progressent dans le r�eseau de processeurs
�it par �it �� �it est �egal �a la taille de la queue� ou tampon� associ�e au canal�� La
t	ete du message avance d�un canal chaque fois que cela est possible� lib�erant ainsi
le dernier canal en queue de message� alors �a nouveau disponible pour un autre
message�

Le probl�eme de l�interblocage dans un r�eseau de ce type peut 	etre caracteris�e par
la pr�esence de circuits dans le graphe de d�ependance des canaux 
��� La technique
utilis�ee pour donner des fonctions de routage sans interblocages utilise les notions de
canaux ou de r�eseaux virtuels 
�� et 

�� Le nombre de canaux virtuels utilis�es pour
r�ealiser une fonction non bloquante est critique tant du point de vue implantation
VLSI que de celui des performances� Ce nombre doit donc 	etre minimis�e�

Nous donnons ici une synth�ese des r�esultats obtenus ainsi qu�une mod�elisation
plus rigoureuse du probl�eme� Nous montrons ensuite que dans tout r�eseau on peut
�eviter l�interblocage� soit avec un routage des plus courts chemins et avec D canaux
virtuels �o�u D est le diam�etre du r�eseau�� soit avec seulement deux canaux virtuels
mais avec un routage plus long �au plus �D� et un goulot d��etranglement� Nous
montrons comment appliquer cette id�ee aux r�eseaux de de Bruijn �qui sont parmi les
plus performants connus� et comment obtenir pour ces r�eseaux un routage �equilibr�e
sans interblocage avec seulement deux canaux virtuels�



� Routage wormhole

Nous nous placons dans le contexte des architectures parall�eles �a m�emoire dis�
tribu�ee o�u les communications se font par envoi de messages �voir chapitre de P�
Fraigniaud dans cet ouvrage��

Les machines �a m�emoire distribu�ee les plus r�ecentes ont abandonn�e le routage dit
store�and�forward pour adopter une technique de type commutation de circuit com�
mun�ement appell�ee wormhole� Ce nom est admis m	eme si l�origine n�est pas claire�
fait�on r�ef�erence �a un vers ou bien aux �cosmic wormholes� des astrophysiciens �

��� Seitz� page ����

Dans le routage store�and�forward les messages �ou paquets� sont enti�erement
stock�es dans un processeur avant d�	etre transmis au processeur suivant� Dans le
routage wormhole � les messages progressent dans le r�eseau de processeurs �it par �it
�� �it est �egal �a la taille de la queue d�un canal�� le premier �it contenant l�adresse de
destination� La t	ete du message avance d�un canal chaque fois que cela est possible�
le reste suit� lib�erant le dernier canal en queue de message� alors �a nouveau disponible
pour un autre message� Dans ce mod�ele� les �etapes interm�ediaires entre la source
et la destination consistent en l��etablissement d�un circuit virtuel� Un message peut
commencer �a 	etre re�cu avant que l��emission ne soit termin�ee� De la m	eme fa�con� si
le message est su�sament court pour pouvoir 	etre stock�e sur le circuit virtuel� la
source est liber�ee avant la r�eception du dernier �it� Notons qu�une fois que le �it
de t	ete a �et�e a�ect�e �a un canal� ce canal ne peut transmettre aucun �it d�un autre
message tant que le message originel ne sera pas pass�e ��on ne peut pas couper le
vers��� Ceci interdit d�utiliser des �tampons ordonn�es� pour r�esoudre les probl�emes
d�interblocage� comme dans le cas des routages store�and�forward �

Cette technique est propre aux r�eseaux de processeurs o�u la distance entre deux
PE permet de n�egliger les erreurs de transmission� Les �its sont envoy�es sans at�
tendre d�accus�e de reception� ils passent directement du canal de sortie d�un PE au
canal en entr�ee du PE suivant � il n�y a pas le stockage interm�ediaire du message qui
est co	uteux en temps 
���� Seul le �it rout�e ayant besoin d�	etre stock�e� la fonction
de routage peut 	etre assur�ee sans acc�eder �a la m�emoire du processeur de calcul� On
remarque que dans ce mod�ele les tampons sont de longueur r�eduite� ce qui facilite
l�implantation VLSI du routeur�

Sur les machines courantes comme les iPSC�� d�Intel 
��� un PE est constitu�e
d�un module comprenant le processeur de calcul �de conception identique �a ceux
des stations de travail�� de la m�emoire externe� et un routeur r�ealis�e en technologie
CMOS qui implante la gestion des canaux d�entr�ee sortie et la fonction de routage�

On trouve une premi�ere �etude d�une technique semblable dans 
��� c�est le virtual
cut through� Le routage est identique en tout point au wormhole sauf quand un noeud
ne peut pas faire suivre les �its �les canaux de sortie sont d�ej�a utilis�es�� Dans ce cas
le message est stock�e en attendant la lib�eration du canal de sortie� Le routeur doit
donc disposer de bu�ers importants� ce qui contredit les hypoth�eses �enonc�ees plus
haut�



� Co�ut du routage

Soit un messageM de longueur L �exprim�ee en octets par exemple� �a transmettre
�a un processeur �a distance d� Nous utilisons le mod�ele couramment admis pour les
machines �a m�emoire distribu�ee d�un �temps lin�eaire�� On note par � le temps
requis pour l�initialisation du processus de communication ��start�up time�� et par
� le temps de propagation d�un octet sur le lien ���� repr�esente la bande passante
du lien�

Proposition ��� Le d�elai de transmission d�un message de taille L �a un processeur
�a distance d est en mode wormhole �

Tw � d� � L�

Preuve � en e�et en routage wormhole il faut un temps d� pour �etablir le chemin�
et ensuite il ne reste plus qu��a recevoir tout le message en un temps L� �

On ne doit pas confondre le temps Tw avec le temps obtenu par l�utilisation d�une
technique pipeline en store�and�forward � Si le message �etait d�ecoup�e en P paquets�
le temps serait alors de �d� P � ���� � L

P
���

On voit l�avantage du routage wormhole sur le mod�ele store�and�forward pour
de longs messages�

� Fonction de routage

Les hypoth�eses que nous prenons sur le routage dans ce chapitre sont celles de
Dally et Seitz 
�� �

� absence de pannes sur les liens et sur les noeuds

� routage d�eterministe et distribu�e� c�est��a�dire que le chemin emprunt�e par le
message est determin�e localement par le routeur du processeur courant� en
utilisant seulement l�adresse du destinataire �et le canal d�entr�ee��

Le cas du routage adaptatif a �et�e consider�e par Duato 
���
Rappellons aussi la propri�et�e importante qu�une fois que le �it de t	ete est accept�e

sur un lien� tout le reste du message doit 	etre transmis avant d�accepter les �its
d�autres messages� ceci se fait via un tampon� ou queue� de la taille d�un �it�

On mod�elise le r�eseau d�interconnexion par un graphe G � �V �V �� E � C�I�O��
o�u l�ensemble V �V � repr�esente les processeurs �el�ementaires �PE�� Plus exactement�
V mod�elise les routeurs et V � isomorphe �a V les m�emoires� C repr�esente les canaux
de communication entre les routeurs� De plus chaque sommet v est reli�e �a son
homologue v� par un canal d�entr�ee iv de v� vers v � I �inputs�� et par un canal
de sortie ov de v vers v� � O �outputs�� Ces canaux mod�elisent les �echanges entre
le routeur et la m�emoire du processeur� Bien souvent� pour ne pas alourdir la
pr�esentation� on utilise simplement le graphe G � �V� C� des communications� �Voir
�gure � pour la repr�esentation d�un anneau de � processeurs et �gure � pour la
repr�esentation simpli��ee d�un r�eseau analogue de � processeurs avec plus de canaux��

La fonction de routage est alors d�e�nie �



Figure �� G � �V � V �� E � C � I � O��

D�e�nition � R fonction de routage sur G

R � E � V �� E
�e� p� ��� f

Etant donn�e un canal d�entr�ee e � �u� v� �au sommet courant v� et une desti�
nation p� R associe un canal de sortie f � �v� w� �parmi ceux issus de v�� Notons
qu�un message est �emis par sa source s sur le canal is et est re	cu par sa destination
p sur le canal op�

Dans l�exemple de la �gure �� soit un message �emis par  et �a destination de ��
Il entre en  par le canal i� et est envoy�e sur a� c�est��a�dire R�i�� �� � a� De m	eme
R�a� �� � b� R�b� �� � c et R�c� �� � o��

Notons que certains auteurs �voir par exemple le chapitre de P� Fraigniaud�
utilisent une fonction de routage de V � V �� V � mais une telle fonction est
insu�sante pour mod�eliser les solutions apport�ees �a l�interblocage� Notons aussi
que la fonction de routage est bien distribu�ee en ce sens que la route suivi par le
message avant son arriv�ee sur le canal e n�a aucune in�uence sur le choix du canal f �
Dans un routage adaptatif on aurait le choix de plusieurs canaux de sortie possibles�

� Interblocages� Graphe de d�ependance et canaux virtuels

��� Interblocage et graphe de d�ependance

L�exemple classique 
�� de l�interblocage est le suivant � sur un anneau uni�
directionnel� tous les processeurs veulent �emettre un message au m	eme instant� et
�a une distance d�au moins �� Un interblocage se produit alors car les messages



Figure �� D�G� pour l�anneau de � processeurs

ne peuvent plus avancer� les queues des canaux qu�ils voudraient emprunter sont
remplies par des �its bloqu�es� Il y a une d�ependance cyclique entre les queues des
canaux dans cette instance de routage�

Pour observer les propri�et�es de la fonction de routage f � on d�e�nit un graphe de
d�ependance des canaux D�G�� Les sommets de D�G� sont les canaux de G� et il y a
un arc entre deux sommets de ce graphe si les canaux correspondants de G peuvent
	etre emprunt�es successivement dans un routage de G�

Th�eor�eme ��� �	
 Une fonction de routage R est non bloquante pour un r�eseau
d�interconnexion G� si et seulement si le graphe de d�ependance D�G� des canaux
associ�e �a R ne comporte pas de circuits�

En fait� comme on peut le remarquer� les canaux d�entr�ee et de sortie n�interviennent
pas dans les circuits du graphe de d�ependance� On peut donc d�e�nir un graphe de
d�ependance simpli��e �associ�e au graphe simpli��e G � �V� C�� ayant comme sommets
les seuls canaux de C�

��� Utilisation de canaux virtuels

Un canal physique ne peut stocker qu�un �it �a la fois� si ce �it appartient �a un
message dont la progression est stopp�ee plus en avant� aucun autre message ne peut
l�utiliser et ceci entra	!ne le plus souvent le bloquage d�un grand nombre d�autres
canaux� voire de tous� Pour permettre aux messages qui ne sont pas concern�es par
l�embouteillage de suivre leur chemin� on peut allouer de nouvelles ressources sous
la forme de bu�ers ou canaux virtuels qui permettrons de partager le lien physique
en autant de liens virtuels�

Pour d�econgestionner notre circuit de l�exemple �� il su�t de diviser chaque
lien de communication de C en � canaux virtuels num�erot�es �i� c�� avec i �  � � et



Figure �� Canaux virtuels sur l�anneau de � processeurs

Figure �� D�G�

d�adopter la fonction de routage suivante� En un sommet courant on choisit le canal
de sortie ayant le plus petit indice possible sup�erieur au canal d�entr�ee �la relation
d�ordre est celle lexicographique�� Par exemple� pour envoyer un message de  �a ��
on utilise i�� puis � � a�� � � b�� � � c�� et o�� Pour envoyer un message de � �a � on
utilise i�� puis � � d�� puis ��� a� car a � d� puis ��� b� et o��

Notons que les canaux ��� c� et ��� d� sont inutiles et que D�G� est sans circuits
�voir �gure ���

La technique g�en�erale mise en oeuvre dans 
�� est la suivante� A chaque canal c
de C� on associe m canaux virtuels c�� � � �cm�� et on d�e�nit une fonction de routage
associ�ee de telle sorte que le graphe de d�ependance des canaux associ�e soit sans
circuit�

Un graphe est sans circuits si et seulement si il existe un ordre total de ses
sommets de sorte que il existe un arc de i vers j seulement si i � j� On choisira
donc d��etiqueter les canaux de mani�ere �a ce que tous les chemins correspondant �a un
routage possible dans le graphe donnent une suite d��etiquettes strictement croissante
comme dans l�exemple de l�anneau de la �gure ��



� Fonctions de routage des r�eseaux classiques

Pour les d�e�nitions concernant ces r�eseaux voir 
���

��� Hypercube

Si on consid�ere l�algorithme de routage qui consiste �a changer de dimensions du
cube dans un ordre d�e�ni �a l�avance� alors cet algorithme est sans interblocage 
���
En g�en�eral on utilise l�ordre naturel des dimensions� mais toutes les permutations
sont valides� Si on autorise plus de canaux virtuels� alors on peut choisir un grand
nombre de chemins dans le cadre d�un routage adaptatif�

��� L�anneau uni�directionnel

Il su�t de prendre � canaux virtuels comme dans l�exemple � �cf Dally et Seitz

����

��� Grille torique et somme cart�esienne

La grille torique est la somme cart�esienne �aussi appel�ee produit cart�esien� de
� cycles� Il su�t de remplacer chaque canal par � canaux virtuels et d��etiqueter
d�abord les canaux dans une dimension� puis ceux de l�autre dimension� D�une
mani�ere g�en�erale� dans une somme cart�esienne� le nombre de canaux virtuels �a
utiliser est le maximum du nombre de canaux dans chaque dimension �voir 
"���
Ceci s�applique donc aussi aux grilles d�dimensionelles ou aux �k�ary�n�cubes� 
���

��� Cube�connected�cycle

Dally et Seitz 
�� ont montr�e que � canaux virtuels su�saient�

��� Graphes g�en�eraux

Si on a une notion de dimension dans G� il su�t de r�esoudre le probl�eme pour
chaque dimension� d�ordonner les canaux suivant l�ordre des dimensions� et d�associer
une fonction de routage qui respecte cet ordre� Sinon� on a les deux propositions
suivantes�

Proposition ��� Dans tout r�eseau de diam�etre D on peut trouver une fonction de
routage des plus courts chemins telle que� si on utilise D canaux virtuels� le graphe
de d�ependance des canaux associ�e est sans circuit�

Preuve � consid�erons un routage des plus courts chemins coh�erent �c�est��a�dire que
si w est sur un plus court chemin de s �a p� la portion de chemin entre w et p est
le routage entre w et p�� L�id�ee consiste �a emprunter le i�eme canal virtuel si on est
sur le i�eme arc du chemin entre s et p� Plus formellement� la fonction de routage
associe �a un canal d�entr�ee �i� e�� le canal virtuel de sortie �i��� f�� o�u f est l�arc du
plus court chemin entre le point courant w et la destination p � Si le canal d�entr�ee
est is� on associe le canal de sortie ��� f�� o�u f est le premier arc sur le plus court
chemin de s �a p� �



En fait� si on n�impose pas un routage des plus courts chemins et si on ne tient
pas compte de la charge des noeuds et canaux� on peut toujours �eviter l�interblocage
dans un r�eseau en utilisant seulement � canaux virtuels�

Proposition ��� Il existe un routage de G �o�u tout chemin est de longueur au plus
�D� tel que� si on remplace chaque canal par au plus 
 canaux virtuels� le graphe de
d�ependance associ�e soit sans circuit�

Preuve � choisissons dans le cas orient�e une arborescence et une antiarborescence
de m	eme racine r� et dans le cas non orient�e � arbres couvrants de m	eme racine �on
peut choisir � fois le m	eme arbre�� Etiquetons les canaux du premier arbre �ou de l�
antiarborescence� avec � et ceux du deuxi�eme arbre �ou de l� arborescence� avec ��
Donc pour les canaux communs on aura � canaux virtuels�

Le routage est ainsi d�e�ni � dans une premi�ere phase on envoie le message �a la
racine r en utilisant le premier arbre �ou l�antiarborescence�� c�est��a�dire les canaux
de type �� Dans une deuxi�eme phase on envoie le message de la racine r vers
la destination p en utilisant les canaux de type �� Le graphe de d�ependance des
canaux associ�e �a cette fonction de routage est sans circuit� De plus on peut toujours
choisir les arbres ou arborescences de profondeur D �arbres des plus courts chemins
obtenus par �Breadth �rst search��� Donc tout chemin du routage est de longueur
au plus �D� �

Notons qu�on peut dans certains cas ne pas avoir besoin de canaux virtuels� Il
su�t que les deux arbres consid�er�es �ou l� antiarborescence et l�arborescence� n�aient
pas de canaux en commun� On peut aussi am�eliorer le routage en �evitant d�aller
jusqu��a la racine si un sommet interm�ediaire dans la phase � est sur la branche �a
destination de p� Notons en�n que la racine est un point de congestion�

L�id�ee ci�dessus peut 	etre am�elior�ee en utilisant plusieurs racines� ce que l�on va
faire pour les r�eseaux de de Bruijn�

� Routage sans interblocages dans les de Bruijn

Les r�eseaux de de Bruijn �ou leur g�en�eralisation� apparaissent comme d�excellents
candidats pour les futures architectures parall�eles 
�� et 
� �� car ils permettent
d�interconnecter un grand nombre de processeurs avec un petit diam�etre et un degr�e
�x�e �� liens pour les transputers T
  d�Inmos ou pour leur successeurs T�   � �
liens pour les TMSC� de Texas Instrument��

	�� D�e
nition des r�eseaux de de Bruijn

Le graphe orient�e B�d�D� a pour sommets les mots de longueur D sur un alpha�
bet de d symboles� Il y a un arc d�origine le sommet �a�� � � � � aD� vers le sommet
�a�� � � � � aD� �� pour tout � pris dans l� alphabet� Les successeurs sont donc obtenus
par des d�ecalages �a gauche� Ce graphe a un degr�e entrant et sortant de d� dD som�
mets et un diam�etre de D� Il contient d boucles� �a savoir les sommets �a� a� � � � � a��
De plus les arcs de ce graphe peuvent 	etre partitionn�es en d arborescences �et aussi
d antiarborescences� deux �a deux disjointes de racines respectives ces boucles�

L� arborescence Ta� de racine a� a pour arcs les canaux allant d�un sommet de
niveau i �dont l��ecriture commence par �D � i� a� la lettre suivante �etant di��erente



de a�� vers un sommet de niveau i� �� dont l��ecriture commence par �D� i� �� a�
Chaque sommet a un degr�e sortant d sauf la racine qui est de degr�e sortant d� ��
On d�e�nit de m	eme d antiarborescences ATa�

On d�e�nit UB�d�D� comme le graphe non orient�e de de Bruijn en oubliant
l�orientation de B�d�D�� en supprimant les boucles mais pas les ar	etes multiples�

	�� Routage sans interblocage

On applique l�id�ee de la proposition �� mais si le sommet de destination p est de
la forme �a� � � ��� on route dans la premi�ere phase vers la racine �a� � � � � a� en utilisant
les canaux de ATa� et dans la deuxi�eme phase vers la destination p en utilisant Ta�
Le chemin dans Ta sera de longueur au plus D � �� ce qui fait une longueur totale
de chemin au plus �D � �� Ceci permet d��equilibrer les charges si on suppose les
destinations uniform�ement r�eparties�

On peut aussi appliquer cette technique au r�eseau shu#e�exchange qui est simul�e
par le de Bruijn �cf 
�� section ������
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