
����	�����

# ����������� 
��������

��� 5������
����6 �����
 ��� ��	"�"����� ���
���

� 7���������
 	���� �� � ������� (Ω,F , P ) �
���

• Ω �� �
� ��� �� ��� �������	 ���������� ���
 �� ����������� Ω ���� �� ������ �
� 	����� 	����

• F �� � ��� �� ������� �� Ω9 ������ �����	9 ���
 �
��

>�? ∅ ∈ F ��� Ω ∈ F

>��? �� A ∈ F �
�� �
� ������������� ��� Ac �� �� F

>���? �� An ∈ F ��� n = 1, 2, . . .9 �
�� ∪∞
n=1An ∈ F

F �� ������ � σ���'�����

• P �� � ����������
 ���	��� �� (Ω,F)9 �
�� ��9 P �� � ������' ���� F ���� [0, 1] ���
 �
��

>�? P (∅) = 0 ��� P (Ω) = 1

>�? P (∪n∈IAn) =
�

n∈I P (An) ��� ��� ��������� >;���� �� ��;����? ������ {An, n ∈ I} ��
�������
 �����	��� ������ >����9 Ai ∩Aj = ∅ ��� i ∈ I9 j ∈ I ���
 �
�� i �= j?�

������ >��? ��� >���? ����� �
�� ∩n∈IAn ∈ F ��� ��� ��������� >;���� �� ��;����? ������ {An, n ∈
I} �� ������ >����� ∩n∈IAn �� (∪n∈I A

c
n)
c?� "
� ������ ������ �������9 �� ����������9 �
�� B−A ∈ F

>����� B −A = B ∩Ac?�

������ >�? ��� >�? ����� �
�� ��� ��� ������ A ��� B9 P (A) = 1−P (Ac) >����� Ω �� A∪Ac?9
P (A) ≤ P (B) �� A ⊂ B >����� B �� A ∪ (B − A)?9 P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) >�����
A ∪B �� (A ∩B) ∪ (Ac ∩B) ∪ (A ∩Bc)?�

,-��.%� (/ "
� ���������� �������� �� ������' � ���� "
��

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

A = {1, 3, 5} �� �
� ����� �� ������' �� ��� ������� 4�������� �� σ���'����� �� Ω ��� F1 = {∅,Ω}9
F2 = {∅,Ω, A,Ac}9 F3 = {∅,Ω, {1, 2, 3, 5}, {4, 6}}9 F4 = P(Ω) >�
� ��� �� ��� ������� �� Ω?� 4�
{∅,Ω, {1, 2, 3}, {3, 4, 6}, {5, 6}} � σ���'����G

F1 ��� F4 ��� �
� �������� ��� �
� ���'��� σ���'����� �� Ω9 �������������

4� �
� ��� �� ��� �������9 �
� ����������� ������� ��9 ���9 (Ω,F3)9 �� ��;��� �� P (∅) = 09
P (Ω) = 19 P ({1, 2, 3, 5}) = 4/6 ��� P ({4, 6}) = 2/6� �

,-��.%� ��/ "
� ���������� �������� �� ������' ��� ����� "
��

Ω = {(1, 1), (1, 2), . . . , (1, 6), (2, 1), (2, 2), . . . , (6, 6)}.

A = {(1, 6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)} �� �
� ����� �� ������' � ������ �

(




,-��.%� ��/ "
� ���������� �������� �� ������' � ���� ���� ����� 
��� �������� "
��9

Ω = {H,TH, TTH, TTTH, . . .}.

A = {TTH, TTTH} �� �
� ����� �
��  �� * ������ ��� ��,������ �

,-��.%� ��/ "
� ���������� �������� �� ��������' �
� ���� �
�� ������� ���� �
� ������� �
� ����
�
������� �� � ��,���� �� ����� �� �� ������������ �������� ����� �
� ���� �
������� �� �
� ��������
���� �
� �������� 
�� ���� �������� ��� ��������� >�������� �� �� ��	���	� ����?� B� ������ �
��
�
� �������� ���� �� �� ����� �� 
 ������� "
��9

Ω = {���� t : t ≥ 1}.

A = {10 ≤ t ≤ 20} �� �
� ����� �
�� �
� �������� ���� �� ������� 
	 ��� �	 �������� �

��� �	�"����	���� �����
�


� ����������� �� ����� k �� n �������� �� �� ������� ��������� �� k �������� ����� ���� �
� n
���������

� ����������� �� ����� k �� n �������� �� �� ��������� ��������� �� k �������� ����� ���� �
�
n ���������

:����� �
�� n! = n × (n − 1) × (n − 2) × · · · × 2 × 1 ��� ��� �����'����� ����'�� n ���
 0! = 1
�� �����������

)��.��


�� ��/ ��� ������ �� �����������	 �� ����� k �� n �������	 �	

A(n, k) =
n!

(n− k)!
= n (n− 1) (n − 2) · · · (n− k + 1).

�

)��.��


�� ��/ ��� ������ �� ����������� �� ����� k �� n �������	 �	

C(n, k) =




n

k

�

=
n!

k! (n − k)!
.

�

,-��.%� ��/ 8������ �
�� ( ��������� ��� ��������� �� �� ������� �������� ������ ��� � ���'��
������������� �
�����9 �� �
�� ���� ��� �������� �� � ���� ��� ��� �
� �
����� �� ���� � �����'�
�� �
� ��������� �� ����� �������9 �
��� ����� 09 19 29 39 49 �� 5 ��������� ����� ��� �������������
5�� �������� ������������ ��

Ω = {(x1, x2, x3, x4, x5) : ���
 xi �� ���
�� 0 �� 1}.

xi = 1 ����� �
�� �������� i �� ����� �� �������� � �����'�9 xi = 0 �
�� �� �� ��� ������ "
�
������ �� ������ �� �
� ������������ �� 25 ����� ���
 xi �� (x1, x2, x3, x4, x5) ��� �� �������� �� ���
�����

(�



������ �
�� �
��� ��� ������  ��������� �� �
� ����� ������ "
��9

Ω = {(x1, x2, x3, x4, x5) : �������  �� �
� xi/� ��� 
 ��� � ��� 	}.

4� �
�� ����9 �
� ������ n �� ������ �� �
� ������������ �� �
� ������ �� ���� �
��  ���������
�
�� ��� ����� ��� �� �
���� ���� �
� ( ���������9 �
�� �� ���� ����������� �
9




5

3

�

=
5!

3! (5 − 3)!
= 10.

������ �
�� ���
 �������� �� �,����� ������ �� �� �� �
� ����� ����������

4� �
� ��������� ��� ������ ��,��������� >����9 �������� 
 �� ������ ;���9 �
�� �������� � �� ������9
����? ����� � ����� �������� �� �����9 �
� ������ �� ����� ��,����� ��� �� 
9 � ��  � .�� A19 A29 ���
A3 �� �
� ������ �
�� �
� ��,����� ������ �� ����� �� 
9 �9  9 �������������

A1 ��� ���� ����� �� x1 = 19 ��� �
� ��
�� ��� 1/� ����� �� �
� ��������' ���� ���������� "
�
������ n1 �� ������ ��������� �� A1 �� ���������� �� n1 =

&4
2

'

= 6 ��� �
������� P (A1) = n1/n =
6/10�

A2 ��� ���� ����� �� x1 = 09 x2 = 09 ��� �
� ��������' ��� 1/� ����� �� �
� ��������' �
���
���������� "
� ������ n2 �� ������ ��������� �� A1 �� ���������� �� n2 =

&

3
2

'

= 3 ��� �
�������
P (A1) = 3/10�

8��������9 P (A3) = 1/10� �

��� �	�����	��� ��	"�"�����

"
� ����������� �
�� �
� ����� A ������ '���� �
� ����� B 
�� ������� �� ������� �� P (A |B)�

)��.��


�� �� >&����/ �������?/

P (A |B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

��� ����������� ����������
 �	 ��� ��$��� �� P (B) = 0' ,� �	 ��	��
 ������� ���� P (· |B) �	 � ����������

���	���' �

4�����
��'��' �
� ���� �� A ��� B �� �
� ����� ������� ������

P (B |A) =
P (A ∩B)

P (A)
.

�������� �
�� P (A) > 0�

.�� Ai9 i = 1, 2, . . . , n �� n ������� ������ �
�� �
� ������ A1, . . . , An−1 ��� ���
 �
�� P (A1 ∩
A2 ∩ · · · ∩An−1) > 0� "
��9

)��.��


�� �� >2�������F�� &����/ �������?/

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2 |A1) · · · × P (An |A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An−1).

�

( 



)���!/ "
� ����� �� �� ��������� �� n� "
� ������ �� ���� ��� n = 2� ������ �
�� �� �� ���� ���
n = 2, 3, . . . , k9 ��� ��� �� �
�� �
�� �� �� ����� ���� ��� n = k + 1�

!�;�� A = A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak� B� 
���

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak+1) = P (A ∩Ak+1)

= P (A)P (Ak+1 |A)

= P (A1)P (A2 |A1) · · ·P (Ak |A1 ∩A2 ∩ · · · ∩Ak−1)

×P (Ak+1 |A)

���� �
� ��������� ����������9 �
��
 ��������� �
� ������ �

,-��.%� ��/ � ������ �� 
		 �������� ������������� �� � ���� �
��� �
�� 0( �� �
�� 
��� �� �����
��� ����� Q ��������� 4�  �� �
��� ������������� ��� �
���� �� ������9 �
�� �� �
� �����������
�
�� ���
 �� �
�� 
�� �� ����� ��� ����� X ���
���G

������% ��� A19 A29 A3 �� �
� ����� �
�� �
� ;���9 ������ ��� �
��� ���������9 ������������9 
��
� ����� Q ���������

"
� ��,����� ����������� ��

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (A1)P (A2 |A1)P (A3 |A1, A2)

=
75

>
100 ×

74

99
×

73

98
= 0.418.

�

"
� ��������' ������ ���� �� ����������� ���� �
���'
��� �
� �������

)��.��


�� �� >.�� �� ����� �����������?/ 3�� A1, A2, . . . , An �� �����	 	��� ����

(�+ Ai ∩Aj = ∅ �� i �= j (�������
 �����	��� �����	+

(�+ P (Ai > 0) ��� i = 1, 2, . . . , n

(�+ A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An = Ω'

����& ��� ��
 ����� A&

P (A) =

n
�

i=1

P (A |Ai)P (Ai).

�

"� ����� �
�� ������9 ��� Bi = A ∩ Ai ��� i = 1, 2, . . . , n� "
��9 Bi ∩ Bj = ∅ ��� i �= j >�����
Ai ∩Aj = ∅ ��� i �= j? ��� A = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn� @����9

P (A) = P (B1) + P (B2) + · · ·+ P (Bn)

���� ����� >�? �� � ����������� �������� &�� P (Bi) = P (A ∩ Ai) = P (A |Ai)P (Ai) ��� i =
1, 2, . . . , n ���� &����/ �������9 ��� �
������� P (A) =

�n
i=1 P (A |Ai)P (Ai)9 �
��
 ��������� �
�

������ �

(*



,-��.%� ��/ :�,����� �� �� ������� �������� ������ ������ �� ( ������������� �
������� "
�
��������'� �� �����'�� �������� ���� ����� 
9 �9  9 *9 (9 ��� �	9  	9 
	9 
(9 ��� �(9 ������������� "
�
������������' ������������� �
�� �
� ���'�
 �� � ��,���� ���� ������ 
		 ���� ��� 	�*9 	�$9 	��9 	�)9
��� 	�7� B
�� �� �
� ����������� �
�� � �������� �������� ��,���� ���� �� ���'�� �
�� 
		 ����G

������% ��� A �� �
� ����� �
�� �
� �������� �����'� 
�� ���� �
�� 
		 ����9 ��� ��� Ai �� �
�
����� �
�� �� ��� �������� �� ���� i9 i = 1, 2, 3, 4, 5� "
��9 �� �
� ��� �� ����� �����������9

P (A) =
5

�

i=1

P (A |Ai)P (Ai)

= 0.2× 0.4 + 0.3 × 0.6 + 0.1× 0.2 + 0.15 × 0.8 + 0.25 × 0.9

= 0.625.

�

"�� ������ A ��� B ��� ���� �� �� ����������� ��

P (A ∩B) = P (A)P (B).

"
�� ������� �
� ����� ������' �� ������������E ������9 �
�� ����
�� ��J������ �
� ��������� ��
�
� ��
��� 4�����9 �� A ��� B ��� �����������9 �
��

P (A |B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

P (A)P (B)

P (B)
= P (A)

���

P (B |A) =
P (A ∩B)

P (A)
=

P (A)P (B)

P (A)
= P (B).

"
� ������� �� ����������� �
���� ��� �� �������� ���
 �
� ������� �� �
��� ����' �������� ������
���� >����9 A ∩B = ∅?� 4� ����9 �� A ��� B ��� �������� ��������� �
��

0 = P (∅) = P (A ∩B)

��� �
�� P (A ∩B) ������ �� �,��� �� P (A)P (B) ���� �� �� ����� ��� ����� 
�� �
� ����������� 0�
@����9 �������� ��������� ������ ��� ��� ����������� ������ �� �
� ������� ���� �
�� �� ����� ���
�� �
�� 
�� F��� ������������

��$ 7���	� �����"��


4� ���� ������ ����������� �� ��� ���������� �� ���� ������ ���������� ���
 �
� ����������
���
�� �
�� �
� ������ ������� >����9 ω ∈ Ω?� 3�� ��������9 �� ������� 
	 ��� ��� �� ���������� ��
�
� ��� �� �
� ������� �
��� �� �
� ����� B� ��� �
�� ���������� �� � �������� �
�� ���������� �
������ ���
 �� ����������� 8��
 �������� �� ������ � ������ �������� >��?�

���� ���������9 � ���� ������ �� X �� � ������' ���� Ω ���� IR ���
 �
��

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F

((



��� ��� x ∈ IR�

�� �����9 �� �
��� ������ X = x ��� �
� ����� {ω ∈ Ω : X(ω) = x}9 X ≤ x ��� �
� �����
{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}9 ��� y ≤ X ≤ x ��� �
� ����� {ω ∈ Ω : y ≤ X(ω) ≤ x}�

"
� ��,�������� �
�� X ≤ x ���� �� �� ����� ��� X �� �� � �� �� ��������� �� �
�� �����������
������������ ��� �� �����

3�� ���
 �� X �� ��;�� ��� ���������� ��	��������� �������� >�������������� ��������? F >����
������ �
� ����������
 ��	��������� �� X �� �
� ��� �� X? ��

F (x) = P (X ≤ x)

��� ���
 x ∈ IR�

F �����;�� �
� ��������' ����������% limx→+∞ F (x) = 19 limx→−∞ F (x) = 09 ��� F (x) ≤ F (y)
�� x ≤ y >����9 3 �� ������������'?�

� �� �� ��	����� �� �� ����� ���� �������� ������� "
� ������������ �������� F �� � �������� �� X
���
 ������ �� � ��������� >;���� �� ��;����? ��� I >��'� I = IN? �� ������ '���� ��

F (x) = P (X = x)

��� ���
 x ∈ I� B� 
���
�

x∈I F (x) = 1�

,-��.%� �' >"
� &�������� ������������?/ .�� p ∈ (0, 1)� � �� �������� X �����' ������ �� �
� ���
I = {0, 1} �� ���� �� �� � #�������� �� ���
 ��������� p9 �� �� 
��� � #�������� ��	��������� ���

��������� p �� P (X = 1) = p ��� P (X = 0) = 1− p� �

� �� �� ���������	 �� P (X = x) = 0 ��� ��� x� "
� ���	��
 �������� �� � ���������� �� �� �
�������� f ���
 �
��

>�? f(x) ≥ 0 ��� ��� ���� x

>�? f �� ����'����� ��� P (a ≤ X ≤ b) =
� b

a
f(x) dx �� a < b

>�?
� +∞
−∞ f(x) dx = 1

>�? F (x) =
� x

−∞ f(t) dt ��� ��� ���� x�

"
� ������� F (x) =
∂f(x)

∂x
�
�� 
���� �� ���
 ����� x �
��� f �� ����������9 �������� � ����

�� ��������' �
� ������� �������� ���� �
� ������������ ��������9 ��� �����������

,-��.%� �� >"
� ����������� ������������?/ .�� α > 0� � �� X �� ���� �� �� �� ����������� ��
���
 ��������� α �� �� 
��� �� ����������� ��	��������� ���
 ��������� α ��

F (x) =







1− exp(−αx) �� x > 0

0 �� x ≤ 0�

($



"
� ������� �������� f �� '���� ��

f(x) =







α exp(−αx) �� x > 0

0 �� x ≤ 0�

8������ �
�� α = 2 ��� �� ���
 �� ��������� �
� ����������� �
�� X ���� �� �
� �������� (1, 2]� B�

���

P (1 < X ≤ 2) = P (X ≤ 2)− P (X ≤ 1)

= F (2) − F (1)

= (1− exp(−4)) − (1− exp(−2))

= 0.117019644.

�

,-��.%� �2 >"
� ����������� ������������ �� ����������?/ .�� �� ��� ������ � ��� ������� �� �
�
����������� ������������% �
� ���� �
�� �� �� �����
��		� .�� X �� �� ����������� �� ���
 ���������
α� B� 
���

P (X > x+ y |X > x) =
P (X > x+ y, X > x)

P (X > x)
���� &����/ �������

=
P (X > x+ y)

P (X > x)

= e−αy

= P (X > y)

�
��
 ���� ��� ������ �� xM �

��( 8��������
 	
 � ����	� �����"��

.�� X �� � �������� �� �����' ������ �� �
� ��� I�

"
� ���� �� �
� ����������� �� X9 ������� �� E[X]9 �� �
� ������

E[X] =
�

x∈I

xP (X = x)

�������� �
��
�

x∈I |x|P (X = x) < ∞�

,-��.%� �( >����������� �� � &�������� ��?/ .�� X �� � &�������� �� ���
 ��������� p� "
��9

E[X] = 0× P (X = 0) + 1× P (X = 1)

= p.

�

(0



4� X �� � ���������� �� ���
 ������� �������� �������� f 9 �� ��;�� �
� ����������� �� �
� ����
�� X �� �
� ������

E[X] =

� +∞

−∞
x f(x) dx

�������� �
��
� +∞
−∞ |x| f(x) dx�

,-��.%� �� >����������� �� �� ����������� ��?/ .�� X �� �� ����������� �� ���
 ���������
α > 0� "
��9

E[X] =

� +∞

0
xα exp(−αx) dx

=
1

α
.

�� ����' �� ����'������ �� ����� >��� �
� �������
�

udv = uv −
�

vdu ���
 u = x ��� dv =
α exp(−αx)dx9 ��'��
�� ���
 �
� ������� limx→+∞ x exp(−αx) = 0?� �

.�� �� '��� ���� ���������� �� �
� ����������� �������� E[·]�

)��.��


�� ��/ �����	� ���� X ��� Y ��� ��	' 	��� ���� E[X] ��� E[Y ] ���	�& ��� ��� c � ����
������' ����& E[c] = c& E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]& ��� E[cX] = cE[X]' �

"
� k �� ������ �� �
� ������ �� ����� k >k ≥ 1? �� � �������� �� X �����' ������ �� �
� ���
I �� '���� ��

E[Xk] =
�

x∈I

xk P (X = x)

�������� �
��
�

x∈I |xk|P (X = x) < ∞�

"
� k��
 ������ �� �
� ������ �� ����� k >k ≥ 1? �� � ���������� �� X �� '���� ��

E[Xk] =

� +∞

−∞
xk f(x) dx

�������� �
��
� +∞
−∞ |xk| f(x) dx < ∞�

"
� �������� �� � �������� �� ���������� �� X �� ��;��� �� ��

��� (X) = E (X − E[X])2 = E[X2]− (E[X])2.

,-��.%� �� >C������� �� �
� ����������� ������������?/ .��X �� �� ����������� �� ���
 ���������
α > 0� "
��9

��� (X) =

� +∞

0
x2 α exp(−αx) dx −

1

α2

=
2

α2
−

1

α2
=

1

α2
.

@����9 �
� �������� �� �� ����������� �� �� �
� �,���� �� ��� ����� �

()



,-��.%� ��/ #������� �
� ��������� ��������� �� ������� 
 �
�� �
� ��������� ��� ������ ���
,��������� ����� ��� �������� �� ����� ����� �� ��������� B� ������ �
�� ���
 �������� �� ����� ��
�������� ���
 �
� ����������� p9 0 < p ≤ 19 �
�� �� �� �������

.�� X �� �
� ������ �� ����� ��,����� ������ ;����' � �������� ����� �� ��������� 8����
P (X = 1) = p9 P (X = 2) = (1 − p) p9 ��� ���� '�������� ����� P (X = n) = (1− p)n−1 p ��� ���

n9 �� 
���

E[X] =

∞
�

n=1

n (1− p)n−1 p = 1/p.

5������ �
�� E[X] = 1 �� p = 1 ��� E[X] → ∞ �
�� p → 0 �
��
 �'���� ���
 �
� ���������� �

��) 4	����� ��
���"���� ����	� �����"��


8�������� �� �� �� �������� �� �������'��� ��� �� ���� ���� 4� X ��� Y ��� ��;��� �� �
� ����
����������� �����9 �� ��;�� �
� 2���� ���������� ��	��������� �������� >K�������? �� X ��� Y ��� ���
���� x ��� y ��

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = P ((X ≤ x) ∩ (Y ≤ y)).

!�;�� FX(x) = P (X ≤ x) ��� FY (y) = P (Y ≤ y) ��� ��� ���� x ��� y� FX ��� FY ��� ������
�
� �������� ���������� ��	��������� ��������	 �� X ��� Y 9 ������������9 ������������' �� �
� K����
������������ �������� F �

���� �
�� FX(x) = limy→+∞ F (x,∞) ��� FY (y) = limx→+∞ F (∞, y)�

4� �
��� ������ � �����'����� �������� f �� ��� ��������� ���
 �
��

P (X ≤ x, Y ≤ Y ] =

� x

−∞

� y

−∞
f(u, v) du dv

�
�� f �� ������ �
� 2���� ���	��
 �������� �� �
� ��� X ��� Y �

8������ �
�� g �� � �������� �� ��� ��������� ��� ��� f �� �
� K���� ������� �������� �� X ���
Y � "
� ����������� E[g(X,Y )] �� ��;��� ��

E[g(X,Y )] =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
g(x, y) f(x, y) dx dy

�������� �
�� �
� ����'��� �������

#������� ��� �
� ���� �
�� X ��� Y ��� �������� ��� �����' ������ �� ���� ��������� ���� I
��� J 9 ������������� "
�� �
� 2���� ��	��������� �������� �� X ��� Y ��� ��� x ∈ I9 y ∈ J 9 �� '����
��

F (x, y) = P (X = x, Y = y) = P ((X = x) ∩ (Y = y)).

!�;�� FX(x) = P (X = x) ��� FY (y) = P (Y = y) ��� ��� x ∈ I ��� y ∈ J �� �� �
� ���'����
������������ ��������� �� X ��� Y 9 ������������9 ������������' �� �
� K���� ������������ �������� F �

3��� �
� ��� �� ����� �����������9 �� ��� �
�� FX(x) :=
�

y∈J F (x, y) = P (X = x) ��� ��� x ∈ I
��� FY (y) :=

�

x∈I F (x, y) = P (Y = y) ��� ��� y ∈ J �

(7



8������ �
�� g �� � �����'����� �������� �� ��� ���������� "
� ����������� E[g(X,Y )] �� ��;���
��

E[g(X,Y )] =
�

x∈I, y∈J

g(x, y)P (X = x, Y = y)

�������� �
�� �
� ��������� �������

��, 1���������� ����	� �����"��


"�� ��� X ��� Y ��� ���� �� �� ����������� ��

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y)

��� ��� ���� x ��� y �� X ��� Y ��� ���������� ���9 ��� ��

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y)

��� ��� x ∈ I ��� y ∈ J �� X ��� Y ��� �������� ��� ���� �
��� ������ �� I ��� J 9 �������������

)��.��


�� �'/ ,� X ��� Y ��� ����������� ��	 	��� ���� E[X] ��� E[Y ] ���	�& ����

E[X Y ] = E[X]E[Y ].

�

)���!/ .�� �� ����� �
�� ������ �
�� X ��� Y ��� �������� ��� �����' ������ �� �
� ���� I ���
J 9 ������������� .�� g(x, y) = xy �� �
� ��;������ �� E[g(X,Y )] '���� �� �
� �������� �������� "
��9

E[X Y ] =
�

x∈I, y∈J

xyP (X = x, Y = y)

=
�

x∈I, y∈J

xy P (X = x)P (Y = y) ����� X ��� Y ��� ����������� ���

=
�

x∈I

xP (X = x)





�

y∈I

y P (Y = y)





= E[X]E[Y ].

"
� ����� �
�� X ��� Y ��� ���
 ���������� ��� �� �����'��� ��� �� �
������� �������� �

��. �	�����	��� ���������	�

#������� �
� ��������� �� ������� 
 � .��X �� �
� ������ �� ����� ��,����� �� ;�� � ����� ��������
��� ��� Y �� �
� ������ �� ����� ���������� "
� ���� ������ �� ����� '���� �
�� Y = 1, 2, 3, 4, 5
�� �
� ����������� ����������� �� X '���� Y >��� �
� ����������� �� ������� � ?�

.�� X ��� Y �� �������� ��� ���
 ������ �� �
� ���� I ��� J 9 �������������

$	



.�� PX|Y (x, y) := P (X = x |Y = y) �� �
� ����������� ����������� �� �
� ����� (X = x) '����
�
� ����� (Y = y)� 3��� ����������� �� �� 
���

PX|Y (x, y) =
P (X = x, Y = y)

P (Y = y)

��� ���
 x ∈ I9 y ∈ J 9 �������� �
�� P (Y = y) > 0�

PX|Y (· | y) �� ������ �
� ����������� ��	��������� �������� �� X '���� Y = y�

"
� ����������� ����������� �� X '���� Y = y9 ������� �� E[X |Y = y]9 �� ��;��� ��� ��� y ∈ J
���
 �
�� P (Y = y) > 09 ��

E[X |Y = y] =
�

x∈I

xPX|Y (x, y)

,-��.%� ��/ #������� ������� 
 � .�� X ∈ {1, 2, 3, 4, 5} �� �
� ������ �� ����� ��,����� �� ;��
� �������� �� �
� ����� ����� ��� ��� Y ∈ {1, 2, 3, 4, 5} �� �
� ������ �� ����� ���������� B� ����
�� ������� E[X |Y = 3]9 �
� ���� ������ �� ����� ��,����� '���� �
�� Y = 3�

B� 
���

E[X |Y = 3] = 1× PX|Y (1, 3) + 2× PX|Y (2, 3) + 3× PX|Y (3, 3)

= 1× P (A1) + 2× P (A2) + 3× P (A3)

=
6

10
+ 2×

3

10
+ 3×

1

10
=

15

10
= 1.5 .

"
� ������ �
���� ��� �� ���������' ����� ���
 �������� �� �,����� ������ �� �� �� �
� ����� ������ �

#������� ��� �
� ���� �
�� X ��� Y ��� ���
 ���������� ��� ���
 ������� ��������� fX ���
fY 9 ������������9 ��� ���
 K���� ������� �������� f � "
� ����������� ����������
 ���	��
 �������� ��
X '���� Y = y9 ������� �� fX|Y (x, y)9 �� ��;��� ��� ��� ���� y ���
 �
�� fY (y) > 09 ��

fX|Y (x, y) =
f(x, y)

fY (y)
.

"
� ����������� ����������� �� X '���� Y = y �� ��;��� ��� ��� ���� y ���
 �
�� fY (y) > 09 ��

E[X |Y = y] =

� +∞

−∞
x fX|Y (x, y) dx.

&���� �� � ���� ������ ������ �� ����������� ������������ "
�� �� �
� ������� �� �
� ��� �� �����
����������� ��� �
� ������������

)��.��


�� �� >.�� �� ����������� �����������?/ %�� ��
 ��	 X ��� Y &

E[X] =
�

y∈J

E[X |Y = y]P (Y = y)

�� X �	 � ��	����� ��& ���

E[X] =

� ∞

−∞
E[X |Y = y] fY (y) dy

�� X �	 � ���������	 �� �

$




B� ����� �
� ������ �� �
� ���� �
�� X ��� Y ��� ���
 �������� ���� 8���� E[X |Y = y] =
�

x∈I xP (X = x |Y = y) �� 
��� ���� �
� ��;������ �� �
� ����������� �
��

�

y∈J

E[X |Y = y]]P (Y = y) =
�

y∈J

#

�

x∈I

xP (X = x |Y = y)

$

P (Y = y)

=
�

x∈I

x





�

y∈J

P (X = x |Y = y)P (Y = y)





=
�

x∈I

xP (X = x) �� ����' �
� ��� �� ����� �����������

= E[X].

"
� ����� �� �
� ���� �
�� X ��� Y ��� ���������� ��� �� �����'��� ��� �� �
������� �������� �

$�




 (��������� �������

!�� ��9����	�


��� �
� ��� ���������� ���� ��� �� ��� �������� �� �� ����������� �� � ������ ����������� �����
(Ω,F , P )�

&�
�

��3 B� �
��� ������ �� IN �
� ��� �� ��� �����'����� ����'��� ��� �� IR �
� ��� �� ��� ����
��������

� ���������� �� ��� + = (X(t), t ∈ T ) �� ������ � 	�����	��� �����		� 4� ��
�� ����9 ��� ���

t ∈ T 9 X(t) �� � ������' ���� Ω ���� ���� ��� E �
��� E = IR �� E ⊂ IR >��'�9 E = [0,∞)9 E = IN?
���
 �
� �������������� �
�� X(t)(ω) >���� ������� �� X(t, ω)? �� �
� ����� �� �
� ����
����� �������
+ �� ���� t �� �
� ������� >�� ���
? ω�

"
� ��� T �� �
� ����� 	�� �� �
� ����
����� ��������

4� T �� ��������� >��'�9 T = IN9 T = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2 . . .}? �
�� + �� ������ � ��	����� ����
����
����� �������E �� T �� ���������� >��'�9 T = IR9 T = [0,∞)? �
�� + �� ������ � ���������	 ����
����
����� �������� B
�� T �� ��������� ��� ���� �� '������ ���������� �
� �������� X(t) ��� X(n)
>�� X(n)9 tn9 ����?�

"
� ����� E �� ������ �
� 	���� 	���� �� �
� ����
����� ������� +� 4� �
� ��� E �� ���������
�
�� + �� ������ � ��	����� 	���� ����
����� �������E �� �
� ��� E �� ���������� �
�� + �� ������ �
���������	 	���� ����
����� ��������

B
�� �������' �� H�
� ������� X(t)I ��� �
���� ���������� �
� ������� +� "
�� �� � ������
����� �� ���'��'��

,-��.%� �� >!������������ �������������� ����
����� �������?/ X(n) R ������ �� K��� ���������
�����' �
� n��
 
��� �� �
� ���� "
� ����
����� ������� (X(n), n = 1, 2, . . . , 24) �� � �������������
�������������� ����
����� �������� �

,-��.%� �� >!������������ ���������������� ����
����� �������?/ X(n) R �������� ���� �� �
� n�
�
 ��,���� �� � ������� ���������' ������ �� �� ����������� �������� ������� "
� ����
����� �������
(X(n), n = 1, 2, . . .) �� � ������������� ���������������� ����
����� �������� �

,-��.%� �' >#�������������� �������������� ����
����� �������?/ X(t) R ������ �� �����'�� �
��

��� ������� �� � '���� ���� �� � ������������� ������� �� �
� ���� ������ (0, t)� "
� ����
�����
������� {X(t), t ≥ 0} �� � ��������������� �������������� ����
����� �������� �

,-��.%� �� >#�������������� ���������������� ����
����� �������?/ X(t) R ������' ���� �� ��
��,���� �������� �� ���� t� "
� ����
����� ������� {X(t), t ≥ 0} �� � ��������������� �����������
����� ����
����� �������� �

4�������� �
� ��������' ��������% � �������� f �� o(h) ��

lim
h→0

f(h)

h
= 0.

3�� ��������9 f(h) = h2 �� o(h)9 f(h) = h �� ���9 f(h) = hr9 r > 19 �� o(h)9 f(h) = sin(h) �� ����
��� ������ ����������� �� o(h) ��������� �� ���� o(h)�

$ 



,-��.%� �2/ .�� X �� �� ����������� �� ���
 ��������� λ� 4� ��
�� �����9 P (X ≤ x) =
1− exp(−λx) ��� x ≥ 0 ��� P (X ≤ x) = 0 ��� x < 0� "
��9 P (X ≤ h) = λh+ o(h)�

8��������9 P (X ≤ t+ h |X > t) = λh + o(h) ����� P (X ≤ t+ h |X > t) = P (X ≤ h) ���� �
�
���������� �������� �� �
� ����������� ������������� �

$*



� ������� �������

� 7��		�� �����		 �� ��� �� �
� �������� ����������' ����
����� ����������

#������� � ����� �����		 (tn)n9 �
�� �� � ���������� �� ������ ������ �� ���� ���
 �
�� 0 ≤
t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 < · · · 9 �
��� tn ������� �
� ��������� ���� �� �
� n��
 ����� �� ����
����������� 3�� ��������9 tn ���� �� �
� ������� ���� �� �
� n��
 ��,���� �� � ���������

3�� ��� �������� [s, t) ��;�� �
� ����'�� �� N([s, t)) =
�

n≥1 1(tn ∈ [s, t))� 4� �����9 N([s, t)) ��
�
� ������ �� ���������� >�� ������? �� �
� ����� ������� (tn)n �� [s, t)�

B� ��� �
�� (N([s, t)), 0 ≤ s < t) �� � 7��		�� �����		 ��

>
? {(tn+1 − tn), n = 0, 1, . . .} �� � ���������� �� ����������� ��� ����������� ����������� ��� >���

t0 = 0 �� ����������?E

>�? tn+1 − tn �� ������������� ����������� ���
 ���� λ > 09 ������9

P (tn+1 − tn < x) = 1− exp(−λx), x > 0.

4� �� � ������ ����� �� ���������'� �� ��� �
�� (tn)n �� � ������� ������� �� >
?�>�? 
���� B� ����
���� ��� �
�� ���������'��

>�� �� ��� �������� �����������	 �� ��� 7��		�� �����		 �� �������������	 ��	 �� ����� ���
�������	 �� ����	 �� � ��������� �������� (��� ���� �� 
' 8' .����� �� ):):+' ��� �	� �� ����
���������& �� ���	� �� � $�	� ����
	�	& ��� �� ������� �	 � 7��		�� �����		'

&���� ��� ��������� �����,������ �� �
� ��;������ �� � ������� ��������

)��.��


�� �2 >8��������� ��� ����������� ����������?/ (�+ ���������
 ���������	" ��� ��� 
��� �� ���������	 �� � 7��		�� �����		 �� � ����� ���� �������� ���
 ������	 �� ��� ������ ��
���	 ��������'

(��+ ,���������� ���������	" ��� ������ �� ���������	 �� � 7��		�� �����		 �� ��� ��	2���� ����
��������	 ��� ����������� ��	'

�

&��
 ������� ����������� ������ ���� �
� ���������� �������� �� �
� ����������� ������������
��� ���� �
� ���������� �
�� �
� ����������� ����� (tn+1 − tn)n ��� ��� ����

)��.��


�� �( >������� ������������?/ 3�� Pn(t) �� ��� ����������
 ���� ������
 n �����	 ����� ��
�� �������� �� ������ t' ?� ����& ��� ���� n ∈ IN& t ≥ 0&

Pn(t) =
(λt)n

n!
e−λt. >
	*?

�

"
� ����������� ������������ �� >
	*? �� ������ � ������� �������������
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)���!/ "
� ����� ���� �
� ���� �
�� �
� ��� �� n ��� ����������� ��;��� �� �����'�� �� �
���
����������� ������� �������� �� ����� �� �������� ����� ���� �����;�����9 �� Y1, . . . , Yn ��� ��� ���
���
 ������ >�����������? ����������� ������������ P (Yi < x) = 1−exp(−λx) �
�� �
� �����������
������� �������� �� Y1 + · · ·+ Yn �� '���� ��

d

dx
P (Y1 + · · ·+ Yn < x) =

λnxn−1 exp(−λx)

(n− 1)!
. >
	(?

"
� ����� '��� �� �������� 3���� ������� �
��

tk = τ1 + · · · + τk >
	$?

���
 τk := tk − tk−1 >������ �
�� t0 = 0 �� ����������?�

B� ���� ���� ����������� �) �
�� Pn(t) = P (N([0, t)) = n) ��� ��� t� 3�� �
�� ������ �� ����
���� ����� �� �
� ����������� ������������ �� N([0, t))� B� 
���

P (N([0, t)) = n) = P (tn > t, tn+1 < t)

= P (τ1 + · · · + τn > t, τ1 + · · ·+ τn+1 < t) ���� (106)

=

� ∞

t

P (τ1 + · · ·+ τn+1 < t | τ1 + · · ·+ τn = y)
λnyn−1e−λy

(n− 1)!
dy ���� (105)

=

� ∞

t

P (τn+1 < t− y | τ1 + · · ·+ τn = y)
λnyn−1e−λy

(n− 1)!
dy

=

� ∞

t

P (τn+1 < t− y)
λnyn−1e−λy

(n− 1)!
dy �� ����' >
? �� ���� �� � ������� �������

=

� ∞

t

�

1− e−λ(t−y)
� λnyn−1e−λy

(n− 1)!
dy �� ����' >�? �� ���� �� � ������� �������

=
(λt)n

n!
e−λt

�
��
 �� �������� �� ���������' �� ����'������ �� ����� �

� �������� f �� o(h) �� f(h)/h → 0 �� h → 0� 3��� ����������� �7 �� �������� �
��

����%%��# �/

7���(� 	����� ����� �� �� �������� �� �������� h) = λh+ o(h)

���
7���(���� ���� ��� ����� �� �� �������� �� �������� h) = o(h).

.�� �� ��� ������� E[N(t)]9 �
� �������� ������ �� ������ �� � ������� ������� ���
 ���� λ
�� �� �������� �� ���'�
 t�

)��.��


�� �� >�������� ������ �� ������ �� �� �������� �� ���'�
 t?/ %�� ���� t ≥ 0

E[N(t)] = λ t.

�
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�����������  	 ���� �
�� �
� �������� ������ �� ������ ��� ���� �� ����9 �� �,����������9 �
�
���� �� �
��
 �
� ������ �����9 �� '���� �� E[N(t)]/t = λ� "
�� �� �
� λ �� ������ �
� ���� �� �
�
������� ��������

)���! �! )��.��


�� ��/ B� 
��� �� ����' ����������� �7

E[N(t)] =
∞
�

k=0

k Pk(t) =
∞

�

k=1

k Pk(t)

=

#

∞
�

k=1

k
(λt)k

k!

$

e−λt

= λt

#

∞
�

k=1

(λt)k−1

(k − 1)!

$

e−λt

= λt.

�

)��.��


�� ��/ ��� 	������	����� �� ��� ����������� 7��		�� �����		�	 ���� ����	 λ1 ��� λ2 �	
� 7��		�� �����		 ���� ���� λ1 + λ2' �

"
� ����� �� ��������

,-��.%� �(/ #������� �
� �������� �� � ���� �� � ������������� �������� 3������� ����� ��������'
�� � ������� ������� ���
 ���� 2.4 ��� ���� B� 
���%

>�? P (���� ������� �������� ≤ T ���� ) = 1− e−2.4T

>��? P (k �������� �� T ���� ) =
(2.4T )k

k!
e−2.4T

>���? �������� ���� ������� ��� ����������� �������� R 10 
����

>��? P (0 ������� �� ���� ���) = e−2.4

>�? 8������ 10 
���� 
��� ������� ����� �
� ���� �������� "
��9

�������� ���� �� ���� ������� R 10 
���� >���������� ��������?�
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