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Définition générale du filtrage

Filtrage
Opération qui consiste a estimer I’état d'un systéme dynamique a
partir d'observations partielles et bruitées.
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Systemes dynamiques

Modeles mathématiques d’évolution utilisés dans de nombreux
domaines des sciences et techniques : physique, biologie, écologie,
météorologie, économie, ingénierie...

Systémes qui évoluent dans le temps de facon a la fois :
— causale
leur avenir ne dépend que de phénomenes passés ou présents
— déterministe

a une condition initiale donnée a I'instant présent correspond, a chaque
instant ultérieur, un et un seul état futur
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Systemes dynamiques : évolution dans le temps

» Evolution continue dans le temps — équations différentielles
ordinaires

» Evolution discontinue dans le temps — équations récurrentes
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Systemes dynamiques stochastiques

» Prise en compte de perturbations aléatoires dans les équations
du systeme

» Evolution de phénomenes aléatoires décrits par des processus
aléatoires continus et/ou discrets
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Notations

Temps : t e R
Vecteur d'état : X(t) € Rr
Vecteur des mesures :  Z(t) € R™

o {X(t)},{Z(t)} = processus aléatoires continus.

Remarque
L'état X (¢) du systeme dynamique n’est pas observé.
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Définition mathématique : cas continu

Mesures bruitées disponibles a I'instant £ :
{Z(r), 7 €[0,1]}
Lien signal/mesures a I'instant ¢ :

Z(t) = h(X(®) + V()

» » Z(t) — observations
h (X (t)) — signal fonction de I'état
V(t) — bruit additif supposé connu



Définition mathématique : cas continu

Filtrage
Détermination d’un estimateur optimal X (¢) du vecteur d'état
X (t) a partir de toutes les mesures disponibles

{Z(r), 7 €0, 1]}
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Processus aléatoires discrets

Temps : k e Z
Vecteur d'état : X, € RP
Vecteur des mesures : 7, € R™

o {Xk},{Zr} = processus aléatoires discrets.

Remarque
L'état X du systeme dynamique n’est pas observé.
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Mesures bruitées disponibles a I'instant & :
Zok = {Z;,1=0,1,2,...,k}
Lien signal/mesures a l'instant k :

Zr = h(Xk) + Vg

» » ;. — observations
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Définition mathématique : cas discret

Mesures bruitées disponibles a I'instant & :
Zok = {Z;,1=0,1,2,...,k}
Lien signal/mesures a l'instant k :

7, = h(Xk) + Vi

» » ;. — observations
h (Xy) — signal fonction de I'état
Vi — bruit additif supposé connu



Définition mathématique : cas discret

Filtrage
Détermination d'un estimateur optimal X}, du vecteur d’état X, 3
partir de toutes les mesures disponibles

ZOk - {lel:071,27...,]€}
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Exemple en temps continu : mouvement 1D

e Mobile en mouvement le long d'un axe (0x) avec une
accélération constante ~

e Filtrage : estimer la vitesse v(t) et la position z(t) du mobile
a l'instant t a partir de mesures de position
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Conditions initiales

Vitesse :  wv(tp) = wvp
Position :  z(tg) = xo



Exemple en temps continu : mouvement 1D

Modélisation physique

Vitesse :  wv(t) = wvo + vy (t — to)
Position :  z(t) = =z + v (t — to) + 27 (t — tg)?
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Exemple en temps continu : mouvement 1D

Equation dynamique d'évolution de I'état

di’
w1 Ll ]
dt

— systeme d'équations différentielles.
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Exemple en temps continu : mouvement 1D

Systeme dynamique continu

dX
= FOX() + £

o X(t) € R?, F(t) € R?*2 et f(t) € R2.

— équation d'évolution de I'état ou équation d’état



Exemple en temps continu : mouvement 1D

Mesure

v

Z@t) =)+ V(E)=[0 1] [x]JrV(t)

o V/(t) représente le bruit de mesure



Exemple en temps continu : mouvement 1D

Equation d’observation

Z(t) = H(t) X(t) + V(1)
oZ(t)€R, X(t) € R?, H(t) e R™>2 et V(t) € R.



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Discrétisation

Vit € [tk,tgr1], Y(t) = cste = g, k€N



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Conditions initiales

Vitesse :  wv(tx) U
Position :  z(tx) = x LAR



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Modélisation physique

Vitesse :  v(t) = wvp + v (t — tg)
Position : z(t) = xp + v (t — tg) + v (t — tg)?

te [tk)tk+1]7 keN
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Exemple en temps discret : mouvement 1D

Equation dynamique d'évolution de I'état

At
(At)®
2

Yk

XHlZHEiZE”:[Alt (1)] [;Z]+

At = tgp1 — tg



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Equation dynamique d'évolution de I'état

A = [;gﬁi” = [Alt [1)] [;’;] + (AA;)?

At = tgp1 — tg

— systeme d'équations récurrentes.

Yk
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o X € Rz, Fj, € R2%2 et fr € R2.
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Systeme dynamique discret

Xiy1 = Frpr Xi + fr
0 X, €R? F, € R?*? et f, € R%.

— équation d'évolution de I'état ou équation d’état
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o Wy, € R? représente un bruit qui affecte le modele accélération
constante



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Supposons que |'accélération v, subisse des perturbations aléatoires
; alors I'équation d'évolution de I'état X, peut étre complétée par

Systeme dynamique discret

Xiy1 = Fp Xoo + fro + Wy

o Wy, € R? représente un bruit qui affecte le modele accélération
constante

— bruit de modele



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Mesure

Zy = ap + Vi = [0 1][;’;}+Vk

o V. représente le bruit de mesure



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Equation d'observation

Zy = H. X +V,
0Z,eR, X1, € R2 H, e R™>*2 et V, €R



Exemple en temps discret : mouvement 1D

Le probleme du filtrage se ramene a la résolution d'un systeme
linéaire stochastique récursif de la forme

Xpr1 = FpXp + fio + Wy
Zy, = Hp, X, +V;

0Z,€R, X, € R%, F, e R?*2 H,, e R*2 W, e R? et 1, € R

Pour le résoudre, il faut préciser la nature des bruits de modele
{Wy} et de mesure {Vj}
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Xit1 = FpeXp + fu + Wi
Z, = Hp Xy + hp + Vi

o, pour tout k € N, Xy, fr, Wr € RP, Zy, hg, Vi € R™, Fy, € RPXP,
Hy € RmXp, et,
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Formulation du filtre de Kalman discret

Soit le systeme linéaire gaussien suivant

Xit1 = FpeXp + fu + Wi
Z, = Hp Xy + hp + Vi

o, pour tout k € N, Xk,fk,Wk € RP, Zi,hi, Vi € R™, Fy € ]RPXP,
Hy € RMXP, et,

> le bruit {TW;} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q}”

» La condition initiale X est gaussienne, de moyenne X0, de matrice de
covariance QF

> le bruit {V}} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q}

> Les bruits {Wi}, {Vi} et la condition initiale X sont mutuellement
indépendants
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Formulation du filtre de Kalman discret

A l'instant k, les observations suivantes sont disponibles

AN
ZO:k - (Z(]aZla .. 7Zk:)

Filtrage

Estimation du vecteur aléatoire X a partir des observations Z.i.
de facon optimale, récursive
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Formulation du filtre de Kalman discret

» Critere d’optimalité : minimum de variance = loi conditionnelle de X}
sachant Zo., (prop. P3)

» Cas gaussien = Seules la moyenne X et la matrice de covariance Py
sont nécessaires a la définition de cette loi (prop. P7)

d'o
Espérance et matrice de covariance conditionnelles

)
(1>

X = E[Xy|Zo.1]

1>

P, 2E [(Xk . )?k) (Xk . )?k>T | ZM]



Formulation du filtre de Kalman discret

Espérance et matrice de covariance conditionnelles antérieures

1>

X = E[Xk|Zos1]

1>

PrAE [(Xk - X0 (X - X’,;)T | ZO:kl}



Formulation du filtre de Kalman discret

Les matrices de covariances conditionnelles P, et P, ne
dépendent pas des observations (prop. P11)

Conséquence
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Processus d’'innovation

Supposons connue la loi conditionnelle du vecteur aléatoire X1 sachant
ZO:k—l-

Comment déterminer la loi conditionnelle de X}, sachant Zgy.x ?

Deux étapes sont nécessaires :
1. La prédiction

la loi conditionnelle de X, est calculée sachant les observations passées
ZO:k:—l

2. La correction

|'observation Zj est utilisée pour apporter une information nouvelle par
rapport aux observations passées Zy.r—1



Processus d’'innovation

La quantité
I, = Zp — E[Z|Zos] = Zi — (Hk X+ hk)

est appelée innovation

Lemme

Le processus {Iy} est un processus gaussien a valeurs dans R ;
en particulier I; est un vecteur aléatoire gaussien

indépendant de Zy.x_1
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Processus d’'innovation

La quantité
I, = Zp — E[Z|Zos] = Zi — (Hk X+ hk)

est appelée innovation

Lemme

Le processus {Iy} est un processus gaussien a valeurs dans R ;
en particulier I; est un vecteur aléatoire gaussien

» de moyenne nulle
» de matrice de covariance Qi = Hj P,;HkT + ka

indépendant de Zy.x_1
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Filtre de Kalman-Bucy

Théoreme
Si la matrice de covariance Q} est inversible pour tout k € N alors les
processus {X } et { P} sont définis par les équations suivantes

Prédiction N .
X, = FeXi1+ f
P, = FuPa F + QY
Correction N N N
X, = X,; + K [Zk — (HkX,; + hk)]
P, = [I — Ky Hk] P,;

o la matrice K, = P, H}l [HP, H + Q)]™" est le gain de Kalman, et
avec les initialisations

X; = Xo=E[Xo], P =QF
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Filtre de Kalman-Bucy : remarques

» La suite { P} ne dépend pas ni des observations {Z}, ni des
coefficients {fi} et {hx}

» Sipourtout k€N, F, =F, Gy =G, H, = H, Q) =Q",
et QY = QV alors la suite {P;} peut &tre pré-calculée



Filtre de Kalman linéarisé

Soit le systéme non linéaire suivant

{ Xk Se( Xp—1) + ge(Xp—1)Wi
Zy = hpe(Xg) + Vi

o, pour tout k € N, X € RP, Wi € R%, Zi, Vi € R™, et o les fonctions fx,
gk, hi définies sur R sont 3 valeurs dans R?, RP*¢ R™ respectivement ; de
plus
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Soit le systéme non linéaire suivant

{ Xk Se( Xp—1) + ge(Xp—1)Wi
Zr = hk(Xk) + Vi

o, pour tout k € N, X € RP, Wi € R%, Zi, Vi € R™, et o les fonctions fx,
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Filtre de Kalman linéarisé

Soit le systéme non linéaire suivant

{ Xy = o Xp—1) + gu(Xp—1) Wi
Zy, hk(Xk) + Vi

o, pour tout k € N, X € RP, Wi € R%, Zi, Vi € R™, et o les fonctions fx,
gk, hi définies sur R sont 3 valeurs dans R?, RP*¢ R™ respectivement ; de
plus

» les fonctions fi et gi sont supposées dérivables
» le bruit {TWx} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance QY
> le bruit {V}} est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Q}

» Les bruits {Wy}, {Vi} et la condition initiale Xy sont mutuellement
indépendants



Filtre de Kalman linéarisé

Soit une suite déterministe {7} dans RP, solution approchée du
systeme, appelée trajectoire nominale.

La linéarisation consiste a
> linéariser fi et g, autour de Zj_1 i.e
Je(x) = fr(@r—1) + fL(Tp—1)(x — Tp—1) et
9k() =~ g(Tr—1)
» linéariser h; autour de Ty i.e
hk(.%') ~ hk(:fk_l) + h%(.fk_l)(l' —.Cl_jk_l)



Filtre de Kalman linéarisé

Le systeme linéarisé obtenu est de la forme

Xy = Fp(Xp—1 —Tp—1) + fro + GeWy
Zy = Hp(Xp—2g) + hp + Vi

AL N A N

o0 Fi, = fl(Zk-1), [ = fx(@r=1), G =gk(Tr—1), Hi, = (T)) et
AL

hi = hy(Zy)



Filtre de Kalman linéarisé

Théoreme
Prédiction N N
X = fu(Xk-1)
Pk_ = FpPu_1 F;;T —+ GkQE/Gz
Correction N N N
Xi = X+ Ki[Ze — hie(X)))]
P. = [I— KpHi] P,

o la matrice K, = P, Hjl [HeP, H + Q)] " est le gain de Kalman,



Filtre de Kalman linéarisé

Théoreme
Prédiction N N
X = fu(Xk-1)
Pk_ = FpPu_1 F;;T —+ GkQZVGz
Correction N N N
Xi = X+ Ki[Ze — hie(X)))]
P, = [I — KyHy] P,

o la matrice K, = P, Hjl [HyP, H + Q)] " est le gain de Kalman, et
avec les initialisations telle que la loi gaussienne de moyenne )?J et de matrice

de covariance P soit une bonne approximation de celle de Xo



Filtre de Kalman étendu (" Extended Kalman filter”)

La trajectoire nominale est ici remplacée par I'estimateur courant
de X} compte-tenu des observations disponibles a I'instant £ — 1.

La linéarisation consiste a
» linéariser fi et g, autour de )A(k_l i.e
fil@) = fo(Xio1) + f(Xe1)(@ = Xpa) et
ge(@) ~ gi(Xi-1) -
> linéariser hy, autour de X i.e
hi(x) ~ hi(X7) + B(X0) (@ — X))



Filtre de Kalman étendu

Le systeme linéarisé obtenu est de la forme

Xy = Fu(Xpo1—Xp1) + fr + G
Zy = Hp(Xp— Xp-1) + he + Vi

Ao AL o Ao AL, o
0 Fi,= fi.(Xi—1), fr=fu(Xi—1), Gk = gk(Xp—1), Hr =hi (X))
et hy, 2 hy(X;)



Filtre de Kalman étendu

Théoreme
Prédiction N .
Xy = [e(Xk-1)
P, = F.Pe F + GhQYGY
Correction N N N
X = X + KilZr — hae(X))]
Py = [I — K Hk] PI:

o la matrice K, = P, Hjl [HeP, H + Q)] " et avec Fkéf,g()?k_l),
Gy, égk()?kfﬂ, et Hy éh;()?,:)



Présentation

Cette présentation a été réalisée a I'aide de la classe beamer
complétée par le laboratoire de mathématiques appliqués de
I'université de technologie de Compiégne

http://www.lmac.utc.fr/outils
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