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M. Elkadi & B. Mourrain Résolution des systemes polynomiaux

Dans ce chapitre, nous allons étudier les formes linéaires sur 'anneau des
polynémes, c’est-a-dire les éléments du dual de K[x]. Un theéme de recherche
connaissant depuis quelques temps des développements intéressants consiste
a représenter les polynomes comme des « algorithmes » calculant une valeur
en un point. On considere alors I’évaluation des polynémes en un point. Cette
évaluation est une forme linéaire particuliere. Nous voulons étendre donc ici ce
point de vue en nous intéressant systématiquement aux propriétés des formes
linéaires sur les polynomes.

7.1. Dualité et systemes inverses

Dans cette section, nous allons décrire le dual de I'ensemble R = K[x] des
polynomes en x, vu comme espace vectoriel sur K.

7.1.1. Dualité et séries formelles. — Nous noterons R I’espace vectoriel

dual de R. Une forme linéaire « simple » de R est Vévaluation en un point
¢eK”,

1.: R — K
p = 1¢(p) = p(Q).
Pour tout multi-indice @ = (av,...,a,) € N™ on peut aussi considérer la
forme linéaire
R — K
p = 0¢(p) =9z} - 051 (p)(C),
ol 0;, désigne la dérivation par rapport a la variable x;. Nous notons, d; ¢ = ‘E‘,

avec a; = 1 et aj = 0, j # i. Avec ces notations, 5¢ = 5?2 e 62‘”4

Exemple 7.1. Pour( = (1,1) e R2 et p = 22 +22y—3y>+2—y+1 € Rlx, 9],
0,2
1c(p) = 1,5é '(p) = 6.

Pour tout f € Klzy,...,zn], notons (dZ(f))aenr les coefficients de f dans
la base ((x — ()*)qenn- On a alors

F) =) dE(N)x -0,

aeNn?
o (x —¢)* =I[-,(z; — ¢;)™. Notons que si la caractéristique de K est nulle,
_ Jja an __ 1 _ 1 f e .
d? = dl,lc e dn,C = T ran 62" =3 (52“. Pour toute forme linéaire A sur R, on
a donc

A(f) =D Ax =) dE()

aceNn
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Par conséquent,
A= AMx—¢
aeN™
Ce qui nous permet d’identifier A avec la série formelle 3, cnn A((x—()*)d¢ €
K[[di,...dpc]]- Sila caractéristique de K est 0, cette identification est réalisée
par le développement de Taylor en (.

A= A( 54 € K[[01.¢,- - Oncl]-
aeN"™

Lorsque ¢ = 0, d? sera noté d“. Par la suite, nous noterons également dg(p) =
(A% p)c.

Exzemple 7.2. Considérons lapplication linéaire A : p € Rlx fo
Comme fo zidr = 21:11 (i € N), nous pouvons réécrire A en série formelle sous
la forme :
22+1 ) 1
A= = d’
ZH =23

oud:p— %ai(p)(O) est la forme linéaire quz’ donne le coefficient de x* d’un
polynome p.

Via ce formalisme, l"algébre K[[01,¢,...,0n c]] des séries formelles (ou opéra-
teurs différentiels « en ¢ » a coefficients dans K) ou K[[dy ¢,...dy]] s'iden-
tifie a R. Cette identification est réalisée par le développement de Taylor en
C.

On vérifie facilement que

1si a=0
a _~\B _ )
(d®, (e =07 { 0 sinon.

La base (df)aenn de R est donc la base duale de la base monomiale ((x —
()*)aenn de R. Voir [EmsT78| pour plus de détail.

Remarquons que I'on peut aussi choisir comme base de R, (1¢)cep ot P est
un ensemble infini de points convenablement choisis.

A partir de maintenant, nous allons identifier R avec Kldi¢,...,dnc]]
(resp. = K[[d1,¢,...,0n]] si car(K) = 0). Les formes linéaires seront donc
vues comme

— des séries formelles en d; ¢,...,d,,

— ou méme comme des opérateurs différentiels au point ¢, qui sont des séries

formelles en 61¢,..., 0.
On notera aussi leur espace K[[d¢]] (resp KI[[d¢]] si car(K) = 0). Lorsque
¢ = 0,K[[d¢]] sera noté K[[d1,...,dy]] (resp. K[[ 1y---,0p]]) ou K[[d]] (resp.

K[[4]] si car(K) = 0).
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7.1.2. Dualité et dérivation. — L’espace vectoriel R est muni d’une struc-
ture de R-module de la facon suivante : Vp € R, VA € R, on définit p - A
par

p-A:R — K
q — Alpg).

Montrons que cette opération correspond dans K[[d¢]] & des dérivations. En
effet, on a par récurrence sur a € N*,

05, (2 — Gi)p) = a 037 (p) + (2 — Gi) 05, (p).

Ce qui implique que

(i —G)-6¢(p) = 68 ((xi —G)p)

Qi i—1 oy n
= @by e Oifqe0nt(p)

= 05,.(6¢)(p).

Donc la multiplication par z;—¢; dans R agit sur les éléments de K[[6¢]] comme
une dérivation par rapport a la variable d; ¢.
Nous vérifions également que la multiplication par x; — (; dans R agit sur
les éléments de K[[d¢]] comme la multiplication par « I'inverse de la variable
1

di,c » En effet, comme df = 5 6, on a

(2 = G)-df = df - diydi Ry

et x; — (; est « équivalent » a d;gl Ce qui explique l'appellation de systeme
inverse [Mac16].

Exemple 7.3. Dans K[z, 2], 71 -d3dy : p € K[wy, 23] — le coefficient de
w%mg dans x1p, c’est donc le coefficient dida(p) de x1x2 dans p. On a bien
z1-d?dy = d;'d?dy = dids.

7.1.3. Changement de base. — Décrivons ici, comment on peut passer des
opérateurs différentiels en { aux opérateurs différentiels en un autre point.
Pour simplifier la présentation, nous supposons que car(K) = 0.

Définition 7.4. Notons
1 o SO
AG o) =) ¢
acN"

Nous allons définir I'isomorphisme entre K[[d¢]] et K[[0]]. Tout autre chan-
gement de points induit le méme type d’isomorphisme (& translation pres).
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Théoréme 7.5. L’isomorphisme de passage de K[[o¢]] a K[[¢]] induit par
isomorphisme entre R et K[[0¢]] et celui entre R et K[[0]] est donné par
Kllo]] — K[d]]
6¢ = 0UA(G9).
Démonstration. Pour tout p = > cxn PaX® € R et tout 3 = (B1,...,06,) €
N™, notons p® = 8511 --ﬁgﬁ (P) = aenm p&ﬁ)xo‘. On a donc

o =0 = Y = (Y iPx)

aeNn aeNn a€ENn

1
= (Y oM B)©) = (7 A ).

aeNn
Ce qui montre que 5? = 0% A(¢,6) dans K[[0]]. O
Notons que

A(,Q) =) ¢™a

aEeNn

mais, comme d*d”? = (O‘Zﬁ) d*tP on a df #d* Y ey (“d®, au sens habituel
du produit des séries. De ce point de vue, I'utilisation des séries en ¢ est donc
plus naturelle, et a relier avec les transformées de Fourier.

7.1.4. L’orthogonal d’un idéal. —

Définition 7.6. Pour tout idéal I de R, on définit le sous-espace vectoriel de
R suwant :
It ={AeR; ¥pel, A(p) =0}.

Pour tout sous-espace vectoriel D de ﬁ, on définit le sous-espace vectoriel de
R suivant :

Dt ={peR; VA €D, A(p) =0}.

L’espace vectoriel I+ est appelé dans la littérature le systéme inverse de I
(voir [Mac16]).

Remarque 7.7. L’orthogonal d’un idéal I de R n’est pas un idéal de K[[d]].

Exemple 7.8. Dans K[z1, 23], D := (1,01, 02,0102) est l'orthogonal de l’idéal
1= (o ad).

Les éléments de I+ peuvent se voir comme des formes linéaires sur A = R/I.
La projection 7 : R — A induit une application
Ty .2 — It
A — Aom.
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Proposition 7.9. L’application 7, est un isomorphisme entre I+ et A.

Exemple 7.10. Dans l’exemple précédent, K[x1,x2]/I a pour base {1,x1, xa,
x1x2} et la base duale s’identifie 4 {1,091, 0d2,0102}.

Dans la suite, on identifiera de méme I+ avec A. Le systeme inverse I+
est stable par dérivation. En fait, il y a une correspondance entre les idéaux
de R et certains sous-espaces vectoriels de K[[d¢]] stables par dérivation et
fermé pour la topologie (d1,¢, ...,y ¢)-adique, que nous rappelons en terme de
convergence des suites. Pour cette topologie, une suite (A;);en converge vers A
ssi pour tout k € N, il existe lp € N tel que pour{ > Iy, Aj—A € (1¢,. .. ,5n7<)’“.
Voir [Mal85].

Théoréme 7.11. Les idéauxr de R sont en bijection avec les sous-espaces
vectoriels de K[[6¢]] stables par dérivation et fermés pour la topologie (51, .. .,
On,¢)-adique.

Voir [Ems78]. Cette bijection consiste a prendre 'orthogonal dans le dual
et dans le bidual, c’est-a-dire ’espace lui-méme. Pour tout idéal I de R et pour
tout sous-espace vectoriel fermé D de R, on a en effet les propriétés

11 1L
I——=1, D—=0D.
Nous donnons quelques propriétés directes des systeémes inverses.

Proposition 7.12. Soient I et J deux idéauzx de R, alors
~IcJeJtcrt
~-(InJ)t=1++Jt
~(I+Nt=1tnJt .

Définition 7.13. Nous dirons qu’un sous-espace vectoriel L de R est stable
siVA € L,
x;- N e (L), pouri=1,...,n.

Nous avons vu que la multiplication d’une forme linéaire par une variable
s’interprete comme une dérivation dans ’espace des séries formelles associé.
Cette définition nous permet d’énoncer facilement le résultat suivant :

Lemme 7.14. D = {Ay,...,Ap} est stable, si et seulement si, D+ est un
idéal.
Démonstration. Supposons D stable. Soit p € D+. Pour tout i = 1,...,n,

j=1,...,D,0na Aj(z;p) = ;- Aj(p) = Zszl XijkAe(p) =0 (N ik € K).
Ce qui montre que I’espace vectoriel Dt est stable par multiplication par les
variables z;. C’est donc un idéal de K[x].

Inversement, supposons que D~ soit un idéal. Pour tout p € D+ et i =
1,...,n, z;p € D et donc pour tout j = 1,...,D, Aj(zip) = z; - A(p) = 0.
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Ceci nous montre que z; - A; € D+ + = (D) (voir théoréme 7.11). O

Par le théoreme 7.11, les espaces stables de R sont de la forme I+ pour [
idéal de R.

Ce qui nous conduit a la définition d’un systéme inverse engendré par des
formes linéaires :

Définition 7.15. Soient Aq,...,As € K[[d¢]], on note
((A1,...,As)),

le systéme inverse engendré par Aq,...,As. C’est le sous-espace vectoriel de
K[[0¢]] engendré par les éléments A; et toutes leurs dérivées.

Exzemple 7.16. Dans K[x1, 3], le systéme inverse engendré par d3d; + da
est

(d1d3 + d,d3,dids + 1,d;,do, 1) = (d1d3 + da, d3,d1ds, dy, do, 1).

7.1.5. Division d’idéaux.— Certaines propriétés des idéaux, difficiles a
décrire ou a calculer dans R, se traduisent particulierement bien sur les systémes
inverses. La division en est un exemple.

Proposition 7.17. Pour tout Ay,...,As € K[[o¢]], et p1,...,pt € R,

<<A17---aAs>>L C(p1y s pe) = <<Pj 'Ai>>f§i§s,1§j§t
Démonstration. Comme ((Aq,...,A,))" est un idéal de R,
Pe (A, ANt (pro-op) & Vi, pyP e (A, AT
= Vi,j,VQ c R, Ai(ijQ) =0
& Pe{(p; M)
O

Exzemple 7.18. Dans K[x1,x2], si D = ((d2d; + da)) alors Dt : (z1,22) =
((d3,dida + 1)) = ((d3, dida))* = (27, 2123, 3).

7.1.6. Elimination de variables. — La projection ou I’élimination de va-
riables est un deuxiéme exemple de propriétés qui se traduisent bien sur les
systemes inverses. Soit r» € {1,...,n}; pour tout idéal I de R, o,(I+) =
{o,(A) = A(dy,...,d,,0,...,0);A € I'*}. Pour tout idéal I C R,, I*" =
It NK[dy,...,d,]], ou I+ C K[[dy,...,d,]].

Proposition 7.19. Pour tout idéal I de R, (I N R,)* = o,.(I1).
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Démonstration. Comme R;- = ((d,41,...,d,)),
INR)" = (INR)"NR,=I"+RHNR,
= (I +{(dg1,. ., d))) N Ry = 0, (1),

Exzemple 7.20. Dans K[z, 29, si D = ((d3d; + d2)) alors
Dt NKzy] = (dy, 1) NK[z] = (22).
7.1.7. Equations différentielles et systéme inverse. —

Proposition 7.21. Soit I = (p1,...,ps) un idéal de R ; alors son systéme
muverse

I+ = {A € K[[6J; piGi+ 5,055 Gn+ 05, )(A) = 0,1 <i < s}.

Démonstration. Nous avons vu que si A € K[[d¢]], (z; — ;) - A = 05, .(A). Donc,
pour tout P € R, P-A = P(C1+ 9, ,...,Cn + s, .)(A). Ceci montre que
A € I+ siet seulement si Vg € R, Vi=1,...,s,

Apiq) =pi- Mq) = pi(C1 + 05, (- -+ Cn + 05, ) (A)(g) = 0.
O
La proposition permet de voir la résolution de systemes d’équations différent-
ielles & coefficients constants et la réduction modulo un idéal de R comme le
méme probleme. Voir [Ped96] a propos de cette remarque, que nous illustrons
par un exemple :

Exemple 7.22. Considérons le systéme différentiel
2 2
2
o =0 =0
Nous cherchons les solutions dans l’espace des séries formelles. Dans le contexte
précédent, ¢ € K][01,d2]] est donc un élément du dual de R = Kx1,x2] ot

t = 61 et s = 6o sont les variables duales de x1,xo. Le systéme précédent se
traduit par

(7.1)

{ fi-9=0
far9=0

ol fi = 2 — a2 et fo = x129 — 1. La série formelle ¢ est dans l’orthogonal de
I = (f1, f2), ou encore dans le dual de A =K[x1,x2]/(f1,f2). Ce quotient est
de dimension 4 (par le théoréme de Bézout, car il n’y a pas de zéro a l'infini),
et les zéros sont

G = (L 1)’ G2 = (_17 _1)7 (3= (la _i)v 1= (_1>1)
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Le dual est donc I’espace vectoriel engendré par 1¢,, 1¢,, 1¢y, 1¢,, c’est-a-dire
par

exp(d1 + d02),exp(—d1 — d2), exp(id; — id2), exp(—id; + id2).
En revenant a notre probléme initial (c’est-a-dire en remplagant 01 par t et oo
par s), nous voyons que les solutions de (7.1) sont de la forme

¢ =X ch(s+1t)+ Xash(s+t) + Agcos(s —t) + Ay sin(s —t),

7.1.8. Passage du systeme inverse au quotient. — La construction d’une
base de I peut se faire facilement si on sait réduire tout polynéme en une
forme normale modulo I. Les éléments du systéme inverse de I ont la méme
valeur sur tous les éléments qui se réduisent a un méme terme. Soient I un
idéal de R et (x*)qecp une base de A = R/I. Alors pour tout monéme x?, il
existe des scalaires uniques (A, ), tels que

x — Z Aa,gX* € 1. (7.2)
acl
Proposition 7.23. La famille
(da + Z >\a,,6’ dB)aGE
BENT\E
forme une base du systéme inverse de I.

Démonstration. Soit (Ay) C A (que I'on identifie avec I1) la base duale de
(x*) C A. Les éléments A, s’écrivent sous la forme

Aoy = Z Hg,a dﬁaﬂaﬂ S
BeENn
D’apres les relations (7.2), pour 5 ¢ E on a

Hop = Ra(x) =D Aarg Aa(x¥) = Aas.
a/

Par ailleurs, pour 8 € E, on a a3 = Ag(x®) = 1si f = a et 0 sinon. O

Exzemple 7.24. Considérons les polynémes f1 = x3 — 1,fy = 23 — 2131 €
Kz, z2]. Une base de A = Klz1,x2]/(f1, f2) est {1,z1,x9,21,22}. Si nous
construisons la matrice

1000101020
01 00020O0O0OQO0
00100O0OO0OT1QO0OQO0

00010O0O0O0OTO0?2
correspondant auz coefficients des formes normales de

2 2 .3 2 2 .3
1,21, 20, 21 22, 27, 25, 27, X122, T125, T3, . . .
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Les lignes de cette matrice correspondent respectivement auz coefficients dans
A, A Ay Ay 2y € K[[dy, d2]] des termes

1,d;,ds,d; d2,d?,d3,d?,d?dy,d1d3, d3, . ..

Ceci nous conduit a une méthode effective pour calculer les premiers termes
du développement de A, si nous savons calculer les relations (7.2). Ceci est
possible si nous avons une méthode de normalisation sur la base (x%)acr
modulo I. C’est le cas par exemple quand on connait une base de Grobner
(91,...,9s) deI'idéal I, pour un ordre monomial <. La base (x“),ck sera alors
I’ensemble des monomes en dehors de I'initial m-(I) de I. Nous appelerons
fonction de normalisation N sur (x%),cp modulo I, la projection de R sur
(x*)qep parallelement a I.

Algorithme 7.25. BASE DUALE DE LA BASE (X®)acr DE R/I.

ENTREE : Une fonction de normalisation N sur (x“),cg modulo I.
Pour tout x? de degré <k avec J¢ F,

Calculer N(x%) =3, 5 Aasx’;

Pour o € E, A, = A, —|—/\a”gdf5 ;
SORTIE : Les termes de la base duale A, jusqu’au degré k.

Nous venons de voir comment passer d’une base du quotient a sa base duale.
Cette construction peut se reformuler a ’aide de l'objet suivant :

A= Z x* ®@d”
aEeNn
I’élément diagonal de K[[x, d]]. Pour p € R, on définit A(p) = > cnn x*d*(p),
et pour A € R, A(A) = Y aenn A(x®)d®. On vérifie que
A(p) =p, A(A) =\

Nous nous placons dans le cas ou A est un K-espace vectoriel de dimension
finie.
Proposition 7.26. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. 1l existe une décomposition de A sous la forme

00
A:Zai@)bi
i=1

ot les familles (a;) et (b;) sont linéairement indépendantes sur K avec
—aj € I pour j > pu,
7bi€ILpou7’1§z’§u,
2. (a;)1<i<y est une base de A .
3. (bi)i<i<u est une base de It
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Si ces points sont satisfaits, alors (a;)1<i<u et (b)i<i<, sont des bases duales.

Démonstration. Supposons que A se décompose suivant 1. Puisque (a;) en-
gendre K[x] (comme K-espace vectoriel), (a;)1<i<, engendre A.

Nous avons de plus b;(A) = b; = 3 °_, bi(a;) b; ; ceci implique

bi(aj) = 0;; pour 1 <4,5 < p, (7.3)

ol ¢;; est le symbole de Kronecker. Par conséquent, (a;)i1<i<, est libre dans
A. En effet, si D" Ny € I, alors b;(3", Nja;) =0 et Ay =0 pour 1 <1< p.
Ainsi (a;)1<i<y est une base de A. La relation (7.3) montre que (b;)1<i<, est
la base duale de (a;)1<i<, et les points 2 et 3 sont vérifiés.

Supposons maintenant que le point 2 soit vérifié. Alors il existe une famille
libre (a;);j>, C I telle que I'espace vectoriel engendré par (a1, ..., Gy, Gyq1,---)
soit une base de K[x]. Ceci permet de réécrire A sous la forme

o
A:Zai@)b;—FZaj@b;,
=1 i>p
avec les (b) linéairement indépendants. Soit (bi)1<i<, C 7+ 1a base duale de
(ai)1<i<u- On a alors

bi(A) =bi = bia)t; =V, 1<i<p
j=1
ce qui montre le point 1.

Si le point 3 est vérifié, alors on choisit pour (a;) la base duale de (b;) et on
utilise le 2. O
Cette propriété peut étre utilisée dans les deux sens. Si nous savons réduire
tout mondéme & une forme normale (par exemple, en utilisant une base de
Grobner) alors nous pouvons calculer une base du systéme inverse (au moins
en tronquant & un certain degré). Inversement, si nous connaissons le systéme
inverse alors nous pouvons construire les générateurs de I'idéal. Nous illustrons
ceci sur deux exemples tres simples, ot les éléments du systéeme inverse sont
des polynoémes en d.

Exemple 7.27. Nous considérons l'idéal I engendré par

pri=y — 2%, poi=yt —ad pyi=at

3 2

Pour construire I+, nous utilisons les relations vy = x> = y> = x

I et 22 =y —p1. On réécrit A sous la forme
A = d’+zd) +ydy+2®di+- -
= d°+2d; +ydo+ (y—p1)di+---
d’+2d;+y(dy+di)+--
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les points de suspension --- désignant des éléments de I ® R. Les produits
tensoriels sont implicites dans cette notation. Donc I+ = (ds + d?,d;,d°) =
((d2 +d})).

Exemple 7.28. Nous considérons le systéme inverse
((d} + d3 + didy))

qui est engendré (comme K-espace vectoriel) par les éléments Ay = d3 4 d3 +
didy, A1 = dy +da, Ag = d°, et nous voulons construire 1idéal I. On réécrit
A sous la forme
A = d+a2d; +ydy+2°d? +2ydidy +yPdi+ -

= Aop+z (A —da)+yda+2*(Ay —dj —dids) + 2ydida +y*d5 + -+

= A0+xA1+a:2A2+(y—a:)dg+(a:y—x2)d1dg+(y2—x2)d§+-~-
On voit donc que

(] +d5 + dido))™ = (& —y) + (2,9)",

et que (1,z,2%) est une base du quotient A.

Dans le cas ou A est un espace vectoriel de dimension finie, la structure
multiplicative du quotient peut se retrouver directement, comme le montre la
proposition suivante. Soit (131, . ,Z)H) une base de I’espace vectoriel I1. Pour
tout k € {1,...,n},

m
s, (bi) = D Afjbj , Ay €K
j=1

Notons M}, la matrice (/\ij)lﬁi,js;t .

Proposition 7.29. Les matrices My,1 < k < n, sont les matrices de multi-
plication par xj, dans A dans la base duale de (b;)1<i<p-

~

Démonstration. Soit (b, ...,b,) la base duale de (by, ... ,b,) dans A. Le coef-
ficient d’indices 4, j de la matrice de multiplication par z; dans A dans la base
(bj) est donné par

biwrb;) = (wk-bi)(by)
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7.2. Systéme inverse d’un point isolé

Nous nous placons dans le cas ou I'idéal I définit un point isolé { € K", et
nous notons m¢ I'idéal maximal définissant ¢. Dans cette section, nous allons
décrire une méthode permettant de calculer la structure locale de I en (.

7.2.1. Points isolés. — Caractérisons dans un premier temps, les systémes
inverses de points multiples.

Proposition 7.30. Supposons que I soit m¢-primaire ; alors It c Kld¢].

Démonstration. Puisqu’il existe un entier N tel que mév Cclcmg,(x—(Q)*el
des que |a| = ay + - +a, > N. Soit A € I+, alors

1
A= > ] A(x —¢)™) 82
aeN™:|a|<N

O
Dans ce cas, les éléments du systéme inverse de I sont des polynomes en .
De plus, A = R/I est de dimension finie p sur K (ot p est la multiplicité de

la racine (), par suite [ L est un espace vectoriel de dimension .
Ceci établit une bijection entre les idéauz m-primaires et les sous-espaces

vectoriels de K[d¢], stables par dérivation et de dimension finie (voir [Ems78],
[Macl6][p. 65], [Gro70]).

7.2.2. La composante m¢-primaire. — Dans la pratique, il est rare de trai-
ter directement un idéal me-primaire ; on a souvent affaire a des idéaux dont
une composante est m¢-primaire. Nous allons voir comment on peut isoler
cette composante, c’est-a-dire oublier le reste de la variété.

Théoréme 7.31. Soit I un idéal de R et Q¢ sa composante m¢-primaire que
[’on suppose isolée. Alors

(I K& = Qc.
Démonstration. Notons D = I+ NK[S]; nous allons montrer que Dy = Qé
On a Qé‘ C It (car I C Q) et Qé‘ C Kl[é¢] (d’apres la proposition (7.30)),
par suite, Qé‘ cItn K[d¢]. Pour montrer I'inclusion inverse, nous utiliserons
les deux propriétés suivantes :
— La composante m¢-primaire ()¢ de I est I’ensemble des polynomes f de
R tels qu’il existe g € R avec fg € I et g(¢) # 0 (voir [AM69]).
— Pour tout A € K[d¢] et tout g € R,
(g-M(f) = 9(C+ 05 -5 Cn+ 05, )(N)(S) (7.4)
= 9(QA) + (g = g(O)(CL 406, 5+ Cn + 05, ) (A) ().
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Montrons par récurrence sur le degré de A (en 6¢ = (01,¢,...,0n,¢)) que D¢ C
Qr.
Si A € De, est de degré 0, alors A est, a un scalaire pres, I’évaluation en (.

Pour tout f € Qc, g € R tels que g(C) # 0 et fg € I, A(fg) = 0= F(Q)g(C),
donc A(f) = f({) =0,et A € Qé‘.

Supposons maintenant que tous les éléments de D de degré < d sont dans
Qé. Soit A € D¢ de degré d; d’apres la formule (7.4), pour tout f € Q¢, g € R

tels que g(¢) #0 et fg €I,
Alfg)= 0= g(OA(f)+ (9 —9(O)C1+ s, cr---:Cn+ 05, )(A)(f)
= g(QA(f) + p(f),

p=1(9—9())(C1+0 o+ 05, )(A) est de degré < d en d; et p € D¢
(car D¢ est stable par dérivation). Par hypothese de récurrence, p(f) = 0. Il
en découle que A(f) =0, et A € Qé‘. O
Soit N € N tel que mév C Q¢; alors le degré des éléments de D, est au plus
N.

Définition 7.32. On appelle 'indice de nilpotence de Q¢ l'entier N¢ égal au
mazimum des degrés des éléments de De.

On vérifie facilement que N¢ est le plus petit entier N tel que
En effet, pour tout A € D¢ de degré N¢, il existe un monéme m = (x — () de
degré N¢ tel que A(m) # 0, donc mévc Z Q¢. Par contre, pour tout monoéme
m = (x— () tel que |a] > N¢ et tout A € D¢, A(m) =0, donc (x — () € Q¢,
ce qui implique que méVCH C Q.
Théoréme 7.33. Soient I = (p1,...,ps) un idéal de R ayant une composante

isolée Qg en 0, et q1,...,qs des polynémes homogénes de degré > Ng + 1.
Supposons que

I=(p1+aq1,...,ps+3s)

soit zéro-dimensionnel. Alors I a pour composante mg-primaire isolée Q.

Démonstration. Notons p; = p; + ¢i, 1 < i < s. Un élément A € K[dp] est dans
I+ (vesp. I't) ssi pour tout o € N, A(x®p;) = 0 (resp. A(x*p;) = 0),1 <i <
s. Or si le degré de A est < Ny +1,

Ax*p;) = Ax% py).

Donc I+ et I+ coincident jusqu’au degré No + 1. Par conséquent, il n’existe
pas d’élément de degré exactement No + 1 dans I+ (car Ny est Iindice de
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nilpotence de @g), et n’a donc pas d’élément de degré > Ny (car It est stable
par dérivation). Il en résulte que

I N K[6] = It NK[d).

Comme les zéros de I sont isolés (car Z(I) est de dimension 0), il découle du
théoreme 7.31 que Qg est aussi la composante primaire de Ia Iorigine. ]
La composante primaire (g en O reste inchangée par déformation en degré
suffisamment élevé. Ceci est vrai par translation en tout autre point ¢ de K.

Théoréme 7.34. Soit I un idéal de R définissant des points isolés (1, ...,(s;
alors

I'=Qi e eQ;,

ot Q; est la composante m¢,-primaire. De plus, pour tout élément A de I+, il
existe des polyndmes en 61, ...,0, uniques Aq,...,A,, tels que

A= Mi(8) AG,9). (7.5)
=1

Démonstration. Comme I = Q1 N---NQg, I+ = Qf + --- + Q+. De plus,
pour ji,...,j5p €{1,...,n}et i # ji,...,jp, Qi +(Qj N---NQj,) = R, donc
Qi N (Qj‘l +- 4 Qj;) = R* = {0} et la somme ci-dessus est directe. Un
élément de I+ est donc une somme de polynémes de dérivations aux points
¢i,1 < i < s. En utilisant I'isomorphisme (7.5), on obtient la décomposition

(7.5). O

7.2.3. L’anneau local par intégration. — Soit 7 unidéal de Ret D = I'+n
K[0] le systéme inverse de la composante primaire isolée au point ¢ = 0. Notons
K[d]4 'ensemble des polynomes en ¢ de degré au plus d et Dy = D N KJd]4.
Nous allons voir comment on peut construire Dy a partir de Dy_1. Ainsi si les
éléments de I s’annulent en 0, Dy est engendré par 6° (§° est la forme linéaire
telle que 4°(p) = p(0)) et il sera alors possible de construire tous les D; par
récurrence.
Notons pour p € K[0],p|5,—0 = p(61,---,0i-1,0,0i41,--.,0n).

Définition 7.35. On appelle i-primitive de p € K[d] (sans terme constant),
le polynome q, noté fip, tel que 05,9 = p et q5;=0 = 0.

Les éléments de Dy_1 sont les dérivées des éléments de Dy ; donc pour obte-
nir les éléments de Dy, 'idée est d’intégrer les éléments de Dy_4. La construc-
tion de Dy a partir de Dy_1 est basée sur le théoreme suivant.
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Théoréme 7.36. Supposons que l’idéal I soit engendré par pi,...,pm et
d > 1. Soit (by,...,bs) une base de Dy_1. Les éléments de Dy sans terme
constant sont les A de la forme

A = Z)\}/bjl(sg:o,m,an:o (7.6)
=1 71

5 S
j=1 2 = n

tels que
L35 M5 by — 300 Nids by = 0 pour 1 <k <1 <n,
2. A(pi) =0 pour 1 <i<m.

Démonstration. Soit A € Dy sans terme constant. 11 se décompose de maniére
unique en

A= A1(51,... ,(Sn) +A2(52,... ,(Sn) + +An(5n)a

avec tous les mondémes de A; € K[0s, ..., 0, \K[dit1,...,0,]. Alors [ 05, (A;) =
Comme 5, (A) = 85,(A1) € Dg—1 = (b, ..., bs), il existe des scalaires A} €

K tels que
n= [on =32 [
1 = 1

Considérons maintenant Js,(A) = 05, (A1) + Os,(A2) qui est dans Dy_;. 11
existe alors )\? eK,1 <75 <s, tels que

A2:/362(A2) = Z/\?/bj_/atb(Al)
2 s 2 2
= > /\?/bj — (A1 — Ais,=0),
=1 72

car [, d5,(A1) est la partie de Ay qui dépend de dy. Par suite

S S
Ap+ Ay = ZA}/bj|52:O+ZA§/bj.
=1 71 j=1 72

Posons 03 = A1 + Ay. Le méme calcul appliqué a 05, (A) donne

Ag = Z)\?/bj — (02 — 02]55=0)
j=1 73
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et
AM+Ay+A3 = Z)\]l /bj|5207530
1 1
#3208 [blso+ 3004 [,
=1 72 =1 73
Par récurrence, on obtient la formule (7.6) et pour tout k,l € {1,...,n}, les
relations
S
op=Mt A= A /bj|62:0,...,6k:0
=t 71
S S
+> N /bjy(;so,m,(;ko b YN /bj (7.7)
j=1 2 j=1 k
et

Z)\l /b — (011 — 01-1]5,=0)- (7.8)

Le point 2 est une conséquence directe de A € I'. Montrons maintenant
que le point 1 est vérifié. Nous utilisons, 05, A; = 0 pour k < [. D’apres (7.8),
0s,. Ay = 0 entraine

ZAé /laékbj = 05, (011 — 01-1]5=0)-
j=1

En dérivant I’égalité précédente par rapport a d;, et en utilisant 05, (07—1) =

95, (%) (pour k < 1),0, (k) = 3754 A¥b; (dapres (7.7)), on obtient

Z 05, b; nya(;lbj =0.
J=1

Réciproquement, supposons que A soit de la forme (7.6), que les conditions
1, 2 soient satisfaites et montrons que A € Dg. Cet élément se décompose en
A=A+ + A, avec A = ] 1 j sz - Uk—l - Uk—1’5k:0) et op =
A+ -+ Ap,1 < k< n (avec o9 = 0). Nous avons la relation (7.7) par
récurrence. Puisque A vérifie 1, d’apres ce qui précede, 95, (A;) = 0 pour
k<let A; € K[dy,...,0,]. Par construction, A; n’a pas de terme constant et
appartient donc a K[oy,...,0,] — K[0j11,...,0,].

La formule (7.7) implique

05 A= MNbjeDyy, 1<k<n. (7.9)
7j=1
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Comme Dy est stable par dérivation, toutes les dérivées de A sont dans
Dg_1. La dérivation correspond a la multiplication sur les polynémes, donc si
A(p;) = 0,1 < i < n, alors A(p;q) = 0, pour tout ¢ € R, et A € I+, O
La condition 1 traduit seulement le fait que les dérivations 05,1 < @ < n,
commutent ou de maniére équivalente que la multiplication dans A est com-
mutative.

Ezxzemple 7.37. On considére le point isolé 0 € K? du systéme
p1 =22 x% + 51:411, pa = 2x12x2 + 5:1:%.

Pour tout i,j € N, on note 6? = 71,(9;7 On vérifie facilement que I+ contient
1,81,02, 62,8102,03,8%, 83. Pour trouver les autres éléments de D, on intégre

ceuz-ci suivant la formule (7.6) en ne gardant que les éléments qui apportent
de nouveaux termes

A = X1 07 + Xg 6369 + A36105 + Aa 65 + A5 0502 + g 0103, N € K.
Les conditions A(p1) = A(p2) = 0, entrainent que
A =X (26] —58163) + X2(205 — 56269)
Un nouvel élément de I+ sera (d’aprés le théoréme précédent) de la forme

A = A0+ Aa(26302 — 56163) + A3(285 — 56203) et ses dérivées doivent étre
dans ’espace vectoriel engendré par les éléments précédents, ce qui impose que

A=X\(56262 —267 —203), AeK.

Une nouvelle intégration ne fournit pas d’autre élément dans D qui est alors
engendré par

1751>5276%5 616275%75%)5:2%7
25% —58105,205 — 50289,50205 — 267 — 255.

Ceci nous montre que le dual de R/Qq et donc R/Qq sont de dimension 11.
Le point 0 est donc de multiplicité 11.

7.2.4. L’algorithme. — Ceci nous conduit naturellement & un algorithme
qui construit étape par étape, les générateurs de D. Nous obtiendrons par la
méme occasion la structure du quotient, c’est-a-dire les matrices de multipli-
cation par les variables x; ou les matrices de dérivations par 05,1 < 1 < n.
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Algorithme 7.38. STRUCTURE LOCALE D’UN POINT MULTIPLE.

ENTREE :

(p1,-.-,pm) €E R™ et (€ K" tels que I = (p1,...,pm) @ une
composante m¢-primaire isolée ().

> Dyg:=1; d :=0; sg := 1; test := vrai;
Pour k de 1 a n faire U*[1] := [0];
> Tant que test faire
1) S := systéme d’équations 1,2 en A?;
2) résoudre le systéme S;
3) S’il n’y a pas de nouvelle solution alors test := faux
sinon
soit (d1,...,ds) une base des nouvelles solutions

telle que 05, (d;) = D252 Njsgti j 5
Sd+1 =84+ 8
’Dd+1 ::Dd,él,...,és :bl,...,b
Pour k de 1 a n faire
Pour i de sq+1 a s441 faire
Uk[z] = [)‘1,757 s 7/\sd,i] >
di=d+1;
> Dy et Uk pour 1 <k<n;

Sd+1 ?

SORTIE :
Une base B de Qé‘ dans K[d¢] et les matrices de multiplication
par xp — (i dans B.

7.2.5. Analyse de la complexité. — Nous détaillons ici I’analyse de com-
plexité de lalgorithme précédent. Une étape importante de cet algorithme
est le point (2) que nous allons étudier de plus preés. Supposons que nous

soiyons au rang d et que nous ayons calculé une base b1, ..., bs, de Dy. Posons
U, = (uf‘;j) <i,j<sq tel que

Sd
=1

Soient v; = (A}, ... ,)\éd), 1 <1< n, des vecteurs tels que V = [v1,...,v,] soit
une solution du systeme 1, 2 du théoreme (7.36). Les équations 1 se réécrivent
sous la forme

Upv— U, =0, 1<k<l<n.
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Les équations 2 correspondent a

[Ay,..., AV =0,

ol les matrices Aq, ..., A, sont de taille m x s4 et font intervenir les coefficients
des p1,...,pm. Le systeme général est donc de la forme

U, —U;

Un -U,
Un —Un—-1
Un-1 -U
V=0,
Unfl —Un-2
U, -U
LA . A, |

ou les blancs désignent des 0. C’est un systéme linéaire de taille (%n(n —
1) sq +m) x n sq. Pour résoudre ce systéme, nous supposons de plus que l'es-
pace vectoriel engendré par les lignes des U; est inclus dans celui engendré
par les lignes de U,. On peut toujours s’y ramener en prenant pour U, une
combinaison linéaire générique des matrices Uy,...,U, (i.e. on remplace z,
par une combinaison linéaire de x1,...,2,).

Par élimination de Gauss entre les lignes ou intervient U, et les autres,
on remplace les lignes U,_1v; — Ujv,—1 = 0 par un systéeme de la forme
Win—1v, = 0, o Wy 1 est une matrice de taille sq X s4. Le méme type de
calcul sur les autres % (n—1) (n—2)+m blocs non-nuls permet de transformer le
systéme en un systeme de taille (3 n (n—1) s4+m) x sq de la forme W . v, = 0.

Comme cette matrice est élargie de sq—sq_1 & chaque étape de ’algorithme,
on peut supposer que la triangulation des matrices U,, et la réduction ci-
dessus sont faites jusqu’au rang sg_1. Le nombre d’étapes nécessaires pour les
réductions supplémentaires est donc majoré par k (3 n(n—1) +m) x s3x (sq—
S4—1) (k est une constante). Pour obtenir les nouvelles solutions du systéme
W .v, =0, il faut au plus &' (2 n(n — 1) sq +m) X sq(s4 — Sa—1) opérations
arithmétiques supplémentaires (k' est une constante).

Le nombre total d’opérations pour 1'étape 2 est donc majoré par O(n?u3 +
mpd) ot p—1=s,—s0=(51—80) + -+ (5, — s_1)-

Voir aussi [MMM95] pour une autre approche.
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7.3. Interpolation

Les problémes d’interpolation sont au cceur de beaucoup de méthodes (mul-
tiplication rapide de polynomes, approximation par des fonctions polyno-
miales, splines, ...). Par essence, ce sont des problémes qui font intervenir
la dualité, comme nous allons le détailler dans cette section.

7.3.1. Les polynomes de Lagrange en une variable.— Un probleme
d’interpolation consiste a reconstruire une fonction a partir de ses valeurs
en certains points. Dans le cas classique, étant donnés d + 1 points distincts
to,...,tq € K, et des valeurs vy, ...,vq, on cherche un polynéme p de degré
< d tel que p(t;) = v; ou encore tel que

1t1(p) = vy, ZZO,,d

L’unique solution a ce probléme est donnée par
d
p= Z v; €;(t),
i=0

t—t;
ti—t;

ou

ei(t) =]
J#
est le ™€ polynome de Lagrange. Il vérifie
_J 1sii=y
Li(ej) = { 0 sinon
et les familles (e;); et (14); sont donc duales 'une de I'autre. Résoudre ce

probleme d’interpolation peut aussi s’interpréter comme la résolution du systeme
linéaire suivant :

1ty ... tg_l Po V9

1 tg ... tgil Pa—1 Vd—-1

La matrice ci-dessus V' = (1 (t’))o<ij<d—1 est la matrice de Vandermonde
des points tg,...,tq—1. C’est aussi la matrice de 14,,...,1;, , dans la base
duale d’ de la base des monémes. Les coefficients des polynomes de Lagrange
dans la base des monomes s’obtiennent a partir des colonnes de I'inverse de
cette matrice.

Généralisons cette construction. A la place des évaluations, nous pouvons
considérer des formes linéaires quelconques A;, supposées indépendantes. La
matrice correspondante est notée V. = (A;(t/ ))o<ij<d—1- Si V est inversible,
nous pouvons construire la base duale de A; en inversant V : notons e; le
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polynéme dont les coefficients dans la base monomiale correspondent & la i¢m¢
colonne de V. On a alors
Aj(ei) = i
et (e;)o<i<d_1 est donc la base duale de (A;)p<i<q—1. Une solution du probleme
d’interpolation S
Ai(p):vi,i:O,...,d—l (710)

est alors
d
pt) =Y viei(t).
i=0

Supposons ici que t-A; € (Aj);—o,. 4—1. Nous pouvons alors caractériser toutes
les solutions du probleme (7.10). En effet, de 'hypothese précédente, nous
déduisons (voir lemme 7.14) que D+ = {p € K[t]; Ai(p) =0, i =0,...,d—1}
est un idéal de K[t], donc principal. Pour calculer son générateur g, nous
procédons de la fagon suivante :

Remarquons d’abord que g est de degré d car K[t]/D+ = K[t]/(g) est une
algebre quotient dont le dual (A;);j—o . 4—1 est de dimension d.

Par ailleurs, le vecteur [go,...,94—1,1] des coefficients de g = go + -+ +
Ga—1 171 +t? est dans le noyau de
Aog(1) -+ Ag(t?)
v=| :
Ad_l(l) cee Ad_l(td)

En multipliant & gauche cette matrice par V"), nous ne changeons pas le
noyau et nous obtenons donc

1 0 —4g0
VTPV = _ :
0 1 —ga
Ce qui nous donne les formules :
[gilo<ica—1 = =V [A(t")]o<i<d—1

Exemple 7.39. Un exemple d’un tel probléme est le probleme d’interpolation
d’Hermite :

p(l)(ti) = Vi1, l:0,...,k‘i,i:0,...,e.

Les formes linéaires A; sont les

di, 1=0,....k,i=0,...e

WPour toute matrice M inversible, M~ est la transposée de l'inverse de M
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Remarquons que

! ! -1
ce qui nous montre que cet espace de formes linéaires est stable par dérivation
et que son orthogonal I(A) est un idéal engendré par le polynome g = go +
st ggor 2 4+ 2 tel que [gilo<i<d—1 vaut

1ty - tgfl td
0 1 - (d—1)td—2 dtd=!

0 - 0 (d=1)---(d—ko)tdh! ayte

tay - i1 a1
01 (=112 4t

' ' ' : d—kg_1—1 d! kg
0 -+ 0 (d=1)(d—kg1)ty ;""" | @t otta

7.3.2. Le cas de plusieurs variables. — Nous pouvons généraliser cette ap-
proche au cas de plusieurs variables. Considérons D formes linéaires A1,...,Ap

p—

indépendantes de K[x]. Le probleme d’interpolation consiste, étant données D
valeurs v;,i = 1,..., D a calculer les polynémes p € K[x] tels que

Al(p) = V4, 1= 1,...,D. (7.11)
Le cas classique correspondant au cas d’évaluations A; = 1, en des points
G eK" (i=1,...,D) sera détaillé dans les sections suivantes. Le cas général
correspond & des conditions tangentielles (sur les dérivées) en des points (;,7 =

1,...,d, les A; étant des fonctions de dérivations en ;. Ce probleme est
également appelé probleme d’interpolation d’Hermite.

Exzemple 7.40. Un tel probléeme est défini sur K[z, x2], par exemple, par
(1,p)(0,0) = v1, (d1,P)(0,0) = v2, (d2,P)(0,0) = v3,
(L,p)a1) = v4, (d1,0)(1,1) = v5, (dT,P)(1,1) = s,
v; €K, p € K[y, z2].
Pour A = {Ay,...,Ap}, nous noterons aussi
I(A) = {p € K[x]; tel que A\(p) =0, VA € A}

si A est stable. Nous allons décrire la structure du quotient K[x]/I(A).
Pour tout ensemble de monémes x¥ = {x1,..., x*P}, notons

A(x") = [Ai(x)]1<ij<D-

Ces matrices généralisent les matrices de Vandermonde aux cas de plusieurs
variables [MPO0O].
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Proposition 7.41. Supposons que les formes linéaires A;;i =1,...,D, sont
indépendantes et notons A = {A1,...,Ap}. Alors, x¥ est une base de R/I(A)
si et seulement si V = A(xF) = [Ai(x¥)]i=1,....D, acE est inversible.

Démonstration. Comme I(A)* = (A) est un espace vectoriel de dimension
D (les formes linéaires A; étant supposées indépendantes), R/I(A) est un es-
pace vectoriel de dimension D. L’ensemble de monémes x est une base de
R/I(A) si et seulement si les vecteurs des valeurs des formes linéaires A j sur ces
monomes sont indépendants, c¢’est-a-dire ssi la matrice A(x?) est inversible. O

Supposons connu un tel ensemble xZ tel que A(xE ) soit inversible. Construi-
sons alors (e;(x)) € K[x],j =1,...,D tels que

Al(e]) = 51,]

Le vecteur des coefficients de e; dans la base des monémes (x“!,...,x*P) est
donné par la i®™€ colonne de V1 = A(xF)~1.

Proposition 7.42. L’unique solution a support dans <XE ) du probléeme d’in-
terpolation (7.11) est

D
b= Z v; €;(x).
i=0

Démonstration. Le polynéme p = ZZD:O v; ei(x) vérifie Aj(p) = v;. Comme
xP est une base de K[x]/I(A), c’est 'unique polynéme & support dans (x*)
vérifiant ces contraintes. O
Les autres solutions du probleme (7.11) sont de la forme p+I(A). Remarquons
également que nous avons

D
I(A) = (x" = > Ai(x")ei(x), 8 € N?).
i=0

7.3.3. Une base d’interpolation. — Nous considérons toujours ici le cas
général d’un ensemble de D formes linéaires indépendantes A1,...,Ap, for-
mant un sous-espace stable. Pour résoudre les problémes d’interpolation, nous
avons besoin de connaitre un ensemble x¥ = {x% ... x%P} formant une base
de I(A). Nous allons voir ici comment le construire algorithmiquement. L’idée
simple a la base de cet algorithme est de construire, de maniere incrémentale,
cette base en partant du monoéme 1, en multipliant par les variables x1,...,z,
et en testant I'indépendance dans K[x]/I(A) des nouveaux monoémes, que 'on
rajoute, en leur appliquant les formes linéaires A.

Pour tout polynéme p € K[x], notons A(p) = [A1(p),...,Ap(p)] et pour
tout ensemble de polynémes M, notons M+ = MUz MU --- Uz, M.
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Algorithme 7.43. BASE D'INTERPOLATION ET RELATIONS.

ENTREE : Le systéme inverse A, M := {1}, L := {A(1)}, B = {1},
G:={}.
1. Calculer M := M\ M.
2. Tant que M # (), pour tout mondme t € M,
(a) calculer A(m),
(™) 8i A(t) € (L) = (A(mi1),...,A(mg)), c’est-a-dire s’il

existe a; € K tels que

A(t) = Z a; A(ml),

rajouter r =t — Z?:l a;mj & G et enlever t de M.

(c) Sinon rajouter A(t) a L et t a B.
(d) Calculer M := MHT\M.

SORTIE : L’ensemble B est une base de K[x]/I(A) et G 1’ensemble
des relations permettant de réécrire tout polyndme de BT dans
(B)-

Cet algorithme s’arréte nécessairement car ’ensemble des monomes B est
tel que A(B) est de rang |B| < D. Il ne peut donc croitre indéfiniment. Par
construction, ’ensemble B est connexe & 1 (tout mondéme de m est connecté
a 1 par un chemin de multiplication par les variables restant dans B). Si
B est de taille D’ < D, tout monéme de BT se réécrivant dans B modulo
G C I(A), nous obtenons une partie génératrice B de K[x]|/I(A) de taille
D" < D = dimg(K[x]/I(A)), ce qui est contradictoire. Quand l’algorithme
s’arréte, B est donc un ensemble de D monoémes indépendants de K[x]/I(A),
c’est-a-dire une base. De plus, les relations G permettent de réécrire tout
monoéme de BT dans (B).

Exemple 7.44. Soient (; = (0,0),(2 = (1,0) € K2, A = {141,142,dg’0)}. A
la premiére étape, nous calculons

A(1) = [1,1,0).
A la deuzieme étape, M := {x1,x2}
A(z1) = [0,1,1], A(xz2) = [0,0,0],
et G:={x2}, B:={1l,21}, M :={x1}. A létape suivante,
A(a1) = [0,1,0], A1 x2) = [0,0,0],
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et G = {xg,x122}, B := {1l,z1,27}, M := {z{}. Enfin la derniére étape
donne

A($%) = [07 1, 0]7 A(.’L‘% x2) = [07 0, 0]7
et G = {wg, 1179, 23 — 22}, B = {1,11,23} et M := {}.

Nous obtenons ainsi la base d’interpolation B = {1,x1,22} et l'idéal (vo, 53—
x?) associé aux points (0,0) et (0,1) de multiplicité 2.

Cet algorithme peut étre optimisé de plusieurs fagons. Si nous voulons cal-
culer une base de Grobner pour un ordre donné, nous trions également les
monoémes de M suivant cet ordre et nous ne considérons dans M™ que les
monoémes en dehors de I'initial de G. Les relations de G ainsi construites for-
meront alors une base de Grobner réduite.

Dans le test d’appartenance a (L) et le calcul des a; (étape 2.b), I'utilisation
de la triangularisation partielle de L permet de répondre de maniere rapide
(en O(|L|?)) & ce probléeme. Ce qui conduit & une complexité globale en O(D3)
opérations arithmétiques.

Remarquons aussi que le calcul de A(z; m) peut se faire facilement dans
certains cas (par exemple, pour des évaluations) a partir de A(m).

Nous allons maintenant détailler ces constructions dans le cas d’un probléme
d’interpolation en des points simples.

7.3.4. L’interpolation en des points simples. — Nous considérons ici les

D formes linéaires d’évaluation A; = 1¢, en les points Z = {¢1,...,(p} C K".
Nous cherchons & répondre au probleme d’interpolation (7.11).

Pour cela, nous supposons connu un ensemble x¥ = {x1,...,x*P} tel que
A(xF) soit inversible et nous construisons les D polynomes e (x),...,ep(x) €
K[x] tels que

Ai(e;) = by,

en inversant la matrice V = A(x").

Définition 7.45. Pour tout ensemble Z = {(1,...,(p} C K", nous notons
Z(Z2) lidéal des polynémes s’annulant en ces points.

Proposition 7.46. Les (e;)i=1..p forment un systéme d’idempotents ortho-
gonaux de K[x]/Z(Z2).
Démonstration. Comme 1¢,(e;) = d; j, on a pour tout 7,5,k € {1,..., D},
- 1Ci(e? - ej) =0,
—1g(eje) =0, #Fk,
B 1Ci(Z]'D:1 € — 1) =0.
On en déduit les égalités suivantes dans Az = K[x]/Z(Z) :

ej—e; =0,

—eje,=0,75#k,
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D _
- 2]21 ej = 1,
et (e;)i=1,... p est bien un systéme d’idempotents orthogonaux de K[x]/Z(Z).
O

-----

Proposition 7.47. L’idéal Z(Z2) est radical.
Démonstration. En effet,

7(2) = {p € K[x|;p(¢;) =0, i = 1,..., D}
= Z({Ci,....CpY) =TV (I({Cl,.--,CD})))
VI{G,---,¢p)) = VI(2),

d’apres le théoreme des Zéros de Hilbert. O

Proposition 7.48. Soient U et V C U deux sous-ensembles de K.
U - V) =Z(U) + (Y_es(x) =T(U) + Y _(es(x))
beV beV
Démonstration. Comme e,e, = 0si a # a’ et €2 = e, modulo Z(U), on a bien
+(Q_es(x)) = Kx|/(Z(U) + ) _(es(x)))
beV beV
Par ailleurs, remarquons que pour tout U, K[x]/Z(U) = @qecv(€q) et donc que

U)+ ) (ep(x))) = @acv-v(ea) = K[x]/Z(U - V),
beV

d’on I’égalité entre les idéaux. |

Proposition 7.49. L’idéal Z(U) est engendré par au plus n+ 1 polynémes.

Démonstration. Pour i = 1,...,n, notons p;(z;) le polynome de I'idéal Z(U),
de degré minimal et qui s’annule sur toutes les i*™¢ coordonnées des points de
U. Les points de W = Z(p1,...,pn) sont sur une grille contenant I’ensemble
U. Notons V =W — U. D’apres ci-dessus, on a donc
IU)=Z(W = V) =Z(W)+ (D _es(x)) = (01 (x1), - -, pal@n), D _ es(x)
beV beV
qui est bien engendré par au plus n + 1 polynomes. O

Cette proposition nous dit que tout ensemble de points dans un espace de
dimension n peut étre défini par n + 1 équations.
Pour plus de détails sur ces idéaux de points, voir aussi [Rob00], [Las01].
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7.3.5. Relations entre coefficients et racines. — Nous considérons ici
encore D points distincts Z2 = {(1,...,(p} de K". Notons Az = R/Z(Z2)
l'anneau quotient de K[x] par Z(Z) (I'idéal des polynomes s’annulant en Z).
C’est donc un espace vectoriel de dimension D dont une base du dual est la
base des évaluations (1¢,)i=1,..,p en les points ;.

Notons (x*);=1,...,p une base du quotient Az. Nous savons alors (proposi-
tion 7.41) que le déterminant

a1 oo ap
1 1
Ve(Z2) =] : :
a1 ap
o b

n’est pas nul. Ce déterminant généralise le déterminant de Vandermonde en
une variable [MP0O0]. Nous allons nous en servir pour décrire les idempotents
de Az. Pour cela notons

a1 PR ap
1 1
Gl G
Vip(Zx) = | x o xo
« (64
G G
2&51 . a.D

Proposition 7.50. L’idempotent de Az associé a la racine (; est

‘/;,E(Z> X)

ei(ZvX) = VE(Z)

Démonstration. Nous vérifions que e;(Z x) est une combinaison linéaire des
monoémes (x“);—1, . p formant une base de Az telle que

—ei(Z,x)(¢j) =0sii#j,et

e(Z,0(G) = L
Ceci caractérise le polynome de I’espace vectoriel (x*);—1, . p définissant I'idem-
potent de Az associé a ¢;. O
Ces matrices de Vandermonde généralisées vont nous permettre également de
calculer explicitement la forme normale d’un polynéme. Notons

Q(x) lel XZDD
Ro(2,x) = Q(:Cl) 1 1:
QCp) ¢ - P
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Proposition 7.51. La forme normale de Q dans la base (x¥) de Az est

1

No(x)=0Q Vi(2) Rg(Z,x). (7.12)
Démonstration. Remarquons que Rg(Z,¢;) =0 pouri=1,...,D et donc que
Rg(Z,¢;) = 0 dans .AZ De plus, en développant le déterminant suivant la
premiere colonne, - (Z) Rg(Z,x) = Q(x) — Ng(x) ou Ng(x) € (x*)i=1,...D-
Nous en déduisons donc que Q(x) = Ng(x), c’est-a-dire que Ng(x) est la
forme normale de @ dans la base (x¥) de Az. O

La formule (7.12) est, en un certain sens, une généralisation en plusieurs
variables des relations entre les coefficients et racines. En effet, appliquons la
pour une variable, d points de K, Z = {z1,...,24} € K| et Q = z%. Nous
obtenons

1
VE(Z)RQ(Z,X)ZH(.T—ZZ =2z —1—2 )iSi(2)x

oll
I R
1 z4- ZZ[ ! ZlH zg ! zg
Si(215. .05 24) = d—1
1 21
1 z4 zjfl

est la i°™¢ fonction symétrique des racines. En effet, c’est une fonction symé-
trique en z1,..., z4, de degré 1 en chaque z; et de degré total d —i. C’est donc

Oi(Z15- -3 2d) = D jicociy_s it " Zhai

7.3.6. La méthode de Weierstrass. — Nous venons de voir comment,
étant donnés D points Z = {(3,...,(p}, calculer la forme normale d’un po-
lynoéme et les idempotents associés a ces racines. Cependant en pratique, c’est
généralement le probleme inverse qui nous intéresse, a savoir, déterminer les
racines a partir de la forme normale d’un certain nombre de polynémes. Nous
cherchons donc D points Z = {(1,...,(p} C K" tels que pour tout Q,

Q) - @ Ro(Z,x) = No(x). (7.13)

Supposons que nous cherchons a calculer les points distincts et simples Z =
{C1,...,¢p} définis par les n équations fi(x) = 0,..., fn(x) = 0. Supposons
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également connue une base x = {x% ... x%} de A = K[x]/(f1,.--, fn) =
Az. Pour chaque i = 1,...,n, nous avons Ny, (x) = 0 et chaque relation
fi3) — o Ry, (%) = 0
i(x) — —— Ry, (u,x) =
Vi(u) 7

impose D relations en u, vérifiées pour u = (. Comme u dépend de n x D
coordonnées, nous obtenons donc un systeme Fg(u) = 0 (avec £ = (f1,..., fn))
a n x D contraintes en les n X D inconnues u. Nous allons, dans un premier
temps, lui appliquer la méthode de Newton pour calculer localement les racines
a partir d’'une approximation. Le nouveau point apres une itération de la
méthode de Newton en u est donc :

u = u— Jg(u)"! Fr(u),

sous réserve que la matrice jacobienne Jr, de Iy par rapport & u soit inversible.
Dans le cas d’une variable (u = {u1,...,uq} avec u; € K), ceci nous conduit
a la méthode de Weierstrass [Wei03] (énoncée sous la forme qui suit par
Durand-Kerner [Ker66, Dur68]). L’inverse du Jacobien peut étre calculé
explicitement et l'itération s’écrit, composante par composante,

:Ui_

_— _i=1,...,D. 7.14
Hj;éi(ui — uj) ( )

Cette méthode et ses généralisations (Aberth [Abe73]) sont a la base d’une
méthode de résolution de polynémes en une variable trés performante [Bin96].
Nous allons voir comment généraliser cette méthode en plusieurs variables.

Notons Fp(u,x) = Q(x) — #(u) Rg(u,x). Nous cherchons donc a vérifier
I'ensemble des n x D contraintes en u, induites par les polynomes Ry,, i =
1,...,n.

Proposition 7.52. Pourk=1,...,n,

8“1’,]‘ (ka)(u7x) = amz (Rfk)(ua uj)ellj (u,x).

1
Vi(u)
Démonstration. Pour tout polynome @ € K[x], nous avons

1 Ouy,; (RQ) (1, x)

aui,]‘ (FQ)(u’ X) = _maui,j (RQ)(u’ X) + VE(U)2 Rq (u’ X)' (7'15)
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Considérons en particulier

Q) X! e

Q(ul) u?l u?D

Q(uz—l) u_o‘_l1 ua_Dl
du. . (Ro)(u,x) = W01 00
i, (Rg) (1, x) B, (Q)(w;) apjul OéD,jl;,L-D )

[0
Q(uit1) u;y i1
Q(up) u®! ujy’

Nous avons alors 0y, ;(Rg)(u,u;) = 0 pour tout k # i. D’apres la formule
(7.15), nous avons de méme 0Oy,  (F)(u, ux) = 0 pour tout k # 4. De plus

Oz, (Q) (W) ayjug' ™" apju; """
Q(uy) uf? T u;”
Ll"f uéél . .' . u(,);D
Ou; ;(Ro)(w,u;) = — ch(:l;) uzt;l1 e ula_Dl
1 i 7
Q(ui+1) uia+11 u?+D1
Q(up) up) e upy’

= _awj (RQ) (u? ui)?

¢ vecteur de la base canonique de K". D’apres (7.15), nous

ou n; est le jom
avons aussi
0, (Rq)(u,u;)

6ui,j (FQ) (u’ ui) = VE(U)

Remarquons de plus que

aui,jFQ)(u7X) = 8u” (Q(X) - NQ(qu))
= _auw' (NQ)(U.,X)

et que Oy, ;(Fg)(u,x) est une combinaison linéaire des monomes x1, ..., x*P.

Le polynome 0y, ;(Fg)(u,x) s’annule en tous les points ug, k # i, vaut
02 (Rq)(u,u;)

Vo (W n u; et a le méme support que e;(u,z). On en déduit donc

que
O, (Rg)(u, u;)

Vo) e;(u,x).

aui,j (FQ)(U> X) =
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O
Nous allons maintenant pouvoir calculer explicitement l'itération de Newton
appliquée a F¢. Pour cela, notons

8901 (Rfl)(u7ui) T aﬂcn (Rfl)(u7 ui)
A (Fr) (W) = 5o : r
? VE(u) . .
Théoréme 7.53. L’itération de Newton, appliquée au systéme Fg(u,x) = 0
est donnée, composante par composante, par

fi(w)
u)=w; — A (Fr) (u)™! ’ ,i=1,...,D.
fn(uz)
Démonstration. Calculons le vecteur t = (¢; j)1<i<n,1<j<p vérifiant
JFf (u) t = Ff,

et correspondant a la correction appliquée a u dans l'itération de Newton :
u =u-—t.

L’équation ci-dessus se traduit en terme de polynémes en x (obtenus en
regroupant les coefficients par « paquets » de taille D) par

n D
SN 0w, (Fr)(wx)tij = Fr,(u,x), k=1,...,n.

i=1 j=1
D’apres la proposition 7.52, nous déduisons pour tous k =1,...,n,l=1,...,D
que
n D
Z Z aui,j (Fp)(uw) ti; — Fi (u,uy) =0
i=1 j=1
n D 1
= > ) T Ou(Br)(wow) ej(u,w) by — fi(w)
= o Ve(w)
= ]_
G|
= ; maﬂ?i(}%fk)(uaul)ti,l — fr(w).
On a donc
t1, h
Al (Ff) : = )
tn,l fn
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ou encore que

fi(w)
t; = (tl,l; .. 7tn,l) =/ (Ff) (u)_l ,
fn ()

pour [ =1,...,D. Ce qui achéve la démonstration du théoreme. |

Dans le cas d’une variable x et d’'un polynome f de degré d, nous avons

d d
Rp(u,x) = [Jwi —uj) [[(@ = uj) =Vi__sa(u) [J(z - w)
i< j=1 j=1
et

AiFr)(w) = mwwum

d
= |0 | [I@—uy) | ()| = |J](wi = uy)
j=1 i
Nous retrouvons donc bien l'itération de Weierstrass (7.14). Pour plus de
détails, voir [Rua01] ou [MRO2].

7.4. Exercices

Ezercice 7.1. Calculer une base de l'orthogonal de I'idéal (1, ..., x,)?.
Exercice 7.2. Calculer la composante primaire a l'origine de

I= (2% -z 23, o1 +x3).
Ezxercice 7.3. Soit S la surface de C? définie par f(x,y,z) = 2% — y> — y? 22.

1. Calculer le systéme inverse (0, 0,0) de l'idéal I engendré par
f(xvyvz)v amf(x7y7z)7ayf(1‘ayvz)vazf(x7y7 Z)
2. Montrer que I contient une composante immergée en (0,0, 0).

3. Montrer que le systéme inverse en (0, 0,0) est engendré par un élément.

Pour une visualisation de cette surface ainsi que de son lieu singulier, voir la figure
du chapitre suivant.

FEzxercice 7.4. Passage de I’homogeéne a 1’affine.

Soit Ry = K]z, ..., x,] 'anneau des polynémes en n + 1 variables, & coefficients
dans un corps K de caractéristique 0, et o application
c:Ry — R

plxo, ..., Tn) — p(lyx1,...,2,).
%0 (p)(0). Pour

a:

Rappelons les notations suivantes : edo = 3 d§, avec d§(p) =
tout A € Ry, nous notons [A]4 la composante homogene de degré d de la série A.
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. Montrer que ¢ induit une application injective o* de R dans }AZO.

Soit J un idéal homogene de Ry et I = o(J). Montrer que
O x (IL) C JJ_.

Montrer que I'image par ’application o, d'un élément d™,m € N", de la base
duale des monomes est

o.(d™) = d™medo,
Notons [0, (I*)]. le sous-espace vectoriel de Ro engendré par toutes les compo-

santes homogenes [A]; pour A € o, (I*). Montrer que [o.(I1)]. est stable par
dérivation.

En déduire qu’il existe un unique idéal homogene J dans Ry tel que J+ =
o (I4)].

En utilisant le fait que J est homogéne, montrer que J+ C o.(I*) C J*. En
déduire que J C J.

Montrer que o(.J) = I.

8. Montrer que (J : z9) = J.

10.

Montrer que J est le plus petit idéal de Ry stable par division par zo et tel que

o(J)=1.

En déduire que pour tout idéal homogene J de Ry, on a
(J 2 ap)™ = [ea(J) ).

avec (J:ay) ={pe R;AN €N, z{pe J}.

Exercice 7.5. Produit scalaire apolaire. Soit K un corps de charactéristique 0
et R=K[zy,...,2,]. Dans cet exercice, pour v € N” nous notons 6% = 5(06 0) Soit

Ryq)

I’ensemble des polynomes de degré d de R, pour d > 0. Pour tout polynome de

la forme p = 3 pa X%, (o € N", p, € K), on note p(6) = >_, pa 6“. Pour p,q € Rjg,
notons (p, q) := p(d) - q.

1
2

. Pour o, 3 € N avec |a| = |3| = d, calculer (x*,x").
. Montrer que I'application
(p,a) — (p,q) :==p(d) - ¢
définit une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur Rg. Ce produit sca-
laire est appelé produit scalaire apolaire. Nous notons p*~ = {q € Riaq; (p, q) =
0}. Si ¢ € pt, on dira que p et ¢ sont apolaires.
Pour a = (a1,...,a,) € K", notons l,(x) = a1 x1 + - - - + an x,. Montrer que
(p,13) = d'p(a)
Montrer que pour toute matrice g € Sl,(K), de déterminant 1, et pour tout
P,q € Rjgyon a
(9-p.9-9) =P,
oung-p(x1,...,Zn) =p(g- (T1,...,2n)).
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Ezxercice 7.6. Probleme de Waring. Nous reprenons les notations de ’exercice
précédent. Nous allons nous intéresser au probleme suivant :

Décomposer un polynéme de Riq sous la forme
p=Alg A

avec A, ..., A\ €K, ay,...,a, € K" et r minimal.

1. Montrer que p~ D {q € Rig;;q(a;) =0, pour i =1,...,r}.

. Considérons I’application

¢TZKnX~~~XKn — R[d]
(ar,....a,) — 14+ 412,

Nous notons 7 le plus petit r pour lequel I'adhérence im(¢,) = Rjg. Montrer que
7 est le plus petit r tel que I'image de I’application différentielle d¢, (a1, ..., ax)

est Ryg), pour (a1, ...,a,) générique dans K™ x - - x K.
. En déduire que T est le plus petit r pour lequel
xllgl_l, . ,xnlgl_l, R xllg:l, ey xnlg:l,
engendre R, pour (a1,...,a,) générique dans K™ x --- x K",

. En déduire un algorithme probabiliste pour calculer 7.

5. Calculer 7 pour n = 2,d = 2,3,4, n = 3,d = 2,3,4,n = 4,d = 2,3,4, en

utilisant cet algorithme.
Montrer que p € Ryg vérifie
(p, xllgil> == {(p, xnlgil> =0
si et seulement si p(a) = O1p(a) = -+ = dpp(a) = 0 (pour a € K").

En déduire que 7 est le plus petit r pour lequel il n’existe pas de polynoéme
P € Rig non-nul tel que p et ses dérivées 9;p s’annulent en r points génériques
ai,...,a, de P71,

Exercice 7.7. Sécantes de la variété de Veronese. Nous reprenons les notations
des deux exercices précédents et supposons de plus que K est algébriquement clos.
Nous notons Vi I'ensemble des polynémes non-nuls de Rjq de la forme 14 pour a €

K" —

{0}. Soit
Vii=8(Vi):={peRy; p=vi+---+v, avecv; €Vi,i=1,...,r}

et V,. son adhérence.

[

Ll

Montrer que V; est une variété algébrique projective (fermée) de P(Rg)).
Quelle est la dimension de V7 7
Calculer les équations de Vi pour n =2,d = 2.

Montrer que pour d = 2 et n > 0, V3 est I’ensemble des formes quadratiques de
rang 1.

Montrer que pour d = 2 et n > 0, V,. est ’ensemble des formes quadratiques de
rang 7.
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Montrer que V;. est 'ensemble des points de Ry sur des espaces linéaires en-
gendrés par r points de V.

7. Calculer I'espace tangent en un point de V,. dans Rpg).

8. Montrer que

10.

codim(V;.) = dim{p € Ry;p(a;) = dip(a;) = --- = Onpla;),i =1,...,n},
pour des points génériques ai, ..., a, de PP~
Trouver un exemple de valeur de n et d pour lequel
dim(V;) # min{n,r x (n — 1) + (r — 1)}.
Montrer que Vi = Rg).
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