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Contexte biomédical

Imager des structures biologiques a de petites échelles \

Limitation physique a cause de la diffraction pour des corps < 200 nm :
convolution par la point spread function h du microscope.

PSF h = disque d’Airy
ou gaussienne.
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Imagerie SMLM

Reconstruction par microscopie de fluorescence SMLM : pile d'acquisition
avec peu de fluorophores allumés par image.
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Reconstruction par microscopie de fluorescence SMLM : pile d'acquisition
avec peu de fluorophores allumés par image.

Figure 1: 2 extraits de pile SMLM
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Moyenne de la pile Sans-grille Deep-STORM
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Moyenne de la pile Sans-grille Deep-STORM

Défauts SMLM : beaucoup d'images, pas d'imagerie de cellules vivantes.
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amplitudes de pics.

Inverse problem
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Probleme inverse, a partir d'une acquisition on reconstruit positions et
amplitudes de pics.

Inverse problem

\/

Acquisition

Reconstruction

o déconvolution sans-grille peut s'interpréter comme la « limite »
d’'une grille de plus en plus fine ;

o plus limité par la grille fine.
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Etat de I’art sans-grille

Positionnement :
o X est un compact de R? ;

@ comment modéliser les pics ? Mesures de Dirac dy, élément de
I'ensemble des mesures de Radon finies M (X) ;

o dual topologique de 6y (X) (= € (X)” ici) pour (f,m) = [, fdm.
Généralisation de L (X) ; L (X) — M (X) ;
e Banach pour la norme TV : m € M (X),

() sup ([ petm| £ € 020, Il < 1)

Sim= YN, a;0, estune mesure discréte alors [m|(X) = LN, |a;].
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Soit Mg, x, et YN, ;0 une mesure discrete, ® : M (X) — L? (X)

opérateur d'acquisition (e.g. Pm,, v, = def YN aih(x — x;) le noyau
gaussien) et w € L2 (X') bruit additif :

def.
Yy = cDmllolxo +w.
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Soit Mg, x, et YN, ;0 une mesure discrete, ® : M (X) — L? (X)

opérateur d'acquisition (e.g. Pm,, v, = def YN aih(x — x;) le noyau
gaussien) et w € L2 (X') bruit additif :

def
y = ®Pmyg, +w.

On appelle BLASSO le probléeme d’optimisation [Candes14, Duvall5]
pour A >0 :

al‘gmm—Hy D[y + Alm|(X) (Pr(v))
meM(X )

Résolu par exemple par algorithme glouton (Frank-Wolfe, ...)
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Une autre imagerie : SOFI

Imagerie SOF| (Super-resolution optical fluctuation imaging)
[Dertinger10].
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Imagerie SOF| (Super-resolution optical fluctuation imaging)
[Dertinger10].

@ beaucoup de fluorophores
allumés en méme temps ;

@ indépendance temporelle des
fluorophores.

@ moins nocif pour les structures
biologiques étudiées ;




Reconstruction par covariance A truction de courbes

0®000000

Une autre imagerie : SOFI ‘

Imagerie SOF| (Super-resolution optical fluctuation imaging)
[Dertinger10].

@ beaucoup de fluorophores
allumés en méme temps ;

@ indépendance temporelle des
fluorophores.

@ moins nocif pour les structures
biologiques étudiées ;




Reconstruction par covariance
00800000

Quantités en jeu

o on effectue des acquisitions (images dans L? (X)) sur [0, T] ;



Reconstruction par covariance
00800000

Quantités en jeu

o on effectue des acquisitions (images dans L? (X)) sur [0, T] ;
o on définit y : [0, T] — L? (X) la pile d'acquisition SOFI ;



Reconstruction par covariance
00800000

Quantités en jeu

o on effectue des acquisitions (images dans L? (X)) sur [0, T] ;
o on définit y : [0, T] — L? (X) la pile d'acquisition SOFI ;
@ on cherche a reconstruire une mesure dynamique :

F—u(t) = %ai(t)(sxi €12(0, T; M (X))
i=1

Q.
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Quantités en jeu

o on effectue des acquisitions (images dans L? (X)) sur [0, T] ;
o on définit y : [0, T] — L? (X) la pile d'acquisition SOFI ;
@ on cherche a reconstruire une mesure dynamique :

F—u(t) = %ai(t)éxi €12(0, T; M (X))
i=1

Q.
LN

qui génére pour presque tout £ € [0, T] : y(t) = Du(t).

Les cumulants peuvent nous aider a retrouver les positions x;. Exemple

: moyenne temporelle i et %fOTy(-,t) dt. On a @, = 7 ol

def. —N -
Magx = Zi:l aiéx,'-
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Construire les problemes

Si Ry est la covariance temporelle, on a Vu,v € X :

der. 1 [T _ _
Ry(,0) < 4 [ ) = 9(u)) ((0,0) = 9(0))
= ... (indépendance des fluctuations [Dertinger10])
N
2 ~—~—

" Variance de a;

h(u — x;)h(v —x;)

~

= / h(u —x)h(v — x) dmp. (x)
X

= Anmp(u,0).
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Construire les problemes

Si Ry est la covariance temporelle, on a Vu,v € X :

def. 1 [T _ _
Ry(,0) < 4 [ ) = 9(u)) ((0,0) = 9(0))
= ... (indépendance des fluctuations [Dertinger10])
N
2 ~

" Variance de a;

h(u—x;)h(v—x;)

~

= / h(u —x)h(v — x) dmp. (x)
X
= AmM,x(ur U).

def. ~ .
My = YN, M;d,, partage les mémes positions que y = YN | a;(t)dy,,

on appelle A : M (X) — L? (X?) cet « opérateur de covariance ».
B DU D ) EBSNYYTT  ©EEe
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Résumé des quantités

Légende : partie dynamique, partie moyenne temporelle 7 et partie
covariance temporelle R;.
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BLASSO sur la covariance

Soit A > 0, nous proposons la reconstruction par covariance :

argmin T) (m) def ! H

Ry = A iy + M) (Qu(9)
meM(X)
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BLASSO sur la covariance

Soit A > 0, nous proposons la reconstruction par covariance :

argmin T) (m)
meM(X)

def 1HR (m)HiZ(XZ) + Ajm|(X) (Qr(v))

def. . . , . ..
A= min;; ‘xi — xj’ . distance de séparation minimale

Proposition

Le support de la mesure est reconstruit :
e siA > 1,10 pour BLASSO sur moyenne d'aprés [Bendoryl6] ;
o siA>1,10/v/2 pour (Q,(y)) : mieux !
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Résultats numériques 2D SOFItool

Test sur des filaments 2D issus du ISBI challenge 2016 :
@ pile de 1000 acquisitions en 64 x 64 simulées par SOFItool ;
@ 8700 émetteurs répartis sur les filaments ; bruit de fond fort 4+ bruit de Poisson a
4 + bruit gaussien 3 1 x 1072, SNR ~ 10 db.

Ground-truth 6-peaks

1.0 A
0.8 \
0.6
0.4
0.2 1

0.0 1



http://bigwww.epfl.ch/smlm/challenge2016/datasets/MT4.N2.HD/Data/data.html
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Résultats numériques 2D SOFItool

Test sur des filaments 2D issus du ISBI challenge 2016 :
@ pile de 1000 acquisitions en 64 x 64 simulées par SOFItool ;

@ 8700 émetteurs répartis sur les filaments ; bruit de fond fort 4+ bruit de Poisson a
4 + bruit gaussien 3 1 x 1072, SNR ~ 10 db.



http://bigwww.epfl.ch/smlm/challenge2016/datasets/MT4.N2.HD/Data/data.html
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Figure 2: Vérité-terrain
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Figure 2: Vérité-terrain Figure 3: (Qx(y))
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Figure 2: Vérité-terrain Figure 3: (Qx(v)) Figure 4: SRRF [Culley18]
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Des sources courbes apparaissent naturellement dans les acquisitions

Applications : paléomagnétisme, imagerie biomédicale, etc.

Nous voulons retrouver des courbes dans un cadre sans-grille.
Probleme : il n'y a pas de littérature sur la question.
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Comment construire une fonctionnelle 7 Nos objectifs :
@ implémenter la notion de courbe dans un cadre sans-grille
@ évacuer les Diracs, minimiseur du BLASSO ?

Observons que I'on sait reconstruire en sans-grille :
@ 0D, des Diracs é, (mesures portées par un point x) ;

@ 2D, des indicatrices xr (mesures portées par une surface E) ;

IComment reconstruire une mesure portée par une courbe ? (1D)
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o soit I'espace des mesures de Radon vectorielles M (X)?;

o On note ¥ <& {m e M (X)?, div(m) e M (X)} I'espace des
charges, c'est-a-dire les champs de vecteurs a divergence finie.
Notons que § ¢ V!

@ ¥ est un Banach pour la norme |||, def. Iy + 1div () |y

e Soit v :[0,1] — R? une courbe Lipschitz paramétrée 1-rectifiable,on
dit que By, € V' est une mesure portée par une courbe v si :

1
Vg €0 (X), (1, 8) . déf'/o g(y(t)) - (t)dt.

@ une courbe est fermée si ¢(0) = (1), elle est ouverte sinon ;
divpe, =050 ~ ).



AMG : Reconstruction de courbes
0000®0000

Soit & > 0, nous introduisons la fonctionnelle CROC (Curves
Represented On Charges) :

! .
argmin - [l — @[3, + & (||mllry2 + divm|7y) (Qa(y))
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Soit & > 0, nous introduisons la fonctionnelle CROC (Curves
Represented On Charges) :

! .
argmin - [l — @[3, + & (||mllry2 + divm|7y) (Qa(y))

mey

o |y — @m||;, est le terme d'attache aux données ;

o ||m|/;,2 pénalise la longueur de la courbe : ‘ = JA(T) avec
I'=~((0,1]) ;

o |[div |}y est le terme de comptage de courbes.

’””’HTW
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o CROC admet des minimiseurs m € ¥ ;
o il existe certificats duaux 11, € 9|[m||ry2 et 17, € O[]l vyl _ iy m

avec 11,1, € €o (X)* tel que :

(m, 1, + ’72>M2 = Hm||«,/

L Off-the-grid curve reconstruction through divergence regularisation: an extreme
point result’. Bastien Laville, Laure Blanc-Féraud, Gilles Aubert.


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
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o CROC admet des minimiseurs m € ¥ ;
o il existe certificats duaux 1, € 9||m|| 2 et 1, € aHAuHTV|y:divm

avec 17y, € €o (X)* tel que :
{m, 1y +115) pg2 = [l

Comment prouver qu'il existe des mesures portées par des courbes H,

minimum de CROC / (Q.(y)) ?

L'Off-the-grid curve reconstruction through divergence regularisation: an extreme
point result’. Bastien Laville, Laure Blanc-Féraud, Gilles Aubert.


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
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o CROC admet des minimiseurs m € ¥ ;

o il existe certificats duaux 1, € 9||m|| 2 et 1, € aHAuHTV|],t:divm

avec 17y, € €o (X)* tel que :
{m, 1y +115) pg2 = [l

Comment prouver qu'il existe des mesures portées par des courbes H,

minimum de CROC / (Q,(y)) ? Nous proposons cette approche
fondée sur les points extrémaux : Atomic based Method for Gridless
(AMG)*.

L'Off-the-grid curve reconstruction through divergence regularisation: an extreme
point result’. Bastien Laville, Laure Blanc-Féraud, Gilles Aubert.


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
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Soit X un espace vectoriel /\

topologique et K C X. Un point
extrémal x de K est un point tel

que Vy,z € K: K

VA€ (0,1), x=Ay+(1—A)z
— x:y:Z

Bt I% s P ble des points Les points extrémaux sont en rouge

extrémaux de K.
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Lien entre une fonctionnelle et points extrémaux :

Theorem (Théoréme de la représentation)

Soit F = G + aR une fonctionnelle ot G est le terme d’attache aux
données, R le régulariseur, o > 0. Alors, il existe un minimiseur de F qui
est une combinaison linéaire finie des points extrémaux de la boule unité
de R.
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Lien entre une fonctionnelle et points extrémaux :

Theorem (Théoréme de la représentation)

Soit F = G + aR une fonctionnelle ot G est le terme d’attache aux
données, R le régulariseur, o > 0. Alors, il existe un minimiseur de F qui
est une combinaison linéaire finie des points extrémaux de la boule unité
de R.

L. L, def. , .
Caractériser la boule unité BL = {u € E|R(E) < 1} du régulariseur
<= caractériser la structure d'un minimum de F.
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Résultat principal

Soit I'espace de ¥ muni de la topologie faible-* (non-complet) :

, 7y courbe Lipschitz 1-rectifiable simple orientée
I,

Theorem (AMG)

Soit B, = {m € ¥,||m||, <1} la boule unité de la norme de V. Alors,

Ext(B)) = &.

Il faut maintenant écrire un algorithme pour reconstruire une solution
comme combinaison linéaire de points extrémaux.
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Les nouvelles approches

@ approche sans-grille en imagerie SOFI de microscopie fluorescente,
reconstruction par covariance ;
@ reconstruction sans-grille de courbes AMG :
o caractérisation de I'espace des charges ¥, définition d'une
fonctionnelle CROC sur ¥ pour reconstruire des courbes ;

o caractérisation fine des points extrémaux de la boule unité de la
norme de ¥, Ext(B}) = &.
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Objectifs futurs

@ implémentation numérique de CROC/AMG avec une version de
(Sliding) Frank-Wolfe ;


https://gitlab.inria.fr/blaville
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
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Objectifs futurs

@ implémentation numérique de CROC/AMG avec une version de
(Sliding) Frank-Wolfe ;

@ étoffer notre paquet python appelé OPS a destination des biologistes
(accélération PyKeOps ?) ;

@ reconstruire des courbes avec variation de poids ?

@ reconstruction de Diracs dynamiques a partir d'acquisitions vidéos
réelles (tracking).

Publications pour approfondir :

o 'Off-the-grid curve reconstruction through divergence
regularisation: an extreme point result’. Bastien Laville, Laure
Blanc-Féraud, Gilles Aubert. Prépublication avril 2022.

o 'Off-the-grid covariance-based super-resolution microscopy.’.
Bastien Laville, Laure Blanc-Féraud, Gilles Aubert. ICASSP 2022.



https://gitlab.inria.fr/blaville
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03658949/document
https://ieeexplore.ieee.org/document/9746845/
https://ieeexplore.ieee.org/document/9746845/
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Sliding Frank-Wolfe

Algorithm 1: Sliding Frank-Wolfe.

Entrées: Acquisition y € H, nombre d'itérations K, A > 0
1 Initialisation : m% =0 N =0
2 for Récurrence pour I'étape k, 0 < k < K do

3 Pour mK = ):N[k] l[k] [k] telle que al[k] €R, xl[k] € X, trouver ka] € X tel que:
1
e argmax )q[kl )‘ on H(x) et X<I>*(<I>m[k] —v),
xeX
if |r] | <1 then
‘ m¥ est la solution du BLASSO. Stop.
5 else
6 Calculer ml+1/2 = ):fi“ll ax[k+1/2](sx[k+l/2] + /1%?[1112]5?“/2] telle que :
ax[k“/z] € argmin —||y D i1/ (IJ)HH + Allally
]RNWH
pour  xlk+1/2) def (xgk]’ L "[»k;]{kv ka]) .
7 Calculer mlF+1] = y-N4™ al[kﬂ](fx[ml telle que :
k+1) _[k+1
(a,[ + J,x‘[ + ]) € argmax—“y D (a )H; + Allall;
(a,x)eR
8 end
9 end

Sortie: Mesure discrete m¥ pour k I'itération d'arrét.
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