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Résumé

Cette thèse de doctorat se propose de définir et d’expliciter les outils pour la recons-
truction de courbes par des méthodes variationnelles sans-grille dans une perspective
d’applications en imagerie biomédicale, et plus précisément en microscopie de fluo-
rescence. Plusieurs algorithmes numériques convexes ou non-convexes ont déjà été
développés au sein de l’équipe de recherche Morpheme qui a accueilli cette thèse, dans
le cadre de l’optimisation non convexe parcimonieuse. Ces techniques ont été dévelop-
pées dans le cas discret, sur grille, ce qui signifie que l’image super-résolue est définie
sur une grille plus fine que les images observées. A contrario, dans cette thèse de doctorat,
nous développons des méthodes sans grille, en travaillant sur l’espace des mesures
bornées. Ce choix apporte plusieurs avantages : la source n’est pas limitée par une
grille fine et peut être localisée continûment, des bornes quantitatives sur l’écart entre la
reconstruction et la source peuvent être énoncées, et ces approches permettent d’encoder
une information structurelle ou géométrique dans le problème variationnel, de sorte à
reconstruire une source d’une certaine forme, telle qu’un point ou une courbe.

Dans un premier temps, nous rappellerons l’état de l’art des méthodes sans-grille,
qui porte sur la reconstruction de sources ponctuelles. Nous illustrerons en particulier
son intérêt pratique en microscopie de fluorescence, notamment face à des modèles clas-
siques : les reconstructions proposées sont aussi convaincantes que celles produites par
des modèles d’apprentissage profond, et ce, sans nécessiter d’ensemble d’apprentissage
ou d’hyperparamètres à régler. Puis, nous introduirons une méthode sans-grille dans le
cadre de la microscopie de fluorescence par fluctuation. Cette dernière repose sur l’hypo-
thèse d’indépendance des fluctuations de luminosité des fluorophores, ce qui permet en
pratique de faire l’économie de matériel d’acquisition spécifique et coûteux. Les limites
de ce modèle, formulé pour la reconstruction de sources ponctuelles, nous conduirons à
nous intéresser sur la formulation d’une nouvelle méthode sans-grille, cette fois-ci pour
la reconstruction de sources courbes. Nous nous pencherons sur la conception d’une
méthode sans-grille, qui répond à la problématique de fluorophores le long de filaments
qui forment de courbes dans les images, et qui n’est à notre connaissance pas traitée
dans la littérature. En particulier, nous définirons l’espace d’optimisation impliqué, à
savoir l’espace des mesures vectorielles à divergence finie, aussi appelé espace des
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iv Résumé

charges. Nous poursuivrons en explicitant la manière de définir des mesures portées
par des courbes, et en écrivant une nouvelle fonctionnelle appelée CROC (pour Curves
Represented On Charges). Nous finirons en montrant qu’il existe une solution de cette
énergie qui s’écrit comme une combinaison linéaire finie de mesures portées par des
courbes. Finalement, nous étudierons la mise en œuvre numérique de la minimisation
de cette énergie, à l’aide d’une adaptation d’un algorithme glouton répandu dans la
littérature. Nous discuterons des propriétés de notre algorithme, appelé Charge Sliding
Frank-Wolfe, des difficultés rencontrées dans la définition du modèle d’observation, dans
le choix de la paramétrisation discrète des courbes, etc. Le propos sera clôturé avec
une conclusion qui rappellera les principaux points de chaque chapitre, ainsi qu’une
ouverture, récapitulant les pistes de recherche possibles que nous avons dégagées au fil
des chapitres.

Mots-clefs : méthodes sans-grille, imagerie biomédicale, mathématiques appliquées,
estimation de mesures de Dirac.



Abstract

This PhD thesis aims to define and explain the tools for curve reconstruction using
off-the-grid variational methods, as part of a range of applications in biomedical ima-
ging, and more specifically in fluorescence microscopy. Several convex or non-convex
numerical algorithms have already been developed within the Morpheme research
team, where this thesis was conducted, in the context of non-convex sparse optimisation.
These techniques were developed in the discrete case, on a grid, which means that the
super-resolved image is defined on a finer grid than the observed images. In contrast,
in this PhD thesis, we are developing off-the-grid also called gridless methods, while
working on the space of bounded measures. This choice brings several advantages : the
source is not limited by a fine grid and can be located continuously, quantitative bounds
on the discrepancy between the reconstruction and the source can be written, and these
approaches allow encoding structural/geometric information in the variational problem,
to recover a source of a certain shape, such as a point or a curve.

We will begin by reviewing the state of the art in off-the-grid methods, focusing
on the reconstruction of point sources. In particular, we will illustrate its practical
interest in fluorescence microscopy, especially compared with classical models : the
reconstructions proposed are as convincing as those produced by deep learning models,
and this without requiring a learning set or hyperparameters tuning. We will then
introduce a gridless method for fluctuation-based fluorescence microscopy. This method
exploits the independence of fluctuations in fluoroform luminosity, which means that
specific and expensive acquisition equipment is not required. The limitations of this
model, formulated for the reconstruction of point sources, will lead us to define a
new off-the-grid method, this time for the reconstruction of curve. We will further
study the design of an off-the-grid method, addressing the struggle of fluoroform along
filaments that form curves in the images ; a problem which is not taken care of in the
literature. In particular, we will define the involved optimisation space, namely the
space of vector measures with finite divergence, also known as the space of charges. We
will further explain how to define curve measures, and we will write a new functional
called CROC (for Curves Represented On Charges). We will finish by showing that
there is a solution to this energy that can be written as a finite linear combination of
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vi Abstract

measurements carried by curves. Finally, we will study the numerical implementation of
this problem, using an adaptation of the greedy algorithm widely used in the literature.
We will discuss the properties of our algorithm, called Charge Sliding Frank-Wolfe, and
the difficulties encountered in the definition of the observation model, in choosing the
discrete parametrisation of the curves, and so on. The thesis will be concluded with
a reminder of the main points encountered in each chapter, and an opening section
summing up the possible avenues of research that we have identified over the course of
the chapters.

Keywords: off-the-grid methods, biomedical imaging, applied mathematics, Dirac mea-
sures estimation.
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ȳ Moyenne de la pile y

Λ Opérateur de covariance

L d Mesure de Lebesgue en dimension d ∈N∗

H p Mesure de Hausdorff en dimension p ∈ R∗+

V Ensemble des mesures vectorielles à divergence finie, aussi appelées charges

div Divergence au sens des distributions

µγ Mesure portée par une courbe γ, élément de V

νγ Mesure normalisée et portée par une courbe γ, en particulier νγ = µγ/
∥∥∥µγ

∥∥∥
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Introduction

Avant-propos

L’imagerie biomédicale cherche à capturer des structures biologiques, notamment de
petites tailles, à des échelles si petites que le phénomène de diffraction pour la lumière
visible devient prépondérant dans l’image effectivement obtenue par le microscope
optique. Le flou et les bruits qui en découlent parasitent alors l’image, empêchant d’en
retirer toutes les informations. Afin de dépasser cette limite posée par la diffraction,
nous pourrions travailler dans le cadre de la microscopie électronique, qui utilise un
faisceau d’électrons pour illuminer un échantillon et en extraire une image de meilleure
résolution. Les grossissements atteints en microscopie électronique sont ainsi plus forts
qu’en microscopie optique, grâce à la longueur d’onde de De Broglie de l’électron bien
plus petite que celles du visible. Néanmoins, les conditions d’acquisition en microscopie
électronique (échantillon placé sous vide, refroidissement) ne permettent pas l’imagerie
de cellules vivantes qui constituent pourtant l’un des cœurs de l’imagerie biomédicale.
Dans cette perspective, il est donc nécessaire d’exploiter le cadre de la microscopie
optique, travaillant dans les longueurs d’ondes du visible et devant composer avec les
effets parasites de la diffraction.

Plusieurs approches biologiques se sont efforcées de contourner cette limite physique
en exploitant les propriétés de différentes techniques d’imagerie, parmi lesquelles nous
pouvons citer les méthodes de l’imagerie de fluorescence qui consiste à déposer des
molécules fluorescentes sur la structure biologique à étudier. Ces composés appelés
fluorophores émettent dans les longueurs d’onde du visible, et plusieurs protocoles
d’acquisition ont été mis au point pour réaliser certaines propriétés (parcimonie des
molécules dans une image, fluctuation temporelle d’amplitude du fluorophore, etc.)
dont nous pouvons mettre à profit dans un post-traitement en aval, qui permet in fine
d’améliorer la résolution des images produites.

Les méthodes variationnelles dites sans-grille peuvent en particulier tirer parti de ces
procédés d’acquisitions, en permettant par exemple la localisation fine des fluorophores
utilisés dans ce type d’imagerie. Elles sont appelées sans-grille en référence au caractère
continu de l’estimation, qui ne repose pas sur une grille. De manière plus générale,
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x Introduction

les méthodes sans-grille permettent d’incorporer un a priori structurel sur la source
à localiser et s’affranchissent des problèmes de discrétisation rencontrés en méthode
variationnelles discrètes.

Cette thèse est le résultat d’un travail s’efforçant de mêler ces approches pour
construire de nouvelles méthodes sans-grille, que ce soit du point de vue numérique ou
du point de vue pratique. Ces démarches ont été développées dans le contexte de l’ima-
gerie biologique, mais elles restent valides dans le contexte plus général des problèmes
inverses.

Contexte général

Cette thèse de doctorat a été financée par la bourse EUR-DS4H, gérée par l’Agence
Nationale pour la Recherche (ANR) avec la référence ANR-17-EURE-0004. Elle a été
préparée au sein de l’équipe de recherche Morpheme, équipe commune entre l’Inria
Sophia-Antipolis, les laboratoires CRNS I3S (Informatique, Signaux et Systèmes de
Sophia Antipolis, UMR 7271) et IBV (Institut de biologie de Valrose, UMR 7277) ainsi
que l’Université Côte d’Azur.

Brève introduction des problématiques biologiques

L’imagerie par microscopie de fluorescence offre plusieurs types d’approches per-
mettant de passer au-delà de la limite de diffraction, afin de reconstruire des détails
fins sur les structures biologiques étudiées. Comme évoqué plus haut, elle repose sur
l’utilisation de fluorophores (des molécules fluorescentes) qui recouvrent la structure
biologique d’intérêt. Plusieurs déclinaisons de ce principe ont été proposées, selon diffé-
rentes propriétés des molécules exploitées. Nous cherchons dans cette thèse à imager
des échantillons biologiques de structure curviligne, filamenteuse : ces formes sont
particulièrement répandues dans le vivant, à toutes les échelles (vaisseaux sanguins,
fibres, polymères du cytosquelette).

Dans cette optique, plusieurs nouvelles pistes de recherche se sont dégagées dans les
objectifs de l’équipe Morpheme grâce aux travaux de l’Institut de biologie de Valrose.
Les objets d’études portent donc sur l’imagerie d’organismes vivants de structure fila-
menteuse et susceptibles de se déplacer pendant le processus d’imagerie, ce qui impose
des contraintes sur les temps d’acquisition. On peut par exemple citer la recherche
sur Candida Albicans, un fungi généralement inoffensif dans le corps humain, qui peut
devenir un agent responsable d’infection mortelle. Cette transformation se traduit par
le passage de sa forme ovoïde naturelle à une forme filamenteuse : l’étude de la région
apicale dans sa forme morbide pourrait permettre de comprendre le métabolisme à
l’œuvre et par conséquent d’aider la recherche sur les traitements adéquats.

Dans cette même perspective, nous pouvons également relever le cas des algues du
genre Ostreopsis : espèces tropicales proliférant maintenant en périodes de fortes chaleurs
sur les plages de la Méditerranée ou sur la côte basque, elles peuvent relâcher des toxines
qui posent de sérieux problèmes sanitaires et économiques, que ce soit pour la pêche

https://anr.fr/ProjetIA-17-EURE-0004
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ou les activités balnéaires. L’étude des filaments contenus dans leur cytosquelette est
essentielle dans la lutte contre ces espèces envahissantes.

Objectifs et motivations

À travers les exemples mentionnés précédemment, il est clair que les contraintes sont
ici de deux ordres : organisme vivant se déplaçant et structure filamenteuse. L’imagerie
de fluorescence par fluctuation permet de répondre à cette première problématique, mais
elle ne dispose pas d’une approche sans-grille pour l’exploiter. La seconde contrainte n’a
pas non plus d’équivalent dans la littérature : les approches variationnelles sans-grille ne
sont pas capables d’incorporer un a priori structurel de courbes dans leur reconstruction.

À ce titre, nous nous proposons d’abord dans cette thèse de dégager de l’état de l’art
sans-grille les principaux résultats et méthodes utiles pour nos problèmes d’imagerie.
L’accent est mis sur la qualité de la reconstruction, en un temps réduit. Puis, nous
introduirons un nouveau cadre mathématique pour exploiter de manière sans-grille
le protocole de microscopie de fluctuations. Les limites de cette modélisation nous
conduiront dans un second temps à proposer une nouvelle formulation sans-grille
permettant d’incorporer l’a priori structurel sur les courbes. Cette méthode sans-grille
est d’abord formulée et prouvée théoriquement, avant d’être illustrée en pratique sur de
premiers exemples.

Organisation de la thèse

Contributions principales

Les contributions de cette thèse de doctorat s’articulent autour de trois axes ma-
jeurs : la mise en œuvre numérique efficace des méthodes sans-grille reconstruisant des
sources ponctuelles, le développement de méthodes sans-grille pour la microscopie de
fluctuation avec des sources ponctuelles, et la construction d’une approche sans-grille
permettant de reconstruire des sources courbes (ou linéiques, curvilignes, etc.) justi-
fiée numériquement et pour laquelle un algorithme de reconstruction numérique est
proposée. Plus précisément, cette thèse propose les apports à la littérature suivants :

• une revue détaillée des principaux résultats théoriques des méthodes sans-grille.
Dans le cadre des mesures de Radon, les fonctionnelles en jeu ainsi que les garanties
de reconstruction sont énoncées. Ces fondements théoriques seront illustrés par
leur mise en œuvre en pratique. Des tests sur des données issues de l’imagerie de
fluorescence sont effectués afin de montrer l’intérêt des méthodes sans-grille par
rapport aux approches discrètes (reconstruction de pixels) ;

• un cadre de travail dynamique, afin de modéliser l’observation dans un cadre de
microscopie de fluctuation de luminosité. À l’aide de l’hypothèse d’indépendance
statistique des fluctuations de chaque fluorophore, un opérateur d’observation
ainsi qu’un problème variationnel sans-grille sont formulés. Cette optimisation est
mise en œuvre numériquement et ses résultats sont discutés ;
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• concernant la reconstruction de courbes sans-grille, quelques pistes de recherche
pertinentes, mais infructueuses, sont présentées. En particulier, les raisons de leur
échec sont explicitées ;

• un espace de mesures V , muni d’une norme ‖·‖V est proposé comme espace
vectoriel modélisant les courbes. Quelques propriétés algébriques qu’il exhibe
sont prouvées. Une nouvelle fonctionnelle appelée CROC qui repose sur une
régularisation par la norme ‖·‖V est introduite. Les conditions d’optimalité ainsi
que les certificats associés sont explicités ;

• un nouveau théorème énonçant la structure géométrique des points extrémaux
de la boule unité de ‖·‖V est introduit. Ce théorème est prouvé, et par là même la
démarche pour reconstruire des mesures portées par des courbes par optimisation
de la fonctionnelle CROC est validée ;

• un algorithme appelé Charge Sliding Frank-Wolfe est proposé pour mettre en œuvre
la résolution numérique de CROC. Les difficultés rencontrées dans la modélisa-
tion de l’observation, de la discrétisation et dans l’élaboration de garanties de
reconstruction sont finalement énoncées et discutées.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit peut se découper en deux grandes parties. La première traite des pro-
blèmes inverses cherchant à estimer une mesure source ponctuelle. Dans un premier
temps, un état de l’art des méthodes sans-grille est proposé, ce qui permet l’élaboration
de nouveaux résultats numériques illustrant les capacités de ces méthodes en microsco-
pie de fluorescence (chapitre 1). Dans cette perspective, un nouveau cadre d’application
est considéré, à savoir la microscopie de fluorescence par fluctuations de luminosité
(chapitre 2). La modélisation et les résultats obtenus ne semblent pas totalement conve-
nir, car la méthode proposée postule la reconstruction de sources ponctuelles, là où les
échantillons biologiques nécessitent de modéliser des sources courbes. Ainsi, dans un
second temps, un nouveau cadre de travail est défini afin de permettre la reconstruc-
tion sans-grille de source courbe. Un espace variationnel, une énergie, des conditions
d’optimalité et un théorème énonçant la structure courbe du minimiseurs sont énoncés
(chapitre 3). La mise en œuvre numérique ainsi que les difficultés qui affleurent sont
détaillées et discutées (chapitre 4).
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PARTIE I

RECONSTRUCTION DE MESURES PONCTUELLES POUR DES PROBLÈMES
EN MICROSCOPIE DE FLUORESCENCE





Chapitre 1

Reconstruction sans-grille de sources ponctuelles,
théorie et applications.

Points clefs – les méthodes sans-grille sont pertinentes en problème inverse.

1. Ces travaux de recherche sont motivés par l’imagerie biomédicale, où l’on se pro-
pose de reconstruire des structures biologiques à partir d’acquisition floutée, bruitée,
dégradée, etc. Ce travail s’inscrit dans le cadre plus général des problèmes inverses.

2. Au sein des méthodes résolvant les problèmes inverses de sources ponctuelles,
on distingue plusieurs catégories et sous-catégories, dont les méthodes dites sans-
grille ou off-the-grid. S’affranchissant des limites intrinsèques aux formulations
matricielles, elles ont émergé dans la dernière décennie et font depuis l’objet d’un
intérêt certain.

3. Les résultats tant théoriques que pratiques qu’elles produisent pour la reconstruc-
tion de δ-pics ont suscité un engouement qui a donné lieu à de nombreux articles,
essentiellement du point de vue des résultats mathématiques, mais également en
pratique, avec des algorithmes efficaces et des résultats convaincants.

Contributions – un état de l’art des méthodes sans-grille et des mises en œuvres.

4. Nous proposons dans ce chapitre une revue non exhaustive, mais suffisamment
large, des principaux résultats théoriques des méthodes sans-grille. Dans le cadre
des mesuresM (X ), les fonctionnelles en jeu ainsi que les garanties de reconstruction
seront énoncés.

5. Ces fondements théoriques seront illustrés par leur mise en œuvre en pratique. Les
algorithmes les plus courants seront détaillés et testés sur des exemples illustratifs.

6. Enfin, des tests sur des données issues de l’imagerie de fluorescence seront effectués
afin de montrer l’intérêt des méthodes sans-grille par rapport à d’autres approches.
Ces résultats sans-grille au niveau du reste de l’état de l’art seront également appré-
ciés à l’aune des avantages que ces méthodes proposent, en ce qu’elles ne nécessitent
pas d’ensemble d’apprentissage, ne disposent que d’un seul paramètre à régler et
sont simples d’utilisation pour l’opérateur.

3



4 Chapitre 1 Reconstruction sans-grille de sources ponctuelles, théorie et applications.

Chapitre 1 – Reconstruction sans-grille de sources ponctuelles :
1.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Contexte théorique de la reconstruction sans-grille de pics . . . . . . 10

1.2.1 Qu’est-ce qu’une mesure? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.2 Observations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.3 Une fonctionnelle sans-grille : le BLASSO . . . . . . . . . . . . 14
1.2.4 Problèmes duaux et certificats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.5 Garanties de reconstruction de la mesure source . . . . . . . . 17

1.3 Stratégies numériques pour résoudre le BLASSO . . . . . . . . . . . . 18
1.3.1 Programmation semi-définie et flot de gradient . . . . . . . . . 19
1.3.2 Algorithme glouton : la méthode du gradient conditionnel . . 21

1.4 Applications et résultats en imagerie SMLM . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.4.1 Métrique quantifiant la qualité de la reconstruction . . . . . . 26
1.4.2 Résultats sur une pile d’images SMLM . . . . . . . . . . . . . 28

1.5 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.1 Présentation

Dans cette partie, nous proposons une revue détaillée des méthodes variationnelles
sans-grille aussi dites off-the-grid ou gridless, en particulier dans le cadre du problème
de la reconstruction de δ-pics/sources ponctuelles qui a en effet été le premier à susci-
ter l’intérêt des chercheurs et qui constitue l’essentiel de la littérature de ce domaine.
Nous présenterons les principaux résultats théoriques et numériques de la littérature,
soulignant l’intérêt de ces méthodes dans de nombreux domaines gravitant autour des
problèmes inverses. Dans le cadre de cette revue et de notre travail sur les méthodes
sans-grille, nous avons développé une implémentation des méthodes numériques les
plus performants, en mettant l’accent sur l’efficacité et la réduction du temps de cal-
cul. À travers cette mise en œuvre, nous avons pu appliquer une méthode sans-grille
au problème de la super-résolution en microscopie de fluorescence. Les codes et les
résultats obtenus constituent un apport à la littérature sur les méthodes sans-grille, et
sont une démonstration concrète de la pertinence de ces méthodes dans le domaine des
problèmes inverses.

Il convient tout d’abord de définir ce que sont les problèmes inverses. De manière
formelle, ces problèmes consistent à reconstruire les causes à partir des conséquences.
Ils modélisent précisément de nombreux problèmes physiques, notamment en ce qui
concerne l’acquisition par des capteurs : on cherche ainsi à reconstruire une certaine
quantité physique telle que la position, intensité, conductivité, etc, à partir de mesures
d’une autre quantité qui lui est liée. Ce lien s’écrit concrètement comme une équation
dite d’observation, qui peut être en pratique une équation matricielle, fonctionnelle, aux
dérivées partielles, etc.

Le problème est généralement mal posé, ce qui signifie que l’existence, l’unicité et la
stabilité d’une ou de plusieurs solutions du problème inverse ne sont pas garanties.
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Le sparse spikes problem, que l’on pourrait traduire par « problème de pics parcimo-
nieux », est un exemple pratique de problème inverse rencontré dans de nombreux
domaines tels que le traitement des images ou des signaux, les télécommunications,
l’apprentissage automatique, la super-résolution, etc. Il s’agit de reconstruire des sources
ponctuelles, dites δ-pics, situées sur un domaine X ⊂ Rd en dimension d ∈N* à partir
d’une acquisition y. On utilise pour ce faire un a priori sur la source, que l’on suppose
parcimonieuse : nous savons en effet que la source doit être composée de seulement
quelques sources ponctuelles, et le modèle doit le prendre en compte pour « mieux poser
» le problème inverse. Cela inclut des sources telles que les étoiles en astronomie, les
fractures en sismologie, etc.

Un pic est typiquement modélisé par une mesure de Dirac aδx avec une amplitude
a ∈ C et une position x ∈ X . Toute la difficulté réside dans l’estimation du nombre N
de δ-pics, de leurs amplitudes (ai)

N
i=1 et de leurs positions (xi)

N
i=1. L’objectif est donc de

reconstruire la mesure m = ∑N
i=1 aiδxi uniquement à partir d’un petit nombre d’observa-

tions y dans un espace de Hilbert H (typiquement L2 (X )) lié à m par l’intermédiaire
d’un opérateur Φ qui tient compte de la détérioration de l’entrée (flou, dégradation de

l’échantillonnage ou downgrading) telle que y def.
= Φm + w où w ∈ H est un bruit additif.

La reconstruction des pics est dite sans-grille (ou « off-the-grid ») si les positions (xi)
N
i=1

ne sont pas contraintes sur une grille et donc (xi)
N
i=1 ne sont pas limitées à un ensemble

fini de valeurs 1 : ceci offre de nouvelles perspectives mathématiques intéressantes, avec
par exemple des garanties pour la reconstruction ; au détriment d’une difficulté mathé-
matique accrue (perte de certaines propriétés algébriques, abstraction supplémentaire,
etc.).

Attention — Le terme sans-grille peut être trompeur : le lecteur non averti pourrait en
effet se demander comment la reconstruction peut-être sans-grille alors même que l’on
travaille avec des images, donc des acquisitions munies d’une grille, et qu’il faut bien
discrétiser la position des pics pour la mise en œuvre numérique. L’expression anglaise
off-the-grid est plus parlante : elle incorpore mieux l’idée que le modèle sans-grille est
la limite formelle (off, comme par-delà la grille) d’un modèle avec grille, dont le pas de
discrétisation serait de plus en plus fin. On cherche ainsi à estimer continûment les
valeurs des cordonnées des pics, justement pour éviter de raffiner la grille comme le
font les méthodes discrètes. Ces deux modèles sont rediscutés un peu plus loin dans
ce chapitre.

Le problème des pics parcimonieux est rencontré dans de nombreuses situations,
telles que :

— l’acquisition comprimée [15], où l’on cherche à reconstruire un vecteur qui est
s-parcimonieux, v ∈ CN d’après M mesures physiques Av0 où A ∈ CM×N ;

— le machine learning, les « mixtures », etc. Si nous souhaitons par exemple régresser
une distribution de probabilité à des données, il s’agira d’estimer les paramètres

1. La grille est un ensemble discret, d’où le terme de méthode discrète.
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(ai) ∈ RN et (xi) ∈ X N d’un mélange ∑N
i=1 ai ϕ(xi) de N distributions de base

décrites par ϕ. On pourrait ainsi retrouver les moyennes µi ∈ R et les écarts-types
σi ∈ R+ d’une mixture gaussienne, voir [29] pour plus de détails sur ce sujet ;

— l’apprentissage profond tel que l’entraînement des réseaux de neurones avec une
seule couche cachée [20] ;

— le traitement du signal, par exemple avec la décomposition tensorielle de bas
rang pour l’estimation de la direction d’arrivée, plus connue comme la Direction of
Arrival, à travers un réseau de capteurs (donc multiples échantillonnages) ;

— la super-résolution, un problème central dans le traitement des images. Il s’agit
ainsi de reconstruire des détails fins à partir d’un signal (ou d’une image) altéré.
Elle inclut les opérateurs physiques classiques d’acquisition tels que l’échantillon-
nage de Fourier, la transformée de Laplace ou la convolution gaussienne.

C’est ce dernier point qui nous intéresse dans le cadre du sparse spike problem. Toute la
difficulté procède de la dégradation induite par le processus d’acquisition, qui implique
en particulier deux choses :

— une détérioration par le système d’acquisition, typiquement modélisée par la
fonction d’étalement du point, aussi appelée PSF pour point spread function en
imagerie, qui agit comme un filtre passe-bas ;

— l’acquisition du capteur, qui entraîne un échantillonnage et une pollution par des
bruits de différents types, caractérisés par des densités telles que gaussienne, de
Poisson, etc.

En résumé, nous souhaitons reconstruire le nombre correct de δ-pics avec des ampli-
tudes et des positions dans le cadre continu à partir d’une acquisition discrète filtrée et
bruitée. D’un point de vue théorique, cette question peut être abordée soit par l’approche
variationnelle, soit par la méthode de Prony :

— La méthode de Prony [55] et ses variantes telles que MUSIC (MUltiple SIgnal Classi-
fication), ESPRIT (Estimation of Signal Parameters by Rotational Invariance Techniques)
ou Matrix Pencil, qui reconstruisent le signal source à partir de N échantillons
uniformément répartis dans le spectre de Fourier, en 1D et sans bruit. Il s’agit
de décomposer le signal sur une base d’exponentielles complexes, paramétrées
par l’amplitude Ai, le facteur d’amortissement σi, la fréquence ωi ainsi que le
déphasage φi ; soit en notant f̂ le signal reconstruit :

f̂ (t) =
N

∑
i=1

Aieσit cos(ωit + φi).

Les résultats sont convaincants dans le cas 1D sans bruit et peuvent être étendus à
un contexte multivarié et bruité ; mais ces méthodes manquent encore de polyva-
lence (1D, opérateur nécessairement type Fourier, échantillonnage uniforme, etc.)
puisqu’elles ne peuvent pas être étendues au contexte qui nous intéresse. C’est
pourquoi nous n’examinerons pas cette approche dans le présent document ;
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— l’approche variationnelle qui n’impose aucune structure particulière à l’opérateur
d’acquisition, qui peut être adaptée à n’importe quel type de bruit et qui ne
nécessite aucun a priori sur le nombre de sources ponctuelles. L’idée principale est
de résoudre le problème inverse en trouvant, parmi toutes les sources de signaux
possibles, celle qui minimise une fonction objective appelée l’énergie, formulée
comme un compromis entre un terme de fidélité des données et un terme de
régularisation, qui applique un a priori sur la forme de la source à reconstruire.

Il existe en particulier deux types d’approches variationnelles : les approches dis-
crètes et les approches sans-grille. Dans le cadre discret, on cherche à reconstruire les
pics sur une grille fine prescrite, typiquement avec plus de points que la grille qui munit
l’image d’acquisition. Nous appelons ainsi grille grossière celle qui équipe l’acquisition à
faible résolution, et grille fine la grille plus précise (par un facteur dit de super-résolution
q ∈ N∗) de la reconstruction. Il s’agit donc d’un problème de dimension finie, où les
positions des sources ponctuelles doivent nécessairement se trouver sur une grille G
de L points maillant le domaine X . Il s’agit ainsi d’un problème de reconstruction de
vecteurs parcimonieux, et il peut être traité en imposant l’hypothèse de parcimonie
par la minimisation de la norme `1 du vecteur inconnu. Ce problème est connu sous le
nom de LASSO [88] ou de poursuite de base (basis pursuit), défini comme un problème
variationnel avec un paramètre de régularisation λ > 0 contrôlant le compromis entre la
fidélité aux données et l’application de l’a priori :

min
a∈RL

‖y−ΦLa‖2
H︸ ︷︷ ︸

attache aux données

+ λ‖a‖1︸ ︷︷ ︸
a priori parcimonieux

(LASSO)

où ΦL : RL → H est l’opérateur d’acquisition avec un vecteur de taille L comme
entrée et H est un espace de Hilbert. Une grille est utile pour illustrer le concept de
parcimonie dans le cas des pics : en effet, la parcimonie exprime simplement le fait que
seuls quelques points de la grille L sont d’amplitudes non-nulles. De plus, comme un
ordinateur ne peut stocker que des tableaux et des vecteurs, il est naturel de travailler
avec des problèmes de dimension finie, même pour l’analyse théorique. Ceci étant, on
pourrait se demander comment choisir la discrétisation. Une grille avec un pas trop
petit produit des instabilités numériques [42], là où un pas trop grand conduit à des
erreurs d’arrondi. On aimerait donc localiser les pics le plus précisément possible sans
avoir recours à une grille : une discrétisation des positions entraînerait nécessairement
une approximation sur les positions. La formalisation mathématique appropriée pour
évacuer ces inconvénients de discrétisation consiste à représenter une collection de
δ-pics par des mesures de Dirac, un élément de l’espace des mesures de RadonM (X ) :
on peut pour l’instant voir cet espace comme une généralisation de la notion de fonction.
L’opérateur d’acquisition est maintenant Φ : M (X ) → H, l’a priori géométrique est
ainsi imposé par une norme surM (X ) appelée la norme TV. Ce problème variationnel
est appelé BLASSO (pour Beurling LASSO) :
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min
m∈M(X )

‖y−Φm‖2
H︸ ︷︷ ︸

attache aux données

+ λ‖m‖TV︸ ︷︷ ︸
a priori parcimonieux

. (BLASSO)

Attention — La norme TV dont il est question ici ne doit pas être confondue avec la
régularisation TV, un concept du traitement d’images qui fait cette fois-ci intervenir
la régularisation du gradient d’une fonction intégrable. Nous aurons l’occasion de
revenir sur ce point et d’en discuter plus en détail dans la suite du propos.

Dans le cadre sans-grille, les pics peuvent se déplacer continûment sur le domaine
X : une comparaison entre la reconstruction discrète et la reconstruction sans-grille est
donnée dans la figure 1.1. Le cadre sans-grille peut être considéré comme la limite du
cas discret avec une grille de plus en plus fine [41].

FIGURE 1.1 – (a) Reconstruction discrète, qui peut être entendue comme des pics avec un
support contraint sur une grille dite fine (b) Reconstruction sans-grille, les pics peuvent
se déplacer continuellement sur domaine, ici la ligne. La ligne rouge est l’acquisition
y, les pics oranges sont la source (la cause que nous voulons retrouver), les pics bleus
sont la reconstruction discrète contrainte sur une grille et les verts peuvent se déplacer
librement puisqu’ils sont sans-grille. Notons que lorsqu’un pic de la source se trouve
entre deux points de la grille, deux pics peuvent être retrouvés dans la reconstruction
discrète.

Ce passage du domaine discret au domaine continu appelé sans-grille ou « off-the-grid
» conduit à des travaux théoriques importants, en particulier avec la définition d’un
critère précis dépendant du signal pour la récupération des pics stables [43], et des
résultats sur la distance de séparation minimale (voir la section suivante). Évidemment,
certaines difficultés inhérentes à la dimension infinie et au manque de propriétés algé-
briques de l’ensemble d’optimisation surviennent ; nous discuterons dans la suite des
stratégies permettant de les prendre en charge. La comparaison entre les cadres discrets
et sans-grille peut être résumée comme suit :

— le problème discret est modélisé par le (LASSO), c’est-à-dire par la minimisation
d’une fonction convexe définie sur une grille fine dans un espace de Hilbert de
dimension finie RL. La norme `1 peut ne pas imposer suffisamment l’a priori de
parcimonie : on peut alors la remplacer par la pseudo-norme non-continue `0,
mais on aboutit alors à un problème non-convexe combinatoire NP-difficile. Il
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existe des relaxations continues de `0 telles que CEL0 [84], mais, eu égard à son
caractère non-convexe, le problème reste difficile tant d’un point de vue théorique
que numérique. Malgré le manque de garanties, il existe de nombreux algorithmes
(ISTA, FISTA, IRL1 [84], etc.) pour calculer la solution de LASSO ou de sa variante
relaxée `0 ;

— le problème sans-grille est traité par le (BLASSO), une fonctionnelle convexe
définie surM (X ). La propriété convexe est essentielle d’un point de vue théorique
car elle permet d’obtenir des informations cruciales sur l’existence, l’unicité et
l’estimation du support selon le bruit. En revanche,M (X ) est un espace de Banach
sans structure hilbertienne, ce qui complique fortement la formulation explicite
d’algorithme proximal, il est de surcroît de dimension infinie et non réflexif pour
la topologie forte : les résultats de convergence portent alors essentiellement sur la
topologie faible-∗. Malgré ce manque de propriétés algébriques, nous disposons
aujourd’hui d’un large éventail d’algorithmes pour traiter ce problème, tels que
les algorithmes de recherche de racines [64, 30], les flots de gradient [20, 21] ou les
algorithmes gloutons [49, 13, 35].

Attention — Ce chapitre se concentre sur les résultats de la littérature, portant pour
l’essentiel sur la question des sources ponctuelles. Tout un pan des derniers travaux
en sans-grille étudient la reconstruction de sources exhibant d’autres géométries : c’est
entre autres ce que nous nous proposons de faire au chapitre 3. La bonne compréhen-
sion des notions fondamentales en reconstruction de sources ponctuelles est impérative
dans la suite de nos travaux, et c’est pourquoi nous ne traiterons dans ce chapitre
que de la reconstruction de mesures de Dirac, que nous mettrons en perspective avec
d’autres structures de mesures dans le chapitre 3.

Une reconstruction sans-grille peut ensuite être évaluée à l’aide de métriques ap-
propriées, par exemple la flat metric [33] exploitant la théorie du transport optimal des
mesures. Cette métrique évalue la qualité de la reconstruction et peut être appliquée
directement aux résultats de la reconstruction sans-grille et même discrète.

Dans ce qui suit, nous passons en revue les résultats importants du domaine des
méthodes variationnelles sans-grille. Le document est organisé en trois sections, à savoir :

— l’analyse variationnelle de l’espaceM (X ), les propriétés et les garanties de re-
construction concernant le sparse spike problem aujourd’hui bien documentées
[16, 13, 17, 43] seront rappelées dans la section théorique 1.2 ;

— de nombreuses stratégies ont été envisagées pour mettre en œuvre numériquement
la résolution du (BLASSO), les plus pertinentes seront présentées et mises en
contexte dans la section numérique 1.3 ;

— des applications pratiques et de nouvelles métriques ont été envisagées pour
les méthodes sans-grille, comme la super-résolution SMLM; ces résultats sont
présentés et discutés dans la section 1.4.
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Résumé — À la fin de chaque paragraphe, un encadré gris intitulé « résumé » comme
celui-ci rappellera les principaux résultats mis en évidence dans la section. Nous
invitons le lecteur à s’y référer pour un résumé rapide de la section.

1.2 Contexte théorique de la reconstruction sans-grille de pics

Dans la suite du propos, X désigne l’espace ambiant dans lequel vivent les positions
des pics. Nous supposerons que X est un sous-ensemble de Rd tel que son intérieur
X̊ est une sous-variété de dimension N∗ [35]. Ce cadre englobe X = Rd, le tore X =

Td def.
= Rd/Zd, tout compact avec un intérieur non vide, etc.

1.2.1 Qu’est-ce qu’une mesure?

Comme nous l’avons indiqué dans la section précédente, la mesure de Dirac est l’ob-
jet approprié pour décrire un pic qui n’est pas contraint sur un ensemble fini de positions.
Cet objet n’est pas une fonction, car il est impossible d’exhiber une classe d’équivalence
intégrable satisfaisant les propriétés de la mesure de Dirac. Il faut donc considérer la no-
tion de mesure de Radon, qui peut s’interpréter comme une généralisation des fonctions
classiques.

Attention — Le terme de mesure est assez ambiguë dans un cadre de problème
inverse, on pourrait ainsi confondre l’objet mathématique mesure (de Radon) avec la
grandeur physique qui est mesurée (comme le nombre de photons dans le capteur
de l’image, etc.). Une mesure de Radon n’est a fortiori pas un relevé de la quantité de
Radon dans l’observation : dans la suite du document, nous commettrons un abus de
langage en omettant le substantif de Radon, mais il doit bien être clair qu’une mesure
est un cas particulier de distribution ; nous parlerons d’observation ou d’acquisition
pour lever toute ambiguïté sur la mesure physique.

D’un point de vue fonctionnel, c’est un sous-ensemble de l’espace de distribution
D ′(X ), à savoir l’espace des formes linéaires sur l’espace des fonctions de test D(X )

c’est-à-dire fonctions lisses (dérivées continues à tout ordre) à support compact. Cette
approche fonctionnelle 2 consiste à définir une mesure comme une forme linéaire sur un
espace de fonctions, à savoir :

2. On peut en réalité définir de manière équivalente l’espace des mesures de Radon, soit par une
approche liée aux ensembles, soit par une approche d’analyse fonctionnelle (grâce au théorème de Riesz-
Markov). Dans l’approche liée aux ensembles, une mesure est un objet qui prend ses valeurs sur des
ensembles. Une mesure de Borel est une mesure définie sur tous les ensembles ouverts de X , et une mesure
de Radon est une mesure de Borel telle qu’elle est finie sur tous les ensembles compacts de X (à un
isomorphisme près). Le point de vue des distributions et le point de vue ensemblistes représentent deux
visions différentes pour décrire le même objet.
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Définition 1.1 (Fonctions continues évanescentes sur X ). Nous appelons C0 (X ,Y) l’en-
semble des fonctions continues nulles à la limite/au bord (aussi dites évanescentes), à savoir
toutes les applications continues ψ : X → Y telles que :

∀ε > 0, ∃K ⊂ X compact, sup
x∈X\K

‖ψ(x)‖Y ≤ ε.

Lorsque Y = R nous écrirons simplement C0 (X ). Puisque nous disposons d’un
espace de fonctions de test approprié, nous pouvons préciser la dualité en jeu :

Définition 1.2 (Dual topologique). Si E est un espace vectoriel topologique, on note E∗ son
dual topologique c’est-à-dire l’espace de toutes les formes linéaires continues ψ : E→ R. Le
produit entre un élément φ ∈ E et une application ψ ∈ E∗ est appelée crochet de dualité et se

note avec l’application bilinéaire 〈φ, ψ〉E×E∗
def.
= ψ(φ).

Nous pouvons alors définir l’espace des mesures de Radon avec cette notion de
dualité :

Définition 1.3 (Ensemble des mesures de Radon). On noteM (X ) l’ensemble des mesures
de Radon réelles signées sur X de masses finies. C’est le dual topologique 3 de C0 (X ) avec
la norme supremum ‖·‖∞,X par le théorème de représentation de Riesz-Markov [46]. Ainsi,
une mesure de Radon m est une forme linéaire continue sur les fonctions f ∈ C0 (X ), et pour

m ∈ M (X ) on définit le crochet de dualité 〈m, f 〉M
def.
=
´
X f dm.

Le terme « signé » fait référence à la généralisation du concept de mesure positive,
en autorisant la quantité 〈 f , m〉M à être négative. Nous pouvons définir de la même
manière l’espace des mesures de Radon réelles positivesM+ (X ) dual de C0 (X , R+) et
l’espace des mesures de Radon complexesMC (X ) dual de C0 (X , C).

Les exemples classiques de mesures de Radon sont les suivants :

— la mesure de Lesbegue en dimension d ∈N∗ ;

— la mesure de Dirac δz centrée en z ∈ X , aussi appelé δ-pic. Pour toute fonction
f ∈ C0 (X ), on a 〈 f , δz〉M = f (z) ;

— les mesures discrètes ma,x
def.
= ∑N

i=1 aiδxi où N ∈N, a ∈ CN , x ∈ X N .

Puisque C0 (X ) est un espace de Banach,M (X ) est complet [13] en le munissant de
sa norme duale appelée norme de la variation totale (TV), définie pour m ∈ M (X ) par :

|m|(X )
def.
= ‖m‖TV

def.
= sup

(ˆ
X

f dm, f ∈ C0 (X ) , ‖ f ‖∞,X ≤ 1
)

.

La norme TV d’une mesure est aussi appelée sa masse. Il convient de noter que pour

une mesure discrète, définie plus haut comme ma,x
def.
= ∑N

i=1 aiδxi , il vient |ma,x|(X ) = ‖a‖1.

3. il peut également être défini comme le dual topologique de l’espace des fonctions continues C (X ) si
X est compact.
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Cette norme généralise donc la norme `1 aux mesures, il est intéressant au passage de
noter que l’espace des fonctions intégrables s’injecte continûment 4 dans l’espace des
mesures : L1 (X ) ↪→M (X ).

Attention — On note indifféremment la norme TV de m avec |m|(X ) ou ‖m‖TV. La
première écriture permet de rappeler le caractère mesure que porte m, donc d’insister
sur sa capacité à mesurer un borélien, ici X .

Le lecteur intéressé pourra consulter l’annexe 5.2 pour plus de détails sur certaines
notions et résultats de l’analyse fonctionnelle.

Résumé — On modélise une source ponctuelle par une mesure de Dirac, un élément
de l’espace des mesure de Radon M (X ). Cet espace est défini par dualité, il est
complet s’il est muni de la norme TV. Il est cependant de dimension infinie et non
réflexif (voir 5.2), ce qui pose des difficultés supplémentaires à prendre en compte
dans l’optimisation.

1.2.2 Observations

Introduisons l’espace où vivent les données acquises. Nous désignerons par H
cet espace de Hilbert ; par exemple des images H = L2 (X ). Si m ∈ M (X ) est la
mesure source, nous appelons observation ou acquisition y ∈ H le résultat de l’opérateur
d’acquisition Φ :M (X )→ H évalué sur m, avec le noyau d’observation/d’acquisition
ϕ : X → H :

y def.
= Φm =

ˆ
X

ϕ(x)dm(x). (1.1)

Cette dernière intégrale ne doit pas être confondue avec le crochet de dualité
〈 f , m〉M =

´
X f (x)dm(x) mentionné dans la définition 1.3 ci-dessus. En effet, si f (x) ∈

R pour x ∈ X , on a ϕ(x) ∈ H : l’intégrale dans (1.1) est alors une intégrale de Böchner
[22], qui est la notion appropriée pour traiter les applications à valeurs vectorielles. Elle
est bien définie pour peu que ϕ soit continue et bornée [20, 35]. Pour résumer :

— pour une fonction test f ∈ C0 (X ), on a logiquement la dualité
´
X f (x)dm(x) ∈ R ;

— en ce qui concerne l’opérateur Φ, il faut bien remarquer que
´
X ϕ(x)dm(x) ∈ H !

Remarque. Les mesures sont des objets qui généralisent les fonctions, au prix de certaines de
leurs propriétés. Ainsi, on ne peut pas définir un produit de mesures : que serait alors le carré
d’une mesure Dirac? Plus généralement pour les distributions, on ne peut pas disposer tout à

4. On dit qu’un espace vectoriel normé (EVN) E s’injecte continûment dans un autre EVN F, qu’on note
E ↪→ F, si pour tout u ∈ E, il existe C tel que ‖u‖F ≤ C‖u‖E. Dit autrement, toute suite qui converge dans
E convergera également dans F, vers la même limite.
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la fois des propriétés de dérivation, de multiplication entre distributions et du δ de Dirac [80].
Il faut également prendre garde dans la définition des fonctions de mesure : ces fonctionnelles
doivent être au plus (sous-)linéaires pour être bien définies [87].

Dans la suite, on supposera ϕ ∈ C 2(X ,H). Définissons l’opérateur adjoint de Φ :
M (X ) → H pour la topologie faible-∗, à savoir l’application Φ∗ : H → C0 (X ). Il est
défini pour x ∈ X et p ∈ H par Φ∗(p)(x) = 〈p, ϕ(x)〉H. Le choix de ϕ et deH dépend
du processus physique d’acquisition, les noyaux les plus classiques étant :

— le noyau de convolution, typiquementH = L2 (X ) et ∀x ∈ X , ϕ(x) def.
= (s 7→ ϕ̃(s−

x)) ∈ H, pour la PSF ϕ̃ ∈ C 2
0 (R

d). On utilise par exemple le noyau gaussien, centré

en c ∈ X et d’écart-type σ > 0, défini par s 7→ ϕ̃(s− c) def.
= 1/ d/2

√
2πσ2 e−‖s−c‖2

2/2σ2
;

— le noyau de Fourier avec la fréquence de coupure fc ∈ N et H = C2 fc+1, pour
x ∈ X = T en 1D :

ϕ(x) =
(

e2iπkx
)
|k|≤ fc

;

— le noyau de Laplace [32] pour une fonction de pondération positive ξ ∈ C (X )

propre au processus d’acquisition et H = L2 (R+) : ∀x ∈ X , ϕ(x) def.
= (s 7→

ξ(x)e−sx) ∈ H.

Ces trois noyaux correspondent à différents contextes physiques de l’imagerie, et
sont donc rencontrés dans de multiples processus d’acquisition, tels que la spectroscopie
par résonance magnétique nucléaire (Fourier), la super-résolution SMLM (convolution),
MA-TIRF (Laplace), etc.

Nous utiliserons dans la suite la notation suivante pour l’opérateur discret : soit

x = (x1, . . . , xN) et a ∈ RN : Φx(a) def.
= ∑N

i=1 ai ϕ(xi).

Résumé — Une observation, ou acquisition, vivant dans l’espace de HilbertH d’une
mesure m est la quantité Φm. Φ est appelé l’opérateur d’acquisition, il est totalement
défini par son noyau ϕ spécifique au contexte physique de l’imagerie.

Remarque. L’absence de réflexivité deM (X ) peut se révéler problématique : siM (X ) est le
dual topologique de C (X ), le dual deM (X ) pour la topologie forte est strictement plus gros
que C0 (X ). Ceci pourrait s’avérer gênant lorsque l’on est amené à travailler avec la notion de
certificat, défini à partir de Φ et qui vit dans l’adjoint deM (X ) (donc potentiellement autre
chose qu’une fonction continue évanescente). Pour éviter ce problème, on peut supposer [13,
Remarque 2] que l’opérateur d’acquisition s’écrit comme l’adjoint K∗ : M (X ) → H d’un
opérateur K : H → C (X ). Ceci étant, comme l’opérateur d’acquisition est faible-∗ à faiblement
continu, on pourra faire l’économie de cette hypothèse dans la suite du document [43].
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1.2.3 Une fonctionnelle sans-grille : le BLASSO

Soit ma0,x0

def.
= ∑N

i=1 a0,iδx0,i la mesure source (aussi appelée mesure de la vérité-
terrain) d’amplitude a0 ∈ RN et de positions x0 ∈ X N , le sparse spike problem consiste

à reconstruire cette mesure à partir de l’observation/l’acquisition y def.
= Φma0,x0 + w

où w ∈ H est un bruit additif, typiquement du bruit blanc gaussien. Pour résoudre
ce problème, nous utilisons la fonctionnelle convexe suivante, appelée BLASSO pour
Beurling-LASSO :

argmin
m∈M(X )

Tλ(m)
def.
=

1
2
‖y−Φ(m)‖2

H + λ|m|(X ) (Pλ(y))

avec un paramètre de régularisation λ > 0 qui traduit le compromis entre la fidélité et
l’a priori de parcimonie sur la reconstruction. En pratique, il faudra estimer ce paramètre
pour trouver un équilibre dans le nombre de sources reconstruites : ceci a fait l’objet de
plusieurs travaux pour le LASSO, mais également dans le cadre sans-grille [26].

Attention — L’a priori de parcimonie fait référence aux travaux sur la minimisation
du LASSO : on sait que la solution doit comporter peu de points sur la grille/pixels
non-nuls, et c’est ce que la norme `1 pénalise. En réalité, la variation totale impose un a
priori structurel sur la solution : elle doit être composée d’une somme finie de mesures
ponctuelles. Le lien entre régulariseur et a priori géométrique sur la solution préside
à de nombreux travaux récents en sans-grille, et sera rediscuté plus en détail dans le
chapitre 3.

Le nom BLASSO a été introduit dans les travaux de [2, 30] en raison du lien entre le
problème de Generalised Minimal Extrapolation (GME) où l’on cherche à reconstruire une
mesure de Radon à partir de plusieurs observations sur ses coefficients de Fourier, et
les travaux [5] du mathématicien norvégien Beurling 5 qui coïncide avec le problème de
GME dans le cas d’un opérateur de Fourier.

Le BLASSO écrit dans un contexte sans bruit s’écrit :

argmin
Φm=y0

|m|(X ) avec y0 = Φma0,x0 . (P0(y0))

Le BLASSO est lié à son homologue discret, le (LASSO) : on peut formellement voir
cette énergie comme la limite fonctionnelle (au sens de la Γ-limite) du LASSO sur une
grille de plus en plus fine [42]. Si le problème LASSO assure l’existence et l’unicité de sa
solution, que peut-on dire de son équivalent sans-grille? Tout d’abord, observons que :

— m 7→ |m|(X ) est semi-continue inférieurement ;

5. Pour être précis, A. Beurling a étudié la fonction de variation totale minimale parmi toutes les
fonctions à variations bornées dont la transformée de Fourier est contrainte sur un domaine donné.
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— Φ est continue pourM (X ) muni de la topologie faible-∗ etHmuni de sa topologie
faible.

Ainsi, on peut établir l’existence de solutions à (Pλ(y)) grâce à des résultats d’analyse
convexe, comme prouvé dans [13].

Résumé — Le problème sparse spikes, ou problème de reconstruction des sources
ponctuelles, peut être résolu grâce à la fonctionnelle convexe sur M (X ) appelée
BLASSO, que l’on note (Pλ(y)). Pour m ∈ M (X ) une mesure, cette énergie consiste
en un terme d’attache aux données comparant les données observées à Φm, et une
régularisation qui consiste en la norme TV de m pour imposer l’a priori de parcimonie.
L’existence de solutions du BLASSO est un fait bien connu et prouvé.

Les difficultés résident alors dans les questions qui suivent :

1. Quelles sont les conditions de reconstruction d’une mesure discrète, pour un
régime de bruit donné? La mesure reconstruite est-elle unique?

2. Dans quelles conditions pouvons-nous récupérer le nombre exact de δ-pics, leurs
amplitudes et leurs positions ; est-ce que nous disposons de la stabilité du support ?

3. Comment pouvons-nous résoudre numériquement le BLASSO, malgré la dimen-
sion infinie et la non-réflexivité deM (X ) ?

Afin de répondre à ces différentes questions, nous devons introduire quelques
notions d’analyse convexe dans la sous-section qui suit.

1.2.4 Problèmes duaux et certificats

Le BLASSO dans l’équation (Pλ(y)) ci-dessus est un problème de minimisation
d’une fonctionnelle convexe.

Nous pouvons alors appliquer les résultats d’Ekeland-Temam [45, Remarque 4.2] 6

et définir un problème dual qui s’écrit pour p ∈ H (voir l’Annexe 5.2 pour la preuve) :

argmax
‖φ∗p‖∞,X≤1

〈y, p〉H −
λ

2
‖p‖2

H (Dλ(y))

qui peut être réécrit comme la projection sur un espace convexe fermé. [2, 13] :

argmax
‖φ∗p‖∞,X≤1

∥∥∥ y
λ
− p

∥∥∥2

H
. (D′λ(y))

6. Une petite mise en garde s’impose quant à ces résultats : l’espace V doit être un espace réflexif, ce
qui n’est manifestement pas le cas ici avec V =M (X ). Cependant, comme indiqué aussi dans le chapitre
3, l’hypothèse de réflexivité n’est nécessaire que pour la preuve d’existence.
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La dualité de Fenchel entre (Pλ(y)) et (Dλ(y)) est prouvée dans [13]. Ainsi, toute
solution mλ de (Pλ(y)) est liée à l’unique solution pλ de (Dλ(y)) par les conditions
d’extrémalité [43] :

 Φ∗pλ ∈ ∂|mλ|(X ),

−pλ =
1
λ
(Φmλ − y)

(1.2)

où ∂|·|(X ) est le sous-différentiel de la norme TV. En effet, puisque la norme TV n’est
pas différentiable (tout comme la norme `1) mais semi-continue inférieurement pour la
topologie faible-∗ nous utilisons son sous-différentiel qui s’écrit, pour m ∈ M (X ) :

∂|m|(X ) =

{
η ∈ C0 (X ) ; ‖η‖∞,X ≤ 1 et

ˆ
X

η dm = |m|(X )

}
. (1.3)

Les éléments de ce sous-différentiel sont appelés des certificats. Grâce à la dualité
forte, nous pouvons définir des certificats particuliers appelés certificats duaux. [16].

Définition 1.4. Nous appelons ηλ
def.
= Φ∗pλ un certificat dual de mλ, pour pλ qui satisfait

aux conditions d’optimalité de (1.2).

C’est un certificat, puisque Φ∗pλ ∈ ∂|mλ|(X ) et il est dit dual puisqu’il vérifie la
deuxième condition d’optimalité de (1.2) : il est donc défini par la solution duale pλ. Dit
autrement, un certificat dual ηλ est associé à la mesure mλ et il certifie que la mesure mλ

est bel et bien un minimum du BLASSO. Ainsi, s’il existe des solutions de (Pλ(y)) de la

forme mλ
def.
= ∑N

i=1 aiδxi , le support vérifie [43] pour 0 ≤ i ≤ N : |ηλ|(xi) = 1.
On peut établir, de la même manière, un tel lien entre la solution m0 du BLASSO sans-

bruit (P0(y0)) et ses certificats η0, qui ne sont du reste pas uniques dans le cas général.
Nous appellerons alors dans le reste du chapitre η0 le certificat de norme dual minimale,
c’est-à-dire le certificat dual η0 avec la norme supremum la plus petite ‖η0‖∞,X parmi
tous les certificats duaux. Il est montré dans [43] que ce certificat de norme minimale
η0 possède des propriétés importantes, puisqu’il détermine en quelque sorte la stabilité
des positions des pics reconstruits lorsque le bruit additif est faible, en particulier leur
proximité avec les positions de la mesure source ma0,x0 : voir la définition 1.6 dans la
section ci-dessous.

Résumé — Nous avons défini le problème primal du BLASSO dans la section précé-
dente, nous pouvons définir son problème dual grâce à la convexité. Une solution mλ

du BLASSO et une solution pλ du problème dual sont liées par une condition d’ex-
trémalité. La solution duale pλ définit le certificat dual, un élément du sous-gradient
spécifié par ηλ = Φ∗pλ : le certificat dual ηλ certifie que mλ est une solution de la
BLASSO. Nous pouvons alors établir des conditions plus précises sur l’unicité ou la
reconstruction du support de la source.
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1.2.5 Garanties de reconstruction de la mesure source

Nous discuterons dans cette section des deux premières questions que nous avons
formulées un peu plus haut ; à savoir l’existence, l’unicité et les conditions de reconstruc-
tion du support. Un outil classique pour établir certaines propriétés de reconstruction se
trouve dans la notion de distance de séparation minimum.

Définition 1.5 (Distance de séparation minimum). La distance de séparation minimale est
une caractérisation du support de la mesure discrète ma0,x0 selon :

∆(ma0,x0)
def.
= min

i 6=j

∣∣x0,i − x0,j
∣∣.

La condition de reconstruction est déterminée par cette distance de séparation mini-
male, elle-même déterminée par le type de mesures de Radon (complexe, réelle, réelle et
positive) et le type d’opérateur d’acquisition. En particulier :

— si l’opérateur est une acquisition du spectre de Fourier entre [− fc, fc] pour la
fréquence de coupure fc avec X = Td le tore en dimension d dans un cadre
sans bruit, il est nécessaire que ∆(ma0,x0) &

2
fc

si la mesure source est complexe
[16]. Avec quelques hypothèses en plus [47] nous pouvons préciser le résultat en
∆(ma0,x0) &

1.26
fc

, et ∆(ma0,x0) &
1.87

fc
si la mesure source est réelle [16] ;

— quel que soit l’opérateur Φ [30, 34] dans un cadre sans-bruits, il n’y a pas de
condition sur la distance de séparation pour reconstruire la mesure source si celle-
ci est positive, néanmoins la constante de stabilité explose quand ∆(ma0,x0)→ 0.

Ces résultats sont importants, mais ne disent rien de la reconstruction en présence
de bruit : nous nous attendons pourtant à trouver du bruit dans les images que nous
traitons et a priori à être limités par ce régime de bruit. Pour prendre en charge cette
nouvelle difficulté, nous devons ajouter certaines conditions à la mesure vérité terrain,
d’après les travaux de [43] que nous introduisons :

Définition 1.6 (Condition de source non-dégénérée). La source ma0,x0 vérifie la NDSC
(Non-Degenerate Source Condition) si :

— il existe η ∈ Im Φ∗ tel que η ∈ ∂|ma0,x0 |(X ) ;

— ∀s ∈ X\ ∪N
i=1 {x0,i}, |η0(s)| < 1 ;

— ∀i ∈ J1, NK, la matrice Hessienne∇2η0(x0,i) ∈ Rd×d est inversible.

La première condition revient à supposer que ma0,x0 est une solution du (P0(y0)) et
qu’il existe une solution au problème dual. On dit que η0 est non dégénéré si ces trois
conditions sont vérifiées. Nous pouvons alors écrire l’une des garanties théoriques les
plus importantes, à savoir :

Théorème 1.1 (Robustesse au bruit [43]). Soit Γx0 la matrice N × N définie par Γx0

def.
=

(ϕ(· − x0,i), ϕ′(· − x0,i))
N
i=1, avec ϕ′ la dérivée du noyau évoqué en 1.2.2. Supposons que les
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vecteurs colonnes de Γx0 forment une famille libre, et que ma0,x0 vérifie la condition NDSC
évoquée en 1.6. Alors, il existe α > 0, λ0 > 0 tel que pour tout 0 ≤ λ ≤ λ0 et w tel que

‖w‖ ≤ αλ ; il existe N couples (aλ,i, xλ,i) tel que mλ
def.
= ∑N

i=1 aλ,iδxλ,i soit l’unique solution du
(Pλ(y)) composée d’exactement N pics. En particulier pour λ = 1/α‖w‖H nous disposons
d’un contrôle sur la différence en termes de positions entre la vérité-terrain et la reconstruction :

∀i ∈ J1, NK : ‖xλ,i − x0,i‖ = O (‖w‖H) et |aλ,i − a0,i| = O (‖w‖H) .

Sous la condition de source non-dégénérée et pour λ et ‖w‖2
H/λ suffisamment petit,

on peut reconstruire une mesure de Radon avec exactement le même nombre de δ-pics
que ma0,x0 . En outre, la mesure reconstruite converge (faiblement-∗) vers la mesure vérité-
terrain quand le niveau de bruit tend vers 0. Les auteurs de [43] introduisent également
la notion de précertificats dérivés évanescents. Le certificat η0 est en effet difficile à
calculer à partir du problème dual de (P0(y0)), notamment à cause de la contrainte
‖η0‖∞,X ≤ 1, le précertificat permet de simplifier ce calcul, en résolvant en lieu et place
un simple système linéaire. Le lecteur intéressé pourra jeter un œil à cet article parmi
tant d’autres [43, 34] pour ces concepts novateurs.

Résumé — Le critère de la distance de séparation minimale est utilisé pour évaluer
les possibilités de reconstruction, d’abord dans un environnement sans bruit. Sous un
régime de faible bruit, un théorème précise que la mesure source ma,x composée de
N δ-pics peut être récupérée par BLASSO, avec un contrôle sur les écarts (en termes
d’amplitudes et de positions) entre la mesure reconstruite et la mesure source.

Nous avons jusqu’ici donné les garanties établies dans le domaine sans-grille sur la
reconstruction d’une mesure source, en particulier en présence de bruits. Dans la section
suivante, nous nous proposons de répondre à la troisième question et de discuter la
manière de calculer la solution numérique du problème inverse ; une tâche relativement
difficile qui nécessite de prendre en compte les difficultés de l’espace d’optimisation.

1.3 Stratégies numériques pour résoudre le BLASSO

Le problème Pλ(y) est une optimisation sur l’ensemble des mesures de Radon, un
espace de dimension infinie et non réflexif. Nous rappelons qu’il s’écrit :

argmin
m∈M(X )

Tλ(m)
def.
=

1
2
‖y−Φ(m)‖2

H + λ|m|(X ). (Pλ(y))

Une approche naïve consisterait à contraindre m sur la grille fine (pi)
L
i , ce qui revien-

drait à résoudre le problème LASSO :
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min
a∈RL
‖y−ΦLa‖2

H + ‖a‖1

avec l’opérateur discret ΦLa def.
= ∑L

i=1 ai ϕ(pi) et ϕ le noyau de l’opérateur. Cette
approche comporte de nombreux inconvénients : par exemple, la solution du LASSO en
faible régime de bruit et lorsque la taille du pas de discrétisation tend vers 0, contient des
paires de δ-pics autour du vrai δ de Dirac [41, 42]. De plus, le raffinement du pas conduit
à une dégradation du conditionnement de l’opérateur d’acquisition, ce qui entraîne des
difficultés numériques. Il faudrait donc plutôt travailler surM (X ), mais les difficultés
sont de plusieurs ordres :

— c’est un espace de dimension infinie. Ceci étant, nous verrons dans un prochain
chapitre que la solution est nécessairement une somme finie de mesures, ce qui
réduit fortement l’espace dans lequel on vient optimiser le BLASSO;

— c’est un espace de Banach, mais pas de Hilbert. Il n’y a donc pas de structure de
produit scalaire 7 donc pas d’algorithme proximal explicite ;

— c’est un espace non réflexif, tout du moins pour la topologie forte. Les résultats de
convergence des algorithmes ne pourront être écrits qu’en topologie faible-∗.

Nous présentons brièvement dans la suite quelques méthodes numériques pour
résoudre le BLASSO [2, 35, 21]. Avant de décrire ces méthodes, remarquons que des
travaux récents ont pu dégager des axes de travail prometteurs, comme la descente
de gradient projeté [89, 90]. Elle s’appuie sur une initialisation sur-paramétrée : une
mesure discrète avec de nombreux δ-pics par rapport à la vérité terrain est initialisée,
puis on applique une descente de gradient sur les amplitudes et les positions de la
mesure sur paramétrée, combinée à chaque étape avec une projection sur un ensemble
de contraintes de positions pour forcer la séparation des pics. Cette projection peut être
remplacée par une « heuristique » qui se résume à la fusion des δ-pics qui ne sont pas
suffisamment séparés [90]. L’approche de descente est à rapprocher des gradients condi-
tionnels polyatomiques [59], utilisant une estimation polyatomique (ou sur paramétrée)
des positions ainsi qu’une étape corrective pour obtenir une convergence plus rapide –
d’un facteur estimé en pratique de 1,5 à 20 – vers le minimum.

1.3.1 Programmation semi-définie et flot de gradient

Méthode du point intérieur, hiérarchie

La programmation semi-définie a constitué l’un des premiers schémas de résolution
du BLASSO, dans le cas spécifique d’une acquisition de Fourier sur le tore 1D T1

[16, 30, 2, 17].
Soit d = 1 la dimension de l’intérieur de X , l’opérateur d’acquisiton noté Fn

8

est une observation des coefficients de Fourier jusqu’à fc ∈ N, avec n = 2 fc + 1 le

7. que serait le produit de mesures? voir plus haut.
8. et pas Φ pour éviter une ambiguité avec l’opérateur d’acquisition général
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nombre de mesures physiques. Ainsi Fn :MC (X )→ Cn et pour une mesure discrète

ma,x
def.
= ∑N

j=1 ajδxj il vient Fn(ma,x) =
(

∑j aje2iπkxj
)
|k|≤ fc

.

Cette méthode utilise la programmation semi-définie (SDP) pour calculer efficace-
ment les minima du BLASSO. Elle participe de l’approche de Hilbert [57], qui consiste
à décomposer globalement la fonction objectif en fonctions simples. La solution du
problème dual de (Pλ(y)) est un polynôme p lié à un certificat par F ∗n p : l’idée est
alors de reconstruire le certificat dual comme une combinaison linéaire de polynômes
trigonométriques [2], ce qui suffit à trouver la mesure associée à ce certificat reconstruit.
Cette mesure associée est une solution du BLASSO : le problème dual peut quant à lui
être résolu grâce par une approche de programmation semi-définie. Cette dernière peut
typiquement être réalisée avec un algorithme du point intérieur (Interior Point Method)
comme proposé en [16].

Notons que cette stratégie ne peut être adoptée que pour d = 1. Le cas en dimension
supérieure nécessite de faire appel à la hiérarchie de Lasserre [64]. Pour le dire simple-
ment, la hiérarchie de Lasserre produit une suite de problèmes SDP imbriqués dans le
cône des moments de la mesure positive.

Ces méthodes sont prouvées asymptotiquement exactes et ont été appliqués avec
succès au problème de super-résolution [17]. On ne sait néanmoins pas si l’algorithme
a une convergence finie en général, on ne sait donc a fortiori pas quand arrêter la
hiérarchie 9 pour obtenir une solution du BLASSO [20]. De plus, ces approches par
SDP sont applicables uniquement à une certaine classe d’opérateur d’acquisition Φ,
typiquement l’opérateur de Fourier, ou des filtres à supports compacts dans le domaine
de Fourier, ce qui exclue d’emblée la convolution gaussienne (pourtant essentielle en
super-résolution et en imagerie biomédicale). La classe d’algorithme qui suit cherche
à mieux tirer parti du cadre continu tout en évacuant les limitations sur l’opérateur
d’acquisition.

Résumé — Cette approche se résume à la résolution du problème dual, à la recons-
truction du support de la mesure grâce au certificat associé à la solution duale, et
enfin à la résolution d’un problème linéaire pour obtenir les amplitudes estimées
correspondantes. Cette stratégie peut être étendue à un contexte multivarié : elle reste
en revanche assez restrictive sur le type d’opérateur direct admissible et ne propose
pas de convergence finie dans le cas général.

Flot de gradient

Cette approche nécessite un peu plus de mise en contexte pour bien la comprendre.
Nous reportons donc en annexe 5.2 les explications détaillées sur son fonctionnement.
Nous pouvons ceci dit la résumer simplement : la reconstruction est initialisée par une
sur-paramétrisation, c’est-à-dire que l’on place sur le domaine X un très grand nombre de

9. on peut l’expliquer par le fait que les polynômes trigonométriques positifs en dimension d > 1 ne
sont pas nécessairement des fonctions sums of square
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mesures de Dirac. On procède ensuite à un flot de gradient, dont le flot limite est, sous
certaines hypothèses, une solution du BLASSO. Ce type d’algorithmes est applicable
à tous les opérateurs rencontrés dans les problèmes inverses, avec un temps de calcul
rapide et seulement trois paramètres à régler

Résumé — Le flot de gradient (νt)t est calculé par l’algorithme du Conic Particle
Gradient Descent, qui consiste en une estimation par descente de gradient (par rapport à
la métrique du cône) sur les amplitudes et les positions d’une mesure sur-paramétrée,
c’est-à-dire une mesure avec un nombre de δ-pics bien plus grand que celui de la
mesure source. Les itérations sont moins coûteuses que les algorithmes gloutons
(présentés plus bas), mais le CPGD manque de garanties de reconstruction pour des
régimes de bruits faibles.

1.3.2 Algorithme glouton : la méthode du gradient conditionnel

L’algorithme du gradient conditionnel, aussi appelé l’algorithme de Frank-Wolfe
(FW) [70, 49] cherche à résoudre le problème minm∈C f (m) pour C n’importe quel
convexe faiblement compact d’un espace vectoriel topologique, et f une fonction convexe
et différentiable ; la différentielle est ainsi notée d f ). Cet algorithme consiste en une mi-
nimisation itérative d’une version linéarisée de f : il ne nécessite donc que les dérivées
directionnelles de f et se passe de toute structure hilbertienne, contrairement à un algo-
rithme proximal classique, formulé en termes de distance euclidienne. Une définition
du gradient conditionnel est donnée dans le pseudo-code 1, dans le cadre très général
de la minimisation d’une fonction f quelconque.

Algorithme 1 : Frank-Wolfe.

1 pour 0 ≤ k ≤ K faire
2 sk ∈ argmins∈C f (mk) + d f (mk)(s−mk).
3 si d f (mk)(sk −mk) = 0 alors
4 mk est une solution. Stop.
5 sinon

6 Étape de recherche : γk ← soit
2

k + 2
soit

argminγ∈[0,1] f (mk + γ(sk −mk)).
7 Mise à jour : mk+1 ← mk + γk(sk −mk).
8 fin
9 fin

Ceci appelle déjà à quelques remarques :

— l’hypothèse de compacité sur C assure que l’argmin de l’étape 2 est bien non-vide ;

— en ligne 7, il est possible de remplacer mk+1 par n’importe quel élément m̂ ∈ C tel
que f (m̂) ≤ f (mk+1) sans affecter les propriétés de convergence de l’algorithme ;
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Cette dernière propriété est intéressante en pratique puisqu’elle permet de recourir à
des heuristiques (telles que l’approche polyatomique évoquée plus haut) sans pour au-
tant invalider les résultats théoriques prouvés dans la littérature (tels que la convergence
énoncée plus bas). Deux problèmes nous empêchent cependant d’appliquer directement
cet algorithme au BLASSO : Tλ n’est pas différentiable, et l’ensemble d’optimisation
M (X ) n’est pas borné. Il est donc nécessaire d’effectuer un epigraphical lift 10 [53, 35]
pour obtenir une fonctionnelle différentiable qui partage les mêmes mesures minimum
que Tλ :

min
(r,m)∈C

T̃λ(m, r) def.
=

1
2
‖y−Φ(m)‖2

H + λr (P̃λ(y))

avec le borné C = {(r, m) ∈ R+ ×M (X ); |m|(X ) ≤ r ≤ M} et M def.
= ‖y‖2

2λ . Bien
que C ne soit pas faiblement compact, il est compact pour la topologie faible-∗ et les
hypothèses de l’algorithme 1 sont toujours vérifiées. L’algorithme du Frank-Wolfe est
donc bien définie pour l’énergie T̃λ, différentiable au sens de Fréchet sur le Banach
R×M (X ). Cette différentielle s’écrit d’ailleurs :

dT̃λ : (r′, m′) 7→
ˆ

X
Φ∗(Φm− y)dm′ + λr′.

Finalement, il vient que m∗ est un minimum de Tλ si et seulement si (|m∗|(X ), m∗)
minimise (P̃λ(y)), et Tλ(m∗) = T̃λ (|m∗|(X ), m∗). Dans le reste du document, pour des
raisons de lisibilité et de clarté, nous ne mentionnerons pas la composante en r, et nous
nous référerons à la quantité (|m∗|(X ), m∗) uniquement par m∗.

Remarque. Le lecteur curieux pourrait se demander d’où provient ce M qui permet d’avoir un
ensemble d’optimisation borné et par conséquent d’appliquer l’algorithme du gradient condition-
nel sur C. Soit m une mesure minimum de T̃λ, alors :

λ|m|(X ) ≤ T̃λ(m) ≤ T̃λ(0) =
1
2
‖y‖2

H
def.
= λM.

Nous avons noté précédemment que la mise à jour de l’itérée mk+1 dans la ligne
7 peut être remplacée par n’importe quel point m̂ améliorant la fonction objective,
et comme nous l’avons observé cette remarque est assez intéressante, car elle peut
améliorer considérablement la propriété de convergence de l’algorithme [13, 7]. Une
amélioration intéressante de l’algorithme de Frank-Wolfe repose ainsi sur la modification
de l’étape d’optimisation convexe finale par une optimisation non convexe à la fois sur
les amplitudes et les positions des δ-pics reconstruits, de manière simultanée. Cette
modification est présentée dans l’algorithme 2.

10. Un lift peut grossièrement se définir comme l’ajout d’une dimension au problème pour en dégager
une propriété supplémentaire.
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Algorithme 2 : Sliding Frank-Wolfe.
Entrées : Acquisition y ∈ H, nombre d’itérations K, λ > 0.

1 Initialisation : m[0] = 0, N[k] = 0.
2 pour k, 0 ≤ k ≤ K faire
3 Pour m[k] = ∑N[k]

i=1 a[k]i δ
x[k]i

tel que a[k]i ∈ R, x[k]i ∈ X , trouver x[k]∗ ∈ X tel que :

x[k]∗ ∈ argmax
x∈X

∣∣∣η[k](x)
∣∣∣ où η[k](x) def.

=
1
λ

Φ∗(Φm[k] − y),

si
∣∣∣η[k]

(
x[k]∗
)∣∣∣ ≤ 1 alors

4 m[k] est la solution du BLASSO. Stop.
5 sinon
6 Calculer m[k+1/2] = ∑N[k]

i=1 a[k+1/2]
i δ

x[k+1/2]
i

+ a[k+1/2]
N[k]+1 δ

[k+1/2]

x[k]∗
tel que :

a[k+1/2]
i ∈ argmin

a∈RN[k]+1

1
2
‖y−Φx[k+1/2](a)‖2

H + λ‖a‖1

pour x[k+1/2] def.
=
(

x[k]1 , . . . , x[k]
N[k] , x[k]∗

)
.

7 Calculer m[k+1] = ∑N[k+1]

i=1 a[k+1]
i δ

x[k+1]
i

tel que :

(
a[k+1]

i , x[k+1]
i

)
∈ argmin

(a,x)∈RN[k]+1×X N[k]+1

1
2
‖y−Φx[k+1/2](a)‖2

H + λ‖a‖1.

8 fin
9 fin

Résultat : Mesure discrète m[k] où k est l’itération d’arrêt.

Elle permet d’obtenir une convergence théorique vers la solution unique de BLASSO
en un nombre fini d’itérations, qui est même empiriquement une convergence en N
étapes. Cette version est appelée algorithme du Sliding Frank-Wolfe [35], car les positions
des pics sont glissantes sur le domaine continu X ; là où un Frank-Wolfe classique se
réduirait à une étape convexe d’optimisation des positions à amplitudes fixées. Les
auteurs ont également prouvé dans le même article que la suite de mesures produite
m[k] converge vers le minimum pour la topologie faible-∗.

Le Frank-Wolfe est par nature un algorithme itératif : en pratique, il est donc possible
d’interrompre le calcul, ou tout du moins de choisir de manière appropriée le λ de
sorte à ne pas reconstruire de spurious spikes, des mesures de Dirac fallacieuses ou dit
autrement des mesures qui correspondent en réalité à du bruit.
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Attention — Nous verrons plus en détail dans le chapitre 3 que l’algorithme du
gradient conditionnel n’est pas seulement limité à la reconstruction de sources ponc-
tuelles : il est même tout à fait indiqué pour des sources qui ne sont pas ponctuelles !

Comme dans la méthode SDP, le choix du régularisateur λ est crucial : s’il est choisi
trop grand, il produira une solution avec moins de δ-pics que nécessaire, s’il est choisi
trop bas, il reconstruira une solution avec des pics parasites.

La ligne 3 de l’algorithme 2 est généralement résolue par une recherche sur la grille
grossière (grid search), l’étape convexe de la ligne 5 peut utiliser un solveur convexe
comme FISTA [4] et l’étape non convexe dans la ligne 6 peut être traitée par une mo-
dification de la méthode Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shann (BFGS, aussi en version à
mémoire limitée L-BFGS et bornée BFGS-B) [14]. Les reconstructions dans le cadre 2D
avec un noyau de convolution gaussien, similaires aux conditions SMLM discutées
plus loin, sont présentées dans la figure 1.2. La luminosité étant toujours une quantité
positive, on peut contraindre [32] le SFW pour construire une mesure positive du cône
M+ (X ), en modifiant :

— la condition d’arrêt η[k]
(

x[k]∗
)
≤ 1 ;

— l’étape du LASSO est résolue sur a ∈ RN[k]+1

+ ;

— l’étape non-convexe travaille sur RN[k]+1

+ ×X N[k]+1
.

FIGURE 1.2 – (a) Première itération k = 0 (b) Première itération du Sliding Frank-Wolfe
k = 1 (c) Fin du calcul pour k = 2, résultats d’une reconstruction par le Sliding Frank-
Wolfe sur le domaine X = [0, 1]2 pour le noyau gaussien d’écart-type σ = 0, 1 et un bruit
gaussien additif de variance 0, 1. Tous les δ-pics sont correctement reconstruits, et ce,
uniquement à partir de l’acquisition, en régularisant avec λ = 3× 10−2 .

Cet algorithme modifié offre ainsi un bon compromis entre la précision et les ga-
ranties théoriques. Cependant, il souffre d’une charge de calcul élevée pour chaque
itération, ce qui le rend lent à utiliser. Nous proposons dans la suite une améliora-
tion pratique pour fluidifier le calcul du Sliding Frank-Wolfe (sans toutefois changer sa
complexité algorithmique) et en particulier de l’étape non-convexe, à travers la notion
d’auto-différentiation. On rappelle les définitions suivantes :
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Autodérivation

Commençons déjà par discuter de deux approches répandues pour calculer le gra-
dient d’une fonction f : Rn → R numériquement :

— la dérivation par différences finies, avec une complexité en O(n). Elle est entachée
d’erreurs numériques, plus précisément à cause des erreurs d’arrondi (erreurs dues
à l’utilisation de représentations en virgule flottante à bits finis) et des erreurs de
troncature (différence entre les gradients analytiques et les gradients numériques).
Pour des petits pas de dérivation, les erreurs d’arrondi dominent, à l’inverse pour
de grands pas ce sont les erreurs de troncature qui vont poser quelques difficultés.
Ces erreurs peuvent être conséquentes dans les problèmes mal posés et sont source
d’instabilités numériques ;

— la dérivation symbolique, où l’on calcule explicitement l’expression du gradient.
Elle devient vite rédhibitoire pour des fonctions aux définitions « exotiques ».

L’autodérivation, ou dérivation automatique, se propose de calculer le gradient de
manière efficace, à savoir en un nombre d’opérations égal (à une multiplication près) à
l’évaluation de la fonction. Elle a pris son essor dans les dernières années [54], notam-
ment avec l’introduction du calcul sur carte graphique (GPU) et d’interface (wrapper)
tel que CUDA qui permettent de délivrer le plein potentiel de cette méthode. Nous
donnons en annexe 4 quelques précisions sur l’auto-dérivation [74, 48].

La dérivation automatique pour trouver le gradient de f (backward) ne demande en
pratique [48] que 4 à 5 fois plus d’opérations que le calcul de f (forward). L’utilisation de
cette approche mise en œuvre avec PyTorch [74] permet un calcul efficace du gradient
de la fonction non-convexe du Sliding Frank-Wolfe en un temps convenable pour des
utilisations pratiques. Si la littérature mentionne l’algorithme de L-BFGS(-B) pour le
calcul de cette étape 7, nous lui préférons l’algorithme ADAM [63] qui permet un calcul
plus rapide empiriquement d’un facteur 10, et évite en comparaison certains minimum
locaux.

Pour conclure cette sous-section, nous rappelons dans la table 1.1 les avantages et
les inconvénients de chacun des algorithmes. Compte tenu du manque de garanties
théoriques de l’optimum évalué par le CPGD, et de la limitation des méthodes SDP
aux opérateurs type Fourier, nous utiliserons dans la section qui suit l’algorithme du
gradient conditionnel et en particulier le Sliding Frank-Wolfe pour résoudre un problème
de super-résolution en SMLM.

Résumé — La méthode du gradient conditionnel est un algorithme glouton qui
consiste en la minimisation itérative d’une version linéarisée de la fonction convexe à
optimiser. Cet algorithme peut être appliqué à n’importe quel opérateur direct sans
restriction sur l’espace X . À une modification près (SFW), l’algorithme de Frank-Wolfe
propose une convergence finie, empiriquement une convergence en N étapes pour
une mesure de source composée de N δ-pics. Les itérations sont cependant coûteuses
en temps de calcul.
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TABLE 1.1 – Avantages et inconvénients des différentes stratégies d’algorithmes sans-
grille, programmation semi-définie (SDP) contre algorithme du Sliding Frank-Wolfe (SFW)
contre Conic Particle Gradient Descent (CPGD).

Algorithme Opérateur Espace X Taux de Temps de Nombre de
convergence calcul paramètres

SDP [16] Fourier Tore Td Asymptotique Moyen λ
SFW [13, 35] Tous Compact sous-linéaire Long λ

CPGD [21] Tous Tore Td log(ε) Rapide λ, α, β

1.4 Applications et résultats en imagerie SMLM

Afin d’illustrer l’intérêt des méthodes sans-grille en pratique, nous nous proposons
dans la suite de résoudre un problème de super-résolution, afin de reconstruire des
structures biologiques à de très petites échelles.

1.4.1 Métrique quantifiant la qualité de la reconstruction

Si l’on a accès à la vérité-terrain, c’est-à-dire les positions réelles des sources ponc-
tuelles, on peut évaluer la qualité de la reconstruction avec :

— des métriques de détection, telles que l’indice de Jaccard ;

— des métriques de qualité de reconstruction, telles que la norme L2 dans le cas
discret.

Les métriques de détection peuvent s’appliquer directement à la reconstruction
sans-grille. Nous discuterons plutôt dans cette partie de la deuxième classe de métrique,
celles quantifiant donc la « qualité de reconstruction ». Les algorithmes que nous avons
évoqués plus haut produisent une liste de mesures de Dirac, que l’on peut comparer
avec la mesure source ma0,x0 , aussi appelée mesure vérité-terrain. Cette comparaison
ne peut manifestement pas être menée avec des outils discrets, telle que la norme `2,
puisque l’on ne peut pas directement comparer un élément deM (X ) avec celui de
L2 (X ). On pourrait alors penser à comparer Φma0,x0 et la mesure reconstruite passée
dans l’opérateur Φ, mais il se poserait toujours la question des erreurs induites par la
discrétisation de Φ.

L’examen de la norme 2 du vecteur xi des positions reconstruites par rapport au
vecteur x0,i n’est du reste pas plus instructive : nous avons besoin du même nombre
d’éléments pour x et x0, nous devons trier le vecteur des positions et nous n’avons
aucune garantie que la correspondance d’une position de x avec une autre de x0 soit la
bonne.

Il faudrait donc plutôt considérer une distance sur l’espace de mesure. Nous utili-
serons dans la suite la 1-distance de WassersteinW1 [75] : nous invitons le lecteur à se
pencher sur l’annexe 4 pour quelques rappels sur des définitions utiles et plus de détails
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sur le cadre de transport optimal utilisé dans cette section. La distance de Wasserstein
avec des mesures de même masse 11 est définie 12 comme :

Définition 1.7 (Transport optimal à masse égale). Pour 0 ≤ p < +∞ et m1, m2 ∈ M (X )
tel que |m1|(X ) = |m2|(X ) , la p-distance de Wasserstein s’écrit :

W p(m1, m2)
def.
=

(
min

γ∈Γ(m1,m2)

ˆ
X×X

|u− v|p dγ(u, v)
)1/p

. (1.4)

Γ(m1, m2) est l’ensemble des applications de transport entre m1 et m2, on peut consul-
ter l’annexe 4 pour plus d’informations à ce sujet. Cette notion n’est néanmoins pas
suffisante pour notre application puisque la métrique ne peut prendre en entrée que
des mesures de masses égales. Dans le cas d’une mesure discrète, nous rappelons que
la masse est simplement la somme du module des amplitudes individuelles : nous ne
pouvons donc généralement pas comparer une mesure source et une mesure recons-
truite avec des amplitudes différentes. La solution classique consiste donc à distribuer
la masse unitaire, divisée par le nombre de δ-pics, uniformément sur chaque mesure
de Dirac composant la mesure discrète. Il serait cependant beaucoup plus pratique
d’incorporer le cas des masses différentes dans la métrique, d’autant plus que les mé-
thodes sans-grille appliquées dans le cadre de l’imagerie produiront de toute évidence
des reconstructions avec des mesures de Dirac d’amplitudes différentes. La métrique
appropriée pour comparer deux mesures de masses différentes s’appelle la norme de
Kantorovtich-Rubinstein, permettant de définir la flat metric [69, 75, 33]. Soit Cb (X )
l’espace des fonctions continues sur X de norme supremum inférieure à 1 :

Définition 1.8 (Transport optimal à masses différentes). Soit m ∈ M (X ) à premier
moment fini et τ > 0, on appelle norme de Kantorovtich-Rubinstein la quantité :

Fτ(m)
def.
= sup

f∈Cb(X )

(ˆ
X

f dm, ‖ f ‖∞,X ≤ τ, f Lipschitz, ‖ f ‖Lip ≤ 1
)

où ‖ f ‖Lip est la constante de Lipschitz de f . On définit ensuite la flat metric dτ pour m1, m2 ∈
M (X ) à premiers moments finis par :

dτ(m1, m2)
def.
= Fτ(m1 −m2).

La paramètre τ est homogène à une distance, et il doit être compris dans le cadre du
transport optimal comme le coût de création/destruction d’une mesure de Dirac. La flat
metric coïncide avec la 1-distance de Wasserstein, pour m1, m2 de masses égales, lorsque

11. c’est-à-dire de même norme TV.

12. En fait, elle est bien définie sur le sous-ensemble X def.
=
{

m ∈ M (X ), |m|(X ) ≤ ‖y‖2
H/2λ

}
parce

que seul le sous-ensemble borné deM (X ) est métrisable pour la topologie faible-∗, nous devons donc
restreindre l’ensemble des mesures à X afin d’obtenir un espace polonais. Le cadre pratique de cette
métrique exploitant le transport optimal est présenté dans l’annexe 4. Comme toutes les solutions du
BLASSO appartiennent à X [43], nous conserverons ce léger abus de notation dans le reste du document.



28 Chapitre 1 Reconstruction sans-grille de sources ponctuelles, théorie et applications.

τ → +∞ [69] ; elle coïncide également avec la norme de variation totale de m1 − m2

lorsque τ → 0. Elle peut alors être entendue comme une interpolation entre la norme
de la variation totale et la « 1-norme » de Wasserstein. En outre, lorsque le nombre de
δ-pics est correctement estimé, la flat metric représente l’erreur moyenne en termes de
localisation et se trouve être similaire à l’erreur quadratique moyenne [33]. Finalement,
la flat metric peut être étendue à la reconstruction discrète, c’est-à-dire aux images sur une
grille fine ; cette métrique est alors une méthode applicable à la reconstruction discrète.
Il est alors tout à fait possible de comparer une reconstruction discrète (obtenue par un
LASSO sur une grille plus fine par exemple) et une reconstruction sans-grille.

Pour résumer, nous disposons lorsque l’on cherche à comparer la mesure reconstruite
et la mesure réelle de cette alternative :

— si la mesure source est composée de N pics, nous fixons l’amplitude de chaque δ-
pic à 1/N. Nous appliquons la même procédure à la mesure reconstruite (avec un
nombre différent ou non de δ-pics), divisant ainsi uniformément la masse unitaire
sur toutes les mesures de Dirac de la mesure considérée. La luminosité reconstruite
n’est ainsi pas considérée comme pertinente et n’est pas prise en compte dans
le calcul de la métrique : nous pouvons ensuite calculer directement la distance
1-Wasserstein, puisqu’elle est égale à la flat metric dans ce cas ;

— nous voulons tenir compte de l’information de luminosité, et nous utilisons la flat
metric pour comparer la mesure reconstruite et la mesure vérité-terrain.

Résumé — Les métriques classiques de la qualité de la reconstruction, telles que la
norme `2, ne peuvent pas être appliquées directement à la reconstruction sans-grille. Il
est possible d’utiliser un score de transport optimal tel que la flat metric : elle prend
en compte à la fois les reconstructions en amplitude et en position, et elle peut être
facilement étendue à la reconstruction discrète (images sur une grille fine).

1.4.2 Résultats sur une pile d’images SMLM

Dans le cadre de la super-résolution pour l’imagerie biomédicale, on souhaite recons-
truire des détails fins dans des structures biologiques d’intérêt afin de mieux les étudier.
En effet, les corps observés sont généralement plus petits que la limite de Rayleigh,
longueur physique d’environ 200 nm qui correspond à l’échelle à laquelle le phénomène
de diffraction de la lumière entre en jeu. Cette diffraction provoque un flou de l’image,
qui peut être décrit comme une convolution de l’image par la fonction d’étalement du
point, ou PSF (pour Point Spread Function) mentionnée plus haut. Nous voulons donc
effectuer une déconvolution afin d’éliminer le flou dû à la diffraction et d’obtenir une
image super-résolue. Il convient de noter qu’il existe d’autres systèmes d’imagerie pour
lesquels les opérateurs en jeu sont légèrement différents de la déconvolution : Nuclear
Magnetic Resonance spectroscopy avec un opérateur d’acquisition Fourier [38], MA-TIRF
avec Laplace [35].
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Attention — Le terme de déconvolution peut être ambigu pour la communauté du
traitement du signal : il peut ainsi prendre le sens d’une méthode rehaussant une
gamme de fréquence dans le spectre de Fourier de l’acquisition. La super-résolution
cherche au contraire à reconstruire des fréquences supérieures à la fréquence de
coupure, dans notre cas, c’est ce qui nous permet de reconstruire des détails fins
de l’image. Les deux termes peuvent être utilisés indifféremment dans la littérature
sans-grille.

Afin d’améliorer la résolution spatiale par rapport aux techniques de microscopie
standard limitées par la diffraction et de permettre l’imagerie de structures biologiques
plus petites que la limite de Rayleigh, il est possible d’utiliser l’imagerie SMLM pour
« Single Molecule Localisation Microscopy » (microscopie de localisation de molécules
uniques). Il s’agit d’une technique de microscopie de fluorescence qui a fait ses preuves
pour la super-résolution [78]. Elle nécessite des fluorophores photoactivables ayant,
grosso modo, deux états, par exemple « On » et « Off ». Ces molécules ne sont donc
visibles sur les acquisitions que dans le cas « On », et l’idée est alors d’éclairer seule-
ment quelques molécules dans l’échantillon pour produire une image et pouvoir les
localiser précisément ; les molécules fluorescentes sont liées à la structure biologique
et comme seules quelques molécules émettent dans une image, l’image obtenue est
parcimonieuse 13, ce qui permet une localisation précise. Ce processus est répété jus-
qu’à ce que toutes les molécules aient été éclairées et imagées. Toutes les positions des
molécules imagées, image par image, peuvent alors être combinées pour former une
image super-résolue qui permet de dépasser la limite de la diffraction, du reste en se
débarrassant des dégradations dues au processus d’acquisition (flou, bruit, etc.). La
qualité de la reconstruction est naturellement limitée par le nombre d’images nécessaires
pour reconstruire l’image finale super-résolue, ce qui implique un coût en temps (pré-
cieux dans la mesure où l’organisme étudié peut se déplacer), en mémoire physique et
par la densité de fluorophores allumés à chaque étape. En effet, il existe un risque de
chevauchement gênant la localisation des molécules puisque le critère de séparation
n’est pas respecté.

Les méthodes sans-grille peuvent être appliquées à n’importe quelle pile SMLM avec
seulement la connaissance de l’opérateur d’acquisition, la PSF du système d’imagerie
dans le cas présent. Elle est typiquement modélisée par le disque d’Airy, ou pour
simplifier par une gaussienne d’écart-type σ. Dans ce chapitre, une méthode sans-
grille exploitant le Sliding Frank-Wolfe est testée sur une pile d’acquisition SMLM 2D du
Challenge 14 de l’École Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL) 15. Considérons donc
la première image de la pile, on localise les sources ponctuelles et stocke les coordonnées
des points reconstruits. Puis, nous passons à la deuxième image, nous localisons les

13. comme expliqué plus haut, cela signifie qu’il n’y a que quelques pixels de luminosité non nulle dans
l’image.

14. Souvent référencé par Challenge SMLM 2013 dans la littérature.
15. https://srm.epfl.ch/DatasetPage?name=MT0.N1.HD

https://srm.epfl.ch/DatasetPage?name=MT0.N1.HD
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sources, et ainsi de suite. Notons que les méthodes sans-grille dans ce cadre variationnel
ne sont pas les seules à tirer parti du domaine continu, nous pourrions par exemple citer
la régression de PSF utilisée au sein de DAOSTORM [58], etc.

Outre la convolution, nous sommes aussi confrontés aux bruits qui entachent l’obser-
vation, plus précisément à trois types de bruits principaux :

— le bruit de grenaille (également appelé bruit de Schottky ou bruit quantique) dû à
la nature quantique de la lumière. Il provient du fait que les fluorophores émettent
des photons de manière aléatoire, de sorte qu’entre t et t + 1 (temps d’exposition),
un nombre variable de photons a été émis, et donc un nombre variable de photons
a été relevé par le capteur. Ainsi, l’amplitude du signal électrique généré dans le
capteur (à chaque pixel) fluctue selon une statistique de Poisson ;

— le courant d’obscurité est un phénomène dû à l’agitation naturelle des électrons.
Cette agitation naturelle est suffisante pour éjecter occasionnellement un électron
de la bande de valence vers la bande de conduction sans effet photoélectrique. Des
charges supplémentaires sont donc créées et interfèrent avec le signal. Le nombre
d’électrons générés par l’agitation thermique suit une distribution de Poisson ;

— le bruit d’amplification et de lecture. Ce bruit est produit par le circuit électronique
qui amplifie et convertit les paquets d’électrons en tension. Il est généralement
modélisé par un bruit gaussien.

Nous avons donc plusieurs bruits qui polluent chacune des images observées. Pour
traiter ce problème inverse mal posé, nous utilisons les résultats sur le BLASSO, avec le
terme de moindres carrés comme terme d’attache aux données et la norme TV comme
régulariseur, imposant l’a priori de parcimonie. Dans l’approche bayésienne, le terme
des moindres carrés correspond au maximum de vraisemblance lorsque l’acquisition
est polluée par un bruit gaussien : notre modèle fait ainsi l’approximation d’un bruit
gaussien. Les mesures physiques sont discrètes, de sorte qu’à chaque image, il faut
traiter une matrice composée de N1× N2 pixels, chacun d’eux ayant une taille de (b1, b2).
Soit (ci,1, ci,2) le centre du i-ème pixel, nous désignons les i-ème pixels du capteur de la
caméra par

Ωi
def.
= (ci,1, ci,2) +

[
− b1

2N1
,

b1

2N1

]
×
[
− b2

2N2
,

b2

2N2

]
.

Nous pouvons alors clarifier l’opérateur d’acquisition Φ : m 7→ RN1 N2 qui contient
l’opération d’intégration sur les pixels de la caméra [35], en effet avec l’évaluation du
noyau gaussien discret ϕ avec des écarts types σ, pour i ∈ {1, . . . , N1N2} il vient :

[ϕ(x)]i
def.
=

1
2πσ2

ˆ
Ωi

e
−
(

(x1−s1)
2

2σ2 +
(x2−s2)

2

2σ2

)
ds1ds2.

Dans l’ensemble de données du SMLM, on a l’écart-type de la PSF σ = 149.39nm
et b1 = b2 = 100nm. La reconstruction est effectuée par notre implémentation du
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Sliding Frank-Wolfe en python 16 dans la mesure où il s’agit de la méthode la plus robuste
disponible : en effet, elle fonctionne avec un noyau gaussien, elle a des résultats prouvés
dans un régime de bruit, etc. Les résultats sont présentés dans la figure 1.3. La pile de
2500 images de 64× 64 est dite de fortes densités avec un SNR élevé : le nombre de
fluorophores activés est assez important, et le bruit n’est pas négligeable 17.

FIGURE 1.3 – (a) Filaments constituant la vérité-terrain, deux extraits de la pile dans
le carré ci-dessous : convolution + tous les bruits décrits précédemment. (b) Mesure
reconstruite par Sliding Frank-Wolfe visualisée par un noyau gaussien avec un σ plus
petit (voir texte).

La flat metric entre la mesure reconstruite ma,x et la mesure vérité-terrain ma0,x0 est
alors calculée, et elle vaut dτ(ma,x, ma0,x0) = 1,7× 10−2. La reconstruction est convain-
cante et retrouve bien les détails fins des structures biologiques, on peut clairement voir
les filaments entrelacés dans la partie droite de l’image.

Notons qu’une caractéristique intéressante de la reconstruction sans grille est qu’une
fois la mesure de Radon calculée, il est facile de la représenter par n’importe quel
opérateur sur une grille fine de son choix. En effet, comme on ne peut pas représenter
une mesure discrète m, nous traçons plutôt Φm où Φ est la PSF avec un écart-type
sensiblement plus petit, afin de voir clairement la déconvolution. Dans toutes nos
reconstructions, nous convolons la mesure reconstruite avec la PSF pour une variance
de σ/6 et nous la représentons sur une grille 32 fois plus fine. À titre de comparaison,
les méthodes discrètes sont exécutées pour une grille fine qui est fixe, et si l’on souhaite
une reconstruction plus fine, il faut refaire tout le calcul sur cette nouvelle grille.

Nous testons enfin la reconstruction sans-grille sur un ensemble de données réelles
avec un haut SNR et une grande densité, images de filaments fournies par le défi
SMLM 2013 de l’EPFL. Dans cette pile de 500 images de taille 128 × 128 pixels, la
FWHM (« full width at half maximum ») du système d’acquisition est estimée à 351,8 nm.
Nous rappelons que la FWHM est la largeur de la courbe gaussienne mesurée entre
les points de l’axe y qui correspondent à la moitié de l’amplitude maximale. Notons

16. Voir notre dépôt GitHub pour notre implémentation PyTorch : https://github.com/XeBasTeX
17. Voir https://srm.epfl.ch/DatasetPage?name=MT0.N1.HD pour plus d’informations.

https://github.com/XeBasTeX
https://srm.epfl.ch/DatasetPage?name=MT0.N1.HD
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également qu’elle est liée à la variance σ par FWHM = 2
√

2 ln 2× σ. Nous comparons
la reconstruction de la méthode sans-grille avec la sortie de l’algorithme Deep-STORM
[73], qui constitue l’un des algorithmes de l’état de l’art offrant les résultats les plus
convaincants sur le plan visuel. Les reconstructions de la méthode sans-grille et de
l’algorithme Deep-STORM sont présentées dans la figure 1.4, où l’on peut apprécier
la reconstruction par la méthode sans grille sur des détails fins. La reconstruction
semble un peu floue par rapport à Deep-STORM, en raison de la convolution par
un noyau gaussien, même d’écart-type faible. Cependant, il est intéressant de noter
que les deux comparaisons permettent de retrouver les filaments, en particulier dans
les cercles jaunes qui grossissent l’image : la reconstruction sans-grille semble mieux
préserver la structure que le résultat approximatif de Deep-STORM. La qualité de
la reconstruction est particulièrement intéressante pour la reconstruction sans-grille
car elle ne nécessite pas de jeux de données tests pour produire cette reconstruction,
contrairement à Deep-STORM. La seule donnée nécessaire est la connaissance (ou tout
du moins une estimation) de l’opérateur direct, la reconstruction sans-grille peut alors
être effectuée à partir de n’importe quelle entrée sans avoir à entraîner le modèle sur
différents types et niveaux de bruit.

Résumé — Nous avons testé une méthode sans-grille sur les données synthétiques et
expérimentales de SMLM. Le problème sans-grille peut être résolu grâce à l’algorithme
du Sliding Frank-Wolfe qui produit des résultats très convaincants. Ces performances
sont d’autant plus intéressantes qu’il n’y a qu’un seul paramètre, facile à régler et
robuste au bruit. Il peut donc être facilement adapté à tout autre ensemble de données
dont l’opérateur d’observation est connu.

1.5 Conclusion du chapitre

Ce chapitre s’est proposé de fournir un état de l’art sur les méthodes variationnelles
sans-grille pour la reconstruction de sources ponctuelles. Cette approche off-the-grid s’en-
tend comme la limite des méthodes discrètes parcimonieuses telles que le LASSO, quand
le pas de discrétisation tend vers 0. Elle se traduit par l’utilisation d’une fonctionnelle
convexe, appelée BLASSO, écrite sur l’espace des mesures de RadonM (X ) qui est un
espace de Banach de dimension infinie. La littérature fournit de nombreux résultats théo-
riques qui exposent, entre autres, les garanties pour retrouver le bon nombre de sources
ponctuelles en optimisant le BLASSO, des bornes sur l’écart entre la reconstruction et
la source, etc. En outre, plusieurs travaux ont permis d’écrire différents algorithmes
permettant de résoudre numériquement le problème variationnel, avec des méthodes de
programmation semi-définie positive, des algorithmes gloutons ou des flots de gradient.
Tous ces résultats présentent un réel intérêt pratique, qui est démontré par l’applica-
tion de ces méthodes sans-grille sur des problèmes concrets tels que le problème de
super-résolution. Nous avons ainsi montré l’utilité de l’approche sans-grille à travers un
exemple dans le cadre de la microscopie de fluorescence : la reconstruction obtenue est
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FIGURE 1.4 – (a) Extrait de la pile (b) Moyenne de la pile (c) Reconstruction sans-grille
(d) Deep-STORM.

de qualité comparable aux productions de l’apprentissage profond, en ne nécessitant
pas de jeux de données et avec la seule connaissance de l’opérateur d’observation.





Chapitre 2

Fluctuations de luminosité : reconstruction de
mesures ponctuelles par la covariance spatiale.

Points clefs – la microscopie de fluctuations constitue une bonne alternative
aux méthodes de super-résolution traditionnelles :

1. Les méthodes de super-résolution en microscopie de fluorescence telles que
SMLM produisent de bons résultats, mais nécessitent un nombre important
d’images, ce qui n’est compatible avec l’imagerie de cellules vivantes.

2. Elles peuvent nécessiter en outre l’utilisation de fluorophores et de matériels
spécifiques, qui se révèlent coûteux.

3. La microscopie de fluctuations permet de diminuer fortement le nombre
d’images nécessaires, de surcroît avec du matériel conventionnel. Néan-
moins, la littérature ne propose pas de formulation sans-grille pour travailler
dans ce cadre.

Contributions – une méthode sans-grille pour la microscopie de fluctuations

4. Nous nous proposons dans ce chapitre de formuler un cadre de travail dy-
namique, afin de modéliser l’observation dans un cadre de fluctuations de
luminosité.

5. À l’aide de l’hypothèse d’indépendance statistique des fluctuations de
chaque fluorophore, nous formulons un opérateur d’observation ainsi qu’un
problème variationnel sans-grille.

6. La résolution de ce problème produit des résultats en demi-teinte : si des
détails fins sont bien retrouvés par la reconstruction, la solution est en poin-
tillée alors qu’on souhaiterait retrouver des structures courbes.

35
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Chapitre 2 – Fluctuations de luminosité : reconstruction de mesures ponc-
tuelles :

2.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2 Modélisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.1 Positionnement du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.3 Un problème variationnel sur la covariance . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.4 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4.1 Données simulées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.4.2 Données expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.4.3 Des reconstructions en pointillé . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.5 Conclusion partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.1 Présentation

Afin d’améliorer la résolution spatiale obtenue par des techniques de microsco-
pie standard limitées par la diffraction et de permettre l’imagerie fine de structures
biologiques, nous avons vu dans le chapitre 1 qu’il existait plusieurs techniques de mi-
croscopie de fluorescence pour effectuer la super-résolution d’un échantillon biologique.
On peut ainsi relever des méthodes telles que STimulated Emission Depletion (STED)
[56], qui est nocive pour l’échantillon et implique un équipement spécial, Structured
Illumination Microscopy (SIM) [51] qui a une résolution spatiale limitée et l’imagerie Single
Molecule Localization Microscopy (SMLM) [78]. Cette dernière couplée à une méthode
sans-grille a produit de très bons résultats, mais sa résolution temporelle reste limitée,
ce qui ne permet pas l’imagerie d’organismes vivants, elle nécessite de plus l’utilisation
de fluorophores spécifiques (photoactivables).

Au fil des dernières années, plusieurs méthodes de microscopie de fluorescence pour
la super-résolution ont été proposées pour contourner ces problèmes. En particulier,
une méthode intéressante, qui exploite l’indépendance des fluctuations temporelles
stochastiques de luminosité des colorants fluorescents attachés aux corps étudiés, s’est
dégagée dans la littérature. La technique Super-Resolution Optical Fluctuation Imaging
(SOFI) qui tire parti de cette idée utilise ainsi la pile d’images acquise en calculant ses
cumulants statistiques d’ordre (n) qui réduisent la fonction d’étalement du point (PSF)
d’un facteur

√
n. Cette approche est également moins contraignante puisqu’elle peut

être réalisée avec un système de microscope classique et des colorants conventionnels.
Malgré une amélioration de la résolution temporelle, sa résolution spatiale reste un
peu limitée par rapport à la SMLM. Une limitation similaire est perceptible dans la
microscopie à super-résolution des fluctuations radiales (SRRF) [52] où les symétries
radiales locales provenant de la symétrie de la PSF sont calculées dans chaque image.
Nous pourrions également citer dans cette veine les algorithmes déroulants tels que
Sparsity Based Super-Resolution Correlation Microscopy (SPARCOM) [83] qui exploitent à la
fois la nature parcimonieuse de la distribution des fluorophores et l’a priori statistique
sur la décorrélation des fluctuations.



2.2 Modélisation temporelle 37

Ces techniques de microscopie de fluctuations sont développées dans un cadre
discret, ce qui signifie que l’optimisation est effectuée sur une image super-résolue
définie sur une grille plus fine que les images observées. Au contraire, nous définissons
dans ce chapitre une méthode sans-grille, dans la continuité des méthodes détaillés dans
le chapitre 1.

Dans ce chapitre, nous proposons la définition d’un opérateur Λ et d’un problème
variationnel sans-grille (Qλ(y)) pour exploiter l’hypothèse de fluctuations des fluoro-
phores ; nous présentons ensuite la reconstruction produite par notre méthode sur des
données simulées et expérimentales. Elle fournit des résultats convaincants avec un seul
paramètre de réglage et sans recourir à un ensemble de données d’apprentissage, tout
en étant adaptée à l’imagerie des cellules vivantes, aux microscopes courants et aux
colorants conventionnels.

2.2 Modélisation temporelle

Comme dans le chapitre 1, X est un compact de Rd. Nous disposons d’une pile
d’images y acquise sur [0, T] où T ∈ R∗+, et nous allons chercher à exploiter une informa-
tion temporelle dans cette observation : il est donc nécessaire pour notre modélisation de
définir des quantités dynamiques, variant en fonction du temps. La source est composée
de N fluorophores aux positions fixes xi ∈ X et d’amplitudes fluctuantes t 7→ ai(t)
pour i allant de 1 à N. Nous souhaiterions pouvoir définir la pile d’acquisition comme
l’équation qui suit pour x ∈ X et t ∈ [0, T] p.p. :

y(x, t) =
N

∑
i=1

ai(t)h(x− xi) = Φµt. (2.1)

Un exemple de pile d’acquisition y est donnée en figure 2.1, avec les positions de
la source µ. Il faut maintenant réfléchir à une manière d’incorporer une dimension
temporelle et chercher à donner un sens à ces nouvelles quantités.

2.2.1 Positionnement du problème

De la même façon qu’en équation d’évolution, on veut maintenant tirer parti d’une
composante temporelle, c’est-à-dire à un temps t associer une mesure de Radon. Nous
pourrions ainsi penser à un espace tel que L2([0, T]; L2 (X )) pour décrire les sources
ponctuelles d’amplitudes fluctuantes, en nous inspirant du cadre de [12].

Attention — Les quantités dynamiques dont il va être question seront Böchner
intégrables. L’intégrale de Böchner, d’abord formulée pour donner un sens à la me-
surabilité et à l’intégration de fonctions à valeurs vectorielles, s’étend aux fonctions
à valeurs dans un espace de Banach. Nous invitons le lecteur à se référer à [12] pour
plus de détails sur ces notions appliquées au cadre sans-grille.
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(a) (b)

FIGURE 2.1 – (a) Trois extraits d’une pile d’images y en microscopie de fluctuation. (b)
Les positions de la source µt que l’on cherche à reconstruire.

À ce stade, il est déjà nécessaire de préciser ce qu’est une fonction mesurable dans
un espace de Banach.

Mesurabilité dans les espaces de Banach

Introduisons quelques éléments de la théorie des intégrales de Böchner [37, 39]. On
note par (Ω, Σ, µ) l’espace métrique du temps, muni de la tribu borélienne et de la
mesure de Lebesgue, typiquement Ω = [0, T]. Les fonctions Böchner-intégrables avec
lesquelles nous allons travailler seront à valeur dans l’espace de Banach E, par exemple
M (X ).

Définition 2.1. On dit que f : Ω → E est µ-mesurable si elle est égale presque partout à la
limite d’une suite de fonctions ( fn)n : Ω→ E étagées, c’est-à-dire :

lim
n→+∞

fn(t) = f (t)pour µ-presque tout t ∈ Ω.

Les fonctions µ-mesurables sont aussi dites Böchner mesurables ou fortement mesurables.

Définition 2.2. Une fonction f : Ω→ E est à valeurs séparées presque partout s’il existe un
sous-ensemble N ⊆ Ω de mesure nulle µ(N) = 0, telle que f (Ω\N) ⊆ E est séparable.

Définition 2.3. Une fonction f : Ω→ E est dite faiblement mesurable si l’application

t 7→ 〈 f , x∗〉 (t) def.
= 〈 f (t), x∗〉E,E∗

est mesurable pour tout x∗ ∈ E∗.

Finalement,



2.2 Modélisation temporelle 39

Théorème 2.1 (Mesurabilité de Pettis [37]). Une fonction f : Ω→ E sur un espace mesuré
(Ω, Σ, µ) et à valeurs dans un espace de Banach E est (Böchner-)mesurable si et seulement si elle
est à la fois faiblement mesurable et à valeurs séparées.

Mesure dynamique et modélisation du problème

La notion de mesurabilité dans les espaces de Banach étant clarifiée, nous pouvons
désormais parler de fonction Böchner-intégrable. La construction de l’intégrale de Böchner
est similaire à celle de l’intégrale de Lebesgue avec les fonctions étagées. Dans la suite
du propos, la notion d’intégrabilité au sens de Böchner sera définie grâce au théorème
suivant :

Théorème 2.2. Soit f : Ω→ E une fonction Böchner mesurable. f est Böchner-intégrable si et
seulement si ‖ f ‖E est Lesbegue-intégrable.

De la même manière que pour les fonctions à valeurs scalaires, on définit l’espace
Lp (Ω; E) des fonctions Böchner-intégrables avec :

Définition 2.4. Si 1 ≤ p ≤ +∞, l’espace Lp (Ω; E) est l’ensemble des fonctions f mesurables
telles que ‖ f ‖E ∈ Lp (Ω; R). La norme de cet espace s’écrit ‖ f ‖Lp(Ω;E) = ‖‖ f ‖E‖Lp(Ω;R).

Plusieurs propriétés des espaces Lp scalaires sont conservées dans les espaces de
Böchner Lp, notamment l’inégalité d’Hölder [39], ce qui entraîne l’inclusion des espaces
Lp ; à savoir que pour 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, Lq (Ω; E) ⊂ Lp (Ω; E). Nous aurons besoin de
cette propriété pour donner un sens à nos quantités dans la suite de ce chapitre.

Définition 2.5. Soit E un espace de Banach, on note :

L2(0, T; E) def.
= L2([0, T]; E)

l’ensemble des classes d’équivalence de carré (Böchner) intégrable.

Posons maintenant Ω = [0, T] et E = M (X ) : la source sera décrite par µ ∈
L2 (0, T;M (X )). Cette mesure dynamique µ peut s’interpréter comme une courbe
paramétrée dont le graphe parcourt l’espace des mesures de Radon M (X ). Nous
pouvons préciser un peu plus sa forme : nous voulons modéliser des fluorophores, donc
N ∈N∗ sources ponctuelles dont les amplitudes fluctuent au cours du temps, mais où
les positions sont fixes. Ainsi, on peut modéliser la mesure dynamique source par :

t 7→ µ(t) def.
=

N

∑
i=1

ai(t)δxi , (2.2)

pour des amplitudes ai ∈ L2(0, T; R) et des positions xi ∈ X . Nous cherchons donc à
déterminer N le nombre de pics, les fonctions ai de la luminosité et surtout les positions
fixes xi des mesures de Dirac.
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Opérateur d’acquisition

Soit la mesure de Radon temporelle µ ∈ L2 (0, T;M (X )) que l’on cherche à recons-
truire. Dans l’optique d’appliquer les résultats [43] établis pour le BLASSO que nous
avons présentés au chapitre 1 ; il est nécessaire que le noyau ϕ soit tel que ϕ ∈ C 2 (X ;H)
pour définir l’opérateur linéaire borné Φ, avecH l’espace de Hilbert dans lequel notre

opérateur prendra ses valeurs. Pour presque tout t ∈ [0, T], avec la notation µt
def.
= µ(t)

on a :

Φ(µt)(x) def.
= 〈ϕ(x), µt,=〉M

ˆ
X

ϕ(x)(s)dµt(s).

On note y ∈ L2 (0, T,H) l’acquisition obtenue par l’opérateur d’observation, défini 1

pour tout x ∈ X et t ∈ [0, T] p.p. par :

y(x, t) def.
= Φ(µt)(x).

Dans le cas de la microscopie de fluctuations, y correspond à la pile d’acquisitions et
l’opérateur Φ réalisera la convolution spatiale ; pour h la PSF du système d’acquisition,
si le noyau de l’opérateur s’écrit ∀s ∈ X , ϕ(s) = h(· − s) [35], on aura pour presque tout
t ∈ [0, T], avec µt défini en (2.2) :

y(x, t) =
N

∑
i=1

ai(t)h(x− xi)

= (Φµ(t))(x).

Résumé — La vérité-terrain peut être modélisée par une mesure dynamique t 7→
µt

def.
= ∑N

i=1 ai(t)δxi(t), somme pondérée par ai(t) de mesures de Dirac aux positions
fixes xi, mais aux amplitudes fluctuantes. La pile d’acquisition se définit comme la
quantité y(x, t) = Φ(µt)(x).

2.3 Un problème variationnel sur la covariance

Le processus d’observation ainsi modélisé, nous allons maintenant chercher à exploi-
ter l’a priori physique dont nous disposons. Plus précisément, les fluctuations temporelles
entre les luminosités ai des fluorophores sont indépendantes [36], ce qui se traduit par :

Cov(ai, aj)
def.
=

1
T

ˆ T

0
ai(t)aj(t)dt− 1

T2

ˆ T

0
ai(t)dt

ˆ T

0
aj(t)dt

= 0 si i 6= j. (2.3)

1. Avec l’abus de notation y(x, t) au lieu de yt(x)
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Nous allons travailler dans ce chapitre de manière variationnelle, en essayant d’ex-
ploiter une covariance en continu, dans l’esprit de Co`0rme [86] pour définir l’énergie
à minimiser. Dans cette partie (et cette partie seulement), on considèrera un problème
sans bruits, l’acquisition y sera alors définie pour presque tout t ∈ [0, T] :

yt = Φµt

Nous pouvons définir les cumulants temporels en commençant par le cumulant
d’ordre un.

Définition 2.6 (Moyenne temporelle). On appelle moyenne temporelle, ou cumulant statis-
tique d’ordre un, la quantité ȳ définie pour x ∈ X par :

ȳ(x) =
1
T

ˆ T

0
y(x, t)dt.

Cette intégrale est bien définie, puisque y ∈ L2 (0, T,H) et L2 (0, T,H) ⊂ L1 (0, T;H).

Attention — La normalisation par
1
T

sert essentiellement à assurer l’homogénéité de
l’expression, et peut être omise par le lecteur dans les calculs.

Soit āi =
1
T

´ T
0 ai(t)dt, on définit ma,x

def.
= ∑N

i=1 āiδxi . Il est clair que :

ȳ = Φma,x.

En posant un BLASSO, pour l’observation ȳ et l’opérateur Φ, on peut reconstruire
ma,x et par extension le nombre de fluorophores ainsi que leurs positions. Dit autrement,
on peut faire le lien grâce à ȳ entre µ = ∑N

i=1 ai(t)δxi que l’on cherche à reconstruire et

ma,x
def.
= ∑N

i=1 āiδxi que l’on peut estimer par une méthode sans-grille. On peut dès lors
définir le cumulant d’ordre deux et observer si l’on peut obtenir de la même manière
une relation de cet acabit.

Définition 2.7 (Covariance spatiale). Soient (u, v) ∈ X 2, la covariance spatiale Ry ∈
L2 (X 2) de la pile d’acquisition se définit par :

Ry(u, v) def.
=

1
T

ˆ T

0
(y(u, t)− ȳ(u)) (y(v, t)− ȳ(v)) dt.

Voyons maintenant comment transposer ce résultat à la covariance spatiale Ry.
Puisque y ∈ L2 (0, T,H), on peut écrire pour tout u, v ∈ X :
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Ry(u, v) =
1
T

ˆ T

0
(y(u, t)− ȳ(u)) (y(v, t)− ȳ(v)) dt

=
1
T

ˆ T

0
y(u, t)y(v, t)dt− ȳ(u)ȳ(v)− ȳ(u)ȳ(v) + ȳ(u)ȳ(v)

=
1
T ∑

1≤i,j≤N
h(u− xi)h(v− xj)

ˆ T

0
ai(t)aj(t)dt− ȳ(u)ȳ(v).

En particulier, comme y(·, t) = ∑N
i=1 ai(t)h(· − xi), il vient :

ȳ(u) =
1
T

ˆ T

0
y(u, t)dt

=
N

∑
i=1

h(u− xi)
1
T

ˆ T

0
ai(t)dt.

On en déduit que

ȳ(u)ȳ(v) = ∑
i,j

h(u− xi)h(v− xj)

(
1
T

ˆ T

0
ai(t)dt

1
T

ˆ T

0
aj(t)dt

)
.

Finalement, on peut factoriser les deux termes pour obtenir :

Ry(u, v) =
1
T ∑

1≤i,j≤N
h(u− xi)h(v− xj)

ˆ T

0
ai(t)aj(t)dt

− ∑
1≤i,j≤N

h(u− xi)h(v− xj)

(
1
T

ˆ T

0
ai(t)dt

1
T

ˆ T

0
aj(t)dt

)

=
N

∑
1≤i,j

h(u− xi)h(v− xj)

(
1
T

ˆ T

0
ai(t)aj(t)dt− 1

T2

ˆ T

0
ai(t)dt

ˆ T

0
aj(t)dt

)
.

En utilisant l’hypothèse physique d’indépendance des fluctuations temporelles entre
les molécules de (2.3) on obtient :

Ry(u, v) =
N

∑
1≤i,j

h(u− xi)h(v− xj)

(
1
T

ˆ T

0
ai(t)aj(t)dt− 1

T2

ˆ T

0
ai(t)dt

ˆ T

0
aj(t)dt

)

=
N

∑
i=1

h(u− xi)h(v− xi)

 1
T

ˆ T

0
ai(t)2 dt− 1

T2

(ˆ T

0
ai(t)dt

)2


︸ ︷︷ ︸
def.
= Mi

=
N

∑
i=1

Mi h(u− xi)h(v− xi).
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Cette dernière équation donne l’intuition que Ry est le résultat d’un opérateur évalué

sur une mesure discrète mM0,x0

def.
= ∑N

i=1 Miδxi ; en particulier une mesure stationnaire, qui
n’a donc plus de dépendance temporelle.

Résumé — À partir d’une acquisition spatio-temporelle y(x, t) on peut calculer
la covariance spatiale Ry. Grâce à l’hypothèse d’indépendance des fluctuations de
luminosité des fluorophores, cette quantité peut aussi être vue comme le résultat d’un
opérateur Λ deM (X ) dans L2 (X 2).

Opérateur de covariance pour mesure stationnaire

On va noter Λ l’opérateur de covariance qui, à une mesure de Radon, associe une
classe d’équivalence de L2 (X 2) :

Λ : M (X ) −→ H = L2 (X 2)
m 7−→ Ry.

Dans le contexte de la microscopie de fluorescence, le noyau d’acquisition de Φ est
précisément la PSF ϕ(x) = h(· − x). On définit de la même manière le noyau de Λ avec
φ, qui doit donc incorporer la convolution et représenter la covariance spatiale. Son
expression analytique évaluée en m ∈ M (X ) est donnée pour tout u, v ∈ X par :

Λ(m)(u, v) def.
= 〈φ(u, v), m〉M(X )

=

ˆ
X

h(u− x)h(v− x)dm(x).

Dans le cas d’une mesure discrète stationnaire m = ∑N
i=1 Mi δxi , on retrouve bien

Λm = Ry le cumulant établi un peu plus haut. Prouvons quelques propriétés de Λ
nécessaires à l’adaptation au cadre de BLASSO.

Proposition 2.1. L’application de covariance Λ :M (X )→ L2 (X 2) est un opérateur linéaire,
continu de la topologie faible-∗ à la topologie faible. Son adjoint Λ∗ : L2 (X 2)→ C0 (X ) s’écrit
Λ∗(p)(x) = 〈φ(x), p〉L2(X 2) pour tout p ∈ L2 (X 2), x ∈ X .

Démonstration. Par continuité et bilinéarité du crochet de dualité, on a :

∀p ∈ L2 (X 2), 〈p, Λm〉 =
ˆ
X
〈p, φ(x)〉 dm(x).

Comme x 7→ 〈p, φ(x)〉 est dans C (X ), on obtient la continuité faible-∗ à faible et
l’expression de l’opérateur adjoint.
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On a φ : X → L2 (X 2) le noyau de Λ. Son adjoint Λ∗ : L2 (X 2)→ C (X ) va s’écrire
pour tout x ∈ X et tout p ∈ L2 (X 2) :

Λ∗(p)(x) = 〈φ(x), p〉L2(X 2)

=

ˆ
X 2

[φ(x)(s)] p(s)ds.

Dans le cas où l’opérateur d’acquisition Φ est une convolution, on a φ(x) = h(· −
x)× h(· − x), pour s = (s1, s2) ∈ X 2 et ainsi pour tout p ∈ L2 (X 2) :

Λ∗(p)(x) =
ˆ
X 2

h(s1 − x)h(s1 − x)p(s1, s2))d(s1, s2)

= (φ̃ ∗ p)(x, x).

En pratique, Ry sera une matrice de covariance : ce dernier résultat précise que le
certificat sera (à une convolution près) la diagonale mise dans l’ordre lexicographique
de la matrice de covariance. Un exemple de matrice de covariance et de dual de cette
matrice de covariance sont donnés en figure 2.2.

(a)
(b)

FIGURE 2.2 – (a) Matrice de covariance Ry en 162 × 162 issue d’une source composée de
trois mesures de Dirac. (b) Dual Λ∗Ry en 16× 16.

Attention — On pourrait aussi définir des opérateurs de cumulants d’ordre n c’est-à-
dire Λn(m) = 〈φn, m〉M(X ) avec le noyau φn((x1, . . . , xn)) = h(· − x1) . . . h(· − xn). Il
convient ceci étant de garder à l’esprit que la taille de l’espace d’observation augmente
considérablement avec l’ordre n. Si la pile est constituée d’images L× L, la covariance
spatiale sera de taille L2 × L2. Par extension, le cumulant d’ordre n sera lui de taille
Ln× Ln, ce qui peut vite devenir rédhibitoire pour un calcul en un temps « raisonnable
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». Le cumulant d’ordre 2 semble offrir un bon compromis entre résolution spatiale et
temps de calcul.

On rappelle que Ry se définit pour l’acquisition dynamique y par :

Ry : L2 (0, T, L2 (X )
)
−→ L2 (X 2)

y 7−→ 1
T
´ T

0 (y(u, t)− ȳ(u)) (y(v, t)− ȳ(v)) dt.

Dans le cas sans-bruit, il est évident que l’on peut faire une équivalence Λ(mM0,x0) =

Ry. Malheureusement, dans la réalité, la pile d’acquisition va être bruitée, notamment
par un bruit de fond (qui modélise les fluorophores out-of-focus) et un bruit gaussien. Le
bruit de fond sera supposé constant dans la suite de ce chapitre. Considérons mainte-
nant la fonctionnelle qui va permettre de retrouver les positions des fluorophores, en
reconstruisant la mesure mM0,x0 à partir de Ry.

Formulation variationnelle sur covariance

On s’inspire maintenant de la formulation de Co`0rme pour écrire notre formulation
variationnelle. Pour λ > 0 paramètre de régularisation :

argmin
m∈M(X )

Tλ(m)
def.
=

1
2

∥∥Ry −Λ(m)
∥∥2
H + λ|m|(X ) (Qλ(y))

avec Ry l’observation, qui est la covariance spatiale de la pile d’acquisition y ∈
L2 (X 2) obtenue expérimentalement. En minimisant cette fonctionnelle, nous allons
obtenir une mesure stationnaire mM,x = ∑N

=1 Miδxi : nous retrouverons donc les positions
et les variances temporelles de luminosité Mi. De toute évidence, il n’est pas possible de
reconstruire les luminosités ai(t) avec cette méthode, nous ne pouvons retrouver que
la variance temporelle Mi pour chaque amplitude ai(t). Nous pourrions à la rigueur
envisager une étape de post-traitement où l’on viendrait estimer les luminosités, à
positions des δ-pics fixés.

L’existence de solutions et l’application des résultats détaillés au chapitre 1 est une
adaptation de [43, 35]. Plus généralement, les résultats concernant les mesures de Dirac
que nous avons décrits au chapitre 1 sont transposables à (Qλ(y)), grâce à la régularité
de Λ. En outre, nous pouvons définir des certificats duaux pour le problème (Qλ(y)) :
comparé à un BLASSO formulé sur la moyenne ȳ, on constate empiriquement que la PSF
est réduite (d’un facteur

√
2 [36]). De surcroît, Ry est défini en retranchant la moyenne

temporelle, ce qui permet d’évacuer la contribution du bruit de fond à Ry et au certificat
dual.
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Attention — Si y est une pile d’images L× L, la covariance spatiale Ry sera en L2× L2.
Un certificat dual de (Qλ(y)) vit dans C (X ), il pourrait donc être calculé sur une grille
arbitraire. On prendra en général la même grille que celle des images de la pile, de
taille L× L.

Pour synthétiser les relations entre les quantités que nous avons définies plus haut,
nous présentons un diagramme en figure 2.3.

FIGURE 2.3 – Schéma synthétisant les quantités et relations entre les ensembles de travail.
À partir d’une pile d’acquisition y, on peut calculer sa moyenne temporelle ȳ ou sa
covariance Ry, et relier ces deux quantités à des mesures de Radon « classiques » vivant
dansM (X ). On peut dans les deux cas calculer un certificat, on observe notamment
que celui associé à la covariance est moins flouté et bruité.

Résumé — Une adaptation du BLASSO peut être formulée pour l’observation Ry et
l’opérateur Λ. Les garanties théoriques obtenues au chapitre précédent peuvent ainsi
être appliquées dans ce cadre de travail en microscopie de fluctuations.

Le problème variationnel ainsi défini, nous pouvons chercher à mettre en œuvre
numériquement l’optimisation de (Qλ(y)). Ce problème variationnel étant en pratique
un BLASSO formulé avec l’observation Ry et l’opérateur Λ, la mise en œuvre numérique
sera sensiblement similaire à celles présentées dans le chapitre 1. En particulier, nous
utiliserons le Sliding Frank-Wolfe présenté en algorithme 2.

2.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons dans un premier temps les résultats obtenus
sur des données synthétiques, pour pouvoir les comparer avec la vérité-terrain. Nous
testerons ensuite notre méthode sur des données réelles, à savoir une pile d’images de
microscopie de fluorescence produite pour un défi EPFL.
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2.4.1 Données simulées

Considérons d’abord le bruit à prendre en compte dans notre modèle d’acquisition :

dans ce contexte optique, l’observation s’écrirait t ∈ [0, T] p.p. : yt
def.
= P(Φµ+ b)+w(t)

pour t ∈ [0, T] p.p. , avec P un bruit multiplicatif de Poisson (qui ne sera pas pris en
compte dans notre reconstruction), w un bruit blanc gaussien et b le bruit de fond.

Nous réalisons un premier test de notre méthode sur des structures filamenteuses,
issues de la pile d’images du Challenge SMLM 2016 2. Plus précisément, nous utilisons
les positions de la vérité-terrain de ce Challenge pour initialiser le logiciel SOFItool
[50] qui permet de simuler le processus d’acquisition : fluctuation de luminosité, flou,
bruits, etc. Nous générons T = 1000 images en 64× 64, pour 100 images acquises par
seconde simulées avec SOFItool : il permet de modéliser efficacement le phénomène de
fluctuations de luminosité des fluorophores à partir d’une liste de position des émetteurs.
Les réglages sont ainsi :

— 8700 fluorophores recouvrant les structures tubulaires ;

— la largeur à mi-hauteur de la PSF, ou FWHM 3 (Full Width Half Maximum), est de
229 nm;

— la densité d’émetteurs est fixée à 10,7 émetteurs/pixel/image ;

— les paramètres de fluctuations dans SOFItool sont choisis à SI20ms pour le temps
d’éclairage du fluorophore, 40 ms pour la smiluation du photo-blanchiement et
20 s en moyenne avant que le fluorophore se décolore complètement [86].

La pile d’acquisition inclut aussi en moyenne 1000 photons/image par molécule et
100 photons/image par pixel, afin de simuler les molécules qui ne sont pas dans le foyer
de la lentille du microscope, donc floues : ces émetteurs seront traités comme du bruit
de fond. Le bruit de fond est simulé à 20 db ; pour conclure le SNR est d’environ 10 db.
La solution obtenue en minimisant (Qλ(y)) est comparée à la vérité-terrain, ainsi qu’à la
première image de la pile simulée et à la reconstruction proposée par SRRF [27].

On peut observer que, contrairement à SRRF, notre méthode est capable de récupérer
des détails très fins sur l’entrelacement des filaments, malgré le niveau de bruit, ce
qui est assez difficile à réaliser par les méthodes de l’état de l’art. De plus, elle ne crée
pas d’artefacts (contrairement au fond rouge de SRRF), calcule l’image super-résolue
même sur le bords (comparer la (c) et (d) de la figure 2.4), s’avère proche du tracé
des structures tubulaires de la vérité-terrain et ne nécessite qu’un seul paramètre de
réglage : le réel positif λ. Enfin, contrairement à des approches d’apprentissage profond,
notre algorithme n’a pas besoin d’un ensemble de données d’apprentissage et peut-être
appliqué directement à n’importe quelle pile dont l’opérateur direct est connu. Ceci
étant, il sera assez clair dans la suite que les résultats obtenus par notre algorithme
ne reproduisent pas la structure courbe de la vérité-terrain, ce que SRRF parvient par
exemple mieux à rendre.

2. https ://srm.epfl.ch/Datasets

3. FWHM def.
= 2
√

2 ln 2σ pour σ l’écart-type de la PSF.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 2.4 – Résultats pour une pile d’acquisition simulée T = 1000 : (a) premier extrait
de la pile y (b) vérité-terrain (c) Reconstruction par (Qλ(y)) (d) SRRF.

Observons maintenant comment notre algorithme se comporte dans le cadre de
données réelles.

2.4.2 Données expérimentales

En nous inspirant de SPARCOM [52], nous utilisons une pile d’images à haute densité
de fluorophores, acquise dans le cadre d’un protocole SMLM. Bien que les luminosités
des fluorophores en SMLM ne présentent pas de fluctuation/clignotement (blinking),
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mais plutôt un comportement on et off, nous pouvons prendre cette approximation en
notant qu’il y a plusieurs molécules par pixel, ce qui se traduit concrètement par une
fluctuation de luminosité dans chaque pixel. Il est donc possible de considérer la pile
SMLM acquise comme une série temporelle de fluorophores aux amplitudes fluctuantes.
La pile acquise est composée de T = 500 images, floutées par une PSF de FWHM de
351,8 nm. Les résultats sont présentés dans la figure 2.5.

(a) (b)

(c)

FIGURE 2.5 – Résultats pour des données réelles avec T = 500 : (a) moyenne de la pile
d’acquisition ȳ (b) solution de (Qλ(y)) (c) SRRF.

La reconstruction semble un peu en pointillé, ce qui est d’autant plus flagrant avec
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la FWHM plus grande, ici à 351,8 nm contre 229 nm auparavant. Elle parvient cela dit à
reconstruire une nouvelle fois la structure de l’entrelacement des filaments. Il convient
de noter que nous reconstruisons des pics proches au maximum de σ/

√
2 avec (Qλ(y)),

pour σ l’écart-type de la PSF.

2.4.3 Des reconstructions en pointillé

Même motif, même punition : les solutions de (Qλ(y)) sont toujours en pointillé, et
ne collent pas avec la structure courbe des filaments que l’on cherche à reconstruire à
cause de la modélisation choisie ici. C’est un problème récurrent dans d’autres types
d’approches cherchant à exploiter ces fluctuations [83, 85].

Attention — Les structures imagées dans le cadre de la microscopie de fluorescence
ont en pratique un aspect « guirlande de Noël ». Si la structure sous-jacente est
effectivement courbe, les variations de luminosité produisent des « trous » dans le
filament à imager, de sorte que les reconstructions produisent plutôt une courbe avec
des discontinuités.

Ce résultat est à vrai dire plutôt cohérent : la fonctionnelle (Qλ(y)) est en fait une
variante du BLASSO, adaptée à un opérateur Λ formulé sur un espace de matrices de
covariance. Comme nous le verrons dans le chapitre 3 qui suit, la norme TV ‖·‖TV qui
régularise le BLASSO impose un a priori structurel sur la solution de cette énergie. En
particulier, elle prescrit la géométrie de la reconstruction, ce qui est d’autant plus flagrant
lorsqu’elle est couplée avec l’algorithme du gradient conditionnel, qui reconstruit itérati-
vement une somme pondérée de points extrémaux. La solution finalement obtenue est
donc nécessairement une combinaison linéaire de sources ponctuelles, ce qui donne cet
aspect pointillé.

On peut d’ailleurs observer le même effet pour les méthodes discrètes. Comme nous
l’avons évoqué plus haut, (Qλ(y)) est la version sans-grille de Co`0rme régularisé avec
la norme `1 [86]. Une comparaison visuelle est ainsi proposée en figure 2.6.

Remarquons alors que :

— (Qλ(y)) est un BLASSO et Co`0rme un LASSO pour les matrices de covariance ;

— le LASSO, en faisant tendre le nombre de points de discrétisation, Γ-converge vers
le BLASSO [42] ;

La Γ-convergence implique la convergence des minimiseurs du LASSO, et par exten-
sion ceux de Co`0rme, vers ceux du BLASSO et en particulier de (Qλ(y)) : en retournant
l’argument, on peut s’attendre à ce que les solutions de Co`0rme soient géométriquement
proches de celles de notre énergie sans-grille, et c’est ce que l’on constate en pratique.

Il y a donc ici une barrière théorique qui contraint les solutions à un a priori ponctuel.
Cette limitation a pu être dépassée dans le cas de Co`0rme par des approches Plug &
Play, où l’on se propose d’apprendre le terme de régularisation à l’aide d’un ensemble
d’apprentissage. Dans l’état de l’art des méthodes sans-grille, il n’existe pas encore de
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(a) (b)

FIGURE 2.6 – Reconstructions produites par (a) Co`0rme (b) la minimisation de (Qλ(y)).

telles adaptations, a fortiori il n’y a pas d’approche variationnelle sans-grille permettant
de reconstruire une courbe à partir d’une observation, qu’elle soit une image ou une
matrice de covariance.

Résumé — La reconstruction par (Qλ(y)) semble correctement exploiter des informa-
tions temporelles pour reconstruire des détails fins tel que l’enlacement des filaments.
Cependant, elle n’est pas totalement satisfaisante car en pointillé : la modélisation
choisie ne permet pas de reconstruire des courbes.

2.5 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons formulé une modélisation temporelle du cadre d’ac-
quisition en microscopie de fluorescence par fluctuation. La source est une mesure
dynamique, combinaison linéaire de mesures de Dirac aux positions fixes mais aux
amplitudes fluctuant au cours du temps. À l’aide de l’hypothèse d’indépendance des
fluctuations de luminosité des fluorophores, il est possible de construire un opérateur
qui fait le lien entre matrice de covariance spatiale et une mesure de Radon sans dépen-
dance temporelle : cette mesure partage les mêmes positions que la mesure source. Cette
méthode sans-grille n’est pas propre à la matrice de covariance, elle peut être naturelle-
ment étendue aux cumulants statistiques d’ordre supérieur. L’approche par covariance
offre un bon compromis entre qualité de reconstruction et temps de calcul. Les solutions
de (Qλ(y)) produites à partir de données synthétiques et expérimentales illustrent la
capacité de reconstruction des détails fins par cette méthode sans-grille, permettant
par exemple de déduire un enlacement de filaments. Les résultats sont néanmoins en
pointillé, ce qui n’est que la conséquence logique de la régularisation, qui promeut la
géométrie ponctuelle. Eu égard à cette limite théorique, il n’est pas possible en pratique
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de reconstruire des solutions exhibant une géométrie courbe, qui constitue pourtant une
part importante des structures à imager dans ce type de microscopie de fluorescence.
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RECONSTRUCTION SANS-GRILLE DE MESURES COURBES : THÉORIE ET
APPLICATIONS





Chapitre 3

Un nouveau régulariseur pour les mesures courbes

Points-clefs : la littérature ne traite pas la reconstruction de mesures 1–
rectifiables.

1. Le cas des mesures ponctuelles, ou 0–rectifiable a été abondamment étudié,
comme nous l’avons détaillé en chapitre 1.

2. De récents travaux ont proposé la reconstruction de mesures 2–rectifiables,
ou autrement dit portées par des surfaces. Des reconstructions de courbes, au
sens de trajectoires suivies par des mesures de Dirac, ont aussi été étudiées.
Elles impliquent de reconstruire des sources ponctuelles se déplaçant au
cours du temps, donc une dimension temporelle inadaptée à notre cadre de
travail.

3. La reconstruction à partir d’une seule image de mesures portées par des
courbes, ou 1–rectifiable, restait encore à explorer.

Contributions – un cadre théorique pour la reconstruction sans-grille de
courbes.

4. Nous présentons quelques pistes de recherche que nous nous sommes pro-
posés de suivre et qui n’ont pas abouti. Nous expliquons en particulier
pourquoi elles se sont révélées infructueuses et en quoi elles ne sont pas
pertinentes pour le problème des courbes sans-grille.

5. Nous définissons un espace de mesures V dans lequel vivent nos mesures
portées par des courbes, et nous prouvons quelques propriétés algébriques
qu’il exhibe.

6. Nous présentons une nouvelle fonctionnelle appelée CROC, qui repose
sur une régularisation par la norme ‖·‖V . Nous prouvons les conditions
d’optimalité, ainsi que les certificats associés.

7. Nous introduirons un théorème énonçant la structure géométrique des
points extrémaux de la boule unité de ‖·‖V . Nous prouvons ce théorème
et par là même fournissons une démarche pour reconstruire des mesures
portées par des courbes.

55
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Chapitre 3 – Un nouveau régulariseur pour les mesures courbes :
3.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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3.1.3 Théorème de la représentation : régulariseur et points extrémaux 59

3.2 L’espace des charges ou des champs de vecteurs à divergence finie . . 62
3.3 Un problème variationnel sur l’espace des charges . . . . . . . . . . . 66
3.4 Les points extrémaux de la boule unité de la norme V . . . . . . . . . 71
3.5 Conclusion partielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.1 Préliminaires

Dans le chapitre précédent, nous avons observé que l’utilisation du modèle sans-
grille classique faisant intervenir le (BLASSO) était inadapté pour l’utilisation que nous
en avions. En effet, contrairement au cadre SMLM où l’on cherchait à localiser des
sources ponctuelles, la fluctuation d’amplitude nécessiterait plutôt de localiser des
courbes. C’est même de manière générale une structure que nous sommes susceptibles
de rencontrer en imagerie biomédicale : on peut penser naturellement aux vaisseaux
sanguins, aux filaments situés dans le cytosquelette des organismes, etc. L’utilisation du
BLASSO, et en particulier du régulariseur ‖·‖TV, ne permet pourtant pas de reconstruire
des courbes et ne peut produire qu’une combinaison de mesures de Dirac positionnées
le long de la courbe à reconstruire : comme nous le verrons plus loin, cette limitation est
inhérente à la régularisation ‖·‖TV.

De récents travaux [28] ont remis au goût du jour les résultats obtenus en théorie
géométrique de la mesure 1, dans l’optique de la reconstruction sans-grille des mesures
portées par des surfaces : comprendre, des mesures dont le support est 2–rectifiable. La
méthode repose sur l’espace des fonctions à variation bornée BV(X ) en dimension deux,
à savoir les classes d’équivalence u telles que le gradient au sens des distributions Du
soit une mesure :

BV(X )
def.
=
{

u ∈ L2 (X ), Du ∈M (X )2
}

.

À l’aide de la régularisation par la variation totale du gradient, les auteurs ont été
capables de reconstruire de manière sans-grille des mesures portées par des ensembles 2D
avec la fonctionnelle suivante :

argmin
u∈BV(X )

1
2
‖y−Φu‖2

H + λ‖Du‖TV2 . (3.1)

Ainsi, l’état de l’art en sans-grille distingue :

1. Dans la suite du propos, nous utiliserons des notions issues de la théorie géométrique de la mesure,
et nous invitons le lecteur à se reporter à l’annexe 4 pour plus de détails.
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— la régularisation ‖m‖TV pour une mesure m, qui permet la reconstruction de
sources ponctuelles, autrement dit de mesures 0–rectifiables ;

— la régularisation ‖Du‖TV2 pour u ∈ BV(X ) qui fournit la reconstruction de sources
portées par des ensembles, ou 2–rectifiables.

Il y a donc un fossé théorique entre les points et les ensembles qu’il faudrait combler
pour pouvoir reconstruire des mesures 1–rectifiables, ou autrement dit portées par
des courbes. Nous nous proposons dans la suite du propos de résumer brièvement
les approches que nous avons essayées d’adopter pour reconstruire des courbes, et
d’expliquer en particulier pourquoi elles se sont révélées infructueuses. Puis, nous nous
attacherons à expliquer l’approche que nous avons finalement retenue, qui consiste en
un nouvel espace de mesures, une nouvelle fonctionnelle et un nouveau régulariseur
qui permettent effectivement de reconstruire des mesures portées par des courbes. Ce
chapitre traitera uniquement du cadre théorique, les problématiques liées à la mise en
œuvre concrète du problème seront détaillées dans le chapitre 4 qui suit.

3.1.1 Dérivées fractionnaires

L’idée de la régularisation par la dérivée fractionnaire provient d’une observation
assez simple : le régulariseur ‖m‖TV produit un minimum composé de mesures ponc-
tuelles, là où le régulariseur ‖Du‖TV2 permet d’obtenir un minimiseur formulé avec des
ensembles 2D. Les deux font donc intervenir la variation totale 2, et il paraît raisonnable
de chercher le cas des courbes comme un entre-deux. Nous pouvons donc proposer la
dérivée fractionnaire Dα f , qui fait le pont entre la dérivée classique et la fonction identité,
et qui pourrait donc combler le fossé théorique entre les deux régularisations.

Le réel α est appelé l’ordre de dérivation, et il nous permet déjà de définir deux cas
classiques :

Cas α = 0

L’espace d’optimisation est iciM (X ). Le régulariseur s’écrit pour m ∈ M (X ) :

|m|(X )
def.
= sup

(ˆ
X

f dm, f ∈ C0 (X ) , ‖ f ‖∞,X ≤ 1
)

.

Cas α = 1

L’espace d’optimisation est alors E = Ld/(d−1)(X ). Le régulariseur s’écrit pour
u ∈ E :

TGV(u) def.
= sup

(ˆ
X

u div(ψ)dx, ψ ∈ C 1
c (X , Rn), ‖ψ‖∞,X ≤ 1

)
.

2. d’où l’ambiguïté pour les chercheurs des communautés des mesures et du traitement du signal.
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Cas de la dérivée fractionnaire 0 < α < 1

Soit α ∈ R+ l’ordre de dérivation, on suppose que α ∈ [0, 1]. Il existe en réalité
plusieurs manières de définir les dérivées fractionnaires (Riemann-Liouville, Grünwald-
Letnikov, Caputo, by Fourier, etc.), nous utiliserons ici la notion développée dans les
travaux de [25, 24], puisque le cadre qu’ils ont formulé présentent quelques similarités
avec BV(X ). Une classe d’équivalence f ∈ L1 (X ) appartient à l’espace BVα(X ) si sa
α-dérivée fractionnaire :

|Dα f |(X )
def.
= sup

(ˆ
X

f divα ψ dx, ψ ∈ D(X ), ‖ψ‖∞,X ≤ 1
)

est finie. divα est la divergence α-fractionnaire, définie par

divα f (y) def.
= ad,α

ˆ
X

(y− x) · ( f (x)− f (y))

|y− x|n+α+1 dx,

avec la constante

ad,α
def.
= 2απ−n/2 Γ( n+α

2 )

Γ(−α
2 )

pour Γ la fonction gamma, qui étend la notion de factorielle. Comme nous l’avons
évoqué, l’espace BVα(X ) partage quelques propriétés avec l’espace BV(X ) classique
[24], c’est par exemple un espace de Banach muni de la norme :

‖u‖BVα(X )
def.
= ‖u‖L1(X ) + |D

αu|(X ).

Cependant, des propriétés essentielles de BV(X ) comme la formule de la co-aire ne
sont plus valables dans ce cadre. Quoi qu’il en soit, il serait naturel de se demander si
l’intuition suivante se vérifie en pratique : Si l’on a un ensemble E de dimension d’Hausdorff
2α, peut-on le reconstruire grâce à la variation α-fractionnaire ? Nous pourrions ainsi espérer
que le régulariseur |Dαu|(X ) ait pour minimum des fonctions indicatrices portées par un
ensemble de même dimension d’Hausdorff α.

Cette intuition est mise en défaut par un résultat de la littérature récente [23, Propo-
sition 4.1], plus précisément si f ∈ BVα(X ) ∩L p (X ) alors Dα f a une décomposition
de Lesbegue comme D f , à une transformation linéaire près appelée le potentiel de Riesz.
Cette dernière propriété justifie l’absence d’une formule de la co-aire dans ce contexte.
Dit autrement, l’impossibilité d’écrire une formule de la co-aire suggère que la recons-
truction de fonctions à partir de leurs ensembles de niveaux ne fonctionnent pas pour
la variation fractionnaire, au contraire de la régularisation dans BV(X ). Ainsi, même
si une fonction dérivable α-fractionnairement est similaire (dans une certaine mesure)
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à une fonction BV, il est également possible que ses ensembles de niveaux aient un
comportement « chaotique », compris au sens Cantor, c’est-à-dire être des fonctions
caractéristiques avec un comportement critique. 3

Résumé — Les dérivées fractionnaires ne sont visiblement d’aucune utilité pour la
reconstruction des courbes. Elles ne font qu’imiter le comportement classique de la
régularisation des fonctions à variations bornées ‖D·‖TV2 .

3.1.2 Transport optimal, shortest paths, . . .

De récents travaux [12, 11, 44] ont proposé la reconstruction sans-grille de mesures
de Dirac dynamiques, comprises au sens de sources ponctuelles qui se déplaceraient
au cours du temps. Cette approche permet effectivement de retrouver des chemins, dit
autrement les courbes suivies par les mesures de Dirac, grâce au régulariseur formulé
avec l’énergie de Benamou-Brenier [10]. Néanmoins, ces méthodes sans-grille reposent
sur un ensemble de mesures sur le cylindre espace temps M(X × [0, 1]) : nous ne
disposons pas d’une telle composante temporelle, dans le sens où nous cherchons pour
le moment à reconstruire une courbe à partir d’une image, et pas d’une suite d’images.
Le plongement proposé est ceci étant tout à fait pertinent, à savoir que la littérature met
en évidence le lien entreM(X × [0, 1]) etM(Γ), pour :

Γ def.
= {γ = (h, ξ); h ∈ C ([0, 1]), ξ : [0, 1]→ X est continu}

les mesures sur des courbes d’amplitude h et de position ξ. Il n’y a en revanche pas
de telle identification entreM (X ) etM(Γ), en tout cas en l’état actuel.

Les approches riemanniennes développées entre autres par [19, 71] sont également
très intéressantes, notamment par leurs résultats pratiques convaincants. Elles posent
en revanche quelques difficultés pour une adaptation sans-grille : il est par exemple
nécessaire de définir les extrémités de la courbe, ce qui fait perdre un peu l’intérêt de
l’approche variationnelle qui reconstruit les sources à partir d’une observation, avec
seulement un paramètre de régularisation à régler.

Nous proposons dans la suite une autre manière de procéder, qui va nous permettre
de définir un régulariseur qui prescrit la structure de courbes.

3.1.3 Théorème de la représentation : régulariseur et points extrémaux

Dans les sous-sections précédentes, nous avons cherché à formuler un nouveau
problème variationnel sans-grille permettant de reconstruire des courbes : dit autrement,
nous cherchons une nouvelle énergie dont (au moins) l’un des minimum serait une
somme de courbes. Les approches que nous avons présentées plus haut joue ainsi sur

3. D’après une correspondance avec les auteurs de [23] que nous remercions pour leurs apports au
présent document.
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le régulariseur pour modifier la structure du minimum, et pas sur le terme d’attache aux
données.

Pour expliquer l’influence du régulariseur sur la géométrie des solutions, nous avons
besoin de présenter quelques définitions et résultats concernant la notion de point
extrémal.

Définition 3.1 (Points extrémaux). Soit X un espace vectoriel topologique et K ⊂ X. Un
point extrémal x de K est un point tel que :

∀y, z ∈ K, ∀λ ∈ (0, 1), x = λy + (1− λ)z =⇒ x = y = z.

L’ensemble des points extrémaux de K est noté Ext K.

Nous présentons maintenant le théorème de Krein-Milman, qui précise que pour K
convexe et compact, la fermeture de l’enveloppe convexe de Ext K coïncide avec K.

Théorème 3.1 (Théorème de Krein-Milman). Si K ⊂ X est un sous-ensemble compact,
convexe et non-vide d’un espace d’Hausdorff localement convexe, alors K = co(Ext(K)).

Notons également le raffinement suivant du théorème de Krein-Milman en (3.1),
énonçant la décomposition de tout point de l’espace en une combinaison convexe de
points extrémaux, grâce à la notion [76] d’intégrale de Choquet.

Théorème 3.2 (Théorème de Choquet). Soit X un espace vectoriel topologique métrisable et
K un sous-ensemble convexe, compact et non-vide. Alors, pour tout x ∈ K il existe une mesure
de Borel ρ sur X, concentrée sur Ext K qui vérifie :

x =

ˆ
Ext K

r dρ(r)

c’est-à-dire que pour tout ω : X → R linéaire et continue, il vient ω(x) =
´

Ext K ω(r)dρ(r).

Le théorème de Krein-Milman a suggéré le développement d’une catégorie de théo-
rème dit de la représentation. Un théorème de la représentation fournit deux informations
essentielles :

— même si l’énergie est formulée sur un espace de dimension infinie, on peut trouver
un minimum qui est une somme finie d’éléments de l’espace d’optimisation ;

— ces éléments, appelés atomes, présentent une structure particulière dont la géomé-
trie est totalement déterminée par le terme du régulariseur.

Plus précisément, dans le cadre variationnel, soit n ∈N∗,Hn l’espace des observa-
tions de dimension finie n, G : Hn → R une fonction, un terme arbitraire d’attache aux
données. L’espace d’optimisation est dénoté E, supposons que Λ : E→ Hn est linéaire
et F : E→ R est convexe. Considérons une fonctionnelle définie pour m ∈ E :
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J(m)
def.
= G(Λm) + F(m). (3.2)

La boule unité du régulariseur F est notée BF
def.
= {u ∈ E, F(u) ≤ 1}. Le théorème

qui suit, issu de deux articles proposant le même résultat mais par deux approches
différentes [8, 9], établit le lien entre les minimiseurs de la fonctionnelle J dans (3.2) et
les points extrémaux de la boule unité BF noté Ext(BF) :

Théorème 3.3 (Théorème de la représentation). Il existe u ∈ E, un minimiseur de (3.2) avec
la représentation :

u =
p

∑
i=1

αiui

où p ≤ dimHn, ui ∈ Ext(BF) et αi > 0 avec ∑
p
i=1 αi = F(u).

Cela revient à caractériser les propriétés structurelles des minimiseurs, sans avoir
réellement besoin de résoudre le problème variationnel [8]. De plus, cette description
précise des points extrémaux de la boule unité du régularisateur est fondamentale
pour l’implémentation numérique. En effet, l’algorithme de Frank-Wolfe construit une
solution du problème variationnel en ajoutant itérativement des points extrémaux de
la boule unité 4 de F à la mesure reconstruite : à chaque étape, l’algorithme ajoute un
nouvel atome à la mesure reconstruite, ce nouvel élément a une structure prescrite
puisqu’il s’agit d’un point extrémal du régularisateur.

Ainsi, si l’on reprend les énergies évoquées plus haut [9] :

— le BLASSO sur E =M (X ) est régularisé avec R = ‖·‖TV et

Ext(BM) = {±δx, x ∈ X} .

— le BLASSO adapté sur E = BV(X ) est régularisé par R = ‖·‖BV et :

Ext(BBV) =

{
1

Per(E)
χE, E ⊂ X est un ensemble simple

}
.

— que peut-on dire d’une énergie sur un espace E avec un régulariseur R qui prescrive
la structure de courbe?

La littérature ne donne pas d’information sur ce dernier point : ceci étant, nous
savons que nous cherchons à reconstruire des mesures portées par des courbes, donc
une mesure 1–rectifiable c’est-à-dire une mesure absolument continue par rapport à H1.
Un résultat de [81] est particulièrement éclairant à ce sujet. En introduisant l’espace des
champs de vecteurs à divergence finie, l’article montre que toute mesure à divergence
finie s’écrit comme une somme de trois mesures :

4. En réalité, l’algorithme ajoute des points extrémaux d’un ensemble de niveau de F, mais ce n’est pas
problématique dans la mesure où les deux ensembles partagent la même structure de points extrémaux.
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— la première mesure est portée par un ensemble 1–rectifiable, elle est absolument
continue par rapport à la mesure d’Hausdorff H1 avec une densité qui est dans
l’espace tangent ;

— la deuxième mesure est la partie Cantor, singulière par rapport à la mesure de
Lebesgue et qui s’évanouit sur tous les ensembles de mesure H1 finie ;

— la troisième mesure est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Par conséquent, nous allons étudier l’espace de mesures en question, définir une
énergie et montrer qu’un régulariseur sur cet espace prescrit la géométrie de courbes.

Résumé — La géométrie d’un minimiseur d’une fonctionnelle donnée est entièrement
déterminée par le régulariseur. Cette structure peut être explicitée en déterminant les
points extrémaux de la boule unité du régulariseur.

3.2 L’espace des charges ou des champs de vecteurs à divergence finie

On suppose dans ce chapitre que X est un ouvert borné de R2. Soit l’espace des
mesures de Radon vectorielles :

Définition 3.2. Nous définissons l’ensemble des mesures de Radon vectoriellesM (X )2 comme

le dual topologique de l’espace des fonctions vectorielles continues C0(X )2 def.
= C0(X , R2).

Les propriétés du cas scalaire sont valables pour le cas vectoriel, en effetM (X )2 présente une
norme TV naturelle notée par ‖·‖TV2 , un crochet de dualité 〈·, ·〉M2 , etc.

Nous ne discuterons que du cas en dimension d = 2, puisque des cas pathologiques
surviennent dès que d > 2, voir [82, Section 1.3]. On note div l’opérateur de divergence,
qui doit être compris au sens des distributions : pour m ∈M (X )2 :

∀ξ ∈ C ∞
0 (X ), 〈div m, ξ〉D ′(X )×C ∞

0 (X ) = −〈m,∇ξ〉M2 .

On dit qu’une mesure m est à divergence finie si div(m) ∈ M (X ). Nous pouvons dès
lors introduire l’espace suivant [81, 82] essentiel pour définir notre optimisation.

Définition 3.3 (Espace des charges). On note V l’espace des champs de vecteurs à di-
vergence finie, aussi appelés charges 5, à savoir l’espace des mesures vectorielles à divergence
finie :

V def.
=
{

m ∈M (X )2, div(m) ∈ M (X )
}

.

Une charge dont la divergence est nulle est appelée un solénoïde.

5. D’après une inspiration physique, Stasnilav Smirnov ayant en effet travaillé sur des problèmes liés à
l’électromagnétisme et aux boucles de champs magnétiques.
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Nous pouvons déjà préciser quelques propriétés de cet espace.

Proposition 3.1 (Complétude). V est un espace de Banach muni de la norme ‖·‖V
def.
=

‖·‖TV2 + ‖div(·)‖TV. Cette norme induit une topologie dite forte dans V .

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite de Cauchy de V . Par définition, c’est aussi une
suite de Cauchy dansM (X )2, qui est complet : par conséquent, elle admet une limite
dans u ∈M (X )2. Comme (un)n∈N est bornée (parce que c’est une suite de Cauchy)
pour la topologie de la norme dans V et par la semi-continuité inférieure de ‖div(·)‖TV,
alors :

‖div u‖TV ≤ lim inf
n→+∞

‖div un‖TV < +∞

et comme u ∈M (X )2, il vient ‖u‖V = ‖div u‖TV + ‖u‖TV2 < +∞. Ainsi u ∈ V ,
étudions maintenant la convergence dans V . Comme (un)n∈N est une suite de Cauchy,
il existe ν ∈ M (X ) tel que div un −−−−→

n→+∞
ν pour la topologie de la norme TV. Ainsi, à

un argument de densité près, pour tout φ ∈ C ∞
0 (X ), il vient :

〈div un, φ〉 −−−−→
n→+∞

〈ν, φ〉

mais par la dérivée au sens des distributions, on a 〈div un, φ〉 = 〈−un,∇φ〉, et
puisque 〈un,∇φ〉 → 〈u,∇φ〉 il vient ν = div u = limn→+∞ div un pour la topologie de
la norme TV. Finalement,

‖un − u‖V = ‖un − u‖TV2 + ‖div un − div u‖TV −−−−→n→+∞
0,

ce qui garantit que V est un espace de Banach, et ce qui termine la preuve.

La topologie (forte) induite par cette norme de V n’est manifestement pas adaptée
pour établir des résultats de convergence, elle n’offre en effet aucune propriété sur les
suites ou sur les ensembles bornés. Il est par conséquent nécessaire de choisir une topo-
logie avec moins d’ouverts, mais plus de compacts, ce qui permettra d’écrire quelques
résultats de compacité :

Définition 3.4 (Convergence faible-∗). V peut être muni de la topologie faible-∗ ; on dit
qu’une suite de charges (mn)n∈N converge faiblement-∗ vers m ∈ V , que l’on note mn

∗
⇀ m,

si :

∀g ∈ C ∞
0 (X )2,

ˆ
X

g dmn −−−−→
n→+∞

ˆ
X

g dm,

∀ψ ∈ C ∞
0 (X ),

ˆ
X

ψ d(div mn) −−−−→
n→+∞

ˆ
X

ψ d(div m).
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Nous pouvons en profiter pour prouver le résultat suivant :

Proposition 3.2. Toute suite bornée de V a une sous-suite convergente au sens faible-∗ dans V .

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite bornée dans V , donc dansM (X )2. D’après le
théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki, il existe une sous-suite faiblement-∗ convergente,
à savoir qu’il existe un point u ∈M (X )2 et une fonction positive strictement croissante
ϕ : N→N tels que :

uϕ(n)
∗
⇀ u dans M (X )2.

Comme (un)n∈N est bornée pour la topologie de la norme dans V et par semi-
continuité inférieure de ‖div(·)‖TV, il vient :

‖div u‖TV ≤ lim inf
n→+∞

∥∥∥div uϕ(n)

∥∥∥
TV

< +∞,

et l’on prouve que u ∈ V , tandis que div uϕ(n)
∗
⇀ div u en utilisant les mêmes

arguments que la preuve de la proposition précédente. Ainsi, uϕ(n)
∗
⇀ u dans V ce qui

conclut la preuve.

Maintenant que nous avons discuté des quelques propriétés topologiques de V , nous
pouvons étudier plus en détail les éléments qui le compose.

Propriétés. La mesure de Dirac vectorielle δ
def.
= (δ, δ) n’appartient pas à V .

Démonstration. Supposons par l’absurde que δ appartienne à V , donc que div δ ∈
M (X ). Soit ξ ∈ C ∞

0 (X ) tel que ∂1ξ(0) = ∂2ξ(0) = 1 et la suite de fonctions :

∀n ∈N∗, ∀x ∈ X , ξn(x) =
1
n

ξ(xn).

Alors, par le théorème de convergence dominée, pour toute mesure µ ∈ M (X ) il
vient limn→+∞

´
X ξn dµ = 0. Pourtant, pour tout n ∈N∗ on a :
ˆ
X

ξn d(div δ) = −
ˆ
X
∇ξn dδ = −∂1ξ(0)− ∂2ξ(0) = −2,

ce qui constitue donc une contradiction.

Ce dernier résultat est particulièrement intéressant : les mesures de Dirac sont
les points extrémaux de la boule unité de la norme TV; ainsi le risque avec un nouvel
espace, muni d’un raffinement d’une norme TV, serait de retomber sur la même structure
ponctuelle prescrite par le régulariseur. Le problème est ici réglé en éliminant les mesures
ponctuelles comme montré ci-dessous.

Nous donnons maintenant un exemple essentiel d’élement de V , à savoir la mesure
portée par une courbe c’est-à-dire une mesure dont le support est une courbe, ceci étant
défini par intégration :
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Définition 3.5 (Mesure portée par une courbe). Soit γ : [0, 1]→ X une courbe Lipschitz
paramétrisée 6, on dit que µγ ∈ V est une mesure portée par une courbe γ si :

∀g ∈ C0(X )2, 〈µγ, g〉M2
def.
=

ˆ 1

0
g(γ(t)) · γ̇(t)dt.

On note Γ def.
= γ([0, 1]) le support de cette courbe.

Dit autrement, le crochet de dualité évalué en une mesure portée par une courbe
est précisément la circulation [82] d’une fonction test vectorielle le long de la courbe
γ. L’hypothèse de rectifiabilité peut être comprise comme un moyen de contraindre la
longueur finie de la courbe, elle est en effet équivalente à H1(Γ) < +∞. Pour des raisons
de concision, nous nous référerons indifféremment à la mesure portée par une courbe
µγ, où la courbe γ sur laquelle la mesure est supportée. Nous présentons maintenant
quelques propriétés qu’une courbe peut exhiber :

Définition 3.6 (Quelques caractérisations de courbe). Une courbe est dite simple si la
restriction de γ à [0, 1[ est une application injective. Une courbe est fermée si γ(0) = γ(1), elle
est appelée boucle si elle est simple et fermée (elle est alors homotopique au cercle unité de R2).

D’après le théorème de Sard pour les fonctions Lipschitz, on peut montrer que µγ

est indépendant de la paramétrisation de la courbe [3] ; nous supposerons donc dans la
suite que γ est une paramétrisation à vitesse constante. De la même manière que pour
les mesures ponctuelles dans le chapitre 1, on peut travailler avec une mesure portée par
une courbe autant d’un point de vue fonctionnel (comme nous l’avons plus haut) que
d’un point de vue ensembliste. En effet, pour tout ensemble de Borel B ⊂ X , il vient :

µγ(B) =
ˆ

Γ∩B

 ∑
t∈γ−1(x)

γ̇(t)

 d H1(x). (3.3)

Nous donnons finalement l’expression explicite de la divergence d’une mesure
portée par une courbe.

Proposition 3.3 (Divergence d’une courbe). Soit µγ une mesure portée par la courbe γ, alors
div(µγ) = δγ(0) − δγ(1). En particulier, div(µγ) = 0 si γ est une courbe fermée.

Démonstration. Soit ξ ∈ C ∞
0 (X ), alors :

6. donc 1-rectifiable. Cette dernière propriété sera rappelée pour bien signifier au lecteur que la charge
est « de longueur finie ».
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〈div µγ, ξ〉
D ′(X )×C ∞

0 (X )
= − 〈µγ,∇ξ〉M

=

ˆ 1

0
∇ξ(γ(t)) · γ̇(t)dt

=

ˆ 1

0

d
dt

(ξ(γ(t)))dt

= ξ(γ(0))− ξ(γ(1))

= 〈δγ(0) − δγ(1), ξ〉
D ′(X )×C ∞

0 (X )
.

Donc div(µγ) = δγ(0) − δγ(1) au sens des distributions.

Remarque (Quelques liens avec le transport optimal). Ces quelques propriétés appellent
déjà à une question que l’on pourrait formuler ainsi : « est-ce qu’une mesure portée par une
courbe est toujours définie par intégration, comme en définition (3.5) ? ». Ce problème est
traité dans la théorie de la cohomologie de De Rham [72] par la notion de courant intégrable
rectifiable. Une charge est un courant intégrable rectifiable, et s’écrit nécessairement à ce titre
par une intégrale telle que celle en (3.5). Dit autrement, une charge possède de la régularité grâce
à sa divergence finie, ce qui nous permet d’escamoter les cas pathologiques (non intégrables) de
V .

Résumé — L’espace des charges V est l’ensemble des mesures vectorielles à diver-
gence finie, autrement dit les mesures vectorielles dont la divergence est une mesure.
C’est un espace de Banach qui a notamment pour élément les mesure portées par une
courbe Lipschitz γ, notée µγ.

3.3 Un problème variationnel sur l’espace des charges

Comme dans le cas scalaire, on voudrait définir un BLASSO sur V . Pour α > 0,
nous présentons la fonctionnelle suivante que nous avons appelée CROC (pour Courbes
Représentées par les Charges) :

argmin
m∈V

Tα(m)
def.
=

1
2
‖y−Φ m‖2

H + α‖m‖V . (Qα(y))

Φ : V → H est linéaire et envoie un champ de vecteurs à divergence finie dans
l’espace d’observationH, supposé de dimension finie. L’observation y ∈ H vit dans ce

même espace On rappelle que ‖m‖V
def.
= ‖m‖TV2 + ‖div m‖TV, les différents termes de

notre énergie peuvent être interprétés dans le sens suivant :

— 1
2‖y−Φ m‖2

H est le terme d’attache aux données ;
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— ‖m‖TV2 équivaut à la longueur de la courbe 7, en effet H1(Γ) avec Γ l’image de
l’application γ. Il permet d’éliminer les comportements oscillants à haute fréquence
et d’adoucir la courbure de γ ;

— ‖div m‖TV est le terme de comptage de courbes (ouvertes). Ce terme exhibe alors
deux propriétés importantes : d’une part, il régularise le problème et permet aux
mesures portées par des courbes d’être des minimiseurs de CROC, comme cela
est prouvé dans la prochaine section. D’autre part, si γ(0) 6= γ(1) alors γ est une
courbe ouverte et : ∥∥∥div µγ

∥∥∥
TV

=
∥∥∥δγ(0) − δγ(1)

∥∥∥
TV

= 2.

Une amélioration pratique de (Qα(y)) pourrait consister à pénaliser les termes de
longueur et de nombre de courbes avec des poids différents, c’est-à-dire prendre α, β > 0
et la régularisation α‖m‖TV2 + β‖div m‖TV. Cette amélioration dépasse le cadre de ce
chapitre, mais elle pourrait s’avérer utile dans la mise en œuvre numérique.

Théorème 3.4. Le problème (Qα(y)) admet au moins une solution.

Démonstration. La fonctionnelle Tα est propre et coercive sur V . Soit (un)n∈N une suite
minimisante de Tα. Comme Tα est coercive, (un)n∈N est bornée dans V donc elle
converge pour la topologie faible-∗ vers une charge m ∈ V , à une sous-suite près
(voir la proposition 3.2). Observons également que :

— ‖·‖V est semi-continue inférieurement pour la topologie faible-∗ ;

— Φ : V → H est continue pour V munie de la topologie faible faible-∗ et H de la
topologie faible.

Ainsi, par la méthode directe du calcul des variations, il est clair que m est un minimiseur
de Tα, prouvant ainsi l’existence d’un minimiseur.

Remarque. Le problème (Qα(y)) a une unique solution si Φ est injective, puisqu’elle contraint
Tα à être strictement convexe. Il convient de noter qu’il s’agit ici d’une hypothèse assez forte qui
n’est guère vérifiée en pratique, comme c’est le cas pour le problème super-résolution qui nous
intéresse.

Le théorème suivant donne les relations d’optimalité pour le minimiseur u :

Théorème 3.5. Soit m un minimiseur de (Qα(y)). Le problème dual admet un minimiseur
q∗ ∈ C0 (X ) optimal, la dualité forte est vérifiée et les conditions d’extrémalité s’écrivent :{

−∇q∗ ∈ ∂‖m‖TV2 + Φ∗(Φ m− y)
−q∗ ∈ ∂‖div m‖TV.

(3.4)

7. En réalité H1(Γ) ≤
∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2

, avec égalité pour des courbes simples (ce qui sera le cas en pratique).
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Démonstration. Considérons la dualité au sens d’Ekeland-Temam [45, Remarque 4.2],
avec une petite mise en garde : l’espace de Banach V doit être réflexif, ce qui n’est
clairement pas le cas ici. Cependant, l’hypothèse de réflexivité n’est nécessaire que pour
la preuve d’existence. Puisque nous avons déjà prouvé l’existence de la solution, cette
hypothèse de réflexivité n’est pas nécessaire dans notre cas. Revenons à la remarque 4.2
de [45] énonçant, pour Λ : V → Y linéaire, F : V → R et G : Y → R convexe, que le
problème primal

inf
u∈V

F(u) + G(Λu)

admet un problème dual s’écrivant :

sup
p∗∈Y∗

−F∗(Λ∗p∗)− G∗(−p∗). (3.5)

Si m et p∗sont respectivement les solutions du problème primal et dual, les conditions
d’extrémalité s’écrivent :

{
Λ∗p∗ ∈ ∂F(m)

−p∗ ∈ ∂G(Λm).

Dans notre cas, on choisit

Λ : V −→ M (X )
u 7−→ div u

et son dual

Λ∗ : C0 (X ) −→ V ∗
p∗ 7−→ −∇p∗.

On choisit également, pour u ∈ V , F(u) def.
= ‖u‖TV2 + 1

2‖y−Φ u‖2
H, et G(q) def.

= ‖q‖TV
pour q ∈ M (X ). Le lecteur aura peut-être remarqué que G doit être continu en un
certain Λu0 où u0 ∈ V : cette condition est remplie pour la mesure triviale nulle. Le
problème dual s’écrit alors :

argmax
q∗∈C0(X )

−F∗(−∇q∗)− G∗(−q∗).

Les conditions d’extrémalité se résument donc à q∗ solution du problème dual (3.5) :{
Λ∗q∗ ∈ ∂F(m)

−q∗ ∈ ∂G(Λm).
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Dans la littérature sans-grille [43, 13, 35], le problème dual (Dλ(y)) du BLASSO
(Pλ(y)) est essentiel pour établir l’existence des solutions et pour caractériser le certificat
dual, que nous avons évoqué dans le chapitre 1. Ce dernier est fondamental pour la
mise en œuvre numérique, puisqu’il intervient à la fois dans l’étape d’estimation du
support de la mesure estimée et dans la condition d’arrêt des algorithmes gloutons de
l’état de l’art. [13, 35].

Corollaire 3.1. Soit m ∈ V un minimiseur de (Qα(y)). Il existe alors η1 ∈ ∂‖m‖TV2 et
η2 = ∇q∗ où q∗ ∈ ∂‖div m‖TV avec η1, η2 ∈ C0(X )2 tel que :

〈m, η1 + η2〉M2 = ‖m‖V .

Démonstration. Examinons les deux conditions d’optimalité en étudiant un peu plus en
détail les conditions d’extrémalité :

— considérons d’abord la première condition d’optimalité −∇q∗ ∈ ∂F(m). Dans
ce cas, le sous-différentiel de la somme est la somme des sous-différentielles 8, à
savoir :

∂F(m) = ∂‖y−Φ(·)‖2
H(m) + ∂‖·‖TV2(m).

Nous obtenons, en utilisant la forme fermée du terme des moindres carrés :

∂‖y−Φ(·)‖2
H(m) = {−Φ∗(y−Φ m)} ,

et donc : {
−∇q∗ = η1 −Φ∗(y−Φ m)

η1 ∈ ∂‖m‖TV2 .

Pour le certificat η1 ∈ ∂‖m‖TV2 , avec le résultat donné en (1.3) adapté au cas
vectoriel, on a :

{
‖η1‖∞,X ≤ 1
‖m‖TV2 = 〈m, η1〉M2 .

— considérons ensuite la seconde condition d’optimalité −q∗ ∈ ∂G(div m). On

note ν
def.
= div m. Ensuite, comme indiqué précédemment dans l’équation (1.3)

et puisque G def.
= ‖·‖TV :

−q∗ ∈ ∂G(ν) ⇐⇒


q∗ ∈ C0 (X )

‖q∗‖∞,X ≤ 1
〈−q∗, ν〉M = ‖ν‖TV.

8. Puisque la première sous-différentielle est réduite à un singleton, voir [45].



70 Chapitre 3 Un nouveau régulariseur pour les mesures courbes

Mais, en notant η2
def.
= ∇q∗ :

‖div m‖TV = 〈−q∗, div m〉M = 〈∇q∗, m〉M2 = 〈η2, m〉M2 .

Enfin, si l’on fusionne ces deux résultats, il vient :

‖m‖TV2 + ‖div m‖TV2 = 〈m, η1〉M2 + 〈η2, m〉M2

= 〈m, η1 + η2〉M2 ,

ce qui permet donc d’écrire ‖m‖V = 〈m, η1 + η2〉M2 . Finalement, on obtient :

η1 + η2 = Φ∗(y−Φ m).

Nous avons donc détaillé les conditions d’optimalité, et défini le certificat ηα =

η1 + η2 ∈ C0(X )2. Ces conditions entraînent plusieurs applications tant du point
théorique que pratique : en effet, si l’on souhaite employer un algorithme dérivé de la
méthode du gradient conditionnel [49], il est nécessaire de formuler une condition d’arrêt
selon le critère « ‖ηα‖∞,X est inférieur à une certaine quantité ». Dans le cas « classique »
d’une somme pondérée de mesures de Dirac, le certificat dual η interpole simplement
le signe des mesures ponctuelles [43], et le critère numérique revient à ‖η‖∞,X ≤ 1. La
propriété équivalente pour les mesures autres que 0-rectifiable n’est pas aussi évidente ;
en effet, considérons le cas BV où la solution est une somme d’ensembles indicateurs χE

pour E un ensemble simple [28] : le critère se lit 〈χE, m〉M ≤ P(E). La condition d’arrêt
sera liée à 〈ηα, m〉M2 ≤ ‖m‖V , garantissant ainsi que ηα est dans le sous-différentiel de
l’énergie, à savoir la norme V . Précisons également que la caractérisation précise d’un
certificat dual d’une mesure portée par une courbe n’est pas évidente, et qu’il ne s’agit
pas d’un simple doublon du cas ponctuel. Cependant, on peut noter que :

Remarque. Si m est une mesure portée par une courbe γ telle que définie en définition (3.5)
avec le support Γ = γ([0, 1]), alors :

— puisque m est optimal, η1 vérifie la première condition ‖m‖TV2 = 〈m, η1〉M2 , et à l’aide
de la formule de la co-aire en (3.3) couplé avec une égalité de Cauchy-Schwarz, il vient
pour x ∈ X H1–p.p. :

 η1(x) =
∑t∈γ−1(x) γ̇(t)∣∣∣∑t∈γ−1(x) γ̇(t)

∣∣∣ si ∑t∈γ−1(x) γ̇(t) 6= 0

|η1(x)| ≤ 1 sinon.

Si de surcroît γ est simple, cela revient à |η1(x)| = 1 si x appartient au support de la
courbe Γ.
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— En ce qui concerne η2, l’analyse est plus ardue et, n’est du reste pas aussi intuitive.
Supposons déjà γ ouvert (η2 serait nul autrement) et notons que η2 est le gradient d’une
fonction q∗. La fonction q∗ appartient au sous-différentiel de G et par conséquent de la
norme TV, évaluée au point div m qui est précisément une somme de mesures de Dirac.
Comme nous l’avons déjà évoqué, un certificat, associé à la norme TV évaluée en une
mesure discrète, interpole le signe des mesures de Dirac qui la compose [43]. Ainsi q∗ peut
s’interpréter comme une fonction interpolant le signe des mesures ponctuelles composant
div m, et η2 est le gradient de cette fonction.

Résumé — La fonctionnelle CROC, notée (Qα(y)), est une énergie convexe, régularisée
par la norme ‖·‖V . Elle admet un minimiseur sur V , et l’on peut définir des certificats
duaux à l’aide des conditions d’extrémalité.

Nous avons donc décrit précisément les conditions d’optimalité ainsi que les cer-
tificats duaux liés au problème (Qα(y)). Ceci étant, nous manquons toujours d’une
description plus précise de ses minimiseurs. Pour résoudre ce problème, nous invitons
le lecteur à se rappeler du théorème de la représentation évoqué en (3.3) : la structure
d’un des minimiseurs de CROC sera entièrement prescrite par le régulariseur.

Nous avertissons le lecteur que le choix de F et G dans la section qui suit est différent
du choix précédent. En effet, le choix dans cette dernière section n’a été opéré que dans
le but de faciliter le calcul du problème dual. Dans ce qui suit, il est plutôt logique de
considérer F : m 7→ ‖m‖V , et évidemment le terme d’attache aux données G : p 7→
‖y− p‖2

H ainsi que Λ = Φ.

3.4 Les points extrémaux de la boule unité de la norme V

Nous avons évoqué un peu plus haut en sous-section 3.1.3 et en définition (3.1) la
notion de point extrémal de la boule unité du régulariseur, ainsi que la manière dont
cette caractérisation géométrique contraignait la structure d’un des minimiseurs de
l’énergie. Ces notions s’appliquent dans un cadre général, et en particulier dans le nôtre :
nous allons dans cette section établir un résultat sur les points extrémaux de la boule
unité de la norme de V , ce qui permettra de caractériser finement la structure d’un
minimiseur de (Qα(y)).

Dans cette perspective, il est nécessaire de recueillir quelques résultats de la littérature
sur l’espace des charges pour former notre propre théorème. Considérons la définition
[82, 62] :

Définition 3.7 (Décomposable, complètement décomposable). Soit T ∈ V et J ⊂ V , on
dit que T se décompose sur des charges de J s’il existe une mesure de Borel finie positive ρ sur
J telle que :
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T =

ˆ
J

R dρ(R)

‖T‖TV2 =

ˆ
J
‖R‖TV2 dρ(R).

On dit que T se décompose complètement sur des charges de J si cette dernière condition
est vérifiée et si de plus :

‖div T‖TV =

ˆ
J
‖div R‖TV dρ(R).

Nous allons dans notre cas utiliser les ensembles suivants :

Définition 3.8 (Ensembles des courbes). On note S l’espace des mesures portées par des
courbes simples, qu’elles soient ouvertes ou fermées, muni de la topologie faible-∗ :

S
def.
=

 µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, γ est une courbe orientée simple Lipschitz

 .

C’est un espace métrique (non-complet) pour la topologie faible-∗. On note également Sloop
l’espace des mesures portées par des boucles :

Sloop
def.
=

 µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, γ est une boucle

 .

Finalement, on note Sopen
def.
= S\Sloop l’espace des courbes ouvertes.

Nous donnons dans la suite les résultats fondamentaux issus de [82, 62]. Rappelons
qu’un solénoïde est une charge de V de divergence nulle :

Théorème 3.6 (Décomposition des solénoïdes [62, Proposition 1.17]). Tout solénoïde
T ∈ V peut être décomposé sur des éléments de Sloop.

Soulignons que ce dernier théorème n’est valable que dans le cas d = 2 ; il existe
en effet plusieurs contre-exemples pour d > 2 que nous avons évoqués plus haut. Le
théorème qui suit est valable en toute dimension :

Théorème 3.7 (Théorème C de Smirnov [82], raffiné avec [62, Proposition 1.17]). Toute
charge T ∈ V est une somme de deux charges P et Q tel que div P = 0 (et le théorème 3.6 peut
ainsi être appliqué à P) et Q est complètement décomposable sur les mesures portées par des
courbes simples Lipschitz, c’est-à-dire les éléments de S.
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Nous présentons maintenant le résultat principal de ce chapitre, à savoir le théorème
établissant un lien entre les mesures portées par des courbes et les points extrémaux de
la boule unité du régulariseur, ici la norme de V .

Théorème 3.8 (Résultat principal). Notons B1
V

def.
= {m ∈ V , ‖m‖V ≤ 1} la boule unité de

la norme de V , faiblement-∗ compact. Alors :

Ext(B1
V ) = S.

Démonstration. Commençons la preuve par l’inclusion

Ext(B1
V ) ⊃

 µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, γ est une courbe 1-rectifiable simple Lipschitz

 .

Soit γ : [0, 1] → X une courbe Lipschitz 9 simple orientée de longueur ` > 0, avec
comme image Γ = γ([0, 1]), et µγ la mesure portée par cette courbe. Notons qu’il s’agit
soit d’une courbe ouverte, soit d’une courbe fermée. Par l’absurde, supposons qu’il
existe u1, u2 ∈ V tels que ‖u1‖V ≤ 1, ‖u2‖V ≤ 1 et pour λ ∈ (0, 1) :

µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

= λu1 + (1− λ)u2. (3.6)

Pour tout A ⊂ X Borel, en notant |·|V (A)
def.
= |·|(A) + |div ·|(A), il vient :

1∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∣∣∣µγ

∣∣∣
V
(A) = λ|u1|V (A) + (1− λ)|u2|V (A). (3.7)

En effet, en s’inspirant d’une preuve de [9, Théorème 4.7], s’il existe A ⊂ X tel que

λ|u1|V (A) + (1− λ)|u2|V (A) >
|µγ|V (A)

‖µγ‖V
on peut alors écrire :

9. Le caractère 1-rectifiable est en fait automatique avec l’hypothèse Lipschitz. Ceci étant, pour des
raisons pédagogiques et pour bien insister sur le caractère 1-rectifiable du support nous l’avons laissé dans
le théorème. Les articles de Smirnov précisent la rectifiabilité certainement pour gérer les cas éventuels où
X n’est pas borné, typiquement X = Rd.
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1 =

∣∣∣µγ

∣∣∣
V
(X )∥∥∥µγ

∥∥∥
V

=

∣∣∣µγ

∣∣∣
V
(A)∥∥∥µγ

∥∥∥
V

+

∣∣∣µγ

∣∣∣
V
(Ac)∥∥∥µγ

∥∥∥
V

< λ|u1|V (A) + (1− λ)|u2|V (A) +

∣∣∣µγ

∣∣∣
V
(Ac)∥∥∥µγ

∥∥∥
V

< λ|u1|V (A) + (1− λ)|u2|V (A) + λ|u1|V (Ac) + (1− λ)|u2|V (Ac)

< 1.

Il vient ainsi 1 < 1 ce qui est absurde, par conséquent :

λ|u1|V (A) + (1− λ)|u2|V (A) ≤ 1∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∣∣∣µγ

∣∣∣
V
(A).

Comme nous avons toujours l’inégalité (triangulaire) opposée, nous obtenons (3.7).
Nous déduisons également de l’équation (3.7) que :

‖u1‖V = ‖u2‖V = 1. (3.8)

Notons que le même argument peut être utilisé sur les deux termes de la norme V
pour obtenir, pour tout borélien A de X :

1∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∣∣∣µγ

∣∣∣
TV2

(A) = λ|u1|TV2 (A) + (1− λ)|u2|TV2 (A) (3.9)

1∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∣∣∣div µγ

∣∣∣
TV

(A) = λ|div u1|TV (A) + (1− λ)|div u2|TV (A). (3.10)

Soit maintenant A ⊂ X un borélien tel que A ∩ Γ = ∅, alors d’après (3.7) on en
déduit :

0 = λ|u1|V (A) + (1− λ)|u2|V (A) =⇒ u1(A) = u2(A) = 0. (3.11)

En prenant A = Γc dans l’équation (3.11), il vient spt ui ⊂ Γ. Maintenant, en utilisant
les théorèmes 3.6 et 3.7, il existe deux mesures de Borel finies positives ρi

10 sur S telles
que :

10. Comme ‖ui‖V =
´
S ‖R‖V︸ ︷︷ ︸

=1

dρi(R) = ρi(S) pour ‖ui‖V = 1, il est clair que ρi(S) = 1.
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ui =

ˆ
S

R dρi(R).

On note ρ
def.
= λρ1 + (1− λ)ρ2, ce qui entraîne :

λu1 + (1− λ)u2 =

ˆ
S

R dρ(R).

Tout d’abord, notons que chaque courbe de la décomposition est incluse dans le
support de la charge T, dit autrement spt R ⊆ spt µγ ρ–p.p. comme l’avait relevé
Smirnov dans [82, Remarque 5]. De surcroît, en utilisant l’équation (3.9), on peut noter
que :

1∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2

= ‖λu1 + (1− λ)u2‖TV2

= λ‖u1‖TV2 + (1− λ)‖u2‖TV2

= λ

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ1(R) + (1− λ)

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ2(R)

=

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ(R).

Par conséquent,

1∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2

=

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ(R). (3.12)

Ainsi, R doit être de longueur maximale, c’est-à-dire spt R = spt µγ. Supposons
au contraire que spt R ( spt µγ sur un ensemble de mesure ρ non-nulle (positive). La
courbe associée à R est nécessairement ouverte, alors :

‖R‖TV2 =
H1(spt R)

H1(spt R) + 2
<

H1(spt µγ)

H1(spt µγ) + 2
≤

∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2∥∥∥µγ

∥∥∥
V

.

Donc ‖R‖TV2 <

∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, on en déduit :
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ˆ
S
‖R‖TV2 dρ(R) <

∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2∥∥∥µγ

∥∥∥
V

ˆ
S

dρ

<

∥∥∥µγ

∥∥∥
TV2∥∥∥µγ

∥∥∥
V

ρ(S)︸ ︷︷ ︸
=1

=

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ(R),

ce qui implique

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ(R) <

ˆ
S
‖R‖TV2 dρ(R),

et on obtient donc une contradiction. On note γR la paramétrisation de la courbe
à vitesse unitaire associée à R, résumons maintenant les propriétés que nous avons
recueillies :

— spt R = spt µγ, ρ-p.p. ;

— γR est Lipschitz simple.

Soit x ∈ spt R. Alors il existe t ∈]0, 1[ tel que γR(t) = x. Comme les supports de R et
de µγ sont les mêmes, observons qu’il existe t̃ ∈]0, 1[ tel que γ(t̃) = x, donc γR(t) = γ(t̃).
Les deux courbes étant simples, il est clair que t = γR

−1(γ(t̃)), ce qui implique que γR

est une reparamétrisation de γ. Par conséquent, comme ‖R‖V =
∥∥∥µγ/

∥∥∥µγ

∥∥∥
V

∥∥∥
V
= 1,

on a R =
µγ

‖µγ‖V
ρ-p.p. ce qui nous permet finalement d’écrire :

ui =

ˆ
S

µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

dρi =
µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

ρi(S)︸ ︷︷ ︸
=1

=
µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

.

Il s’ensuit donc que λ = 0 ou λ = 1, et u1 = u2 =
µγ

‖µγ‖V
; ce qui conclut cette partie.

Nous pouvons maintenant l’inclusion inverse, à savoir :

Ext(B1
V ) ⊂

 µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, γ est une courbe 1-rectifiable simple Lipschitz

 .

Précisons d’emblée la propriété qui suit :

Lemme 3.1. Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖·‖X. Alors, pour tout x ∈ Ext(B1
X),

‖x‖X = 1.
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Démonstration. Soit x ∈ Ext(B1
X), supposons par l’absurde que ‖x‖X < 1, on en déduit

que Br ⊂ B1
X où r def.

= 1− ‖x‖X. Par conséquent, pour tout ξ ∈ X tel que ‖ξ‖X = 1, on a

y def.
= x + rξ et z def.

= x− rξ qui appartiennent à la boule unité B1
X. En outre, x = y+z

2 donc
x n’est pas un point extrémal, ce qui est absurde.

Soit T ∈ Ext(B1
V ) un point extrémal de la boule unité de la norme de V , on a alors

‖T‖V = 1 par le lemme (3.1) et il existe 11 une mesure (de probabilité) de Borel finie ρ

telle que :

T =

ˆ
S

R dρ(R),

par la décomposition de Smirnov, théorème 3.7 [82, 62, 6]. Comme T est un point
extrémal, par [76, Proposition 1.4] ρ est une mesure atomique, portée par un singleton
de S et la preuve est achevée : il existe une courbe de Lipschitz simple 1-rectifiable γ tel
que

µγ

‖µγ‖V
∈ S et ρ = δµγ/‖µγ‖V

par conséquent T = µγ/
∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, ce qui termine ainsi la

preuve.

Attention — La preuve retour est facilitée grâce au résultat très général de [76].
Donnons quelques éléments de la démonstration pour éclairer la construction de ce
résultat. Si ρ est une mesure atomique, alors elle est supportée par un singleton de S

[61, Théorème 2] et la preuve serait achevée : il existerait une courbe Lipschitz simple
γ tel que µγ/

∥∥∥µγ

∥∥∥
V
∈ S et ρ = δµγ/‖µγ‖V

d’où T = µγ/
∥∥∥µγ

∥∥∥
V

. Par contradiction,

supposons que ρ est une mesure non-atomique. Alors, il existe un borélien A ⊂ S tel
que 0 < ρ(A) < 1 avec ρ(A) arbitraire [77, Proposition A.1] et :

ρ = |ρ| (A)

(
1

|ρ| (A)
ρ A

)
+ |ρ| (Ac)

(
1

|ρ| (Ac)
ρ Ac

)
.

En écrivant :

u1 =

ˆ
S

1
|ρ| (A)

ρ A, u2 =

ˆ
S

1
|ρ| (Ac)

ρ Ac,

on obtient deux points tels que ‖u1‖V ≤ 1 et ‖u2‖V ≤ 1 , alors qu’il est clair que la

combinaison est convexe avec λ
def.
= |ρ| (A) et 1−λ = |ρ| (Ac). Toute la difficulté réside

alors dans la démonstration de u1 6= u2 : la preuve de [76, Proposition 1.4] y parvient
en utilisant le fait que (à un voisinage près) l’ensemble A est localement convexe.

11. Pour être précis, ce résultat est permis par la décomposition T = P + Q du théorème 3.7 et d = 2.
Par conséquent, P et Q se décomposent sur S et leurs mesures de Borel respectives peuvent être sommées
pour obtenir une unique mesure de Borel ρ concentrée sur S.
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u1 est par définition une combinaison convexe d’éléments de A, par conséquent u1

appartient à A. De même u2 ∈ Ac ; alors que A et Ac sont disjoints, ce qui entraîne
u1 6= u2. Ainsi,

T = λu1 + (1− λ)u2

donc une combinaison convexe alors que T est un point extrémal : contradiction.

Remarque. On peut considérer les théorèmes A et C de Smirnov dans [82] comme un raffine-
ment de l’intégrale de Choquet définie en théorème 3.2. En effet, l’article de Smirnov aboutit
aux mêmes conclusions (avec quelques extensions) que l’application du théorème de Choquet
couplée à notre résultat sur les points extrémaux, à savoir que toute charge se décompose en une
combinaison convexe de l’ensemble des points extrémaux S.

Nous avons donc réussi à établir un résultat sur les points extrémaux, ce qui ouvre un
horizon prometteur concernant la mise en œuvre numérique. En effet, les algorithmes les
plus performants dans la littérature sans-grille consistent en une reconstruction itérative
d’une combinaison linéaire finie de points extrémaux du régularisateur.

Résumé — Les points extrémaux de la boule unité du régulariseur ‖·‖V sont précisé-

ment µγ/
∥∥∥µγ

∥∥∥
V

les mesures portées par des courbes γ. Un minimiseur de CROC est
une combinaison linéaire finie de mesures portées par une courbe.

3.5 Conclusion partielle

Dans ce chapitre, nous avons introduit un nouveau terme de régularisation, qui
utilise la divergence pour implémenter l’a priori structurel de solutions en courbe. Après
avoir évoqué différentes pistes de recherche pour reconstruire des courbes, nous avons
discuté de l’espace des mesures vectorielles à divergence finie V et prouvé quelques
propriétés algébriques (espace de Banach, convergence des sous-suites pour une suite
bornée) ainsi que fonctionnelles (éléments qui y vivent ou en sont exclus). La mesure
portée par une courbe µγ est un exemple d’élément de V . Puis, nous avons défini une
fonctionnelle appelée CROC sur cet espace, qui possède au moins une solution et dont
nous pouvons définir les certificats duaux. Finalement, nous avons prouvé que les points
extrémaux de la boule unité de la norme ‖·‖V sont précisément les mesures portées par
une courbe simple Lipschitz.



Chapitre 4

Mise en œuvre numérique de la reconstruction
sans-grille de courbes.

Points clefs – la reconstruction sans-grille de courbes doit être mise en
œuvre :

1. L’espace des charges V a été introduit, c’est un espace de mesures vecto-
rielles telles que leur divergence soit une mesure scalaire. Il contient les
mesures portées par les courbes.

2. La fonctionnelle CROC définie sur l’espace des charges a également été
présentée, elle est régularisée par la norme V .

3. Les points extrémaux de la boule unité de la norme de V sont les mesures
portées par les courbes : il existe donc un minimiseur de CROC qui est
précisément une combinaison linéaire de courbes.

Contributions – une démarche et un algorithme sans-grille pour reconstruire
numériquement des courbes :

4. Nous mettrons en œuvre nos résultats théoriques avec un algorithme dérivé
d’un algorithme Frank-Wolfe.

5. Nous discuterons des problèmes d’implémentation pratique que cette mise
en œuvre engendre telle que la discrétisation, le choix de l’opérateur, etc.

6. Si ce premier travail ouvre la voie à la reconstruction de courbes sans-grille,
quelques questions restent en suspens : ces points sont étudiés et plusieurs
pistes de travail sont dégagées.

79
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Chapitre 4 – Reconstruction sans-grille numérique de courbes :
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.2 L’algorithme du Charge (Sliding) Frank-Wolfe pour la reconstruction de

courbes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.2.1 Rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.2.2 Un algorithme dans le cadre général . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.3 Illustration numérique pour le problème de super-résolution . . . . . 84
4.3.1 Discrétisation des courbes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.3.2 Définition d’un opérateur d’observation . . . . . . . . . . . . . 85
4.3.3 Déroulement de l’algorithme : cas polygonal . . . . . . . . . . 86
4.3.4 Discussion sur le cas Bézier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.3.5 Des pistes d’amélioration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent une nouvelle approche permettant la
reconstruction sans-grille de courbes, en exploitant une nouvelle régularisation. En
définissant un nouvel espace noté V de mesures vectorielles à divergence finie, nous
avons pu caractériser le rôle régularisant de la norme ‖·‖V . En particulier, nous avons
déterminé les points extrémaux de sa boule unité, qui sont précisément les mesures
portées par des courbes µγ. On rappelle la fonctionnelle CROC, pour Curves Represented
On Charges :

argmin
m∈V

Tα(m)
def.
=

1
2
‖y−Φ m‖2

H + α‖m‖V . (Qα(y))

Par le théorème 3.3 dit de la représentation et le résultat sur les points extrémaux,
nous savons qu’un minimum de (Qα(y)) est une combinaison linéaire finie de mesures
portées par des courbes. Il est maintenant nécessaire de proposer une mise en œuvre
numérique pour reconstruire ces courbes de manière sans-grille. La construction de cet
algorithme est en fait simplifiée par l’approche choisie : nous avons travaillé sur la carac-
térisation géométrique des minimiseurs de (Qα(y)) en étudiant les points extrémaux, et
nous allons exploiter une adaptation de l’algorithme du gradient conditionnel (vu au
chapitre 1), car il reconstruit itérativement des points extrémaux du régulariseur. Dans
ce chapitre, nous proposons d’abord d’écrire l’algorithme du Charge Sliding Frank-Wolfe
dans un cadre général, avant de le préciser dans le cadre de la super-résolution. Nous
aborderons les difficultés qu’il pose à cet endroit, et nous discuterons des possibles
améliorations pour cette méthode. Dans la suite de ce chapitre, nous travaillerons avec
l’ensemble X défini au chapitre 3.
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Attention — X est un borné de R2 : si l’on voulait traiter le cadre Rd pour d > 2,
nous n’aurions plus le résultat sur les points extrémaux. Nous pourrions à la rigueur
prouver que Ext(B1

V ) = S`, l’ensemble des courbes de longueur arbitraire ` > 0 [82],
mais alors d’une part, les courbes ne seraient plus simples (elles peuvent repasser sur
elles-mêmes), et d’autre part, il serait nécessaire de fixer la longueur ` a priori : elle ne
pourrait pas être estimée dans l’optimisation.

4.2 L’algorithme du Charge (Sliding) Frank-Wolfe pour la reconstruction de
courbes

4.2.1 Rappels

Nous rappelons la définition suivante, à savoir l’espace des mesures portées par des
courbes :

Définition 4.1 (Ensemble des courbes). On note S l’espace des mesures portées par des
courbes simples, qu’elles soient ouvertes ou fermées, muni de la topologie faible-∗ :

S
def.
=

 µγ∥∥∥µγ

∥∥∥
V

, γ est une courbe orientée simple Lipschitz

 .

C’est un espace métrique (non-complet) pour la topologie faible-∗.

Attention — Nous insistons sur le fait que les mesures portées par des courbes, élé-
ments de S, n’encodent aucune variation d’amplitude le long du support, et qu’elles
sont normalisées. Cela affecte évidemment les termes de la norme V : désormais, et
pour éviter toute ambiguïté, nous désignons par νγ

def.
= µγ/

∥∥∥µγ

∥∥∥
V

un élément de S,
mesure portée par une courbe γ et normalisée.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, l’algorithme de Frank-Wolfe effectue la
minimisation d’une fonction différentiable convexe f sur un sous-ensemble E convexe
faiblement compact d’un espace de Banach. Il repose sur la minimisation itérative d’une
version linéarisée de la fonction objectif, bénéficiant du fait qu’il n’utilise que les dérivées
directionnelles de f et qu’il ne nécessite aucune structure hilbertienne sur E, contraire-
ment aux algorithmes proximaux plus traditionnels. Il a suscité un grand intérêt dans les
communautés de l’optimisation et de l’apprentissage, grâce à sa capacité à produire des
itérées qui sont une combinaison de quelques atomes seulement, spécifiques au régula-
risateur choisi. Comme d’autres implémentations sans-grille, cet algorithme n’est pas
directement applicable à CROC : Tα n’est pas différentiable, et l’ensemble d’optimisation
V n’est pas borné. Il est donc nécessaire de procéder à un epigraphical lift [53, 35] pour
obtenir une fonctionnelle différentiable qui partage les mêmes mesures minimum que Tα.
L’algorithme que nous proposons pour reconstruire des courbes est donné en algorithme
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3 : de la même manière qu’au chapitre 1, la fonctionnelle Tα doit être entendue comme la
version epigraphical lift où l’on omet par abus de langage la composante sur la norme V .

4.2.2 Un algorithme dans le cadre général

Précisons quelques notations : on note νγ
[k] def.

= (νγ1
[k], . . . , νγ

N[k]
[k]) le vecteur itéré

des atomes reconstruits à la k-ième itération, et Φνγ
[k](a) def.

= ∑k
i=0 aiΦνγi

[k] où a ∈ RN[k]

est le vecteur des poids estimés, voir algorithme 3. On note S(X ) l’ensemble des courbes
engendrant S, à savoir :

S(X )
def.
= {γ, γ est une courbe simple Lipschitz à support dans X tel que νγ ∈ S} .

La longueur de γ est donnée par `(γ) def.
= H1(γ([0, 1])) et son équivalent de la norme V

s’écrit `div(γ) :

`div(γ) =

{
`(γ) + 2 si γ ouverte.
`(γ) sinon.

Notre algorithme bénéficie de l’amélioration apportée par la technique de sliding,
qui consiste à améliorer l’algorithme classique de Frank-Wolfe par une étape de sliding
en ligne 8–9. Nous avons en effet vu dans le cadre des mesures ponctuelles que la
modification de ces deux lignes par n’importe quelle méthode qui décroit l’énergie Tα

permet de conserver les propriétés de convergence (que nous établissons plus bas pour
les courbes). Cette étape non-convexe permet de surcroît une convergence en temps
fini pour la reconstruction de mesures ponctuelles : ceci étant un argument similaire
pour les mesures surfaciques et les mesures portées par des courbes reste à trouver, bien
qu’observé en pratique. La propriété suivante, dérivée des propriétés de l’algorithme de
Frank-Wolfe [31, 35], donne quelques garanties de convergence de l’algorithme :

Proposition 4.1. Soit (m[k])k≥0 une suite produite par l’algorithme 3. Elle admet alors un point
d’accumulation m∗ pour la topologie faible-∗, qui est solution de (Qα(y)). En outre, il existe
C > 0 tel que pour tout minimiseur m∗ de (Qα(y)) on ait :

∀k ∈N∗, Tα(m[k])− Tα(m∗) ≤
C
k

.

Les étapes des lignes 7 à 9 sont une adaptation assez naturelle aux courbes, comme
cela l’était pour [35, 28]. L’étape 4 renferme quant à elle plus d’originalité, et constitue
en réalité l’étape la plus difficile dans la mise en œuvre de l’algorithme. Pour être plus
précis, le problème

γ∗ ∈ argmax
γ∈S(X )

1
`div(γ)

ˆ 1

0
η[k](γ(t)) · γ̇(t)dt
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Algorithme 3 : Algorithme du Charge Sliding Frank-Wolfe
Entrées : Acquisition y ∈ H, nombre d’itérations K, paramètre de régularisation

α > 0.
1 Initialisation : m[0] = 0, N[k] = 0.
2 pour k, 0 ≤ k ≤ K faire
3 Pour m[k] = ∑N[k]

i=1 a[k]i νγi
[k] tel que a[k]i ∈ R, νγi

[k] ∈ S, soit

η[k](x) def.
=

1
α

Φ∗(Φ m[k] − y).

4 Trouver γ∗[k] ∈ S(X ) tel que :

γ∗ ∈ argmax
γ∈S(X )

1
`div(γ)

ˆ 1

0
η[k](γ(t)) · γ̇(t)dt.

si
∣∣∣η[k] (γ∗)

∣∣∣ ≤ 1 alors

5 m[k] est une solution de CROC. Stop.
6 sinon
7 Soit m[k+1/2] = ∑N[k]

i=1 a[k+1/2]
i νγi

+ a[k+1/2]
N[k]+1

νγ∗
[k+1/2] tel que :

a[k+1/2]
i ∈ argmin

a∈RN[k]+1

Tα

(
N[k]

∑
i=1

aiνγi
[k] + aN[k]+1νγ∗

[k+1/2]

)

8 Calculer m[k+1] = ∑N[k+1]

i=1 a[k+1]
i νγi

, solution de l’optimisation initialisée
par m[k+1/2] :

(
a[k+1], νγ

[k+1]
)
∈ argmin

(a,γ)∈RN[k]+1×S(X )N[k]+1

Tα

(
N[k]+1

∑
i=1

aiνγi
[k]

)
.

9 Prendre m[k+1] = ∑N[k]+1
i=1 a[k]i νγi

[k]. Retirer les atomes d’amplitudes trop
faibles.

10 fin
11 fin

Résultat : Mesure discrète m[k] où k est l’itération d’arrêt.

n’est que la traduction du problème sur les charges argmaxm∈V 〈m, η[k]〉M2 dans
l’espace des courbes. La difficulté est alors plus évidente : S(X ) n’est pas a priori un
espace vectoriel 1 ce qui limite les possibilités pour la méthode d’optimisation, et la
minimisation de 〈m, η[k]〉M2 est un problème encore moins trivial, eu égard à la difficulté

1. Sauf peut-être à définir une addition qui raccorderait les paramétrisations, mais il est alors clair que
cette addition ne serait pas symétrique
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d’optimiser sur un espace de mesures.

Attention — Le lecteur pourrait se demander pourquoi de telles difficultés n’ap-
paraissent pas pour les mesures ponctuelles ou surfaciques. Nous l’invitons alors à
considérer les deux observations suivantes :

— le problème pour les mesures 0–rectifiables argmax 〈m, η[k]〉M se réduit simple-
ment à argmaxx∈X η[k](x). Ce problème est assez simple à résoudre, tout du
moins avec une méthode grid search [29] : on parcourt tous les pixels de la grille
pour trouver celui qui a la plus forte luminosité.

— le problème pour les mesures 2–rectifiables, s’il peut certes s’écrire comme un
problème sur les ensembles de Cheeger [28], peut se réduire au problème plus
classique :

argmin
u∈L2(X )

ˆ
X

η[k](x)u(x)dx, tel que |Du|(X ) ≤ 1.

Le cadre des mesures 1–rectifiables ne bénéficie ni de l’épaisseur d’une mesure 2–
rectifiable, ni de la simplicité d’écriture des mesures 0–rectifiables, et nous détaillons
dans les paragraphes suivants comment aborder cette question.

Afin d’illustrer le fonctionnement de cet algorithme et de soulever d’autres difficultés
qui affleurent avec le problème de super-résolution, nous discutons maintenant de
l’implémentation pratique pour une observation convolée et bruitée.

Résumé — Nous avons introduit l’algorithme du Charge Sliding Frank-Wolfe. Pure
adaptation des algorithmes du gradient conditionnel, il permet de reconstruire ité-
rativement une charge comme une combinaison linéaire de mesures portées par des
courbes.

4.3 Illustration numérique pour le problème de super-résolution

4.3.1 Discrétisation des courbes

Il est nécessaire en pratique de discrétiser les courbes que nous allons optimiser.
Nous pouvons relever au moins deux types de discrétisation pour nos courbes Lipschitz
et simples.

Définition 4.2 (Courbes polygonales). On appelle courbe polygonale la courbe paramétrée,
pour 2 n ≥ 2 par x ∈ Rn×2, tel que [x1, x2], . . . , [xn−1, xn] soit simple.

Le vecteur x est donc la liste des sommets par lesquels passe la courbe. L’avantage
qu’il procure est assez clair : la discrétisation est en quelque sorte un échantillonnage

2. n ≥ 3 évidemment pour une boucle.
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du tracé de la courbe. Ceci se fait de toute évidence au détriment de la régularité : le
caractère polygonal implique d’avoir un nombre suffisant de points pour que la courbe
apparaisse régulière. Si l’on souhaite disposer de courbes plus lisses, avec moins de
points de régularisation, on peut utiliser des courbes déterminées par des points de
contrôle, comme c’est le cas de la classe suivante :

Définition 4.3 (Courbes de Bézier). On appelle courbe de Bézier la courbe contrôlée par les
points (P0, . . . , Pp) et définie par la représentation paramétrique P(t) = ∑

p
i=0 Bp

i (t)Pi, pour
tout t ∈ [0, 1] et Bp

i les polynômes de Bernstein.

Soit γ une courbe simple, on note γn la courbe de Bézier à n points de contrôle et de
degré n choisie pour interpoler la courbe γ en n− 1 points différents. La réalisation de
cette interpolation est un peu plus délicate puisqu’il ne suffit pas d’évaluer la courbe en
n points pour avoir les points de contrôle : nous serons amenés à en discuter plus en
détail au moment de la mise en œuvre pour le problème de super-résolution.

Remarque. Il convient de noter qu’à n fixé cette courbe γn est unique. En effet, soient deux
ensembles de points de contrôle P et Q produisant la même courbe de degré n alors :

p

∑
i=0

Bp
i (t)Pi =

p

∑
i=0

Bp
i (t)Qi, pour tout t ∈ [0, 1]

⇐⇒
p

∑
i=0

Bp
i (t)(Pi −Qi) = 0.

Les polynômes de Berstein forment une famille libre, donc Pi = Qi.

Notons que la courbe polygonale peut être comprise comme une discrétisation type
spline (avec un polynôme) de degré 1. Une discrétisation avec des polynômes d’ordre
supérieur pourrait être pertinente, mais les inconvénients (dont nous rediscuterons plus
loin) seraient sensiblement les mêmes que la discrétisation polygonale. Nous discuterons
donc la suite principalement des choix de courbes polygonales ou de courbes de Bézier.

Un résultat faisant le lien entre solutions des problèmes discrets (CROC sur les
courbes discrétisées) et solution du problème continu (CROC sur V ) serait le bienvenu :
pour établir cette relation, nous avons dessein d’utiliser dans de prochains travaux la
notion de Γ-convergence.

4.3.2 Définition d’un opérateur d’observation

L’application choisie pour illustrer le principe de l’algorithme est un problème de
super-résolution similaire à ceux rencontrés dans les précédents chapitres, dans le
contexte d’une convolution gaussienne. Soit g ∈ X N l’image observée. Toute la difficulté
provient de la nature vectorielle des mesures portées par des courbes νγ : il n’est pas
évident de donner un sens aux composantes

(
νγ

1, νγ
2) = νγ. Le choix de l’opérateur

Φ : V → H doit donc tenir compte de cette dimension vectorielle. De surcroît, le



86 Chapitre 4 Reconstruction sans-grille numérique de courbes

certificat sera nécessairement un élément de C0(X )2 (voir chapitre 3), dit autrement
Φ∗ : H → C0(X )2 . Il paraît donc naturel de préserver ce caractère vectoriel dansH.

Attention — La divergence, et par extension le caractère vectoriel, est essentielle pour
assurer l’extrémalité des mesures portées par des courbes, en permettant par exemple
d’évacuer la mesure de Dirac de l’ensemble d’optimisation.

Il faut donc trouver une quantité vectorielle deH que l’on pourrait lier à la mesure
νγ par l’opérateur Φ. Un choix naturel serait de prendre le gradient de l’image g, noté
y. En pratique, nous utilisons une astuce permise par la propriété de dérivation de la
convolution. En effet, considérons formellement l’image source discrète I, tel que l’on
ait g = h ∗ I, alors y = ∇g = h ∗∇I = ∇h ∗ I. Ainsi, nous évaluerons Φ νγ comme la
convolution du support avec le gradient du noyau gaussien. L’opérateur vectoriel Φ

aura donc pour noyau ϕ(x) avec x ∈ X et N ∈N∗ le nombre de points dans une image
deH = RN :

∀x ∈ X , ϕ(x) def.
=

1
2πσ

(
−x1 e−(

i−1
N−1−x1)

2
/2σ2

−x2 e−(
i−1
N−1−x2)

2
/2σ2

)
1≤i≤N

.

Il est clair que le gradient y doit passer par un post-traitement (lissage, super-
résolution), car c’est elle qui est utilisée en pratique dans l’algorithme, alors que cette
quantité est calculée avec un gradient discret : le bruit dans g se répercute d’autant plus
sur y.

4.3.3 Déroulement de l’algorithme : cas polygonal

Dans la suite, nous allons considérer un exemple synthétique où l’on cherche à
reconstruire des courbes à partir d’une image « classique » observée g, dégradée par une
convolution d’écart-type σ = 2× 10−2 et par du bruit blanc additif gaussien d’écart-type
σb = 4× 10−3. Soit deux charges, plus précisément µ1 une courbe ouverte et µ2 une
courbe fermée, appartenant toutes les deux à S. Considérons maintenant la charge
source T = 4µ1 + µ2, le facteur quatre étant choisi pour des questions de visualisation.

L’image g et sa source T sont présentées en figure 4.1. Le gradient de l’image y def.
= ∇g

qui jouera le rôle d’observation est quant à lui portée en figure 4.2, il est calculé en
pratique avec les différences finies.

La reconstruction sera d’abord produite avec des courbes polygonales, ce qui nous
permettra d’observer le fonctionnement du Charge Sliding Frank-Wolfe dans un cas
simple et de retirer les principaux avantages et défauts de cette discrétisation. Déroulons
l’algorithme à la première étape, auquel cas notre mesure itérée m[k] est nulle.

Au sein d’une itération, la première étape de notre algorithme consiste à estimer le
support de l’atome ajouté à l’itérée. Comme nous l’avons indiqué, cette étape d’estima-
tion est propre à chaque approche sans-grille : l’équivalent pour la norme TV classique
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FIGURE 4.1 – À gauche : l’image observée g, générée à partir d’une charge composée
d’une spirale µ1 et d’une boucle µ2, qui ont des intensités différentes. À droite : les
supports des deux courbes. Noter la courbure lisse de µ1 et µ2 que nous cherchons à
retrouver.

( y)(1) ( y)(2)

FIGURE 4.2 – Les deux composantes du gradient y = ∇g constituent la quantité perti-
nente pour le terme d’attache aux données de (Qα(y)). Notez que le bruit sur l’image a
un effet d’autant plus grand sur le gradient, de sorte qu’une stratégie de débruitage du
gradient doit être adoptée, en particulier pour les images expérimentales.

serait une simple recherche de la position de la plus grande valeur de
∣∣∣η[k]∣∣∣, comme cela

est défini en ligne 3 de l’algorithme 3. Dans notre cas, il est nécessaire de résoudre

argmax
m∈V

〈η[k], m〉M2

équivalent à

argmax
γ∈S(X )

1
`div(γ)

ˆ 1

0
η[k](γ(t)) · γ̇(t)dt. (4.1)
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Cette quantité peut s’interpréter comme la longueur de la courbe γ pondérée par la «
métrique » η[k]. Si le noyau de Φ est le gradient d’une gaussienne 2D, l’opérateur adjoint
sera en pratique une divergence.

Le certificat dual est composé de dérivées secondes, ce qui le rapproche du Laplacien
de l’image g, une quantité qui est connue pour « exploser » au voisinage du support
de la courbe. Les points d’amplitude maximum dans

∣∣∣η[k]∣∣∣ donnent donc une première
approximation de la courbe. Les difficultés sont alors de deux ordres :

— contrairement au cas ponctuel où il y avait un seul point maximum, il faut désormais
retrouver un ensemble de pixels pour former γ∗ le support du nouvel atome estimé.
Nous l’avons vu, le problème (4.1) est loin d’être évident, il faut a minima lui trouver
un substitut ;

— les courbes peuvent être soit ouvertes, soit fermées (contrairement au cas 2–
rectifiable où la frontière de l’ensemble simple est nécessairement une courbe
fermée). Il faut donc à ce titre prévoir une heuristique pour décider si l’atome
ajouté est une courbe ouverte ou une courbe fermée.

En première approximation, nous pouvons déjà réaliser un seuillage pour identifier
les pixels de plus forte amplitude du support. Nous récupérons ainsi une liste de points
qui donne grossièrement le support de l’estimée, mais cette liste n’est pas triée.

Attention — Un seuillage trop fort évacuerait les endpoints de la liste de positions
estimées. A contrario, un seuillage trop faible estime trop de points dans le support, ce
qui donne une « épaisseur » à la courbe.

En ce qui concerne l’heuristique permettant de déterminer si γ∗ est ouverte ou
fermée, notons que les courbes en jeu sont simples. Par conséquent, nous exploitons
le fait qu’une boucle sépare X en deux composantes connexes, contrairement à une
courbe ouverte dont le complémentaire du support n’a qu’un seul ensemble connexe. Il
convient de distinguer dès maintenant les cas ouvert et fermé, car la manière de gérer
les extrémités de la courbe va différer : une courbe fermée ne requiert pas d’attention
particulière sur la détermination de ces endpoints. La figure 4.3 présente le certificat ainsi
que le seuillage permettant de donner une initialisation du support de la courbe. Il est
nécessaire à ce stade :

— d’identifier les extrémités (endpoints), points de départ et d’arrivée ;

— d’ordonner la liste de points.

Nous pourrions utiliser ce premier résultat pour initialiser γ∗. Ceci étant, le seuillage
que nous utilisons en pratique donne une épaisseur d’au moins deux pixels à la courbe :
par conséquent la paramétrisation n’emprunte pas le chemin de la ligne moyenne, et
oscille au contraire autour du tracé de la courbe vérité-terrain. Pour réduire le nombre
de points dans la courbe numérique, nous proposons de réaliser une approximation lisse
avec des fonctions de python telles que splprep. Ceci permet d’une part, de réduire le
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nombre de points discrétisant le support (et par extension de réduire le temps de calcul
des optimisations) et d’autre part, de contenir le risque d’oscillations que nous aurons
l’occasion d’examiner plus en détail.

Une fois toutes ces étapes mises en œuvre, nous obtenons une courbe polygonale
simple notée γ∗, et une initialisation du support pour l’atome ajouté est obtenue avec
succès.

= ([0, 1])

6

4

2

0

2

4 = ([0, 1])

FIGURE 4.3 – À gauche : amplitude du vecteur Φ∗ y, le support de la courbe estimée
γ∗ se trouve dans les pixels (quasi) optimaux. À droite : seuillage permettant d’obtenir
une estimation approximative du support. La courbe vérité-terrain γ, de support Γ =
γ([0, 1]), est tracée en rouge.

Ce support γ∗ du nouvel atome estimé, nous pouvons ajouter la mesure portée par
la courbe γ∗ à l’itérée. L’optimisation qui suit est la résolution du problème convexe
présenté en ligne 7 : c’est encore une fois une adaptation du BLASSO, dans la veine des
travaux portant sur les mesures 0–rectifiables ou 2–rectifiables [35, 28]. L’amplitude des
atomes, à supports fixés, y est estimé. Cette optimisation est produite avec n’importe quel
solveur convexe, tel qu’une implémentation d’ISTA/FISTA [4] (Fast Iterative Shrinkage-
Thresholding Algorithm).

L’étape non-convexe en lignes 8 et 9 est pour sa part bien plus contraignante : le
sliding qui est ici à l’œuvre ajuste les atomes à la fois en amplitude et en position. La
discrétisation des courbes avec l’approximation polygonale revient à effectuer l’optimi-
sation de « chaînes », plus précisément, on réalise une descente de gradient à la fois sur
les amplitudes, qui est commune à chaque chaîne/courbe, et sur les positions. Ceci est
réalisé en pratique par un optimiseur non-convexe, tel que (L-)BFGS ou dans notre cas
le solveur ADAM [63] qui s’est montré empiriquement plus rapide et plus précis que les
autres optimiseurs proposés dans PyTorch.

Attention — Les paramètres d’ADAM tels que le taux d’apprentissage (lr pour learning
rate) doivent être choisis avec précaution. Ce dernier doit être pris assez faible (bien
inférieur à 0,1), sous peine d’obtenir des solutions fortement divergentes.
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La sortie de l’étape convexe est portée en figure 4.4 à gauche, elle partage alors le
même support que le support « brut » estimé dans l’étape linéaire ou ligne 4. Elle est
à comparer avec l’estimé issue de l’étape non-convexe sur la droite, où l’on peut voir
l’effet de la descente de gradient qui régularise la courbure.
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FIGURE 4.4 – À gauche : estimation brute obtenue à l’issue de l’étape linéaire. À droite :
estimation à la fin de la première itération. Il est à espérer que l’étape de sliding lisse la
courbure et corrige l’estimation approximative du support.

Il est intéressant de constater que les extrémités des boucles (c’est-à-dire les courbes
fermées) γ(0) et γ(1), égales par définition, tendent en pratique à s’éloigner l’une de
l’autre au fil des itérations de l’étape non-convexe. Ceci est peut-être lié aux faces et, plus
généralement, à la structure géométrique de la boule unité de la norme de V : à notre
connaissance, aucun travail n’a encore pu étudier ce curieux changement de topologie
puisque l’espace V est un concept assez nouveau pour la communauté sans-grille. Notre
observation est à ce stade purement empirique, et nous avons simplement mis en œuvre
une stratégie visant à (re)fusionner les extrémités de courbe en réalité fermées. Notre
algorithme a alors reconstruit une courbe, et nous itérons ainsi l’algorithme pour obtenir
une reconstruction de la charge source T , voir la figure 4.5.

Finalement, la reconstruction est portée dans la figure 4.6. Les supports des courbes
sont correctement reconstruits 3, avec bien sûr quelques petites différences dues au bruit.

Les résultats proposés peuvent sembler un peu simples. Cependant, nous soulignons
que nous pouvons exploiter cette méthode avec d’autres types d’opérateur d’acquisition
rencontrés en problèmes inverses, tel que Fourier ou Laplace, permettant de traiter
des acquisitions plus difficiles à interpréter visuellement. Cet algorithme pourrait être
appliqué à des données expérimentales, mais cela nécessite un post-traitement précis du

3. 20 secondes sur un Intel Xeon E5-2687W v3 pour une image de 64× 64. Une implémentation CUDA
est mise en place pour les images plus grandes, garantissant toujours la reconstruction d’une image de 512
pour512 en moins de 4 minutes sur une NVIDIA Quadro K2200. Voir https://gitlab.inria.fr/blaville/
amg.

https://gitlab.inria.fr/blaville/amg
https://gitlab.inria.fr/blaville/amg
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FIGURE 4.5 – À gauche : estimation brute à partir de l’étape de l’oracle. À droite :
l’estimation à la fin de la première itération. Les estimations correspondent à la structure
des courbes mais présentent quelques « cassures » : en raison du bruit, la reconstruction
ne semble pas aussi lisse que la vérité de terrain. L’étape non convexe permet de mieux
reconstruire l’enroulement de la spirale.
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FIGURE 4.6 – La reconstruction finale rend bien compte de la courbure des courbes de la
source.

gradient tel que le débruitage ou une super-résolution, car l’algorithme a besoin d’une
première estimation (au pire médiocre, mais tout du moins utilisable) pour estimer un
point de V qui se trouve dans le bassin d’attraction du minimiseur global.

Pour finir, une limite théorique de l’erreur d’estimation du support n’est pas triviale
à estimer : elle a été étudiée pour les mesures ponctuelles [43] et un résultat similaire
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pour les ensembles de niveaux a récemment été annoncé 4. Par analogie avec ces travaux,
il est peut-être possible de définir un difféomorphisme entre les courbes reconstruites et
celles de la vérité-terrain, la norme de ce difféomorphisme quantifiant et bornant l’écart
entre les deux courbes. Cet équivalent pour la reconstruction de courbes sans-grille reste
ceci étant à explorer.

Résumé — L’algorithme du Charge Sliding Frank-Wolfe reconstruit des courbes aussi
bien ouvertes que fermées. Les spécificités des mesures 1–rectifiables constituent
une subtilité supplémentaire, et la difficulté du problème d’optimisation nécessite
un soin particulier dans le choix des paramètres de discrétisation, de régularisation,
d’optimisation, etc.

L’algorithme a été ici mis en œuvre avec des courbes polygonales : si elles permettent
une implémentation simplifiée (les points de contrôle sont exactement les points par
lesquels la courbe chemine), elles présentent un désavantage au niveau du nombre de
points nécessaires pour représenter une courbe avec une régularité importante. Il est
nécessaire de prendre suffisamment de points de discrétisation pour avoir une certaine
régularité visuelle. En revanche, il faut en mettre avec parcimonie, sous peine de voir des
oscillations apparaître dans la reconstruction. On observe ainsi un phénomène similaire
au chapitre 2 : les points discrétisant la courbe ont tendance à s’écarter les uns des autres,
comme s’ils respectaient une distance de séparation minimale.

Ce phénomène est assez pénible pour la mise en œuvre numérique, puisqu’il nous
contraint à choisir judicieusement le nombre de points de discrétisation. Il serait plus
intéressant de disposer d’un vrai contrôle sur la finesse de discrétisation, et c’est ce que
nous proposons dans le prochain paragraphe avec les courbes de Bézier.

4.3.4 Discussion sur le cas Bézier

Les courbes de Bézier, telles que présentées plus haut en définition 4.3 présentent
l’avantage d’avoir des points de contrôle qui génèrent le tracé de la courbe. À partir
de p ∈N∗ points de contrôle (P0, . . . , Pp), on peut gérer un nombre n ∈N∗ arbitraire
de points (ti)1≤i≤n discrétisant le tracé (γ(ti))1≤i≤n. Ceci se réalise en pratique avec
l’algorithme récursif de Casteljau 5. Soit t ∈ [0, 1] un point de la paramétrisation, le
calcul de γ(t) pour γ la courbe de Bézier contrôlée par (P0, . . . , Pp) est donné dans
l’algorithme 4.

Il suffit ensuite d’appliquer cet algorithme sur n points de discrétisation (ti)1≤i≤n
pour obtenir le tracé de la courbe. Si l’on rajoute une couche d’abstraction à notre mise
en œuvre, on dispose alors d’un contrôle sur la discrétisation du tracé, indépendamment

4. D’après les travaux de M. Romain Petit, présenté au CANUM 2022.
5. Paul de Casteljau est un mathématicien français, à l’origine de l’algorithme éponyme qu’il a dé-

veloppé dans les années 50 pour le compte du constructeur automobile Citroën. Historiquement, cet
algorithme a précédé le cadre théorique permettant de définir les courbes de Bézier, pour sa part remontant
aux années 80.
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Algorithme 4 : Algorithme de Casteljau.
Entrées : Points de contrôle P0, . . . , Pp.

1 pour 0 ≤ i ≤ p faire
2 β[i] = Pi
3 fin
4 pour 1 ≤ j ≤ p faire
5 pour 0 ≤ i ≤ p− j faire
6 β[i] = (1− t)× β[i] + t× β[i + 1]
7 fin
8 fin

Résultat : β[0], qui est la position estimée de γ(t).

du nombre de points de contrôle. De surcroît, les courbes de Bézier permettent de
représenter des courbes lisses avec peu de points de contrôle, contrairement aux courbes
polygonales. A contrario, il est plus difficile pour une courbe de Bézier de modéliser des
courbes affines par morceaux, les courbes polygonales étant plus adaptées à cette fin.

En reprenant les opérateurs et les observations utilisés plus haut pour le cas polygo-
nal, nous allons illustrer la reconstruction avec une paramétrisation Bézier. Précisons
au passage une considération numérique utile pour les étapes d’estimation du sup-
port : pour trouver les points de contrôle P d’une courbe γ à partir de sa discrétisation
polygonale, il est nécessaire de minimiser la fonction P 7→ ‖Φ νγ −Φ(F(P))‖2

2 avec
F l’algorithme de Castelaju décrit en algorithme 4. La spirale µ1 présentée plus haut
est reproduite avec une discrétisation Bézier en figure 4.7, à gauche dans sa version
floutée, bruitée ; et à droite avec ses points de contrôle. En pratique, la vérité-terrain sera
constituée de la spirale µ1 avec une discrétisation polygonale.
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FIGURE 4.7 – À gauche : Une image g issue de l’observation de T composée d’une spirale
µ1. À droite : le support que nous souhaitons reconstruire, par exemple ici paramétré
par une courbe de Bézier contrôlée par les croix.

Il est intéressant de noter que les points de contrôle ne s’agglutinent pas aux mêmes
endroits, et que l’ajout de point de contrôle ne provoque pas de phénomène d’oscillations.
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L’algorithme 3 est alors adapté pour cette version en courbe de Bézier. L’optimisation ne
se fait donc plus sur la liste des positions échantillonnant la courbe, mais sur les points
de contrôle. En pratique, la mise en œuvre reste sensiblement similaire, dans le sens où
la connaissance des points de contrôle permet de générer les points d’une courbe 6, et
nous retrouvons alors le cadre polygonal détaillé plus haut ; à ceci près que l’on travaille
ici avec les points de contrôle. Les résultats obtenus par notre algorithme sont présentés
dans la figure 4.8.

Vérité-terrain
Reconstruction

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

FIGURE 4.8 – Reconstruction de la source par l’algorithme Charge Sliding Frank-Wolfe
avec une discrétisation en courbes de Bézier.

La reconstruction n’est paramétrée que par dix points de contrôle, contre cent points
pour la discrétisation polygonale de la vérité-terrain 7. Ainsi, contrairement aux courbes
polygonales, nous pouvons décrire correctement une courbe régulière avec peu de points
d’optimisation, ce qui est un véritable atout pour les applications dans lesquelles il sera
nécessaire d’estimer un nombre conséquent de courbes, le temps de calcul en étant
d’autant plus réduit.

Attention — La courbe reconstruite est plus courte que la vérité-terrain, ce qui est une
conséquence assez logique de la régularisation par la norme ‖·‖V , et par extension
‖·‖TV2 qui pénalise la longueur de la courbe (voir chapitre 3).

Il convient également de noter que l’ajout de points de contrôle ne dégrade pas
l’estimation : il n’y a pas d’oscillations artificielles introduites par des points de discré-
tisation trop proches. Les points de contrôle peuvent se répartir librement dans R2, et

6. on prendra typiquement n = 100 points.
7. Compte tenu du bruit il n’est pas nécessaire d’en rajouter plus.
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l’optimisation ne semble pas souffrir d’une distance de séparation minimale. En contre-
partie, l’algorithme tend empiriquement à sous-estimer plus fortement la longueur de la
courbe que dans le cas polygonal. Toutes les caractéristiques des deux discrétisations
sont finalement rappelées dans la table 4.1.

Discrétisation Polygonale Bézier

Tracé de γ Direct Algorithme de Casteljau
Régularité Beaucoup de points Peu de points
Oscillations Si trop de points Non
Prise en compte Aisée Difficile
des discontinuités
Sous-estimation Très légère Légère
de la longueur

TABLE 4.1 – Avantages et inconvénients des deux discrétisations.

Résumé — La paramétrisation Bézier est une bonne alternative à la paramétrisation
polygonale. Elle permet de modéliser efficacement des courbes régulières avec peu
de points de contrôle, et s’affranchit des considérations sur le choix des points de
discrétisation qui provoquent des oscillations.

4.3.5 Des pistes d’amélioration

Nous recueillons dans la suite les pistes d’amélioration dégagées dans ce chapitre :

— la modélisation vectorielle implique le calcul d’un gradient de l’image observée,
qui n’est pas aisé eu égard aux phénomènes venant perturber ou dégrader l’ob-
servation. L’utilisation d’un terme scalaire pour le terme d’attache aux données,
dans le sens où l’image n’aurait qu’une composante en chaque point, permettrait
de simplifier cette démarche. Ceci étant, cette modification n’est pas aisée dans la
mesure où le calcul du Φ∗ ne semble plus aussi trivial : quelle application ferait le
lien entre une acquisition « scalaire » et un certificat vectoriel ?

— l’estimation du support reste assez grossière puisqu’elle ne résout pas de problème
d’optimisation et repose sur un seuillage qui produit des résultats nécessairement
incomplets. Il faudrait peut-être chercher à résoudre un problème sur l’ensemble
des fonctions Lipschitz (qui est lui un espace vectoriel) plutôt que S(X ), mais
nous n’avons quoi qu’il en soit pas encore trouvé de démarche satisfaisante dans
la littérature pour l’optimisation de la circulation du certificat η sur γ ;

— une modélisation avec des courbes splines pourrait être pertinente, bien qu’elle
présente probablement les mêmes avantages et inconvénients qu’une discrétisation
polygonale, qui n’est jamais qu’un spline d’ordre un ;
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— les courbes que nous avons présentées dans ce chapitre ne se croisaient pas. C’est
pourtant une situation que l’on rencontre souvent en pratique dans les données
réelles, voir chapitres 1 et 2. Des discussions avec des chercheurs de la communauté
sans-grille ont pu soulever quelques réserves sur ce problème : il semblerait que la
reconstruction soit nécessairement composée de mesures singulières, ou dit autre-
ment qu’elles soient des points extrémaux aux supports disjoints. Ce phénomène
est attesté pour les mesures de Dirac dynamiques, les mesures ponctuelles dont la
trajectoire au cours du temps est une courbe : les chemins reconstruits s’évitent
nécessairement [12, 44]. Pour résoudre ce problème, nous préparons un article qui
propose dans le cadre dynamique de réaliser un lift du problème dans l’espace des
roto-translations [18], et de formuler une nouvelle fonctionnelle régularisée par la
métrique de Reeds-Shepp [71, 40] afin de reconstruire des courbes dotées d’une
information d’orientation. Ce lift permet ainsi de décroiser des courbes en relevant
la dimension du problème : les premiers résultats sont concluants, mais il n’est pas
tout à fait évident que ce qui fonctionne dans le cadre dynamique (et qui incorpore
donc une information temporelle) s’étende naturellement à V . Les liens entre ces
problèmes restent encore à explorer et à clarifier.

4.4 Conclusion

Grâce aux résultats théoriques sans-grille établis au chapitre 3, nous avons pu étu-
dier la mise en œuvre numérique de la reconstruction sans-grille de courbes. Nous
avons discuté des problèmes liés au cadre vectoriel pour la modélisation de l’opérateur
d’acquisition, ainsi que les questions liées à la discrétisation et la paramétrisation des
courbes numériques. Puis, nous avons proposé un nouvel algorithme, qui repose sur
l’algorithme du gradient conditionnel, pour reconstruire itérativement une combinaison
linéaire d’atomes, précisément ici des courbes. Les résultats ont été illustrés pour des
paramétrisations polygonales ainsi que par courbes de Bézier, puis mis en perspective.
Dans de prochains travaux, il serait pertinent d’effectuer des expériences avec des don-
nées réelles en microscopie de fluctuation, par exemple avec une adaptation de Λ du
chapitre 2 ; tout en creusant certaines propriétés numériques de notre algorithme : une
équivalence du taux de convergence en temps fini du Sliding Frank-Wolfe valide dans le
cas des mesures ponctuelles, par exemple, serait une propriété assez utile.



Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Ce manuscrit de thèse s’est proposé de détailler nos contributions en termes de
construction mathématique et de mise en œuvre numérique, dans l’optique de résoudre
des problèmes rencontrés en imagerie biomédicale et en particulier dans le cadre de la
microscopie de fluorescence.

Plus précisément, nous avons présenté l’état de l’art des méthodes sans-grille, que
nous avons mises en œuvre dans une bibliothèque qui se veut accessible et que nous
avons illustrées sur des images SMLM. Nous avons ensuite construit une méthode
sans-grille en microscopie de fluctuations, à travers la formulation d’un opérateur et
d’une énergie exploitant une hypothèse d’indépendance statistique des fluctuations.
Devant l’impossibilité de reconstruire des structures biologiques supportées par des
courbes dans ce cadre, et souhaitant combler le fossé théorique entre reconstruction
de mesures ponctuelles et surfaciques, nous avons proposé une nouvelle approche
permettant la reconstruction de mesures portées par des courbes. L’introduction d’un
espace de mesures, la formulation d’une nouvelle énergie appelée CROC ainsi que la
preuve d’un théorème de caractérisation géométrique des solutions de CROC comme
mesures portées par des courbes ont permis la construction de cette nouvelle approche.
Finalement, nous avons proposé un algorithme mettant en œuvre cette méthode sans-
grille reconstruisant des courbes, et nous avons dégagé les pistes d’amélioration qui se
devraient d’être explorées.

Pour conclure ce manuscrit, nous détaillons précisément dans la suite nos contribu-
tions, qui ont elles-mêmes dégagé de nouvelles perspectives que nous nous efforcerons
de détaillons dans la suite.

5.1 Conclusions et contributions

Reconstruction de mesures ponctuelles à partir d’une image

Le premier chapitre fournit un état de l’art sur les méthodes variationnelles sans-
grille pour la reconstruction de sources ponctuelles. Tous ces résultats présentent un
réel intérêt pratique, qui est démontré par l’application de ces méthodes sans-grille

97
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sur des problèmes concrets tels que le problème de super-résolution. Nous avons ainsi
montré l’utilité de l’approche sans-grille à travers un exemple dans le cadre de la
microscopie de fluorescence SMLM : la reconstruction obtenue est de qualité comparable
aux productions de l’apprentissage profond, en ne nécessitant pas de jeux de données
et avec la seule connaissance de l’opérateur d’observation. Ces travaux ont été publiés
dans [68].

Reconstruction de mesures ponctuelles en microscopie de fluctuations

Nous avons formulé une modélisation temporelle du cadre d’acquisition en microsco-
pie de fluorescence par fluctuation. La source est une mesure dynamique, combinaison
linéaire de mesures de Dirac aux positions fixes mais aux amplitudes fluctuantes au
cours du temps. À l’aide de l’hypothèse d’indépendance des fluctuations de luminosité
des fluorophores, il est possible de construire un opérateur qui fait le lien entre matrice de
covariance spatiale et une mesure de Radon sans dépendance temporelle : cette mesure
partage les mêmes positions que la mesure source. Les résultats de la méthode sans-grille
sur des données synthétiques et expérimentales illustrent la capacité de reconstruction
des détails fins par cette approche, permettant par exemple de déduire un enlacement de
filaments oblitéré par le flou de la diffraction. Les résultats sont néanmoins en pointillé,
ce qui n’est que la conséquence logique de la régularisation promouvant la géométrie
ponctuelle. Eu égard à cette limite théorique, il n’est pas possible en pratique de recons-
truire des solutions exhibant une géométrie de courbe, qui constitue une part pourtant
non négligeable des structures à imager dans ce type de microscopie de fluorescence.
Ces résultats ont été publiés dans [65].

Un nouveau régulariseur : la divergence pour les mesures portées par des courbes

Nous avons introduit un nouveau terme de régularisation, qui utilise la divergence
pour incorporer l’a priori structurel de solutions en courbe. Après avoir évoqué diffé-
rentes pistes de recherche pour reconstruire des courbes, nous avons discuté de l’espace
V des mesures vectorielles à divergence finie et prouvé quelques propriétés algébriques
(espace de Banach, convergence de sous-suites) ainsi que fonctionnelles (éléments qui
y vivent ou qui en sont exclus). La mesure µγ portée par une courbe γ est un exemple
d’élément de V . Puis, nous avons défini une fonctionnelle appelée CROC sur cet espace,
qui possède au moins une solution et dont nous pouvons définir les certificats duaux
que nous avons explicités. Finalement, nous avons prouvé le résultat le plus essentiel de
cette thèse, à savoir que les points extrémaux de la boule unité de la norme ‖·‖V sont
précisément les mesures portées par une courbe simple Lipschitz. Ces travaux ont été
publiés dans [67].
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Une mise en œuvre numérique de la reconstruction des mesures portées par des
courbes

Nous avons discuté des problèmes liés au cadre vectoriel pour la modélisation de
l’opérateur d’acquisition, ainsi que les questions liées à la discrétisation et la paramétri-
sation des courbes numériques. Puis, nous avons proposé un nouvel algorithme, qui
repose sur l’algorithme du gradient conditionnel, pour reconstruire itérativement une
combinaison linéaire d’atomes, précisément ici des courbes. Les résultats ont été illustrés
pour différentes paramétrisations et mis en perspective. Ces résultats ont été publiés
dans [66], et donneront lieu à une version étendue dans Journal of Mathematical Imaging
and Vision de l’éditeur Springer.

5.2 The Off-the-grid Cookbook : des perspectives en sans-grille

Nous clôturons cette thèse en discutant maintenant des perspectives ouvertes au fil
des chapitres, que nous avons rassemblées dans la suite :

Une bibliothèque à destination des biologistes

La préparation de cette thèse a présidé à la création d’un module appelé offgrid en
python se proposant de rassembler les méthodes les plus pertinentes en méthode sans-
grille. À travers un travail sur l’efficacité des opérations (par exemple de convolution
ou d’auto-dérivation) et sur le choix des implémentations pratiques, notre bibliothèque
s’efforce de mettre à disposition la théorie sans-grille au plus grand-nombre.

Dans cette optique, nous avons commencé le développement d’une version GUI, sur
la plateforme Napari, pour permettre à un opérateur de manipuler toutes ces méthodes
simplement depuis une interface graphique. Ce travail est encore parcellaire, puisqu’il
a été mis en œuvre uniquement sur la reconstruction de mesures de Dirac statiques.
Il serait ainsi pertinent d’incorporer tous les algorithmes de offgrid dans ce paquet,
tels que les méthodes sans-grille pour la microscopie de fluctuations, pour les mesures
portées des courbes, etc.

Reconstruction de courbes en covariance

La définition de l’opérateur de covariance Λ présentée au chapitre 2 pourrait être
étendue aux mesures portées par des courbes. Plus précisément, il faudrait adapter
la reconstruction de courbes au cadre de la microscopie de fluctuations. Il est alors
nécessaire de relever plusieurs autres défis pour y parvenir pleinement, les points qui
suivent en sont une illustration.

Variations d’amplitudes et décroisement

Par construction, les amplitudes le long d’une mesure portée par une courbe de
V sont constantes. Cependant, ces amplitudes varient en pratique, avec en particulier
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un aspect « guirlandes de Noël » en microscopie de fluctuations. La luminosité de la
structure biologique courbe peut ainsi être nulle sur certaines portions, et le modèle n’en
tient actuellement pas compte. Dans la même veine, les filaments, vaisseaux sanguins, etc.
imagés en dimension deux sont régulièrement enchevêtrés. Cependant, des phénomènes
(pour une mesure source qui est courbe, surfacique, etc) constatés en pratique semblent
indiquer qu’il n’est pas possible de reconstruire itérativement des mesures aux supports
s’intersectant. La reconstruction sur V pourrait à ce titre bénéficier des idées développées
dans le cadre dynamique, que nous abordons ci-dessous.

Mesures dynamiques en localisation par ultrasons

L’état de l’art en problème sans-grille dynamique permet la reconstruction de me-
sures ponctuelles se déplaçant au cours du temps, grâce à une minimisation par l’énergie
de Benamou-Brenier faisant intervenirM(Γ) (à un plongement près). Un futur article
de notre cru, aujourd’hui en cours de rédaction, propose d’effectuer un lift du problème
dans l’espace des roto-translations R2 × S1, d’étendre l’énergie de Benamou-Brenier à
n’importe quelle métrique a minima Riemannienne et de formuler une nouvelle fonction-
nelle régularisée par la métrique de Reeds-Shepp qui reconstruirait des courbes dotées
d’une information d’orientation. Ce lift permet ainsi de décroiser des courbes en relevant
la dimension du problème. La méthode devrait être testée dans un cadre de microscopie
de localisation par ultrasons (ULM), où la dimension dynamique intervient dans le suivi
de chaque bulle.

À ce titre, il serait également pertinent de s’interroger sur la dimension aveugle
du problème inverse : la connaissance de la PSF est partielle en imagerie ULM, et
le problème pourrait bénéficier d’une formulation du terme d’attaches aux données
relaxées. L’idée serait de travailler non pas avec des moindres carrées, mais avec la
distance de WassersteinW2.

Des propriétés supplémentaires sur V

Nous avons prouvé quelques propriétés sur V (espace de Banach, convergence
des suites bornées, structure de la boule unité de la norme, etc.), mais il reste encore
beaucoup de questions en suspens à ce jour. Il serait par exemple naturel de se demander
si les mesures portées par des courbes µγ ∈ S sont denses dans V , au moins pour la
topologie faible-∗. Dans ce même esprit, une caractérisation plus fine des faces de la
boule unité de ‖·‖V pourrait offrir un nouvel éclairage sur certains phénomènes observés
numériquement, tels que les courbes fermées ayant tendance à s’ouvrir au cours de la
reconstruction. En outre, les ensembles V etM(Γ) semblent reliés : les travaux d’Aneva
Doliciane Tsafack au sein de l’équipe Morpheme vont dans ce sens, en établissant une «
égalité » entre 〈µγ,ϕ〉 et 〈1 · δΓ, ψ〉 pour δΓ ∈ M(Γ), faisant ainsi le lien entre mesures
vectorielles et scalaires. La reconstruction sans-grille de courbes pourrait alors bénéficier
des résultats surM(Γ) où l’on sait incorporer une variation d’amplitude le long des
courbes.
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D’autres interrogations restent à ce jour sans réponse, et risquent de le rester : l’iden-
tification du prédual de V par exemple n’a pas encore été élucidée, et par analogie avec
BV, risque fort de le rester.





Annexe 1 : précisions sur le chapitre 1

Définitions et notions utiles

Détails d’analyse fonctionnelle

Définition .1 (Banach). Soit V un espace vectoriel normé, on dit que V est un espace de
Banach s’il est complet pour la distance induite par sa norme.

Définition .2 (Hilbert). Soit V un espace de Banach, on dit que c’est un espace de Hilbert si
sa norme est induite par un produit scalaire ou hermitien.

Définition .3 (Mesures singulières). Deux mesures de Radon µ et ν deM (X ) sont dites
singulières s’il existe deux sous-ensembles disjoints A, B de la tribu σ de X dont l’union est X ;
de telle sorte que µ est nul sur tous les sous-ensembles mesurables de B tandis que ν est nul sur
tous les sous-ensembles mesurables de A.

Proposition .1 (Décomposition de Jordan). Soit µ ∈ M (X ), la décomposition de Jordan
indique qu’il existe deux mesures de Radon positives µ+, µ− ∈ M+ (X ), associée à µ, ces deux
premières mesures sont singulières et on a µ = µ+ − µ−.

Définition .4 (Topologie faible-∗). La convergence faible-∗ peut être vue comme la conver-
gence localement en moyenne. On dit qu’une suite de mesures de Radon (mn)n≥0 converge
faiblement-∗ vers m ∈ M (X ) si et seulement si pour tout f ∈ C0 (X ) :

ˆ
X

f dmn −−−−→
n→+∞

ˆ
X

f dm.

On la note mn
∗
⇀ m, cette convergence est aussi appelée la convergence vague.

Définition .5 (Réflexivité). Un espace vectoriel E est dit réflexif si le bidual E∗∗ s’identifie à E.

Remarque. Puisque C0 (X ) n’est pas un espace réflexif lorsqu’il est muni de sa norme supre-
mum, le dual deM (X ) pour la topologie induite par sa norme-TV est un espace compliqué,
strictement plus grand [60] que C0 (X ). Néanmoins, siM (X ) est équipé de sa topologie faible-∗,
alorsM (X ) est un espace localement convexe dont le dual est précisément C0 (X ) [43].
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Nous précisons également la notion de métrisabilité, utile pour la définition des
quantités en transport optimal :

Définition .6. Un espace topologique (E, T ) est dit métrisable s’il existe une distance d :
E× E→ [0,+∞[ telle que la topologie induite par celle-ci d s’identifie à T .

(M (X ), ∗) n’est pas un espace à bases dénombrables de voisinages, et par consé-
quent n’est pas un espace métrisable. Pour s’en convaincre :

Lemme .1. Si E est un espace de Banach, la topologie faible-∗ n’est pas métrisable sur E∗, sauf
si E est de dimension finie.

Tous les sous-ensembles bornés deM (X ) sont néanmoins métrisable pour la to-
pologie faible-∗. Cette propriété est capitale pour la bonne définition des métriques
classiques en transport optimal telles que la distance de Wasserstein, ainsi que pour la
preuve de Γ-convergence du LASSO vers le BLASSO [75, 41]. Pour résumer toutes les
propriétés de ces différentes topologies, nous fournissons le tableau 1 :

Propriétés Topologie TV Topologie faible-∗
Complétude Oui Sur les bornés
Séparabilité Non Yes
Réflexivité Non Yes
Métrisable Oui Sur les bornés
Espace polonais Non Sur les bornés

TABLE 1 – Propriétés algébriques deM (X ) pour ses deux principales topologies.

Preuve de la dualité de Fenchel

Proposition .2. Soit le problème :

argmax
‖φ∗p‖∞,X≤1

〈y, p〉H −
λ

2
‖p‖2

H.

C’est le problème dual du BLASSO (Pλ(y)).

Démonstration. Nous allons utiliser les résultats de [45, Remarque 4.2], avec une petite
subtilité qu’il convient de noter : l’espace de Banach V doit être réflexif, ce qui n’est
clairement pas le cas pour V = M (X ). Ceci éant, l’hypothèse de réflexivité n’est
nécessaire que pour la preuve d’existence. Comme nous avons déjà prouvé l’existence
de solutions, cette contrainte n’est pas nécessaire dans notre cas. Si l’on revient à la
remarque 4.2, elle précise, pour Λ : V → Y linéaire, F : V → R convexe, que le problème
primal
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inf
u∈V

F(u) + G(Λu)

a un problème dual qui s’écrit :

sup
p∗∈Y∗

−F∗(Λ∗p∗)− G∗(−p∗). (1)

Si u et p∗ sont respectivement solutions des problèmes primal et dual, les conditions
d’extrémalité s’écrivent :

{
Λ∗p∗ ∈ ∂F(u)

−p∗ ∈ ∂G(Λu).

Précisons d’emblée les fonctions en jeu, à savoir V def.
= M (X ), Y def.

= H, F(m)
def.
=

|m|(X ) et G(p) def.
= 1

2‖y− p‖2
H. Il est clair que l’adjoint de G s’écrit G∗(p∗) = 〈y, p∗〉H +

1
2‖p∗‖2

H pour p∗ ∈ H ; soit maintenant ψ ∈ V∗ def.
= C0 (X ) :

F∗(ψ) = sup
m∈M(X )

〈ψ, m〉M − |m|(X )

≥ 〈ψ, m〉M − |m|(X ), ∀m ∈ M (X ).

Soit x ∈ X , et m = λδx avec λ > 0. Alors, on a :

sup
m∈M(X )

〈ψ, m〉M − |m|(X ) ≥ λ(ψ(x)− 1).

Lorsque λ → +∞ il vient F∗(ψ) ≥ +∞ si ψ(x) > 1. Un résultat similaire pour
ψ(x) < 1 est obtenu avec la mesure m = −λδx. On obtient finalement F∗(ψ) = +∞
si ‖ψ‖∞,X > 1. Supposons que ‖ψ‖∞,X ≤ 1, nous pouvons déjà noter que F∗(ψ) =

supm∈M(X ) 〈ψ, m〉M − |m|(X ) ≥ 0 (cas m = 0). De plus,

〈ψ, m〉M − |m|(X ) ≤ ‖ψ‖∞,X |m|(X )− |m|(X )

≤ |m|(X )(‖ψ‖∞,X − 1)

≤ 0 puisque ‖ψ‖∞,X ≤ 1.

En introduisant le sup de part et d’autre de la dernière inégalité, on obtient finalement
F∗(ψ) = 0 si ‖ψ‖∞,X ≤ 1 ce qui donne ainsi la condition sur la norme supremum.
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Finalement, par l’équation (1), nous obtenons le problème dual :

sup
‖Φ∗p∗‖∞,X≤1

〈y, p∗〉H −
1
2
‖p∗‖2

H,

et pour m∗ et p∗ respectivement solutions des problèmes primal et dual, les conditions
d’extrémalité s’écrivent :

{
Φ∗p∗ ∈ ∂|m∗|(X )

−p∗ = Φm∗ − y.

Ceci conclut la preuve.

Précisions sur les algorithmes par flot de gradient

Tous les résultats suivants sont prouvés pour un domaine X sans bord, p.ex. le d-tore
Td. Le cas décrit dans les sections précédentes – X est un compact quelconque de Rd

– est inclus dans ce nouveau cadre, puisque tout compact X peut être périodisé pour
donner un domaine sans bord. Le noyau de l’opérateur direct ϕ : X → H doit également
être Fréchet-différentiable. Le terme des moindres carrés dans le BLASSO est désigné
par le terme de données plus général R : H → R+, la fonctionnelle Tλ du BLASSO
sera maintenant restreinte àM+ (X ) et notée J ; sa différentielle de Fréchet au point
ν ∈ M+ (X ) est notée J′ν :

J(ν) = ‖y−Φν‖2
H + λ|ν|(X ), (2)

J′ν(x) = 〈ϕ(x),∇R〉H + λ pour tout x ∈ X . (3)

Dans ce qui suit, nous décrivons le cadre de travail pour les mesures positives de
M+ (X ), mais il peut être étendu sans difficulté [21] aux mesures signées deM (X )
en appliquant la méthode à la partie positive puis négative de la mesure signée (voir
la décomposition de Jordan évoquée plus haut, en annexe 5.2). La figure 1 résume les
principales quantités et relations introduites dans cette section, le lecteur est invité à s’y
référer chaque fois qu’il aura besoin d’une vue d’ensemble sur le problème de transport
optimal.

L’optimisation parcimonieuse par transport optimal sur les mesures [20, 21] repose
sur l’approximation de la mesure source ma0,x0 par un « système de N ∈N∗ particules »,

c’est-à-dire un élément de l’espace ΩN def.
= (R+ ×X )N . Il s’agit alors d’estimer la source

par une optimisation utilisant le gradient de la fonction objective :

FN((r1, x1), . . . , (rN , xN))
def.
=

∥∥∥∥∥y− 1
N

N

∑
i=1

ri
2ϕ(xi)

∥∥∥∥∥
2

H
+

λ

N
ri

2, (4)
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The functional we
want to optimise

FIGURE 1 – Résumé des quantités importantes mentionnées dans [20, 21] : le rouge

renvoie aux quantités deM+ (X ), le vert à ΩN def.
= (R+ ×X ) et le bleu à l’espace de

Wasserstein P2(Ω) et aux résultats théoriques. Les lignes en pointillé correspondent à la
partie théorique, et les lignes continues à la partie numérique.

où (ri, xi) appartiennent à l’espace augmenté Ω def.
= R+ ×X , muni d’une métrique.

On espère donc que la descente de gradient sur FN converge vers les amplitudes et les
positions de la mesure source, et ce, en dépit de la non-convexité de la fonctionnelle
(4). L’auteur de [21] propose la définition d’une métrique appropriée pour le gradient
de FN , qui permet la séparation des variables dans chaque itération de la descente de
gradient. Soit α, β deux paramètres tels que α > 0 et β > 0 et pour tout (r, θ) ∈ Ω, nous
définissons le produit scalaire riemannien de Ω appelé métrique du cône équipant Ω est
défini par ∀(δr1, δr2) ∈ R2

+, ∀(δθ1, δθ2) ∈ X 2 :

〈(δr1, δθ1), (δr2, δθ2)〉(r,θ)
def.
=

δr1δr2

α
+ r2 〈δθ1, δθ2〉θ

β
.

Nous désignons par 〈·, ·〉θ la métrique sur la variété X au point θ. Le gradient de la
fonctionnelle FN pour tout i ∈ J1, NK pour la métrique du cône s’écrit [21, 29] :

{
∇ri FN = 2αri J′ν(xi) = −2αriλ(ηλ − 1)

∇xi FN = βλ∇J′ν(xi) = −βλ∇ηλ

avec ν
def.
=

N

∑
i=1

ri
2δxi , ηλ

def.
= −J′ν/λ. (5)

Nous présentons maintenant les résultats théoriques sur la descente de gradient
particulaire, qui correspondent aux lignes pointillées bleues de la figure 1. Le lecteur est
invité à se référer à cette figure chaque fois qu’il en ressent le besoin, et ce afin de garder
une bonne vue d’ensemble du problème.



108 Précisions sur le chapitre 1

Résultats théoriques

L’idée principale des articles fondateurs [20, 21] peut se résumer à l’observation
suivante : la minimisation de la fonction (4) est un cas particulier d’un problème plus
général, formulé en termes de mesures appartenant à l’espace augmenté Ω. L’espace
est plus précisément P2(Ω) sous-ensemble deM (Ω), à savoir l’espace des probabilités
de second moment fini, muni de la métrique de 2-Wasserstein c’est-à-dire la distance
de transport optimal : voir l’annexe 4 pour plus de détails. Ainsi, l’augmentation (lift)
de l’inconnue m ∈ M+ (X ) en µ ∈ P2(Ω) permet d’escamoter l’asymétrie dans les
mesures discrètes entre la position x ∈ X et l’amplitude a ∈ R+ en transformant aδx en
δ(a,x). L’énergie augmentée s’écrit désormais pour le paramètre λ > 0 :

∀µ ∈ P2(Ω), F(µ) def.
=
∥∥y− Φ̃µ

∥∥2
H + λṼ(µ), (6)

où Φ̃µ
def.
=
´

Ω φ(a, x)dµ(a, x) pour φ(a, x) def.
= aϕ(x) et Ṽ est la norme TV sur la

composante spatiale de la mesure µ. La fonctionnelle est non convexe, sa différentielle
de Fréchet est notée F′ et pour u ∈ Ω :

F′(µ)(u) def.
=
〈

R̃′(µ), φ(u)
〉
H + λ,

avec R̃′ def.
=
∥∥y−

´
Ω∇φ(a, x)dµ(a, x)

∥∥2
H. Ainsi, une mesure discrète (c’est-à-dire

somme pondérée de mesures de Dirac) µN
def.
= 1

N ∑N
i δai ,xi de P2(Ω) peut également être

comprise comme un élément de ΩN , en prenant le point de vue de ses composantes
(ai, xi). Elle permet aux auteurs de [20, 21] de donner une caractérisation précise des
conditions de reconstruction de la source, à travers les mesures et les outils du transport
optimal tels que le flot de gradient (voir ci-dessous).

On peut alors effectuer une descente de gradient sur les amplitudes et les positions
(ai, xi) ∈ (R+ ×X )N de la mesure µN , afin d’exploiter la différentiabilité du noyau ϕ.
Notez que la mesure µN est surparamétrée, c’est-à-dire que le nombre de δ-pics qui
la composent est plus important que le nombre de δ-pics de la mesure vérité-terrain :
les particules, à savoir les δ-pics de l’espace Ω, couvrent donc le domaine X pour la
composante spatiale ; voir la figure 3 à titre d’exemple, où µN est représenté par des
points rouges.

Avant de donner les principaux résultats, nous devons clarifier la notion généralisée
de descente de gradient aux mesures appelée gradient flow[1, 79] provenant de la théorie
du transport optimal, et qui constitue l’ingrédient principal de la descente de gradient
particulaire. Soit F : Rd → R la fonction objectif, qui dispose d’une certaine régularité,
un flot de gradient décrit l’évolution d’une courbe x(t) telle que son point de départ
à t = 0 est x0 ∈ Rd, évoluant à tout moment t vers la direction qui décroît le plus la
fonction F [79].
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{
x′(t) = −∇F(x(t)) pour t > 0

x(0) = x0.

L’intérêt du flot de gradient réside dans son extension aux espaces X qui ne pos-
sèdent pas de structure différentiable. Dans le cas différentiable, on peut considérer la
discrétisation du flot de gradient comme la suite définie pour un pas τ > 0, k ∈N∗ par :

xτ
k+1 ∈ argmin

x∈X
F(x) +

∣∣x− xτ
k

∣∣2
2τ

.

Il s’agit du schéma d’Euler implicite pour l’équation 1 (xτ)′ = −∇F(xτ). Le flot de
gradient est alors la limite (sous certaines hypothèses) de la suite (xτ

k )k≥0 pour τ → 0
pour un point de départ x0 ∈ X. La notion de flot de gradient peut être étendue aux
espaces métriques : en effet, pour un espace métrique (X, d) et une application F : X → R

semi-continue inférieurement, on peut définir la discrétisation du flot de gradient par la
suite :

xk+1 ∈ argmin
x∈X

F(x) +
d(x, xk)

2

2τ
. (7)

Dans le cas de l’espace métrique des mesures de probabilité, la limite τ → 0 du
schéma existe et converge vers l’unique flot de gradient commençant en x0, un élément
de l’espace métrique. Un cas typique se présente avec l’espace des probabilités de
seconds moments finis P2(Ω), muni de la 2-métrique de Wasserstein (ou la distance de
transport optimal, voir l’annexe 4) : un flot de gradient dans cet espace P2(Ω) est une
courbe t 7→ µt appelée flot de gradient de Wasserstein commençant à µ0 ∈ P2(Ω), pour
tout tdansR+ on a µt ∈ P2(Ω), obéissant à l’équation aux dérivées partielles au sens des
distributions 2 :

∂tµt = −div (µt∇F′(µt)). (8)

Cette équation garantit la conservation de la masse, à savoir qu’à chaque instant t > 0,
on a |µt|(Ω) = |µ0|(Ω). Ainsi, malgré l’absence d’une structure de différentiabilité sur
P2(Ω) qui interdit l’application directe d’un algorithme classique utilisant le gradient,
on peut effectuer une optimisation sur l’espace grâce à un flot de gradient qui permet de
minimiser F en discrétisant (8).

1. ou le schéma plus faible (xτ)′ ∈ ∂F(xτ) si F est convexe et non lisse
2. div(m) = ∑d

i=1
∂m
∂xd

pour tout m ∈ M (X ). Les dérivées doivent être comprises au sens des distribu-
tions.
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Un cas pertinent de flot de gradient dans P2(Ω) est celui du flot débutant en µN,0
def.
=

1/N ∑N
i=1 δ(a0

i ,x0
i )

, défini de manière unique par l’équation (8), qui s’écrit pour tout t ∈

R+ : µN,t
def.
= 1/N ∑N

i=1 δ(ai(t),xi(t)) où ai : R+ → R+ et xi : R+ → X sont des applications
continues. Cettre trajectoire (µN,t)t≥0 est un flot de gradient de Wasserstein, et utilise
N mesures de Dirac sur Ω pour optimiser la fonction objective F dans (6). Lorsque le
nombre de particules N tend vers l’infini et si µN,0 converge vers un certain µ0 ∈ P2(X ),
le flot de gradient (µN,t)t≥0 converge pour N → ∞ vers l’unique flot de gradient de
Wasserstein de F débutant en µ0, décrit par la densité dépendante du temps (µt)t≥0

évaluée dans P2(X ) et obéissant à cette dernière équation aux dérivées partielles (8).
Pour ces flots de gradient non convexes, les auteurs de [20] fournissent un résultat

concret : sous certaines hypothèses, le flot de gradient (µN,t)t≥0 converge vers un mini-
mum global pour la limite de sur-paramétrisation c’est-à-dire pour N → +∞. Elle repose
sur deux hypothèses importantes qui empêchent l’optimisation d’être bloquée en des
points non optimaux :

— l’homogénéité 3 de φ afin de sélectionner la bonne amplitude pour chaque caracté-
ristique, ou tout du moins la 1-homogène partielle (c’est-à-dire ϕ est borné dans
[20]) ;

— la diversité dans l’initialisation des paramètres, afin d’explorer toutes les combi-
naisons de caractéristiques. Des particules trop peu nombreuses ou trop proches
n’atteindront pas tous les δ-pics de la source et ne produiront que des minimum
locaux.

Nous pouvons alors introduire le résultat fondamental pour la limite du nombre de
particules [20], les limites de champ moyen des flots de gradient (µN,t)t≥0 malgré leur
absence de convexité :

Théorème .1 (Convergence globale – informelle). Si l’initialisation µN,0 est telle que le

support de µ0
def.
= limN→+∞ µN,0 sépare 4 {−∞} × X de {+∞} × X alors le flot de gradient

µt converge faiblement-∗ (voir l’annexe 5.2) dans P2(Ω) vers un minimum global de F et nous
avons également :

lim
N,t→∞

F (µN,t) = min
m∈M+(X )

J(m).

Les limites en N et t sont interchangeables, le lecteur intéressé pourra jeter un œil à
[20] pour des énoncés précis et des hypothèses exactes (conditions aux limites, régularité
de type « Sard » p.ex. ϕ est d-fois continûment différentiable, etc.)

Maintenant que nous disposons d’un résultat de convergence, nous pouvons dès
lors étudier la mise en œuvre numérique. Ce problème d’optimisation est traité grâce

3. Une fonction f entre des espaces vectoriels est positivement p-homogène si, pour λ > 0 et l’argument
x, on a f (λx) = λd f (x).

4. Le support d’une mesure m est le complément du plus grand ouvert sur lequel m s’évanouit. Dans
un espace ambiant X , on dit qu’un ensemble C sépare les ensembles A et B si tout chemin continu dans X
avec des extrémités dans A et B intersecte C.



Précisions sur les algorithmes par flot de gradient 111

à l’algorithme du Conic Particle Gradient Descent [21] que l’on note aussi CPGD : le
cadre proposé implique un flot de gradient légèrement différent (νt)t≥0 défini par une
projection de (µt)t≥0 surM+ (X ). Ce nouveau flot de gradient (νt)t≥0 est défini pour
une métrique spécifique dans M+ (X ), qui est maintenant un compromis entre les
métriques de Wasserstein et de Fisher-Rao 5 [21], il est alors appelé un flot de gradient de
Wasserstein-Fisher-Rao. Ainsi le flot de gradient de Wasserstein-Fisher-Rao commençant

en νN,0
def.
= ∑N

i=1 a0
i δx0

i
dansM+ (X ) s’écrit t 7→ νN,t

def.
= 1

N ∑N
i=1 ri(t)

2δxi(t) dansM+ (X ),

plutôt que le flot de Wasserstein t 7→ µN,t
def.
= 1

N ∑N
i=1 δri(t),xi(t) à partir de µN,0 dans

P2(Ω). L’équation aux dérivées partielles d’un flot de Wasserstein-Fisher-Rao s’écrit :

∂tνt = −4ανtTλ(νt) + β div (νt∇J′ν(νt)), (9)

pour les deux paramètres α, β > 0 de la métrique du cône, α règle le poids de la
métrique de Fisher-Rao tandis que β contrôle celui de la métrique de Wasserstein. Toutes
les propriétés formulées sur la convergence peuvent être appliquées à µt ou νt, nous
avons en effet le même théorème :

Théorème .2 (Convergence globale – informelle). Si ν0 a un support complet (son support
est l’ensemble X ) et que (νt)t≥0 converge pour t→ +∞, alors la limite est un minimum global
de J. Si νN,0 −−−−→

N→+∞
ν0 au sens faible-∗ alors :

lim
N,t→∞

J (νN,t) = min
m∈M+(X )

J(m).

Nous examinons maintenant les résultats numériques de la descente de gradient
particulaire. Nous invitons le lecteur à jeter un coup d’œil à la figure 1, plus précisément
aux ellipses rouges et vertes, pour se familiariser avec la partie numérique.

Résultats numériques

Nous rappelons qu’un flot de gradient (νN,t)t≥0 débutant en def.
= 1/N ∑N

i=1

(
r(0)i

)2
δ

x(0)i
peut être vu comme une généralisation (continue par rapport au temps) de la descente de
gradient dans l’espace des mesures, permettant de formuler des propositions théoriques
précises sur les conditions de reconstruction.

Pour approcher ce flot de gradient, nous utilisons l’algorithme Conic Particle Gradient
Descent [21] noté CPGD : il consiste à discrétiser l’évolution du flot de gradient t 7→ νN,t

à travers un schéma numérique sur (9). Cela consiste en une descente de gradient sur les
amplitudes r et les positions x à travers le gradient de la fonctionnelle FN dans l’équation
(5), une stratégie qui approxime bien la dynamique du flot de gradient [21].

Ce choix de gradient avec la métrique du cône permet des mises à jour multiplica-
tives en r et additives en x, les deux mises à jour étant indépendantes l’une de l’autre.

5. également appelée métrique de Hellinger.
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L’algorithme consiste alors en une descente de gradient avec la définition de r′i(t) et x′i(t)
selon [21, 29] :

{
r′i(t) = −2αriλ (ηλ(xi(t))− 1)

x′i(t) = −βλ∇ηλ(xi(t))
(10)

grâce au gradient dans l’équation (5), pour la rétraction miroir 6 et ηλ = −J′ν/λ. La
structure du CPGD est présentée dans l’algorithme 5. On notera que les mises à jour
multiplicatives en r utilisent une exponentielle du certificat, et que les mises à jour des
quantités r, x sont bien séparées.

Algorithme 5 : Algorithme du Conic Particle Gradient Descent (CPGD).
Entrées : Pas de descente de gradient α, β > 0 et N ≥ 1 le nombre de particules.

1 Tirer uniformément l’initialisation, la mesure discrète aux positions et

amplitudes
(

r(0)i , x(0)i

)N

i=1
∈ (R+ ×X )N telles que a(0)i =

(
r(0)i

)2
:

ν(0)
def.
=

1
N

N

∑
i=1

a(0)i δ
x(0)i

.

2 tant que la condition d’arrêt n’est pas remplie faire
3 Étape de descente miroir, pour tout i = 1, . . . , N mettre à jour selon :

r(k+1)
i = r(k)i exp

(
2αλ

(
η(k)

(
x(k)i

)
− 1
))

x(k+1)
i = x(k)i + βλ∇η(k)

(
x(k)i

)
où η(k) = − J′(ν(k))

λ , ν(k) = 1
N ∑N

i=1 a(k)i δ
x(k)i

et a(k)i =
(

r(k)i

)2
.

4 fin

Cet algorithme réalise des itérations assez faciles à calculer et peu coûteuses : pour
atteindre une précision de ε – une distance telle que la distance ∞-Wasserstein entre la
mesure source ma0,x0 et la mesure reconstruite m∗ soit inférieure à ε – le CPGD a typi-
quement une complexité en log

(
ε−1), plutôt qu’en ε−1/2 pour un programme convexe

[21, Théorème 4. 2]. La figure 2 présente une reconstruction à partir de ces dernières
mesures de Fourier 1D. La reconstruction est obtenue par deux flots de gradient, le
premier sur les mesures positives pour récupérer les δ-pics positifs de la vérité terrain et
le second sur les mesures négatives pour récupérer la partie négative : la réunion des

6. La notion de rétraction, compatible avec la structure du cône, est ici fondamentale : dans le contexte
riemannien, une rétraction est une application continue qui fait correspondre un vecteur tangent à un point
sur la variété. On pourrait l’interpréter comme un moyen d’obliger les valeurs du gradient à rester sur la
variété. Voir [21] pour d’autres choix de rétractions compatibles et plus de détails sur ces notions.
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deux résultats permet d’obtenir les δ-pics reconstruits. La reconstruction sans bruit 7

pour la convolution gaussienne 2D avec les mêmes paramètres que la section sur l’al-
gorithme du Frank-Wolfe est représentée sur la figure 3. On peut voir que les pics sont
correctement reconstruits, en notant que certaines particules rouges et bleues non nulles
se regroupent autour des trois δ-pics.

15

10

5

0

5

10

15

ma0, x0

limit of the positive flow
limit of the negative flow
y0

FIGURE 2 – Reconstruction par le Conic Particle Gradient Descent pour un opérateur de
Fourier 1D dans un environnement sans bruit. La mise en œuvre est une adaptation de
[21], α = β = 1× 10−3 et λ = 1 pour 1000 itérations.

FIGURE 3 – (a) Initialisation k = 0 (b) Milieu du calcul k = 150 (c) Fin du calcul
k = 1000.Conic Particle Gradient Descent appliqué pour la déconvolution gaussienne
2D, les points rouges sont la mesure particulaire ν(k) (taille du point proportionnelle à
l’amplitude), les trois points blancs sont la mesure source, l’image en arrière-plan est
l’acquisition sans bruit y0 et la ligne noire représentent les trajectoires des particules ν(k)

— toutes les trajectoires constituent le flot de gradient (νt)t≥0. L’implémentation est une
adaptation de [21], α = β = 1× 10−2 et λ = 1.

7. Voir notre dépôt GitHub pour notre implémentation : https://github.com/XeBasTeX

https://github.com/XeBasTeX
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Détails sur l’autodérivation

L’autodérivation, ou dérivation automatique, se propose de calculer le gradient
de manière efficace, donc en un nombre d’opérations proche de l’évaluation de la
fonction à dériver. Elle a pris son essor dans les dernières années [54], notamment avec
l’introduction du calcul sur carte graphique (GPU) et d’interfaces (wrapper) tel que
CUDA qui permettent de délivrer le plein potentiel de cette méthode. Nous donnons
dans la suite quelques précisions sur l’auto-différentiation [74, 48].

Définition .7 (Différentiable). Soit (E, ‖·‖E) et (F, ‖·‖F) deux espaces vectoriels normés. Une
fonction f : E→ F est dite différentiable au sens de Fréchet en x0 ∈ X s’il existe une forme
linéaire L : E→ F telle que :

∀δx ∈ E, f (x0 + δx) = f (x0) + L(δx) + o(‖δx‖E).

Si elle existe, cette forme linéaire est unique. Elle est appelée la différentielle de f en x0 et elle
est dénotée L = dx f (x0). L’application de L à δx ∈ E s’écrit : L(δx) = dx f (x0) · δx.

Il est nécessaire d’imposer à X d’être un espace de Hilbert pour garantir que la notion
suivante soit bien indépendante de la base de E choisie. Alors, on peut écrire :

Définition .8 (Gradient). Soit (E, 〈·, ·〉E) un espace de Hilbert, x0 ∈ E et f : E → R une
fonction différentiable en x0. D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique
vecteur∇x f (x0) ∈ E appelé gradient de f en x0 tel que :

∀δx ∈ E, dx f (x0) · δx = 〈∇x f (x0), δx〉E .

Définition .9 (Gradient généralisé). Soit (E, 〈·, ·〉E) et (F, 〈·, ·〉F) deux espaces de Hilbert,
x0 ∈ E et f : E → F une fonction différentiable en x0. Toujours d’après le théorème de
représentation de Riesz, l’adjoint (dxF)∗(x0) : F∗ → E∗ de la différentielle induit l’application
continue dT

x f (x0) : Y → X, qui est appelée le gradient généralisé de F en x0.

En pratique, l’énergie que l’on souhaite dériver f : Rn → R s’écrit comme une
composition de p ∈N∗ fonctions élémentaires fi : RNi−1 → RNi , pour N0 = n et Np = 1.
Ainsi : f = fp ◦ · · · ◦ f2 ◦ f1. Le gradient de f au point x0 ∈ Rn se note donc∇x f (x0), et
s’écrit précisément comme l’image de 1 par l’application dT

x f (x0) : R→ Rn. La règle de
dérivation en chaîne indique que :

dT
x f (x0) · 1 = dT

x f1(x0) ◦ dT
x f2( f1(x0)) ◦ · · · ◦ dT

x fp( fp−1(. . . f1(x0))),

en notant xi = fi ◦ · · · ◦ f1(x0) les résultats intermédiaires dans le calcul de xp = f (x0)

il vient alors :
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dT
x f (x0) · 1 = dT

x f1(x0) ◦ dT
x f2( f1(x0)) ◦ · · · ◦ dT

x fp( fp−1(. . . f1(x0)))

= dT
x f1(x0) ◦ dT

x f2(x1) ◦ . . . dT
x fp(xp−1).

On appelle opérateur forward

fi : RNi−1 −→ RNi

x 7−→ fi(x),

et backward

dT
x fi : RNi−1RNi× −→ RNi−1

(x, e) 7−→ dT
x fi(x) · e.

Le calcul de f (x0) et de δx f (x0) est alors réalisé avec une approche forward-backward,
selon le schéma en figure 4 issu de [48] :

Rn RN0 RN1 RN2 · · · RNp = R

x0 x0 x1 x2 · · · xp = f (x0)

∇x f (x0) · 1 ∇x f1 ∇x f2 · · · ∇x fp 1

entrée f1 f2 · · · fp

sortie

sortie
x∗0∈

RN0

x∗1∈

RN1

x∗2∈

RN2

· · ·
entrée

x∗p∈

RNp

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

FIGURE 4 – Illustration de la procédure de rétropropagation, d’après un schéma de [48].

L’algorithme de rétropropagation, essentiel pour le calcul de l’auto-dérivation, peut
se décomposer en deux étapes qui correspondent aux deux lignes de la figure 4. Ainsi :

1. en prenant l’entrée x0 ∈ Rn, on calcule et on garde en mémoire les itérations
xi ∈ RNi . La dernière itération, notée xp ∈ R, est précisément la valeur de la
fonction objective F(x0) ;

2. en prenant l’entrée x∗p = 1, on calcule successivement les éléments duaux selon :

x∗i = dT
x Fi+1(xi) · x∗i+1.

la dernière itération x∗0 est précisément égale au gradient∇xF(x0) = dT(x0) · 1.
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Détails sur le transport optimal

Définition .10. Un espace (X , dp) est appelé espace polonais s’il est séparable, métrisable, et
possède une topologie – induite par une distance – qui rend l’espace complet.

Si X est un espace de Hilbert séparable, (X , dp) est un espace métrique polonais
pour dp la distance sur Rd restreinte à X . Nous pouvons également introduire :

Définition .11 (Plan de transport). La mesure positive γ ∈ M+(X ×X ) qui vérifie, pour
tout A, B ∈ B(X ) où B(X ) est la tribu borélienne :

γ(A×X ) = m1(A), γ(B×X ) = m2(B)

est appelé le plan de transport [75] entre deux mesures positives m1 et m2 de même masse.

On note Γ(m1, m2) l’ensemble des plans de transport entre m1 et m2. Les métriques
de transport optimal comme la distance de Wasserstein reposent essentiellement sur ces
notions, et ne sont définies que sur des espaces polonais : c’est pourquoi nous travaillons
avec les mesures dans X de [41], restriction deM (X ) avec la topologie faible-∗.

Définition .12 (Distance de Wasserstein). Soit l’espace métrique polonais (X , dp), et p ∈
[1,+∞[. Pour toutes mesures de probabilité µ et ν de X , la p-distance de Wasserstein entre µ et
ν est définie par :

W p(µ, ν) =

(
inf

γ∈Γ(µ,ν)

ˆ
X

d(x, y)p dγ(x, y)
)1/p

.

Nous donnons au passage la définition de moment :

Définition .13. Si r ∈N, on appelle moment d’ordre r d’une mesure m ∈ M (X ) la quantité :
ˆ
X

xr dm(x).

On dit que m est de moment r-fini si la quantité précédent est finie.
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Définition .14 (Restriction d’une mesure). Soit une mesure ρ, on note ρ A la restriction

de la mesure ρ à l’ensemble A, à savoir pour tous les ensembles mesurables B : ρ A(B) def.
=

ρ(A ∩ B).

Définition .15 (Support d’une mesure). Le support de ρ, noté spt(ρ) est un borélien (élément
de la tirbu borélienne sur X ) B ⊂ X tel que

spt(ρ) = {x ∈ X | ∀U voisinage de x, ρ(U) > 0} .

Définition .16 (Mesure de Borel, régularité). Une mesure de Borel est une mesure définie sur
la tribu borélienne. Une mesure de Borel µ est dite régulière si elle est à la fois intérieurement
régulière et extérieurement régulière, c’est-à-dire :

— pour tout élément A ⊂ X de la tribu, µ(A) = sup{µ(K) | K compact de A} ;

— pour tout élément A ⊂ X de la tribu, µ(A) = inf{µ(O) | O ouvert contenant A}.

Il existe une unique mesure de Borel régulière, invariante par translation, telle que
la mesure du cube unité [0, 1]d dans Rd vaille 1. Cette mesure est appelée la mesure
de Lebesgue L d. Malheureusement, elle ne permet pas de mesurer des ensembles «
p-dimensionnels » dans Rd, pour p < d. Felix Hausdorff proposa en 1918 une mesure
p-dimensionnel sur Rd, qui donne la même aire pour les sous-variétés de dimension
p, mais qui est définie pour les ensembles mesurables de Rd. En particulier pour p =

d, la mesure de Hausdorff coïncide avec la mesure de Lebesgue. Précisons quelques
définitions importantes :

Définition .17 (Préliminaires sur la mesure de Hausdorff [72]). Soit S ⊂ Rd, on appelle
diamètre de S la quantité diam(S) = sup(|x− y| | x, y ∈ S). Définissons maintenant la
quantité suivante pour S ∈ Rd ; soit δ > 0, on note :

H
p
δ (S)

def.
= inf

{
∞

∑
i=1

(diam Ui)
p :

∞⋃
i=1

Ui ⊇ S, diam Ui < δ

}
.
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La quantité H
p
δ (S) mesure une surface S en la recouvrant d’ensembles de formes

arbitraires, mais de diamètres contrôlés par δ. Il faut maintenant passer à la limite pour
pouvoir vraiment définir cette mesure :

Définition .18 (Mesure de Hausdorff [46]). On appelle p-mesure de Hausdorff dans Rd la
quantité :

H d(S) def.
= sup

δ>0
H d

δ(S) = lim
δ→0

H d
δ(S).

La mesure de Hausdorff d’une variété peut formellement se concevoir comme : dans
un premier temps, le recouvrement de la sous-variété par des boules, puis l’addition de
toutes les sections efficaces (intersection des boules et de la variété) pour obtenir l’aire
de cette variété. On peut finalement préciser la dernière définition

Définition .19 (Rectifiabilité [72]). On dit que E ⊂ Rd est p-rectifiable si c’est une union
dénombrable d’image de fonctions lipschitzienne de Rp dans Rd, à un ensemble négligeable (pour
la mesure H p) près.

Dans le cas de d = 2 qui va particulièrement nous intéresser au chapitre 3, nous
pouvons illustrer cette notion de rectifiabilité : un singleton/un point est un ensemble
0-rectifiable, une surface est un ensemble 2-rectifiable, et une courbe est un ensemble
1-rectifiable.
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