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Περίληψη

Μια πληθώρα προβληµάτων καταλήγει σε συστήµατα πολυωνύµων πολλών µεταβλητών. Η αντιµε-

τώπιση τέτοιων συστηµάτων δεν είναι εύκολη υπόθεση· µια πλήρης θεωρία για τη µελέτη τους είναι η

θεωρία των βάσεωνGroebner. Ο αλγόριθµος του Buchberger µετατρέπει ένα σύνολο πολυωνύµων σε
κάποιο άλλο - τη βάσηGroebner του συστήµατος - το οποίο αποκαλύπτει όλη την κρυµµένη πληρο-
ϕορία του αρχικού συστήµατος και διευκολύνει τη µελέτη του, έως και την τελική επίλυση. Ένας τόσο

ισχυρός αλγόριθµος δε µπορεί παρά να είναι (τουλάχιστον) εκθετικός. Παρόλα αυτά η αξία του είναι

µεγάλη, τόσο από θεωρητική σκοπιά, όσο και στις εϕαρµογές, που απλώνονται σε ροµποτική, θεωρία

αποδείξεων, επιχειρησιακή έρευνα ή οπουδήποτε αλλού υπεισέρχονται πολυωνυµικές εξισώσεις.

I. Εισαγωγή

Οι απαρχές της άλγεβρας και των αλγορίθµων χρονολογούνται στον µακρινό ένατο αιώνα. Στη Βα-

γδάτη, ο µαθηµατικόςMohammed Ibn Musa al-Khawarizmi ερευνούσε πολυωνυµικές εξισώσεις κι έγρα-
ψε το διάσηµο βιβλίο του Kita Al-jabr wa’l Muqabala. Το βιβλίο αναϕέρεται σε συµβολικές µεθόδους

για επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων. Μάλιστα, οι λέξεις άλγεβρα και αλγόριϑµοι έχουν προέλθει από

τις λέξεις Al-jabr και al-Khawarizmi’yah αντίστοιχα. Έως τη δεκαετία του 1960, η έρευνα στη σύγχρονη

άλγεβρα στράϕηκε σε κατασκευαστικές µεθόδους, δηλαδή στην ανάπτυξη αλγεβριϰών αλγορίϑµων. Με

την άνθηση της υπολογιστικής επιστήµης δηµιουργήθηκε η ανάγκη για µελέτη των αλγεβρικών αλγορίθ-

µων και από υπολογιστική σκοπιά, πχ µελέτη της αποτελεσµατικότητάς τους, της υλοποίησής τους και

των υπολογιστικών πόρων που χρειάζονται. Αυτό οδήγησε στην εδραίωση της Υπολογιστιϰής Άλγεβρας,

ένα πεδίο µελέτης που απλώνεται τόσο στα µαθηµατικά όσο και στην πληροϕορική. Σήµερα η συµβο-

λή της Υπολογιστιϰής Άλγεβρας στην υπολογιστική επιστήµη και τις εϕαρµογές της είναι µεγάλη. Ένα

εξαιρετικό παράδειγµα αυτής της συµβολής είναι η θεωρία και οι αλγόριθµοι για τις βάσεις Groebner.
Οι βάσεις Groebner είναι µια µέθοδος υπολογισµών µε πολυώνυµα πολλών µεταβλητών. Γενικεύουν

την απαλοιϕήGauss για επίλυση γραµµικών συστηµάτων και τον αλγόριθµο του Ευκλείδη για την εύρεση
του µέγιστου κοινού διαιρέτη πολυωνύµων µιας µεταβλητής. Φανταστείτε τους αλγορίθµους αυτούς να

εϕαρµόζονται µε είσοδο όχι γραµµικά συστήµατα ή πολυώνυµα µιας µεταβλητής, αλλά γενικά πολυώνυ-

µα πολλών µεταβλητών. Η γενίκευση αυτή υπάρχει και λέγεται αλγόριθµος Buchberger: Ο αλγόριθµος

έχει είσοδο ένα σύνολο πολυωνύµων F = {f1, . . . , fn} και δίνει στην έξοδο ένα διαϕορετικό σύνολο πο-

λυωνύµων G = {g1, . . . , gm}, που καλείται βάση Groebner του συστήµατος. Το σύνολο αυτό διατηρεί

όλην την (αλγεβρική και γεωµετρική) πληροϕορία του αρχικού συνόλου F(πχ το σύνολο των λύσεων

του συστήµατος παραµένει το ίδιο), και µάλιστα όλες οι πληροϕορίες οι οποίες ήταν κρυµµένες στο F
αποκαλύπτονται στο G.

Η ιδέα πίσω από τις βάσεις Groebner ξεκινά από την εποχή του David Hilbert. Ο Hilbert απέδειξε
πως υπάρχουν τέτοια σύνολα σαν το G, όµως η απόδειξη που έδωσε δεν ήταν κατασκευαστική. Το κε-

νό αυτό ήρθε να γεµίσει αργότερα ο Αυστριακός µαθηµατικός Bruno Buchberger, όταν στη διδακτορική
του διατριβή το 1965 διατύπωσε τον οµώνυµο αλγόριθµο. Η σηµερινή µορϕή της θεωρίας των βάσεων

Groebner οϕείλεται σε αυτόν και η ονοµασία που τους έδωσε είναι προς τιµήν του καθηγητή του,Wolf-
gang Gröbner(οHironaka, την ίδια περίπου εποχή, τις ονοµάζει Standard bases). Εκτός από τη θεωρητι-
κή θεµελίωση, ο Buchberger ανέδειξε την αλγοριθµική όψη των βάσεωνGroebner. Με την υπολογιστική

ισχύ που διαθέτουµε σήµερα, αυτή η όψη είναι εξαιρετικά σηµαντική, καθώς δίνει στην άλγεβρα ένα νέο

πεδίο εϕαρµογών στα εϕαρµοσµένα µαθηµατικά και την υπολογιστική επιστήµη.

Η πρωτότυπη εργασία [1] του Buchberger είναι γραµµένη στα γερµανικά, ενώ πρόσϕατα δηµοσιεύ-

θηκε µια µετάϕραση στα αγγλικά [2]. Μια µεταγενέστερη εργασία του ιδίου γραµµένη στα αγγλικά είναι

η [3] . Ένα επιτυχηµένο σύγγραµµα για τη θεωρία των βάσεων Groebner, στο οποίο παραπέµπουµε τον

αναγνώστη για αποδείξεις των θεωρηµάτων που παρουσιάζονται στα παρακάτω, είναι το [8].

Στην ενότητα II δίνουµε το απαραίτητο υπόβαθρο για την κατανόηση του αλγορίθµου, ενώ στην ενό-

τητα III παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο Buchberger µε µια σύντοµη µελέτη της ορθότητας και της πολυ-

πλοκότητάς του. Τέλος, στην ενότητα IV δίνουµε µερικά παραδείγµατα εϕαρµογών, ώστε ο αναγνώστης
να εκτιµήσει την αξία του αλγορίθµου.
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II. Θεωρία βάσεωνGroebner

Θα εισάγουµε τις βάσεις Groebner ως εργαλείο για την ανάλυση και ανάπτυξη αλγορίθµων για τη

λύση του παρακάτω προβλήµατος:

Να λυθεί το πολυωνυµικό σύστηµαm εξισώσεων µε n αγνώστους(µεταβλητές):

(Σ)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(x1,x2, ...,xn) = 0
f2(x1,x2, ...,xn) = 0

⋮

fm(x1,x2, ...,xn) = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
όπου fi ∈ F[x1,x2, ...,xn], δηλαδή πολυώνυµα µε µεταβλητές x1,x2, ...,xn και συντελεστές

από κάποιο σύνολο F (πχ Q, R, C).

Μερικές ειδικές περιπτώσεις του παραπάνω, στις οποίες έχουµε ικανοποιητικό αλγόριθµο για τη λύση

είναι:

α) Αν το σύστηµα είναι γραµµικό, δηλαδή αποτελείται από γραµµικά πολυώνυµα
∗
, τότε η επίλυση

µπορεί να γίνει αποτελεσµατικά µε τη µέθοδο απαλοιϕής του Gauss.

β) Αν το σύστηµα έχει µόνο µία µεταβλητή, δηλαδή n = 1, ουσιαστικά έχουµε να βρούµε τις ρίζες ενός
πολυωνύµου, του ΜΚ∆(f1, . . . , fm). Το τελευταίο υπολογίζεται µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη,

και υπάρχουν αλγόριθµοι για τον εντοπισµό των ριζών του.

Μια βάση Groebner στην περίπτωση γραµµικών συστηµάτων είναι τα πολυώνυµα(τριγωνικό σύστηµα)

που βρίσκουµε εκτελώντας απαλοιϕή Gauss, ενώ στην περίπτωση πολυωνύµων µιας µεταβλητής, µια

βάση Groebner είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης του συστήµατος.

Ορισµός 1. Έστω το σύνολο F[x1,x2, ...,xn] των πολυωνύµων µε n µεταβλητές. Μονώνυµο ϰαλείται ϰάϑε

έϰϕραση της µορϕής x1α1x2α2⋯xnαn , όπου α1,α2, . . . ,αn ∈ Z≥0. Αν αi = 0 τότε ορίζουµε xiαi
∶= 1.

Κάθε µονώνυµο x1α1x2α2⋯xnαn καθορίζεται πλήρως από το διάνυσµα α ∶= (α1,α2, . . . ,αn). Για συν-

τοµία θα συµβολίζουµε και

x̃
α
∶= x1α1x2α2⋯xnαn

Κάθε έκϕραση της µορϕής ξ ⋅x̃
α
, µε ξ ∈ F και α ∈ Zn

≥0, καλείται µονώνυµο µε συντελεστή ξ, ή, εϕόσον
εµϕανίζεται σε κάποιο πολυώνυµο, όρος του πολυωνύµου. Λέµε ότι το µονώνυµο x̃

α
διαιρεί το x̃

β
αν το

x̃
β
γράϕεται σαν x̃

γ
⋅ x̃

α
για κάποιο τρίτο µονώνυµο x̃

γ
(προσέξτε ότι στον ορισµό του µονωνύµου δεν

επιτρέπονται αρνητικοί εκθέτες).

∆ιαίρεση σε πολλές µεταβλητές

Η πράξη της διαίρεσης µεταξύ πολυωνύµων πολλών µεταβλητών είναι καθοριστικής σηµασίας για

τα επόµενα. Υπενθυµίζουµε ότι στα πολυώνυµα µιας µεταβλητής, για να γίνει η διαίρεση χρειαζόµαστε

ένα διαιρετέο f(x) ∈ F[x] και ένα διαιρέτη g(x) ∈ F[x] µε g(x) ≠ 0. Αϕού διατάξουµε τα µονώνυµα

του διαιρετέου και τα µονώνυµα του διαιρέτη χρησιµοποιώντας την ϕυσική διάταξη των δυνάµεων των

µονωνύµων, εκτελούµε τη γνωστή µας διαδικασία και λαµβάνουµε

f(x) = g(x)π(x) + υ(x) µε υ(x) = 0 ή υ(x) ≠ 0 και deg(υ(x)) < deg(g(x))
Κάτι που πρέπει να τονισθεί ιδιαίτερα εδώ είναι ότι το πηλίκο π(x) και το υπόλοιπο υ(x) είναι µοναδικά.

Στα πολυώνυµα µιας µεταβλητής δεν υπάρχει αµϕιβολία για το ποιος είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος.

Όµως ποιος είναι ο µεγιστοβάθµιος του f(x, y) = y3x+ x3y; Για τη διαίρεση πολυωνύµων µε n µεταβλη-

τές θα χρειαστεί να ορίσουµε έναν µεγιστοβάθµιο όρο σε κάθε πολυώνυµο. Έτσι χρειαζόµαστε κάποια

διάταξη στα µονώνυµά του. Η πιο απλή διάταξη είναι η «λεξικογραϕική».

∗
Ένα γραµµικό πολυώνυµο µε n µεταβλητές είναι της µορϕής α1x1 + α2x2 +⋯ + αnxn
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Ορισµός 2. Στο σύνολοZn
≥0 = {(α1,α2, ...,αn)∣ αi ∈ {0, 1, ...}} ορίζουµε την απλή λεξιϰογραϕιϰή διάταξη

ως εξής: (α1,α2, ...,αn) ≻λεξ (β1,β2, ...,βn)⇔ α1 > β1 ή α1 = β1 & α2 > β2 ή α1 = β1 & α2 = β2 & α3 > β3
ϰ.ο.ϰ.

Επιλέγοντας µια διάταξη στις µεταβλητές, πχ θεωρώντας x > y, επάγεται µια λεξικογραϕική διάταξη
στα µονώνυµα, πχ 1 ≺λεξ y ≺λεξ y2 ≺λεξ y3 ≺λεξ ⋯ ≺λεξ x ≺λεξ xy ≺λεξ ⋯ ≺λεξ x2 . . . . Παρατηρήστε πως σε
πολυώνυµα µιας µεταβλητής υπήρχε µια και µοναδική διάταξη που µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε.

Εδώ οι επιλογές είναι αρκετά περισσότερες. Μια άλλη διάταξη είναι η βαθµωτή:

Ορισµός 3. Στο σύνολο Zn
≥0 = {(α1,α2, ...,αn)∣ αi ∈ {0, 1, ...}} ορίζουµε τη βαϑµωτή λεξιϰογραϕιϰή διά-

ταξη ως:

(α1,α2, ...,αn) ≻βαϑ (β1,β2, ...,βn) ⇐⇒ ∑αi >∑ βi ή ∑αi =∑ βi & α ≻λεξ β

δηλαδή λαµβάνουµε ένα επιπλέον κριτήριο πρώτα, τον ολικό βαθµό του µονωνύµου, πχ αν x > y είναι
1 ≺βαθ y ≺βαθ x ≺βαθ y2 ≺βαθ xy ≺βαθ x2 . . .

Ορισµός 4. Σε ϰάϑε πολυώνυµο f ∈ F[x̃] έχουµε ένα µεγιστοβάϑµιο όρο (σύµϕωνα µε τη διάταξη που

εϕαρµόζουµε) ϰαι τον συµβολίζουµε ΜΟ(f).
Όπως συνηθίζεται και στα πολυώνυµα µιας µεταβλητής, µπορούµε να διατάξουµε τους όρους ενός πο-

λυωνύµου πολλών µεταβλητών κατά ϕθίνοντα βαθµό. Επιπλέον σε κάθε πολυώνυµο f επισυνάπτεται
ένας βαθµός deg(f) = (δ1, . . . ,δn), και µπορούµε να συγκρίνουµε δυο πολυώνυµα ως προς το βαθµό

τους.

Ίσως χρησιµοποιήσουµε και τις συντοµογραϕίες ΜΣ(f) και ΜΜ(f) για το µεγιστοβάθµιο συντελε-
στή και το µεγιστοβάθµιο µονώνυµο του f αντίστοιχα, δηλαδή θα είναι ΜΟ(f) =ΜΣ(f)⋅ΜΜ(f).

Ορίζουµε τώρα µία διαδικασία διαίρεσης έτσι ώστε δοθέντων των πολυωνύµων g και f1, f2, . . . , fm(µε
συγκεκριµένη σειρά), κι αϕού σταθεροποιήσουµε µια διάταξη στις µεταβλητές, ο αλγόριθµος να δίνει µια

γραϕή του πολυωνύµου gως g = π1 f1 + π2 f2 +⋯+ πm fm + υ. Το πολυώνυµο υ(x̃) καλείται υπόλοιπο της
διαίρεσης και η διατεταγµένη m-άδα πολυωνύµων (π1,π2, . . . ,πm) πηλίϰο της διαίρεσης. Ο αλγόριθµος

είναι:

1. Αρχικοποίησε πi = 0, i = 1, . . . ,m και υ = 0

2. Για i = 1 . . .n,

3. Όσο ΜΟ(fi) διαιρεί ΜΟ(g) θέσε u =ΜΟ(g)/ΜΟ(fi), πi = πi + u, g = g− ufi

4. διαϕορετικά θέσε υ = υ+ΜΟ(g), g = g−ΜΟ(g)
5. Επανέλαβε τα 2,3,4 έως ότου g = 0

Για να γίνει πιο κατανοητή η διαδικασία παραθέτουµε µια τέτοια διαίρεση(µε δυο µεταβλητές). Θεωρούµε

την απλή λεξικογραϕική διάταξη, µε x > y. ∆ιατάσσουµε τους όρους των πολυωνύµων κατά ϕθίνουσα

σειρά σύµϕωνα µε τη διάταξη αυτή και ακολουθούµε τον αλγόριθµο ως εξής:

g(x, y) = 3x14y10 + 5xy3 − 6y7 + 1 −2x12 + 4x2y4 = f1(x, y)
[ 3x14y10
−2x12 = −

3
2x

2y10] −3x14y10 + 6x4y14 x2 − y11 = f2(x, y)
[−2x12 δε διαιρεί 6x4y14] 6x4y14 + 5xy3 − 6y7 + 1 −

3
2x

2y10 = π1(x, y)
[ 6x4y14x2 = 6x2y14] −6x4y14 + 6x2y25 6x2y14 + 6y25 = π2(x, y)

6x2y25 + 5xy3 − 6y7 + 1 5xy3 + 6y36 − 6y7 + 1 = υ(x, y)
[ 6x2y25x2 = 6y25] −6x2y25 + 6y36

5xy3 + 6y36 − 6y7 + 1

[x2 δε διαιρεί 5xy3 κτλ..] 0
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Άρα τελικά είναι

g(x, y) = (−3
2
x2y10) ⋅ f1(x, y) + (6x2y14 + 6y25) ⋅ f2(x, y) + (5xy3 + 6y36 − 6y7 + 1)

Ο αλγόριθµος δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένος: εξαρτάται από τη διάταξη ως προς την οποία επι-

λέγουµε τους µεγιστοβάθµιους όρους. Βλέπουµε ότι:

α) Ο αλγόριθµος τερµατίζει, καθώς ο βαθµός του g στα βήµατα 2,3 ϕθίνει γνήσια. Αν έχει σταθερό

όρο, στο τελευταίο βήµα αϕαιρείται και αυτός, και έχουµε g = 0.

β) Αν θεωρήσουµε το αποτέλεσµα της διαίρεσης, g = π1 f1 +π2 f2 +⋯+πm fm+ υ, η διαδικασία δείχνει
ότι deg(g) ≥ deg(πi fi), ∀ i = 1,2, . . . ,m.

γ) Το υπόλοιπο της διαίρεσης είναι και αυτό ένα πολυώνυµο. Σηµειώστε πως αντίθετα µε τα πο-

λυώνυµα µιας µεταβλητής, εδώ δεν µπορούµε να εγγυηθούµε µοναδικότητα του υπολοίπου, αν

αλλάξουµε τη σειρά των διαιρετών(πχ τροποποιώντας το βήµα 2 ως «Για i = n . . . 1»).

δ) ∆εν υπάρχει µη µηδενικός όρος του υπολοίπου που να διαιρείται από τον µεγιστοβάθµιο όρο κά-

ποιου πολυωνύµου που βρίσκεται στον διαιρέτη.

Ιδεώδη πολυωνύµων και βάσειςGroebner

Είναι εύκολο να δούµε ότι τα δυο παρακάτω συστήµατα
†
έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων:

(Σ)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

g(x1,x2, ...,xn) = 0
f1(x1,x2, ...,xn) = 0

⋮

fm(x1,x2, ...,xn) = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

, (Σ′)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

υ(x1,x2, ...,xn) = 0
f1(x1,x2, ...,xn) = 0

⋮

fm(x1,x2, ...,xn) = 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
όπου υ το υπόλοιπο της διαίρεσης του g δια (f1, . . . , fm). Θα θέλαµε να συνεχίσουµε τις διαιρέσεις και τις
απλοποιήσεις µε έναν συστηµατικό τρόπο, ώστε να αναπαραστήσουµε το σύστηµα µε µια απλούστερη

µορϕή, για να το επιλύσουµε πιο εύκολα. Σαν πρώτο βήµα για το σκοπό αυτό, ορίζουµε το ιδεώδες:

Ορισµός 5. Το υποσύνολο I ≠ ∅ του F[x̃] ϰαλείται ιδεώδες πολυωνύµων, ϰαι συµβολίζουµε I ⊲ F[x̃] εάν
ισχύουν τα αϰόλουϑα :

(αʹ) f, g ∈ I⇒ f − g ∈ I

(βʹ) Αν f ∈ I,h ∈ F[x̃], τότε f ⋅ h ∈ I
Θα λέµε ότι το ιδεώδες I παράγεται από τα f1, . . . , fm, αν

I = {h1 f1 + h2 f2 +⋯ + hm fm ∣ hi ∈ F[x̃]}
Το σύνολο {f1, . . . , fm} καλείται µια βάση του I και συµβολίζουµε I = ⟨f1, . . . , fm⟩.

Σκεϕτείτε το ιδεώδες αυτό ως το «σύστηµα» όλων των (απείρων) πολυωνύµων που µπορείτε να σκε-

ϕτείτε, έτσι ώστε το «σύστηµα» να είναι ισοδύναµο µε το αρχικό. Παρατηρήστε ότι αν διαιρέσουµε πχ το

f1 µε τα επόµενα πολυώνυµα, δηλαδή

f1 = h2 f2 + h3 f3 +⋯ + hn fn + υ

και κατόπιν αντικαταστήσουµε στη βάση µας το f από το υπόλοιπο υ της διαίρεσης, βρίσκουµε µια άλλη
βάση του ίδιου ιδεώδους, I = ⟨υ, f2, . . . , fm⟩. Αυτό αντανακλά την παρατήρηση που κάναµε στην αρχή.

†
Παρατηρήστε πως στην περίπτωση που n = 1, η παρατήρηση αυτή οδηγεί στο γνωστό αποτέλεσµα ότι το σύστηµα έχει

λύσεις της ρίζες του ΜΚ∆(f1, . . . , fm), όπως ϕαίνεται από τον Ευκλείδειο αλγόριθµο εύρεσης του ΜΚ∆.
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Συµπεραίνουµε ότι η µελέτη ενός πολυωνυµικού συστήµατος ανάγεται στη µελέτη του ιδεώδους που

παράγεται από τα πολυώνυµα του συστήµατος. Αυτό που θα κάνουµε είναι να περιγράψουµε το ιδεώδες

αυτό χρησιµοποιώντας, όχι τα αρχικά πολυώνυµα, αλλά βρίσκοντας µια διαϕορετική βάση του ιδεώδους.

Αυτή θα µας επιτρέψει να προσδιορίσουµε πιο εύκολα το σύνολο λύσεων του αρχικού συστήµατος και

γενικότερα να εξάγουµε εύκολα διάϕορα συµπεράσµατα για αυτό.

Το ερώτηµα που γεννιέται είναι αν όλα τα ιδεώδη(χωρίς να τα υποθέτουµε παραγόµενα από κάποιο

πεπερασµένο σύνολο) έχουν µια πεπερασµένη βάση. Απάντησησε αυτό δίνει το περίϕηµο ϑεώρηµαβάσης

του Hilbert. Πριν το διατυπώσουµε ας δούµε µια σηµαντική ειδική περίπτωση:

Ορισµός 6. Έστω F[x̃] το σύνολο των πολυωνύµων n µεταβλητών, µε συντελεστές από το σύνολο F. Ένα
ιδεώδες µονωνύµων του F[x̃], ένα ιδεώδες που παράγεται από µονώνυµα, δηλαδή

I = ⟨x̃
α1 ,x̃

α2 ,x̃
α3 , ...⟩ , αi ∈ Zn

≥0

Ένα µονώνυµο ανήκει σε ένα ιδεώδες µονωνύµων αν υπάρχει ένα άλλο µονώνυµο στη βάση του ιδεώδους

που διαιρεί το µονώνυµο αυτό. Όπως ϕαίνεται στον ορισµό, τα µονώνυµα που παράγουν το I ενδέχεται
να είναι άπειρα. Το λήµµα τουDickson µας λέει ότι πάντα υπάρχει ένα πεπερασµένο σύνολο γεννητόρων:

Λήµµα 1. (Dickson) Έστω I ένα ιδεώδες µονωνύµων. Τότε το I έχει µια πεπερασµένη βάση από µονώνυµα,
δηλαδή υπάρχουν k µονώνυµα: x̃

β1 ,x̃
β2 , . . . ,x̃

βk , που παράγουν το I, συµβολιϰά I = ⟨x̃
β1 ,x̃

β2 , . . . ,x̃
βk⟩.

Μπορούµε τώρα να ορίσουµε τις βάσειςGroebner και να µελετήσουµε τις ιδιότητές τους. Η σηµασία

των βάσεων αυτών θα ϕανεί από τις ιδιότητες που έχουν. Για να ϕτάσουµε σε µια τέτοια βάση κάνουµε

τους εξής συλλογισµούς:

α) Θεωρούµε το σύνολο ΜΟ(I) ∶= {MO(f) ∶ f ∈ I} των µεγιστοβαθµίων όρων όλων των πολυω-
νύµων του I. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το σύνολοMO(I) είναι άπειρο, εάν I ≠ {0}. Φυσικά το

σύνολο αυτό δεν είναι ιδεώδες, ούτε έχει κάποια άλλη αλγεβρική δοµή.

β) Θεωρούµε το ιδεώδες µονωνύµων ⟨ΜΟ(I)⟩. Γνωρίζουµε από το λήµµα του Dickson (1) ότι πα-
ράγεται από πεπερασµένα µονώνυµα του συνόλου ΜΟ(I). ∆ηλαδή ⟨ΜΟ(I)⟩ = ⟨x̃

α1 , . . . ,x̃
ακ⟩.

Επειδή x̃
αi =ΜΜ(gi) για κάποια πολυώνυµα gi ∈ I, µπορούµε χωρίς βλάβη να πολλαπλασιά-

σουµε κάθε στοιχείο της βάσης µε τον αντίστοιχο συντελεστή ΜΣ(gi) και να έχουµε ⟨ΜΟ(I)⟩ =
⟨ΜΟ(g1), . . . ,ΜΟ(gκ)⟩

Θεώρηµα 1. (Βάσης του Hilbert) Μια βάση του I είναι η {g1, g2, ..., gκ}. Άρα ϰάϑε ιδεώδες I ⊲ F[x̃] είναι
πεπερασµένα παραγόµενο.

Ορισµός 7. Έστω I ιδεώδες του F[x̃]. Αν
⟨ΜΟ(I)⟩ = ⟨ΜΟ(g1),ΜΟ(g2), . . . ,ΜΟ(gκ)⟩

τότε το σύνολο {g1, g2, ..., gκ} λέγεται βάση Groebner του ιδεώδους I.
Μπορούµε να δούµε ότι µια τυχαία βάση δεν έχει την ιδιότητα του ορισµού: Έστω I = ⟨x3 + 1,x2y+ x⟩.
Το πολυώνυµο

h(x, y) = x(x2y+ x) − y(x3 + 1) = x2 − y
ανήκει στο I και έχει µεγιστοβάθµιο όρο(θεωρούµε διάταξη x > y) ΜΟ(h) = x2, όµως x2 ∉ ⟨x3,x2y⟩
αϕού δε διαιρείται µε κανένα από αυτά.

Από το θεώρηµα (1) γνωρίζουµε ότι κάθε ιδεώδες έχει µια βάση Groebner. Επίσης από την επιλο-

γή των gi ϕαίνεται πως η βάση δεν είναι µοναδική. Ο τρόπος εύρεσης µιας βάσης Groebner δεν είναι

προϕανής, όµως θα δούµε παρακάτω πως υπάρχει αλγόριθµος που την υπολογίζει. Γενικότερα ισχύουν:

• Κάθε ιδεώδες έχει (συνήθως) αρκετές βάσεις Groebner.

• Αν εισάγουµε πολυώνυµα που ανήκουν στο ιδεώδες σε µια βάση Groebner, το νέο σύνολο είναι

επίσης βάση Groebner.
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• Η βάση Groebner εξαρτάται από τη διάταξη των µονωνύµων που έχουµε επιλέξει.

Είδαµε ότι στον αλγόριθµο της διαίρεσης το υπόλοιπο δε µένει το ίδιο αν διαιρέσουµε µε µια µετάθεση

του διαιρέτη. Για τη διαίρεση όµως µε µια βάση Groebner ισχύει το παρακάτω

Θεώρηµα 2. Έστω G = {g1, g2, ..., gκ} µια βάση Groebner ενός ιδεώδους I ⊲ F[x̃] ϰαι f ∈ F[x̃]. Τότε
εϰτελώντας τη διαίρεση του f δια G µε οποιαδήποτε σειρά των gi:

f = h1g1 + h2g2 +⋯ + hκgκ + υ

το υ(x̃) είναι πάντα το ίδιο πολυώνυµο.

Έτσι όταν διαιρούµε µε µια βάση Groebner µπορούµε να γράϕουµε f mod {g1, g2, ..., gκ} αϕού το

υπόλοιπο δεν εξαρτάται από τη σειρά των gi που θα χρησιµοποιήσουµε στον αλγόριθµο της διαίρεσης.

Θα συµβολίζουµε και

f
{g1,g2,...,gκ}

∶= f mod {g1, g2, ..., gκ}
Παρατηρήσαµε πως µια βάση Groebner δεν είναι µοναδική. Ο παρακάτω ορισµός µας δίνει µια πιο

µικρή κλάση βάσεων Groebner:

Ορισµός 8. Ελάχιστη(minimal) βάσηGroebner του ιδεώδους I είναι µια βάσηGroebnerG = {g1, g2, ..., gκ}
µε τις επιπλέον ιδιότητες:

(αʹ) Οι αριϑµητιϰοί συντελεστές των ΜΟ(gi) είναι ίσοι µε 1.
(βʹ) Για ϰάϑε i = 1,2, ...κ, ισχύει ότι ΜΟ(gi) ∉ ⟨ΜΟ(g1), . . . ,ΜΟ(gi−1),ΜΟ(gi+1), . . . ,ΜΟ(gκ)⟩.

Σύµϕωνα µε τον ορισµό µπορούµε εύκολα να µετατρέψουµε µια τυχούσα βάσηGroebner σε ελάχιστη
διαιρώντας τα στοιχεία της µε τους αντίστοιχους µεγιστοβάθµιους συντελεστές(ώστε οι µεγιστοβάθµιοι

να γίνουν 1) και ελέγχοντας αν υπάρχουν µεγιστοβάθµιοι όροι που διαιρούνται µεταξύ τους· τα αντί-

στοιχα πολυώνυµα αϕαιρούνται από το σύνολο και τότε η βάση Groebner είναι ελάχιστη(µπορείτε να
διαπιστώσετε εύκολα ότι το σύνολο που αποµένει είναι πράγµατι βάση Groebner).

Είναι ϕανερό ότι η ελάχιστη βάση είναι πιο βολική για τους υπολογισµούς, αϕού έχει ελάχιστο αριθµό

στοιχείων. Το τελικό βήµα είναι να βρούµε µια ακόµα «καλύτερη» βάση Groebner, η οποία θα έχει την

σπουδαία ιδιότητα να είναι µοναδική για κάθε ιδεώδες:

Ορισµός 9. Ανηγµένη(reduced) βάση Groebner είναι µια ελάχιστη βάση Groebner G = {g1, g2, ..., gκ}
µε την επιπλέον ιδιότητα να µην υπάρχει µονώνυµο του gi (i = 1, ...,κ) που να διαιρείται από ϰάποιο

ΜΟ(gj), j≠ i.
Θεώρηµα 3. Κάϑε ιδεώδες I έχει µοναδιϰή ανηγµένη βάση Groebner.

Αν έχουµε µια ελάχιστη βάσηGroebner µπορούµε εύκολα να ϕτάσουµε στην ανηγµένη βάσηGroeb-
ner του ιδεώδους ακολουθώντας τον ορισµό: παίρνουµε τα gi που δεν ικανοποιούν την ιδιότητα (β΄) και
τα αντικαθιστούµε µε το υπόλοιπο gi mod (G − {gi}). Το τελευταίο υπολογίζεται από τον αλγόριθµο

της διαίρεσης, και είναι βέβαιο πως ικανοποιεί την ιδιότητα (β΄). Η διαδικασία που µετατρέπει µια τυχαία

βάση πρώτα σε ελάχιστη και κατόπιν στην ανηγµένη λέγεται αυτοαναγωγή(autoreduction).

Εϕαρµογές των βάσεωνGroebner

Στην επόµενη ενότητα παρουσιάζουµε τον αλγόριθµο που υπολογίζει µια βάση Groebner ενός ιδεώ-
δους. Ας δούµε ποια σηµαντικά προβλήµατα µπορούν να λυθούν µε έναν τέτοιο αλγόριθµο.

α) Από τη µοναδικότητα της ανηγµένης βάσης Groebner έχουµε έναν αλγόριθµο για να εξετάζουµε ισό-
τητα ιδεωδών(άρα και ισοδυναµία δυο πολυωνυµικών συστηµάτων):

1. Βρες τις ανηγµένες βάσεις Groebner, των δυο ιδεωδών.
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2. Αν έχουν την ίδια ανηγµένη βάση Groebner απάντησε ΝΑΙ αλλιώς απάντησε ΟΧΙ.

β)Πολύ σηµαντικό στις εϕαρµογές είναι τοπρόβληµα του ανήϰειν: «δοθέντος ενός συνόλου πολυωνύµων

F = {f1, . . . , fn} και ενός πολυωνύµου h, ανήκει το h στο ιδεώδες που παράγεται από το F;». Από το

παρακάτω

Λήµµα 2. Έστω G = {g1, . . . , gκ} µια βάση Groebner του I. Τότε h ∈ I⇔ hmod G = 0.

έχουµε άµεσα τον εξής αλγόριθµο:

1. Βρες µια βάση Groebner, G = {g2, g1, ..., gκ} του ιδεώδους.

2. Εκτέλεσε τη διαίρεση του h δια G, µε οποιαδήποτε σειρά.

3. Αν f
G
= 0 απάντησε ΝΑΙ αλλιώς απάντησε ΟΧΙ.

γ) Η χρησιµότητα των βάσεων Groebner στη µελέτη και επίλυση αλγεβρικών συστηµάτων είναι µεγά-

λη, ακόµη κι αν πρόκειται για υπερ- ή υπό-προσδιορισµένα συστήµατα. Η βασική ιδιότητα είναι πως το

σύνολο λύσεων του αρχικού συστήµατος ισούται µε το σύνολο λύσεων της βάσης, αϕού πρόκειται για

το ίδιο ιδεώδες. Η βάση Groebner έχει την ιδιότητα της απαλοιϕής(elimination property): Αν έχουµε µια
βάσηGroebner σύµϕωνα µε µια λεξικογραϕική διάταξη(πχ x1 > ⋯ > xn) και το σύστηµα έχει πεπερασµέ-
νες λύσεις, τότε υπάρχει πολυώνυµο στη βάση στο οποίο εµϕανίζεται µόνο η xn. Λύνουµε το τελευταίο

ως προς xn και αντικαθιστούµε τις λύσεις στα υπόλοιπα. Για κάθε τιµή του xn, βρίσκουµε πολυώνυµο
στη βάση µε µεταβλητή µόνο την xn−1 κοκ. Πρόκειται για µια γενίκευση της αντίστοιχης διαδικασίας που
γίνεται στα γραµµικά συστήµατα, όταν επιλύουµε µε προς τα πίσω αντικατάσταση(back-substitution).
Στο τέλος έχουµε όλες τις λύσεις του συστήµατος.

Αν το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις µπορούµε παρόµοια να αϕήσουµε κάποιες ελεύθερες µεταβλητές,

και να έχουµε µια περιγραϕή όλων των λύσεων. Απάντηση στο ερώτηµα «έχει το σύστηµα λύσεις;» δίνει

το περίϕηµο Θεώρηµα Nullstellensatz τουHilbert(1890):

Θεώρηµα 4. Ένα σύστηµα πολυωνύµων F είναι αδύνατο(δεν έχει λύσεις) αν ϰαι µόνο αν η ανηγµένη βάση

Groebner είναι το µονοσύνολο {1}, δηλαδή I = ⟨F⟩ = ⟨1⟩ = F[x̃].

III. Ο Αλγόριθµος του Buchberger

Είδαµε ότι κάθε ιδεώδες έχει µια βάσηGroebner. Πως όµως µπορεί να προσδιοριστεί µια τέτοια βάση;

Ορισµός 10. Για δυο πολυώνυµα f1, f2 ∈ F[x̃] ϰαλούµε S-πολυώνυµο των f1, f2 το

S(f1, f2) ∶=
x̃
γ

ΜΟ(f1) f1 −
x̃
γ

ΜΟ(f2) f2

όπου x̃
γ
το ελάχιστο ϰοινό πολλαπλάσιο των ΜΜ(f1) ϰαι ΜΜ(f2), δηλαδή το γi είναι η µέγιστη δύναµη

στην οποία εµϕανίζεται η xi στα δυο µονώνυµα.

Για παράδειγµα, S(x3+2,x2−x+1) = x2−x+2, S(x2y−y,xy2+x) = −x2−y2, S(x̃
(2,1,2)

+x̃
(2,1,1),x̃

(1,2,2)) =
x̃
(2,2,1)

. Παρατηρούµε ότι το S−πολυώνυµο δεν έχει απαραίτητα µικρότερο βαθµό απ΄ ότι τα f, g.
Η βασική ιδιότητα του S(f, g) είναι ότι οι ΜΟ(f),ΜΟ(g) δεν εµϕανίζονται σε αυτό. Αν τα f, g ήταν

γραµµικά και αντιστοιχούσαν σε γραµµές κάποιου πίνακα, τότε το S(f, g) θα ήταν ο γραµµικός συνδυα-
σµός των αντίστοιχων γραµµών, τον οποίο υπολογίζει ο αλγόριθµος απαλοιϕής τουGauss. Το παρακάτω
λήµµα δείχνει ότι κάθε πιθανή απλοποίηση µεγιστοβαθµίων όρων σε γραµµικούς συνδυασµούς πολυω-

νύµων εκϕράζεται από κάποιο σύνολο S-πολυωνύµων:
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Λήµµα 3. Έστω fi =ΜΟ(fi) + hi, i = 1, . . . ,κ πολυώνυµα, στα οποία έχουµε ξεχωρίσει τους µεγιστοβάϑ-

µιους όρους(ως προς µια διάταξη), ϰαι ΜΜ(fi) = xδ.
Για ϰάϑε γραµµιϰό συνδυασµό q =

κ
∑
i=1

ci fi, ci ∈ F, τέτοιο ώστε ο βαϑµός του q να είναι µιϰρότερος από το

δ(σύµϕωνα µε την ίδια διάταξη), υπάρχουν S−πολυώνυµα ϰαι συντελεστές ai ∈ F ώστε

q =
κ−1
∑
i=1

aiS(fi, fi+1)

Επίσης ϰάϑε S−πολυώνυµο που εµϕανίζεται έχει βαϑµό µιϰρότερο του δ.

Αυτή η ιδιότητα των S−πολυωνύµων µας δίνει τη δυνατότητα να ξεπεράσουµε ένα σηµαντικό πρό-

βληµα που εµϕανίστηκε στις βάσεις ιδεωδών· υπάρχουν σύνολα F που παράγουν ένα ιδεώδες, όµως µέσα

σε αυτό το ιδεώδες εµϕανίζονται πολυώνυµα µε µεγιστοβάθµιους όρους που δεν διαιρούνται µε κανένα

στοιχείο του ΜΟ(F), όπως είναι το q. Γνωρίζουµε τώρα ότι όλα αυτά τα πολυώνυµα µπορούν να εκϕρα-
στούν σαν γραµµικοί συνδυασµοί S−πολυωνύµων. Άρα το κλειδί για να ϕτάσουµε σε µια βάσηGroebner
είναι τα S−πολυώνυµα.

Η παρατήρηση αυτή µας οδηγεί στο Κριτήριο Buchberger που χαρακτηρίζει τις βάσειςGroebner ενός
ιδεώδους.

Θεώρηµα 5. Έστω I = ⟨g1, g2, ..., gκ⟩. Το G = {g1, g2, ..., gκ} είναι βάση Groebner ως προς µια συγϰεϰρι-

µένη διάταξη µονωνύµων αν ϰαι µόνο αν S(gi, gj)G = 0, ∀i ≠ j, ως προς τη διάταξη που έχουµε επιλέξει.

Παρατηρήστε ότι πρόκειται για αλγοριθµικό κριτήριο, το οποίο απαντάει στην ερώτηση: «Είναι το G
βάση Groebner;».

Μπορούµε τώρα να διατυπώσουµε τον αλγόριθµο του Buchberger. Με είσοδο ένα σύνολο F =
{f1, . . . , fm}, ο αλγόριθµος υπολογίζει µια βάσηGroebnerG = {g1, . . . , gκ} του ιδεώδους I = ⟨f1, . . . , fm⟩
τέτοια ώστε F ⊆ G. ∆ηλαδή ο αλγόριθµος απλώς προσθέτει πολυώνυµα στο αρχικό σύνολο. Τα πολυώ-

νυµα που προστίθενται είναι τα µη µηδενικά υπόλοιπα της διαίρεσης S−πολυωνύµων δια του F. Αν αυτή
η διαδικασία της προσθήκης τερµατίσει(δηλαδή κάποια στιγµή ικανοποιηθεί το κριτήριο Buchberger),
ο αλγόριθµος θα δώσει στην έξοδο µια βάση Groebner, που συνήθως δεν είναι η ανηγµένη. Θυµηθείτε

όµως ότι από µια τυχούσα βάση µπορούµε να υπολογίσουµε ανηγµένη βάση Groebner(αυτοαναγωγή).
Ο αλγόριθµος είναι:

1. Θέσε G = F.

2. Για κάθε ζεύγος {p,q} ⊆ G, Αν s = S(p,q)G είναι µη µηδενικό, θέσε F = F ∪ {s}
3. ΑνG = F (δηλαδή στο βήµα 2 δεν προστέθηκε τίποτα καινούριο) τότε επέστρεψε τοG, διαϕορετικά

ξεκίνα πάλι από το βήµα 1.

Για παράδειγµα, έστω F = {f1 = x3 − 2xy, f2 = x2y− 2y2 + x}. Θεωρούµε τη βαθµωτή διάταξη. Το

F δεν είναι βάση Groebner διότι το f3 ∶= S(f1, f2)F = −x2 έχει αρχικό µονώνυµο x2 /∈ ⟨x3,x2y⟩. Άρα
θέτουµε G = {f1, f2, f3}. Υπολογίζουµε

f4 ∶= S(f1, f3)G = −2xy, f5 ∶= S(f2, f3)G = −2y2 + x

και διαπιστώνουµε πως πλέον όλα τα S-πολυώνυµα µηδενίζονται mod{f1, . . . , f5}. Το G = {f1, . . . , f5}
είναι βάση Groebner σύµϕωνα µε το Κριτήριο Buchberger.

Παρατηρήστε πως ΜΟ(f1) ∈ ⟨ΜΟ(f2), . . . ,ΜΟ(f5)⟩. Αυτό σηµαίνει πως µια µικρότερη βάση Grob-
ner είναι το σύνολο {f2, . . . , f5}. ΕπιπλέονΜΟ(f2) ∈ ⟨ΜΟ(f3),ΜΟ(f4),ΜΟ(f5)⟩ άρα µια ακόµη µικρό-
τερη βάση Groebner είναι το {f3, f4, f5}. Πρόκειται για µια ελάχιστη βάση Groebner αν διαιρέσουµε µε
τους µεγιστοβάθµιους συντελεστές.
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Ορθότητα

Εκ κατασκευής F ⊆ G. Τα S−πολυώνυµα είναι στοιχεία του ιδεώδους, άρα G ⊆ I. Άρα το G παράγει

το ιδεώδες. Εάν τερµατίσει ο αλγόριθµος, τότε τα υπόλοιπα των S−πολυωνύµων δια G είναι όλα µηδέν,

άρα πρόκειται για µια βάση Groebner σύµϕωνα µε το θεώρηµα 5.

Θα δείξουµε ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει. Έστω x̃
ti το µεγιστοβάθµιο µονώνυµο του i−οστού πολυω-

νύµου που εισάγει ο αλγόριθµος στη βάση, i = 1,2, . . . . Παρατηρούµε ότι στην ακολουθία x̃
t1 ,x̃

t2 ,x̃
t3 , . . . ,

για κάθε j, το µονώνυµο x̃
tj δεν είναι πολλαπλάσιο κανενός από τα x̃

t1 ,x̃
t2 , . . . ,x̃

tj−1 , διότι έχουµε εκτε-

λέσει τη διαίρεση µε τα πολυώνυµα της βάσης, µέσα στην οποία υπάρχουν πολυώνυµα µε µεγιστοβάθµια

µονώνυµα αυτά ακριβώς τα µονώνυµα. Από το Λήµµα του Dickson (1), µια τέτοια ακολουθία δε µπο-

ρεί παρά να είναι πεπερασµένη: Πράγµατι ένα άπειρο σύνολο από τέτοια µονώνυµα θα ήταν βάση ενός

ιδεώδους µονωνύµων, το οποίο δε θα είχε καµία πεπερασµένη βάση, καθώς κάθε επόµενο στοιχείο της

άπειρης βάσης δεν θα µπορούσε να παρασταθεί µε χρήση των προηγουµένων, άτοπο.

Πολυπλοκότητα

Αν πειραµατιστούµε µε οποιαδήποτε υλοποίηση του αλγορίθµου θα διαπιστώσουµε πως είναι έντονο

το ϕαινόµενο της ενδιάµεσης διόγκωσης των υπολογισµών(intermediate expression swell): Ξεκινώντας
µε είσοδο πολυώνυµα µικρού βαθµού και µε µικρούς συντελεστές, ο αλγόριθµος παράγει πολυώνυµα µε

µεγάλο βαθµό και τεράστιους συντελεστές. Αυτή η παρατήρηση είναι αρκετά κακός οιωνός για τα απο-

τελέσµατα που αναµένουµε σχετικά µε το χρόνο του αλγορίθµου. Για περισσότερα από τριάντα χρόνια

από τη δηµοσίευση του αλγορίθµου(1965), η πολυπλοκότητά του παρέµεινε άγνωστη. Αρκετά ερωτή-

µατα είναι ανοικτά ακόµη και σήµερα. Η ανάλυση που παρουσιάζουµε οϕείλεται στον Mayr και τους
συνεργάτες του.

Υπενθυµίζουµε σύντοµα από τηΘεωρίαΠολυπλοκότητας την κλάση προβληµάτων στην οποία θα εν-

τάξουµε τον αλγόριθµο: Η κλάση EXPSPACE είναι το σύνολο των προβληµάτων απόϕασης που µπορούν
να επιλυθούν µε χρήση εκθετικού χώρου µνήµης. Τα προβλήµατα EXPSPACE-complete είναι εξαιρετικά
δύσκολα και συνήθως έχουν διπλά εκθετικό χρόνο, O(22n), τουλάχιστον για κάποια στιγµιότυπα. Για

περισσότερες λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στο [10].

ΟιMayr &Meyer έδειξαν το 1982 ότι το πρόβληµα του ανήκειν είναι EXPSPACE-complete[11]. Γνωρί-
ζουµε ότι το πρόβληµα αυτό ανάγεται στον υπολογισµό µιας βάσηςGroebner, άρα το αντίστοιχο πρόβλη-
µα απόϕασης «είναι το G βάση Groebner» είναι EXPSPACE-hard. Το παρακάτω αποτέλεσµα οϕείλεται

στουςMayr(1989) και Kühnle & Mayr(1996)[12]:

Θεώρηµα 6. Το πρόβληµα εύρεσης της ανηγµένης βάσης Groebner είναι EXPSPACE-complete.

Έχει δειχθεί επίσης(Mayr 1995) ότι για οµογενή ιδεώδη(δηλαδή παραγόµενα από οµογενή πολυώνυ-
µα) το πρόβληµα του ανήκειν είναι PSPACE-complete, ενώ ο υπολογισµός µιας βάσης Groebner παρα-
µένει EXPSPACE-complete. Πρώτος ο Hilbert απέδειξε(1890) ότι το πρόβληµα του ανήκειν είναι απο-

ϕασίσιµο(θεώρηµα (1) ). ΗHermann το 1926 έδωσε µια κατασκευαστική µέθοδο για την αναπαράσταση
οποιουδήποτε f ∈ ⟨f1, . . . , fn⟩ ως πολυωνυµικό συνδυασµό

f =
n
∑
i=1

qi fi

Έδειξε ότι οι βαθµοί των qi ϕράσσονται από µια διπλά εκθετική ποσότητα. Ειδικότερα οι βαθµοί των

πολυωνύµων µιας ανηγµένης βάσης Groebner ϕράσσονται από

2(d
2

2
+ d)

2n−1

όπου n ο αριθµός των µεταβλητών και deg fi ≤ d. Το ϕράγµα δεν εξαρτάται από τον αριθµό των πο-

λυωνύµων ή το µέγεθος των συντελεστών. Είναι πολυωνυµικό ως προς το βαθµό των πολυωνύµων
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και διπλά εκθετικό ως προς τον αριθµό των µεταβλητών. Υπάρχουν ιδεώδη που έχουν βάσεις Groeb-
ner µε τουλάχιστον 22

cn
στοιχεία, µε βαθµό τουλάχιστον 22

sn
,όπου c, s ∈ R. Για παράδειγµα, αν F =

{xn+1 − yzn−1w,xyn−1 − zn,xnz − ynw}, έχει αποδειχθεί ότι το πολυώνυµο zn
2
+1
− yn

2
w υπάρχει στην

ανηγµένη βάση Groebner του ⟨F⟩, σύµϕωνα µε κάποια διάταξη.

Ο χρόνος χειρότερης περίπτωσης του αλγορίθµου του Buchberger δεν είναι γνωστός, όµως από το

θεώρηµα (6) έχουµε ένα κάτω ϕράγµα για αυτόν. Το αποτέλεσµα αυτό είναι αρκετά απαισιόδοξο, όµως

υπάρχει αντίλογος: Το ϕράγµα αυτό έχει αποδειχθεί µε στιγµιότυπα περισσότερο συνδυαστικά παρά γεω-

µετρικά. Τα περισσότερα πρακτικά προβλήµατα όµως έχουν γεωµετρική υϕή. ΟιKühnle&Mayr θεωρούν
τον ίδιο υπολογιστικό χρόνο για κάθε πολυώνυµο µε δεδοµένο βαθµό και αριθµό µεταβλητών, πράγµα

το οποίο δεν ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα. Ενδεχοµένως τα πραγµατικά (συνήθως γεωµετρικά)

προβλήµατα που εµϕανίζονται στην πράξη να είναι πιο εύκολα από ότι τα συνδυαστικά κατασκευασµένα

προβλήµατα.

Βελτιώσεις στον αλγόριθµο

Έίδαµε τη βασική ιδέα του αλγορίθµου και συνεχίζουµε µε κάποιες παρατηρήσεις που βελτιώνουν τον

αρχικό αλγόριθµο του Buchberger. Όλο το υπολογιστικό βάρος του αλγορίθµου πέϕτει στις διαιρέσεις

του βήµατος 2. Θα δούµε πως κάποιες από αυτές µπορούν να παραλειϕθούν. Σηµαντικό ρόλο παίζει η

σειρά µε την οποία διαλέγουµε τα {p,q}, κι έχουν αναπτυχθεί διάϕορες στρατηγικές για το πως είναι

καλύτερα να γίνει αυτό. Ένας άλλος βαθµός ελευθερίας που έχουµε είναι στη διάταξη που εϕαρµόζουµε,

η οποία επηρεάζει την ταχύτητα του αλγορίθµου της διαίρεσης για δεδοµένο στιγµιότυπο.

Οι τρεις παρατηρήσεις Buchberger που αναϕέρονται παρακάτω εµϕανίζονται πρώτη ϕορά στο [6].

α) Αν κάποιο S−πολυώνυµο S(p,q) αϕήσει υπόλοιπο 0 κατά τη διαίρεση σε κάποιο βήµα, ο παραπάνω
αλγόριθµος υπολογίζει πάλι το υπόλοιπο στις επόµενες επαναλήψεις. Αυτό δε θα έπρεπε να γίνεται,

καθώς το υπόλοιπο θα παραµείνει 0 όταν προσθέσουµε επιπλέον πολυώνυµα στη βάση.

β) Παρατήρηση Buchberger I: Η στρατηγική αυτή προτείνει να επιλεγούν πρώτα εκείνα τα {p,q}
µε το µικρότερο ΕΚΠ(ΜΟ(p),ΜΟ(p)) µεταξύ των ζευγών, σύµϕωνα µε τη διάταξη που έχουµε

καθορίσει. Αυτή η επιλογή ενδέχεται να βελτιώσει την ταχύτητα του αλγορίθµου.

Μια άλλη στρατηγική για την επιλογή των ζευγών(sugar strategy), η οποία ϕαίνεται να έχει καλύ-
τερα αποτελέσµατα τις περισσότερες περιπτώσεις, παρουσιάζεται στο [7].

γ) Παρατήρηση Buchberger II: Αν τα ΜΜ(p) και ΜΜ(q) είναι σχετικά πρώτα, τότε S(p,q)F = 0.
Άρα µπορούµε να αγνοήσουµε τα ζεύγη {p,q} τα οποία έχουν την ιδιότητα αυτή.

δ) Παρατήρηση Buchberger III: Αν υπάρχει πολυώνυµο h στη βάση τέτοιο ώστε

– Τα S(p,h) και S(q,h) έχουν ήδη υπολογιστεί και
– ΟΜΟ(h) διαιρεί το ΕΚΠ(ΜΟ(p),ΜΟ(q))

τότε S(p,q)F = 0, και το ζεύγος {p,q} µπορεί να αγνοηθεί.

ε) Ηέξοδος του αρχικού αλγορίθµου δεν είναι η ανηγµένη βάσηGroebner, δηλαδή υπάρχουν πλεονά-
ζοντα πολυώνυµα τα οποία µπορούν να αϕαιρεθούν. Αναϕέραµε τη διαδικασία της αυτοαναγωγής,

για να ϕτάσουµε στην ανηγµένη βάση σαν ένα τελικό βήµα. Είναι πιο αποτελεσµατικό η διαδικα-

σία αυτή να γίνεται online σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου. Έτσι µε κατάλληλη τροποποίηση

του αλγορίθµου µπορούµε να πάρουµε στην έξοδο την ανηγµένη βάση Groebner.
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IV. Εϕαρµογές

Πέρασαν αρκετά χρόνια από την ανακάλυψη του αλγορίθµου µέχρι να γίνει γνωστή η χρησιµότη-

τά του σε µια πληθώρα διαϕορετικών προβληµάτων. Μόλις τη δεκαετία του ΄90 η θεωρία άρχισε να

εϕαρµόζεται σε άλλους κλάδους πέρα από την Αλγεβριϰή Γεωµετρία και τηΜεταϑετιϰή Άλγεβρα. Μέχρι

σήµερα έχουν δηµοσιευθεί εκατοντάδες εργασίες, κάθε µια από τις οποίες προσθέτει µια νέα εϕαρµογή

στον αλγόριθµο Buchberger.
Θα δούµε τρεις από αυτές τις εϕαρµογές, από τρεις ϕαινοµενικά ασύνδετους κλάδους: ροµποτική,

θεωρία αποδείξεων, επιχειρησιακή έρευνα.

Ροµποτική: Ευθύ κινηµατικό πρόβληµα

Στο ευθύ κινηµατικό πρόβληµα(forward kinematic problem) µας δίνεται ένα ροµπότ και ένα σηµείο

του χώρου. Ζητείται η θέση του ροµπότ ώστε το άκρο του να ϕτάσει το σηµείο αυτό. Στην εϕαρµογή θα

ασχοληθούµε µε ένα «επίπεδο» ροµπότ, µε έναν σταθερό βραχίονα µήκους l0 και άλλους τρεις l1, l2, l3
που µπορούν να κινηθούν ελεύθερα.

Θεωρούµε ένα κύριο σύστηµα συντεταγµένων Oxy και ένα σταθερό βραχίονα, µε µήκος l0 κάθετο
στον x-άξονα, ο οποίος στηρίζεται στο σηµείο O. Επίσης στο άκρο κάθε βραχίονα l1, l2 θεωρούµε κινητά
συστήµατα συντεταγµένων µε αρχή το άκρο του βραχίονα και τον xi-άξονα παράλληλο στο li.

Θα µελετήσουµε το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα, δηλαδή δεδοµένων των συντεταγµένων (x0, y0) ενός
σηµείου Aστο κύριο σύστηµα συντεταγµένων, ποια θέση πρέπει να πάρει κάθε βραχίονας ώστε το άκρο

του l3 να συµπέσει µε το δοσµένο σηµείο. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε την γωνία που σχηµατίζει κάθε

βραχίονας µε τον xi-άξονα του προηγούµενου βραχίονα, κατά τη θετική ϕορά. Η κατάσταση ϕαίνεται

στο παρακάτω σχήµα.

θ3

θ2

θ

l

O

0

x

1

y

x0

y
0

l1
l2

l3

A

Σηµειώνουµε πως στο άκρο του l0 θεωρούµε απλώς τη µεταϕορά του κύριου συστήµατος Oxyκατά ένα
διάνυσµα (0, l0).

Με στοιχειώδη τριγωνοµετρία βρίσκουµε τις συντεταγµένες του (x0, y0) συναρτήσει των γωνιών

θ1,θ2,θ3:

x0 = l1 cos θ1 + l2 cos(θ1 + θ2) + l3 cos(θ1 + θ2 + θ3)
y0 = l0 + l1 sin θ1 + l2 sin(θ1 + θ2) + l3 sin(θ1 + θ2 + θ3)

Άρα η κατάσταση του ροµπότ καθορίζεται πλήρως από τις γωνίες θ1, θ2, θ3, ενώ για να πραγµατο-

ποιηθεί µια κίνηση από τη θέσηAσε µια νέα θέση B, µε γωνίες ϕ1,ϕ2,ϕ3 αρκεί να υπολογιστούν οι γωνίες
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αυτές(αν υπάρχουν) και κατόπιν να πραγµατοποιηθεί στροϕή κάθε βραχίονα li κατά γωνία ϕi − θi. Η
θέση B δεν είναι εϕικτή από το ροµπότ αν δεν υπάρχουν τέτοιες γωνίες, ώστε το άκρο του να συµπίπτει

µε το σηµείο B.
Θα προσεγγίσουµε το ευθύ κινηµατικό πρόβληµα ορίζοντας κατάλληλες µεταβλητές ώστε να ανα-

γάγουµε το πρόβληµα ύπαρξης και εύρεσης των γωνιών θ1, θ2, θ3 στην επίλυση ενός πολυωνυµικού

συστήµατος. Θέτουµε:

x1 = sin θ1 y1 = cos θ1

x2 = sin θ2 y2 = cos θ2

x3 = sin θ3 y3 = cos θ3

και χρησιµοποιούµε τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες του αθροίσµατος γωνιών:

cos(θ1 + θ2) = y1y2 − x1x2
sin(θ1 + θ2) = x1y2 + x2y1

cos(θ1 + θ2 + θ3) = y3 cos(θ1 + θ2) − x3 sin(θ1 + θ2)
= y3(y1y2 − x1x2) − x3(x1y2 + x2y1)

sin(θ1 + θ2 + θ3) = y3 sin(θ1 + θ2) + x3 cos(θ1 + θ2)
= y3(x1y2 + x2y1) + x3(y1y2 − x1x2)

Αντικαθιστώντας:

x0 = l1y1 + l2(y1y2 − x1x2) + l3(y3y1y2 − y3x1x2 − x3x1y2 − x3x2y1)
y0 = l0 + l1x1 + l2(x1y2 + x2y1) + l3(y3x1y2 + y3x2y1 + x3y1y2 − x3x1x2)

και µετά από πράξεις:

x0 = −l3x1x2y3 − l2x1x2 − l3x1x3y2 − l3x2x3y1 + l3y1y2y3 + l2y1y2 + l1y1
y0 = −l3x1x2x3 + l3x1y2y3 + l2x1y2 + l1x1 + l3x2y1y3 + l2x2y1 + l3x3y1y2 + l0

Λαµβάνοντας υπόψιν την τριγωνοµετρική σχέση sin2 θ + cos2 θ = 1 παίρνουµε τις σχέσεις:

x21 + y
2
1 = 1

x22 + y
2
2 = 1

x23 + y
2
3 = 1

Τελικά ϕθάνουµε στο εξής πολυωνυµικό σύστηµα:

(Σ)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1 = −l3x1x2y3 − l2x1x2 − l3x1x3y2 − l3x2x3y1 + l3y1y2y3 + l2y1y2 + l1y1 − x0 = 0

f2 = −l3x1x2x3 + l3x1y2y3 + l2x1y2 + l1x1 + l3x2y1y3 + l2x2y1 + l3x3y1y2 + l0 − y0 = 0

f3 = x21 + y21 − 1 = 0

f4 = x22 + y22 − 1 = 0

f5 = x23 + y23 − 1 = 0

η λύση του οποίου(στους πραγµατικούς) µε συγκεκριµένες παραµέτρους l0, l1, l2, l3, x0, y0 δίνει απάν-
τηση στο ευθύ κινηµατικό πρόβληµα.

Συνεχίζουµε µε ένα παράδειγµα. Με δεδοµένα (l0, l1, l2, l3) = (4,6, 10,4) χρησιµοποιήσαµε το υπο-

λογιστικό πακέτο Maple για τον υπολογισµό της Ανηγµένης βάσης Groebner και την επίλυση του συ-

στήµατος.

Παρακάτω ϕαίνονται µερικές απαντήσεις που πήραµε για συγκεκριµένα σηµεία (x0, y0):



IV. Εϕαρµογές 13

• (x0, y0) = (14, 10). Πήραµε τις πραγµατικές λύσεις:

(x1,x2,x3, y1, y2, y3) = (1,−1,0,0,0, 1) ή (−20
29

, 1,0,
21
29

,0, 1)

άρα έχουµε δυο τρόπους να ϕτάσουµε το (14, 10). Μεταϕράζοντας τις λύσεις σε γωνίες παίρνουµε

(θ1,θ2,θ3) = (90,−90,0) και (θ1,θ2,θ3) = (−43.6,90,0).

θ1

θ2
θ3

O

x

=0

=90

=270 (10,14)

y

θ3

θ2

θ1

O

x

(10,14)

y

=0

=−43.6

=90

• (x0, y0) = (8,8). Πήραµε τις λύσεις:

(x1,x2,x3, y1, y2, y3) = (35 ,
−4
5
,
−4
5
,
−4
5
,
−3
5
,
3
5
) ή (−3

5
,
4
5
,
−4
5
,
4
5
,
−3
5
,
−3
5
)

ή (−1, 4
5
,
4
5
,0,
−3
5
,
3
5
) ή (1, −4

5
,
4
5
,0,
−3
5
,
−3
5
)

οπότε βρίσκουµε(προσεγγιστικά) τις γωνίες (θ1,θ2,θ3) = (−33.7,50,−53.1) ή (−36.9,−50,50) ή
(−90,−50,53.1) ή (90,50,−50).

θ2

θ1

θ3

O

x

y

(8,8)

• (x0, y0) = (5,5). Η βάση Groebner είναι G = {1}, άρα δεν υπάρχουν λύσεις. Το σηµείο δεν είναι

εϕικτό από το ροµπότ.
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Θεωρία Αποδείξεων: Αυτοµατοποιηµένη απόδειξη γεωµετρικών θεωρηµάτων

Θα εξετάσουµε αν ισχύει το θεώρηµα: Οι διαγώνιες του παραλληλογράµµου διχοτοµούνται.

A B

Γ Δ

O

Έστω ABΓ∆ ένα τυχόν παραλληλόγραµµο. Θα εκϕράσουµε τις υποθέσεις και τα θεωρήµατα µε τη µορϕή

πολυωνύµων. Θεωρούµε σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το A. Είναι B = (u1,0), Γ = (u2,u3). Η

κορυϕή ∆ ορίζεται µονοσήµαντα από τα άλλα τρία σηµεία, άρα είναι ∆ = (x1,x2), όπου τα x1,x2 είναι
συναρτήσεις των ui. Μια υπόθεση είναι ότι οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες, άρα οι ευθείες που τις

περιέχουν θα έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης:

AB//Γ∆Ô⇒ 0 =
x2 − u3
x1 − u2

AΓ//B∆Ô⇒ u3
u2
=

x2
x1 − u1

απαλοίϕοντας τους παρονοµαστές ϕτάνουµε στα πολυώνυµα

h1 = x2 − u3 = 0
h2 = (x1 − u1)u3 − x2u2 = 0

Επίσης τα A,O, ∆ και B,O, Γ είναι συνευθειακά, αϕού το O είναι η τοµή των δυο διαγωνίων άρα,αν

O = (x3,x4), ϕτάνουµε στις σχέσεις:

AO//O∆Ô⇒
x4
x3
=
u3
x1

BO//OΓÔ⇒
x4

x3 − u1
=

u3
u2 − u1

και τελικά

h3 = x4x1 − x3u3 = 0
h4 = x4(u2 − u1) − (x3 − u1)u3 = 0

Το σύστηµα {h1,h2,h3,h4} αποτελεί µια αναπαράσταση των υποθέσεων του θεωρήµατος.

Εκϕράζουµε και τα συµπεράσµατα του θεωρήµατος σαν πολυώνυµα, µε χρήση του Πυθαγορείου

Θεωρήµατος

AO = O∆Ô⇒ x23 + x
2
4 = (x3 − x1)2 + (x4 − x2)2

BO = OΓÔ⇒ (x3 − u1)2 + x24 = (x3 − u2)2 + (x4 − u3)2
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µετά από πράξεις τα συµπεράσµατα είναι:

g1 = x21 − 2x1x3 − 2x4x2 + x
2
2 = 0

g2 = 2x3u1 − 2x3u2 − 2x4u3 − u21 + u
2
2 + u

2
3 = 0

Το θεώρηµα θα ισχύει, αν g1, g2 ∈ ⟨h1,h2,h3,h4⟩. Καθώς όµως τα ui επιλέχθηκαν τυχαία, θα θεωρή-

σουµε ως µεταβλητές µόνο τα xi, δηλαδή βλέπουµε τα ui σαν παραµέτρους των συντελεστών. Υπολογί-

ζουµε την ανηγµένη βάση Groebner των hi ∈ R(u1,u2,u3)[x1,x2,x3,x4]:

G = {−u3 + 2x4,2 ∗ x3 − u1 − u2,x2 − u3,−u1 − u2 + x1}

και βλέπουµε ότι g1G = 0 και g2G = 0. Συµπεραίνουµε ότι το θεώρηµα είναι ορθό.

Επιχειρησιακή έρευνα: ακέραιος προγραµµατισµός

Στα προβλήµατα ακέραιου προγραµµατισµού θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε(ή να µεγιστοποιήσου-

µε) την τιµή ενός γραµµικού πολυωνύµου ενώαπαιτούµε οι τιµές των µεταβλητών να είναι ακέραιοι και να

ικανοποιούν κάποιους περιορισµούς που εκϕράζονται µε γραµµικά πολυώνυµα. Θα δούµε πως µπορούµε

να πετύχουµε κάτι τέτοιο χρησιµοποιώντας τις βάσεις Groebner µε ένα παράδειγµα:

Ας θεωρήσουµε το πρόβληµα της αναπαράστασης ενός ποσού, πχ 117 ευρώ, µε το µικρότερο αριθµό

νοµισµάτων, αν διαθέτουµε νοµίσµατα των 1,5, 10,20 ευρώ. Επειδή πρόκειται για αδιαίρετα νοµίσµατα,

η λύση πρέπει να είναι µια τετράδα µη αρνητικών ακεραίων µε ελάχιστο συνολικό άθροισµα. Έστω e ο
αριθµός των νοµισµάτων του ενός ευρώ, x τα παντάευρα, y τα δεκάευρα και z τα εικοσάευρα που θα

χρησιµοποιήσουµε. Το πρόβληµα είναι ένα πρόβληµα ακέραιου προγραµµατισµού:

ελαχιστοποίηση της e + x + y+ z

υπό τους περιορισµούς e + 5x + 10y+ 20z = 117

e,x, y, z ∈ Z≥0

Αςθεωρήσουµε τις βασικές σχέσεις µεταξύ των νοµισµάτωνσαν ένασύνολοπολυωνύµων τουZ[e,x, y, z].
∆ηλαδή:

F = {e5 − x, e10 − y, e20 − z}
πχ το e5 − x σηµαίνει ότι 5 µονόευρα είναι ίσα µε ένα πεντάευρο. Παρατηρήστε ότι πρόκειται για πολυώ-
νυµα µε δυο µονώνυµα το καθένα(διώνυµα). Σε αυτήν την περίπτωση η βάση Groebner θα αποτελείται

κι αυτή από διώνυµα. Η ανηγµένη βάση Groebner του I = ⟨F⟩ είναι:

G = {e5 − x,x2 − y, y2 − z}

Βλέπουµε ότι η G είναι ένα σύνολο άλλων κανόνων µεταξύ των νοµισµάτων, το οποίο είναι ισοδύναµο

µε το αρχικό, πχ y2 − z σηµαίνει ότι 2 δεκάευρα είναι ίσα µε ένα εικοσάευρο. Ας θεωρήσουµε τώρα µια

εϕικτή λύση του προβλήµατος, έστω (17, 10,5,0), πράγµατι 17 ⋅ 1+ 10 ⋅ 5+ 5 ⋅ 10+0 ⋅20 = 117. Με τη µορϕή

µονωνµυµου είναι το e17x10y5. Θα χρησιµοποιήσουµε τους κανόνες της βάσηςG έτσι ώστε µε τοπικές µε-

τακινήσεις προς καλύτερες αναπαραστάσεις του ποσού να ϕτάσουµε στο ολικό βέλτιστο(παρατηρήστε

ότι η χρήση των ΒάσεωνGroebner εδώ είναι ανάλογη µε την εκτέλεση του αλγορίθµου Simplex για γραµ-
µικό προγραµµατισµό). Είναι

e17x10y5 e5=x
Ð→ e2x13y5

x2=y
Ð→ e2xy11

y2=z
Ð→ e2xyz5

Συµπεραίνουµε ότι η βέλτιστη λύση είναι (2, 1, 1,5).
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