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Les parties localement denses de graphes globalement peu demsesupaley apparaissant dans la plupart des
réseaux d'interactiongels jouent undle important dans de nombreux contextes. Nous proposons une mesure de la
similarité structurelle (au sens des commugaientre sommets s sur des marche<tatoires. Nous montrons en-
suite comment calculer efficacement cette distance. Nous I'utilisons alors dans un algorithme de cluétericigjdpiie

qui fonctionne en temp®(mr?) et en espac®(n?) dans le pire des cas, cependant il tire profit des caratiues

des Eseaux&aliste, la complexét en temps pour la plupart des cas pratiques est aloBmfdogn) (n et m sont res-
pectivement le nombre de sommets et @tas du graphe). Legsultats ex@rimentaux montrent que notre algorithme
produit des structures de commurisitie meilleures quaditque celles obtenuedre aux algoritmes existants, tout en
restant comgtitif du point de vue du temps de calcul.
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1 Introduction

L'existence dans leseseaux d’interactions de zones plus dment conneées que d'autresétoule
souvent de la f@sence dans le graphe d’'une structure de commés.ale type de structure intervient dans
de nombreux &seaux d'interactions et apporte de 'information sur leur organisation. Les comrasinaut
peuvent avoir des interprations diférentes suivant le type déseau cons&fé (réseaux sociauxgseaux
biologiques, eseaux d’information,@seaux dedlecommunication, ...).

La notion de communaétdans un graphe est cependant diffigil&finir formellement. C’est pourquoi
toutes les approcheggentes ont utilis une notion intuitive des communautune communaéatest alors
vue comme un ensemble de sommets dont la dedsitonnexions internes est plus forte que la denlst
connexions vers I'edrieur (sans pour autangfinir de seuil formel). Le but est alors de trouver une partition
des sommets en communasitérifiant ce criere (sans savoir a priori le nombre de telles commuwésut
Le domaine a&cemment recu un vif regain d’inet avec I'arriée de nouveaux algorithmes pouvatie
clas€es en deux grandes familles :

— Les approcheséparatives [GN02, NG04, RC®4] scindent le graphe en plusieurs commuaatgn
retirant progressivement leséges reliant deux communastdistinctes. Les ates sont retées une&
une,a chaquettape les composantes connexes du graphe obtenu sont édsatifies communaés.

Le processus eskpete jusqu’au retrait de toutes leées. On obtient alors une structurédairchique
de communau@s. Les nethodes existantes diifent par la facon de choisir letesa retirer.

— Les approches aggla@matives [New04, DMn04] utilisent une approche s’apparerdamle du clus-
tering hérarchique dans lesquelles les sommets sont regsoiigpativement en communast. Notre
approche en fait partie.

2 Evaluation de la similarité et de la difféerence des sommets grace

a des marches aléatoires courtes

Nous consiérons un graphe non orién® = (V,E) pos&dantn = |V| sommets etn= |E| aretes. Afin
de pouvoir grouper les sommets du graphe par comméasanbus allons introduire une distance entre
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sommets (quévalue leur proximé structurelle) bae sur des marche<aloires dans le graphe.

2.1 Marches aléatoires dans un graphe

Nous allons nous igresseg un processus de marchéatoire (ou de diffusion) dans le grapBelLe
temps est disétise ¢ = 0,1,2,...). A chaque instant, un marcheur est lodaksir un sommet et séplace
a l'instant suivant vers un sommet choigafoirement et uniforément parmi les sommets voisins. La suite
des sommets vidis est alors une marcheatoire, et la probabitde transition du sommeau sommef
esta chaqueetape Pj = % (ou A est la matrice d’adjacence du graphel@) le degé du sommet).

Ceci Efinit la matrice de transitioR de la chéne de Markov correspondante. Nous pouvons assgie
P=D~!Aen introduisant la matrice diagonale des @sgies somme (Dj = d(i) etDj; = 0 pouri # j).
Nous noteronﬁ’itj = (PY)ij la probabilie d’aller du sommeitau sommej ent étapes.

2.2 Communautés et marches aléatoires courtes

Nous allons consigter des marchesé&idtoires de longueur et suffisamment courte pour ne pas at-
teindre le &gime stationnaire mais suffisamment longue pour collecter des informations globales sur le
voisinage du point deé&part de la marche (en pratiqgue nous prenorst3< 6). Nous supposons donc
connatre pour tous sommetset j les probabilies Pitj d’aller dei a j ent pas. Chaque probabﬁﬂiﬁtj
apporte de l'information suret j. Ainsi si nous voulons comparer deux sommie¢s$ j nous utiliserons
Finformation fournie par les probabisPy, Py, F; etFy; pour tout sommek. Cependant, il est facile de
montrer qued(i)Rtj = d(j)P}i, cette relation nous montre que ces deux probékilitpportent exactement
la méme information.

Pour comparer les sommeétst j nous pourrons donc nous contenter de comparer les ve&guesP! |
correspondant aux lignést j de la matrice®*. Pour ceh nous nous appuyons sur le fait que les sommets
d’'une néme communaétont tendanca “voir” les sommet£loigrés de la me facon, ainsi siet j sont
dans la eme communaétetk dans une autre communauit y a de fortes chances q@R; ~ P}k. Nous
devons aussi tenir compte de l'influence du @edjfj) du sommet d’'arrige sur la probabilé F’itj (cette
probabilie est d'ailleurs directement proportionnelle au defgrsquet — ). Dans cette optique, nous
introduisons la distancg; suivante :

n (P — P}k)z 1y 1y
rIJ - kZl d(k) - HD ?F>|l D ?PJI (1)

Nous gréralisons naturellement cette distance entre les commeméarisembles de sommets) en utili-
sant les probabil@sP-, = %‘ Yiec P« pour toute communa@C C V.

Théoreme 1 La distance ; s'exprime directement en fonction des vecteurs progrdmite \y de P as-
sSocis aux valeurs propresy.

rf = iw(va(i)—vam)z )

Cette formuleatablit un lien entre notre distance et les préfis spectrales de la matrice de transfert, ainsi

son comportement est principalement doenpar les vecteurs propres Bdiés aux plus grandes valeurs
propres. Soulignons que de nombreux travaux ont nomir consta que les propétés structurelles du
graphe sont captées par ces vecteurs propres [SEMS04, DMn04]. Cependant ces approches ont toutes
I'inconvénient de devoir calculer explicitement les valeurs propres et les vecteurs propreésadsotie
approche s’appuie sur lesémes fondements goriques mais visa s’affranchir du calcul @nalisant des
valeurs propres, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

2.3 Calcul de la distance

La définition donré par l'equation (1) dej; permet un calcul erd(n) a partir des probabilis Py et
Pik. Le calcul exact de ces défentes probabilits peutétre fait en calculant la matridé'. Les graphes
rencontés en pratique sonégéralement peu denses, il est alors judicieux de calculer chaque veEfeur
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en multipliantt fois le vecteurP?, (P, (k) = P = &) parPT. Chaque multiplication demande(m), le
calcul de chaqué!, demande donc un temgtm).

Suivant la ressource @moire, nous pourrons soit calculer tous les vecteurs proléb#ih un temps
O(tnm) et les stocker en &moire pour pouvoir ensuite faire chaque calcul de distance en un ©nps
ou bien calculer la voke chaque distance en un tengp$m).

3 Description de I'algorithme

Le but est maintenant de construire une structure de commasantaccord avec notre distance. Nous
allons pour ceci proposer une variante de Etlmde de clustering &archique de Ward.

3.1 Principe de notre algorithme

Nous allons partir d’'une partition du grapherrcommunatés contenant chacune un seul sommet et fu-
sionner successivement des commuesijiisqua obtenir une seule communéworrespondant au graphe
entier de la fagon suivante :

— Choisir deux communaésa fusionner selon la prédure é&crite en 3.3.

— Fusionner ces deux communasien une nouvelle communaut

— Mettrea jour les distances entre commuréut

— Calculer et nemoriser un paragtre de qualé Q préseng en 3.2
Nous obtenons ainsi une suite ni@artitions des sommets en commurésRy . .. P,_; parmi lesquelles il
va falloir choisir la meilleure (maximisa).

3.2 Evaluation de la qualité d’une partition du graphe en communautés

Nous utilisons pouévaluer la qualé de la partitiorP la modularié Q(Px) = Qx introduite dans [NG04,
New04] :

- — a2 3
Q« Cgpk(ec ac) 3)

ou ec est la fraction d’agtes internes la communa#C et ac est la fraction d’agtes ayant une exdmite
dans la communa@étC. Cette quanté est calculable en un temg¥m) et peutétre misea jour apes
chaque fusion e®(1). Nous retenons commeésultat de notre algorithme la partition du graphe pdast
la meilleure modularé.

3.3 Choix des communautés a fusionner

Pour diminuer le nombre de casconsi@rer et ainsi la complexéf nous envisagerons uniquement les
fusions de communa@s$ ayant au moins uneéde entre elles. Nous utilisons ensuite le principe de I'algo-
rithme de clustering B&rarchique suivant la @thode de Ward [War63]. Cetteatihode fusionne les com-
munaués de telle sorta minimisera chaquedtape la moyenne de la distance au cd@de chagque sommet

a sa communaét:
1
oP=5 2. 2 T @
CeRie

Nous devons alors connaithechaquettape les valeuko des variations de apres chaque fusion possibles
de communau@s. Celles-ci peuvetdtre efficacement obtenuesage au thoeme suivant ;

Théoreme 2 La variationAc(Cy,Cy) deo lors d'une fusion de deux communasiG et G en une nouvelle
communawt G UC, est :
1 Gl

AG(Cy,Cy) = = 22
GG = e+ e

®)



Pascal Pons

3.4 Complexité

Le calcul initial des probabilésP', pour tous les sommetse fait enO(tmn). A chaqueetape de fusion,
le maintien de la structure de dasmncodant les communéstse fait agrs chaque fusion en temps constant

et le calcul dePfClUCZ) , se fait en temp(n). Ces dewétapes demandent donc pour tes 1 étapes

un temps total ed(n?). La partie la plus coteuse est le calcul des nouvelle valeursddg¢Cy UC;,Cs).
A chaque fusion, il faut recalculer les distances entre la nouvelle comn@o&ée et chacune de ses
communatés voisines en temp3(n).

Théoreme 3 Le nombre total de calculs de distances effédars des fusion est au pl@im ai H est la
hauteur de la structure arborescente des commumtriouees par l'algorithme.

La complexié totale de I'algorithme est dor@(mnH), soit O(mr?) dans le pire des cas. Cependant les
grapheséalistes sont peu denses (1iG)(n)) et leurs communaés s’organisent&@réralement de maére
hiérarchique, de plus I'algorithme de Ward que nous utilisons a tendamgzer des communaks de
tailleséquilibrées. Ces deux remarques font qu’en pratique la structure arbores@ateliigue des com-
munaués s'approche du cas favorableld = O(logn) qui correspon@ une performance de I'algorithme
O(n?logn).

4 Conclusion

Nous avons propé@set impEmené (disponible sur [www]) un algorithme efficace detelction de com-
munaués dans les grandéseaux d’interactions basur I'eétude des marcheséaltoires dans les graphes.
Notre approche s’applique des graphes de grandes tailles qui ne pouvaiengtpadrai€s par la plupart
des algorithmes existants. Ainsi, nous avons pu obtenir les structures de comesudeagtaphes de tailles
allant jusqua 100 000 sommets. Cette court@gentation ne peut malheureusement contenir ni les nom-
breuses agliorations et optimisations que nous avons pr@gssi les tests de comparaison que nous avons
effectlés. Ces tests ont souligha quali€ des partitions trowes par notre algorithme par rappartelles
trouvees par les autres algorithmes existants.
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