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Introduction Notations et définitions

Codes GRM(q, d, n) et PRM(q, d, n)

On note par :

712

e I, un corps fini a g éléments (g une puissance d'un nombre
premier p).

o Fy[Xo, X1, ..., Xa] U {0} I'espace vectoriel des polyndmes
homogenes a n+ 1 variables avec coefficients dans F et de
degré d.

o P"(F,) I'espace projectif de dimension n sur F,.

o M, =#P"(F,) = % le nombre de points rationnels de
P"(Fy).

e _; = 0 (par convention, qui signifie le nombre de points de
I’ensemble vide).
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Introduction Notations et définitions

Codes GRM(q, d, n) et PRM(q, d, n)

On suppose que 2 < d < getn>2.

Pour tout polyndme f de Fq[Xo, X1, ..., Xp] U {0}, soit evf la
fonction polynomiale d'évaluation de f sur les éléments de P"(IFy),
définie par :

evf : P"(IFy) — Ty
f(x0,---sXn)

d
Xj

v=(x0:.. 1 Xp) +—

avec x; la premiére composante non nulle de v.
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Introduction Notations et définitions

Codes GRM(q, d, n) et PRM(q, d, n)

Le code de Reed-Muller projectif PRM(q, d, n) est I'image de
I'application :
®: Fo[Xo, X1, ..., Xnly  — For
f — (E'Vf(V))vePn(Fq)

@ un mot de code ¢ € PRM(q, d, n) est défini par le vecteur :
c = (evf(v1),...,evf(va,)); avec £ € Fy[Xo, X1, ..., Xp]? U {0}.

@ Le poids de c est le nombre de ces composantes non nulles.
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Introduction Notations et défi ons

Codes GRM(q, d, n) et PRM(q, d, n)

Z4(f) I'ensemble des zéros de f

#Z4(f) est le nombre de points de I'hypersurface S défini par
f, noté aussi #3S.

o Ny = max #Z4(f);
FEFG[ X0, X1,.... Xn]"

o P ={f € Fg[Xo, X, ...,Xn]g tel que #Z4(f) = Ny}

o Np = max Zq(f
2 fqu[Xo,Xl,...,Xn]Z\Pl# q( )

o Po = {f € Fg[Xo, X, ---7Xn]g/#zq(f) = No}

@ Le deuxieme poids est : wp = I, — Nb.
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Introduction Notations et définitions

Codes GRM(q, d, n) et PRM(q, d, n)

o N, = max #Z,(f), pour i >2;
FEF¢[Xo, X1, Xn] AN {P1U...UP;_1}

Si on considere I'ensemble des polyndmes qui sont produits de
facteurs linéaires, on définit de la méme facon les nombres Nf

@ P; : I'ensemble des polynémes f € Fq[Xp, X1, ...,X,,]Z tel que
#Z,(f) = N;.

@ Le i-eme poids est , pour i > 1.
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Introduction Notations et définitions

Codes GRM(q, d, n) et PRM(q, d, n)

Cas Affine
» Pg,d,n) = Fg[X1, ..., Xn]a I'espace des polyndémes a n variables
avec coefficients dans F; et de degré total au plus d.

»H(q,d,n) : I'ensemble des hypersurfaces définies par les polyndmes
de P(q,d,n).

[Fg I'espace affine de dimension n sur Fy.

En remplagant Fq[Xo, X1, ...,X,,]Z U {0} par P(q,4,n), on définit de
la méme facon un mot de code, son poids, les nombres N;, N,-Z, Pi
et les poids w; pour le cas affine.
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nce minimale des codes GRM(q, d, n)

Poids des codes GRM(q, d, n) euxieme poids des codes GRM(q, d, n)

La distance minimale est donnée par :
R.Lidl, H. Niederreiter (d < q),
Kasami, Lin et Peterson (1968) pour 0 < d < n(q — 1).

Distance minimale du code GRM(q, d, n)
e Sid<aq,

Amin = w1 = (q — d)qnfl.

e Si0<d<n(gq—1),avecd=r(qg—1)+s,s<qg—1:

n—r—1

dmin = W = (q - s)q
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)

Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieme poids des codes GRM(q, d, n)

Delsarte, Goethals and Mac Williams (1970) :
Tout mot, du code GRM(q, d, n), de poids w; peut &étre obtenu
par un polynéme de la forme :

P(x1, o) = AL JI1 = (i = wi) T [[Cerin — 1),
i=1 j=1

modulo I'action, sur les x;, des permutations du groupe GLNH(q,n)
(le groupe général linéaire non homogene sur IFZ).

Le degré est d = r(q — 1) + s, avec les t; sont distincts, et les w;
arbitraires, comme éléments de I,,.
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)
Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxiéme poids des codes GRM(q, d, n)

Les hyperplans de Delsarte, Goethals et Mc Williams

L'hypersurface définie par un polynéme comme ci-dessus est une
réunion d'hyperplans dont la configuration géométrique est :

r directions, dans chacune il y 3 ¢ — 1 hyperplans paralléles

et une (r + 1)-eéme direction ou il y a s hyperplans paralléles.

on calcule le nombre d’hypersurfaces de ce type, on obtient par la
suite :

Nombre de mots atteignant la distance minimale

(A e gy (@7 =1)(g" 1) (g - )
#Pu= ()@ 09 )
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)

Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieme poids des codes GRM(q, d, n)

> Pour d = 2, le polynéme de poids est entierement calculé par
McEliece

cf : "Quadratic forms over finite fields and second-order
Reed-Muller codes”, JPL Space Programs Summary, 37-58, vol.lll.

Pour le cas général :

>Lorsque d > 2, méme la détermination du deuxieme poids, est
non généralement résolue !
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)
Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieéme poids des codes GRM(q, d, n)

Arrangements d'hyperplans de Cherdieu et Rolland

Théoreme

Le deuxiéme grand nombre de zéros des polynémes de P(eq d,nyr €St

N =dg" ™t —(d —1)q" 2.
Ce nombre est donné par des polynémes définissant les
arrangements d’hyperplans suivants :

(a) Agv ., d — 1 hyperplans paralléles et le d-éme hyperplan les
coupe,

d . A i s
(b) AS, . d hyperplans se coupent en une méme sous-variété
linéaire de co-dimension 2.
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)

Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieme poids des codes GRM(q, d, n)

Cherdieu et Rolland (1996) :
A partir d'un résultat de W. Schmidt, améliorant une borne de A.
Weil et S. Lang sur le nombre de points d'une hypersurface; on
obtient le nombre N, et le deuxieme poids wy des codes
GRM(q, d, n) lorsque q est assez grand relativement a d :

o N =dq" 1 —(d—1)g" 2

o wr=q"—dq" 14 (d —1)g" 2,

sous la condition

q > q1 > 4d*(

d(d +1),,%4%0
— )?
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)
Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieme poids des codes GRM(q, d, n)

Contribution sur le deuxieme poids

Indépendamment des techniques ayant servi avant, nous abordons
le probleme avec une approche plus géométrique.
L'outil essentiel utilisé commence par le lemme suivant :

Lemme

Soit S une hypersurface de Hq 4,n), telle que son nombre de
points est supérieur ou égal a Nf, (ie #S > Nf).

Pour g > 2d, si S contient une sous-variété affine A,, de

dimension m avec 0 < m < n— 2, alors S contient une sous-variété
affine A 11 de dimension m+ 1 tel que A1 O Ap.
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)
Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieéme poids des codes GRM(q, d, n)

Corollaire

Soit S une hypersurface de degré d, non réunion de d hyperplans
paralléles (i.e. S € Hq q,n \ H1). Pour q > 2d

#5 < NS

=

@ Le deuxiéme grand nombre de points sur les hypersurfaces de
Fg est
No = NS

o Le deuxiéme poids des codes GRM(q, d, n) est

Wy = qn - dqnfl +(d— 1)qnf2
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Distance minimale des codes GRM(q, d, n)
Poids des codes GRM(q, d, n) Deuxieme poids des codes GRM(q, d, n)

Nombre de mots de poids w»

Pour q > 2d, #P> = (q — 1)#H,

d+1¢*(q"—1)(q" ' -1
#Pz—(dql) j a°(q (q)—(i) )ifd>2,

@@ =1)(g" -1 .
#Pr = 2(q 1) if d=2.
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erplans, nombre de mots
ons de d hyperplans, nombre de mots

Cas Projectif, relation avec le cas affine

La distance minimale est donnée dans deux cas :

@ Pour le cas d < n(q — 1), A. B. Sgrensen prouve a partir du
résultat dans le cas affine que
n—r—1

dmin = W1 = (q - S)q s

avecd—1=r(g—1)+s,0<s<gqg—1
o J.-P. Serre, le cas (d < q), Ny = dg"~! +M,_»,

dmin = q" — (d = 1)¢" .

Adnen SBOUI Détermination du Spectre de Poids des Codes de Reed-Muller Gé



erplans, nombre de mots
ons de d hyperplans, nombre de mots

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Nj, est atteint seulement par un arrangement de d hyperplans de

type :
ﬂl{’, d hyperplans se coupant tous en une méme sous-variété

linéaire de codimension 2.

Le nombre de mots atteignant le premier poids wy est

_(q+1yqg-1
#Pl — d q+ lnnnnfl
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Poids au dessus de d,,;,
Configurations de d hyperplans, nombre de mots at ant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine Configurations de d hyperplans, nombre de mots at ant un poi

Théoreme : PRM(q, d, n) avec ¢ > 2(d — 1)

o (i) Soit f un polyndme homogene de Fq[Xo, X1, ..., Xu|" \ P,
on a

#Z.(f) < dg" 4+ N, 5 —(d—2)q" 2,

et
No=Nj=dg" 1+ M, o—(d—2)g" 2

o (ii)Le deuxiéme poids est

wa =q" — (d —1)g" 1+ (d — 2)g" 2.
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Poids au dessus de d,,;,
Confi ons de d hyperplans, nombre de mots
ons de d hyperplans, nombre de mots

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Le nombre N, est atteint par des hypersurfaces de type :

» g, (d — 1) hyperplans qui se coupent en un méme sous-espace
K de codimension 2 et le d-eme hyperplan coupe K en un
sous-espace E de codimension 3.

= On retrouve les arrangements de Cherdieu et Rolland AJ , et

d
"42.b
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Poids au dessus de d,,;,
Configurations de d hyperplans, nombre de mots

. . X Configurations de d hyperplans, nombre de mots
Cas Projectif, relation avec le cas affine = YPErE

Corollaire

Le nombre de mots de PRM(q, d, n) admettant le poids w;,

1 < <2, qui est encore le nombre #P; de polyn6mes homogenes
de Fo[Xo, X1, ..., Xn]/h ayant N; zéros, est

0 #p= (751 g

) g+1\ ¢*(g—1)
= ——— 1,1,
(i)  #P2 (d B 1) | 1Mh—2
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Poids au dessus de d,;,
Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif

¢ : les (d — 2) hyperplans
Hi, ..., Hy_> forment un
arrangement de type ﬂf*? les
trois hyperplans Hy_», Hy_1
et Hy se coupent en une méme
sous-variété linéaire de
codimension 2, distincte de
NI=2H;.
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Poids au dessus de d,;,

Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi
Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif

¢ : les (d — 2) hyperplans
Hi, ..., Hy_> forment un
arrangement de type ﬂf*? les
trois hyperplans Hy_», Hy_1
et Hy se coupent en une méme
sous-variété linéaire de
codimension 2, distincte de
NI=2H;.

Cas affine

(1)

(3) Af.

Ad, : d — 2 hyperplans

Hi, ..., Hy_1 sont paralléles,
coupés par Hy_1 et Hy qui sont
eux mémes paralléles.

Ag’_b : d — 2 hyperplans paralleles
coupés par Hy_1 et Hy, tel que
Hy_», Hy_1 et Hy sont
concourants.

d — 1 hyperplans

Hi, ..., Hy_1 sont concourants et
Ha//Ha-1.
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erplans, nombre de mots
ons de d hyperplans, nombre de mots

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif
NS = dg™ + My — 2(d — 3)q">
Pour g > 3(d — 2),
N3 = N§
wi= "~ (d = 1)g" ! +2(d - 3)q" 2

Pour d > 7, le nombre de mots
atteignant ws est

2(g_1)2
#P3 = (di3>wnnnn—lnn—2
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lans, nombre de mots atteignant un poi

figurations de d hyperplans, nombre de mots atteiénant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif
N{ = dg"t + M,_p — 2(d — 3)g"2

Cas affine

N{ = dg"~! — 2(d — 2)q"2

Pour g = 3(d —2), Pour g > 3(d — 1)

N3 = N
T N3 = N
ws =q" — (d —1)g"" 1 +2(d —3)g"?
L e Ll P PR
Pour d > 7, le nombre de mots

atteignant ws est Pour d > 6, le nombre de mots

g\ Pg—1)2 atteignant ws est
#P3 - (d—3>#nnnn—1nn_2

#P3 = (dig) qZ(Z-&-l) (¢" - 1)(qn71 -1)
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Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif

,‘Zlg”-n : un arrangement de d
hyperplans minimal est tel que : tous
les hyperplans contiennent une méme
sous-variété linéaire de codimension
3 et les intersections H; N H; pour

i # j sont distinctes deux a deux.
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ssus de dpip
ons de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif

,‘Zlg”-n : un arrangement de d Cas affine

hyperplans minimal est tel que : tous Aim : un arrangement de d
les hyperplans contiennent une méme hyperplans minimal est tel
sous-variété linéaire de codimension que : les intersections H; N H;
3 et les intersections H; N H; pour pour i # j sont disjointes deux
i # j sont distinctes deux a deux. 3 deux.
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Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Cas Projectif, relation avec le cas affine

Cas projectif
Le nombre de points d'un arrangement
de d hyperplans de type ﬁlgﬁn est

anin — dqn—l + nn_2 _ (d—1)2(d—2) qn—2.
Pour tout arrangement de d hyperplans
A9 non de type 29

min’

N(AY) > N°

min-*

Pour g > @,ona

m

Wéin =q" - (d — 1)q"*1 4 anfz
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Cas Projectif, relation avec le cas affine

Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi
Configurations de d hyperplans, nombre de mots atteignant un poi

Cas projectif
Le nombre de points d'un arrangement
d
de d hyperpllans de typ(edi,;w_;eft )
mln - dqn + M — fqn_ :

Pour tout arrangement de d hyperplans
A9 non de type 29

mln'
N(AY) > Nipjn-
Pour g > Y"1 on a
Wi = q" — (d — 1)g"! 4 =42 gn2

Cas affine

Le nombre de points d'un
arrangement de d hyperplans de

type A9 . es
N,l;”n _ dqn—l _ d(dzfl) qn—2.

Pour tout arrangement de d
hyperplans A9 non de type A9

min’

N(AY) > N
d(d+1)
2

Pour g >
_ d(d—1 _
W,e,,,-,,zq”*dq” 1+ (2 )qn 2'

, Ona
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