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C étant un nuage de point échantillonnant K C R”, on veut :
© déterminer les zones singuliéres de K a partir de C seulement

@ le colt de la méthode ne doit pas (trop) dépendre de la
dimension ambiante
— on ne peut pas construire un diagramme de Vorono' de C

© le résulat doit étre stable sous perturbation Hausdorff
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Les cellules de Voronoi du bord sont «grossesy..?
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Les cellules de Voronoi du bord sont «grossesy..?

o la taille des cellules est sensible aux perturbations!

@ par contre si on prend I'union des cellules de Voronot dont le
site est contenu dans une petite boule... @
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Projection sur un compact

Définition

La projection px : R" — K associe a un point x € R” son plus
proche voisin dans K (s'il existe)

© si K est fini, px envoie une cellule de Voronoi sur son site (et
n'est pas définie sur les face de Voronot)

@ en général, px est partout sauf sur I'axe médian M(K)
@ M(K) est de mesure nulle (Rademacher)
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Mesures de bord

Définitions

Si K CR", px : R" — K est la projection sur K, et K" le r-offset
de K, ie. K" = {x € R";d(x,K) < r}. La mesure de bord i , est
définie par :

VB CR", uk,(B) =vol"({x € K";pk(x) € B})

@ «mesurey» au sens de |la théorie de la mesure

@ définit une distribution de masse concentrée sur K qui peut
étre volumique, linéique, surfacique, etc.
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Exemple de mesure de bord : nuage de points

la mesure de bord s'écrit comme une somme de masses de Dirac :

pcr =Y vol(Vor(xj) N C")dy,
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Exemple de mesure de bord : polyédre convexe

rdA

0 x r2de

@ la mesure de bord se décompose en somme :
e, r = Z?:l ®3_;r' onl P3 est volumique, P, surfacique, etc.

@ les ®; sont (3 une constante prés) les mesures de courbure du
cube
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Exemple de mesure de bord : nuage de points (bis)

les volumes des cellules de Voronoi sont évalués par une méthode
Monte-Carlo
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Distance de Wasserstein

@ distance de Wasserstein : distance entre deux mesures v et

sur R” de méme masse totale

Q version discréte : 1=}, Cidy;, v = D _; djdy,,

) =inf{> pilxi—yll: Y pj=diet Y pj=c}
i J i

© version générale : la distance de Wasserstein entre j1 et v est le

Pij )

minimum du coiit des transports de p 3 v

Y1
..... - X ) _,,X
X
............................. »X
Yj
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Distance de Wasserstein entre mesures de bord

@ pour simplifier, on fixe E un ouvert a bord lisse E, et on
considére la mesure ji g définie par

VB, uk e(B) = vol,({x € E; px(x) € B})

e K, K’ sont deux compacts, et on veut majorer W(ux g, ik’ £)

o il suffit de trouver un plan de transport et de majorer son coiit
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Distance de Wasserstein entre mesures de bord (bis)

@dz K

pk(dz)

on considére le plan de transport suivant : une petite masse pk(dx)
provenant d'un élément de masse dx de E est transportée en

px(dx)
le coiit total de ce transport est :

/E e (x) = pre ()| dx = ||k — Pl e
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Ex. de distance entre mesures de bord

M({zev})
o Ko={x:,y} et K={x,y}
@ sur la partie gris foncé,

1Pk (w) = pr.(w)|| =
Ixe =yl =lx =yl +e

@ sur la partie gris clair,
lpr(w) = pr.(w)l| = €

‘ e au total, [[pk — px'llpr(g) =

! i_w{,,.!,}) Wk e, ik g) = O(ES

les projections sur K et K. peuvent beaucoup différer sur un
voisinage (fin) de I'axe médian de K
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Théoreme de stabilité des projections

Théoréme

Soit E un ouvert a bord lisse de R", K et K’ deux compacts assez
proches, il existe une constante C(n) telle que

o = il = /E T

< C(n)[voln(E) + diam(K)voly_1(9E)]/Redu(K, K')

ol Rk = sup,cg d(x, K).

@ assez proches signifie que dy (K, K') est plus petit que
min(Ry, diam(K), diam(K)?/Rxk)

@ C(n) = 0O(vn)

© le terme en vol,_1(0E) est inévitable
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Esquisse de preuve

o pi = Vi ol vk : x — ||x||? — dk(x)? est convexe
@ si ¢,1 : E — R sont convexes et k = diam(V¢(E) U Vi (E)),

IV6 — Vepllpagey < C(n)[vola(E) + kvola_1(DE)] || — ]| 1/2
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Optimalité du théoréme de stabilité des projections

K = segment unité dans R?, R fixé
Ky = arcs de cercles approximant K
1

3 Y A

o dy(K,Ky) < RI?/8.

@ un calcul montre que ||px — PKeHLl(E) =Q(¢) (E estle
rectangle de taille 1 x R attaché a K).

e finalement, ||px — pKéHLl(E) = Q(dn(K, Ké)l/z)
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Stabilité des mesures de bord et de courbure

Théoréme

Soit K un compact fixé, et E un ouvert a bord lisse, alors
W (kg uxrg) < C(n, E, K)du(K, K')!/2

dés lors que K’ est assez proche de K.

— théoréme quantitatif de stabilité des mesures de courbure
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Conclusion

Résumé des résultats :
@ construction d'une mesure «de bord» qui charge les zones
singuliéres d’un compact
@ cette mesure dépend contintiment du compact (théoréme
quantitatif)
Questions ouvertes :
© peut-on remplacer les projections par des projections
approchées?

@ comment peut-on extraire |'information géométrique contenue
dans la mesure de bord ou dans les mesures de courbure (on a
besoin d'une notion stable de support)

Chazal, Cohen-Steiner et Mérigot Mesures de bord



