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CADRE DU PROBLEME

* Espace de travail discret bidimensionnel
(grille 2D réguliere)

* Description des convexes par des polygones
a sommets portes par la grille

* Intersection d'un tel poygone avec un demi-
nlan=> reconstruction d'un nouveau

nolygone convexe a sommets portés par la
grille
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I CADRE DU PROBLEME (2)

* Reconstruction
I d'enveloppes convexes
a sommets portes par
la grille

° Enveloppe convexe
dans un triangle décrit
par deux segments a
extrémités entieres
(décalage)
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RAPPELS DE THEORIE DES
NOMBRES

* VVecteur de Bézout d'un
vecteur entier u )

irreductible
v t.q. unv==xl1l
° Résolution d'équation

diophantienne

2 —
Trouver veZ® t.q. —u,v,+u,v,=1

* Ensemble des solutions

(algorithme d'Euclide

étendu) (x,y,)+ku, kez
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| RAPPELS DE THEORIE DES
| NOMBRES (2)

I * Fractions continues: x = ajt———

1
a2+_

* Séquences d'entiers (Pdeo et (@ieo

a;+

=0 p=1 p,=pit+a,Pi. _ Dy
%=1 =0 g ,=q,+a,q,, ’ o P

4 os—1 - 021.3]
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Exemple:

= [30,31,32,---



I Transvections dans z
(1) f et TL(a)=2 (1)

I * Transvections dans z’. Ty(a)=
- Engendrent le groupe spécial linéaire SL(2,z)

¥ ¥
(15,6)




I Transvections dans z2
(1) f et TL(3)=2 (1)

I * Transvections dans z*: T.(a)=

- Préservent le signe des angles et les enveloppes
CONVEXES
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I HISTORIQUE: VOILES DE
I KLEIN

I ° Soit e=(q,,p,)

* (eyx)wo ->Ligne
polygonale de Klein
inférieure

o (€ 1)k -> Ligne
polygonale de Klein
superieure

* Enveloppe convexe T

dans 2 triangles



I HISTORIQUE: VOILES DE
I KLEIN

° Dimensions superieures:
polyedres de Klein (voiles
de Klein)

* Polyedres de Klein en
dimension 2 equivalents
aux polyedres de Klein

en dimension 1

(transvection)



HISTORIQUE: VOILES DE
KLEIN (2)

* Voiles de Klein: enveloppe convexe des
points de la grille dans le triangle décrit par 2
droites d'intersection entiere

- Fractions continues [KLEIN 1907]

- Probleme d'optimisation avec heuristique
[MOUSSAFIR 2000]



I ALGORITHME PAR OPTIMISATION

I AVEC HEURISTIQUE

* Algorithme par
optimisation avec
heuristique:

Minimisation du
périmetre du triangle par
transvections

P=\/efx+ efy+\/e§X+e§y+\/( €y €1,) +(6,—6,,)

Balayage du triangle
avec une droite verticale

Reconstruction a chague
itération
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UN PROBLEME PLUS
GENERAL
° Enveloppe convexe dans un triangle décrit par 2
segments d'extréemitées entieres mais d'intersection

guelcongue

- Algorithme de Klein (fractions continues)

iInadaptable

- Algorithme par optimisation avec heuristique de

complexité mal déterminée
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I ETUDE DU PROBLEME (2)

I * Soit D la droite d'équation y——X+F avec

ay,ap, by, byeZ

ldentité de Bezout généralisee =>

b
b—N;«éai,V(er@ pas de points entiers sur la droite D
D D

Exemple: y=%x+% = pas de sol. entiere

y=%x+% = [nfinité de sol. entieres

* Eventuel décalage du demi-plan de coupe



I ETUDE DU PROBLEME (3)

* Calcul de
I I'enveloppe convexe
dans un triangle
décrit par deux
segments entiers

irréductibles a,a, et
'bl ‘b2
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SE RAMENER A UN CAS
GENERAL

* Application de transvections pour ramener b, b,




I SE RAMENER A UN CAS
| GENERAL (2)

* Application de transvections telles que aa,
Intersecte 5+(0,1) b,+(0,1)
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I ALGORITHME DE
I RECONSTRUCTION

[}

I * Soient a, b, I les points

déterminant le triangle

* Determiner le point de la
grille K tel que le vecteur
b, Kforme un angle minimal
avec le vecteur b, b, et

Ke(b Ia;) — K appartient a

I'enveloppe convexe




ALGORITHME DE
RECONSTRUCTION (2)

* Deux configurations possibles:

- Le vecteur a,a, forme un angle strictement

négatif avec la verticale

- Le vecteur 2:a; forme un angle strictement

positif avec la verticale

°* 4 a Vertical —. intersection entiere



I PREMIERE CONFIGURATION

* Le vecteur aa
I forme un angle
strictement negatif
avec la verticale

* Détermination de K
en dessous de a,a,
tel que

K=b,+(0,x), €N, «x maximal
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I SECONDE CONFIGURATION

* Le vecteur a,a
I forme un angle
strictement positif
avec la verticale

* Détermination de P
au dessus de a, a, tel

que

P=b,+(0,a), €N, ominimal
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* Relancer la
recherche entre b,P
et aa (algorithme
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SECONDE CONFIGURATION (2)

° b P gpproxime aa

°* P n'est que candidat
pour faire partie de
'‘enveloppe convexe

* Relancer la
recherche entre b,P
et aa (algorithme
recursif)

Transvection ramenant v a la verticale



SECONDE CONFIGURATION (3)

* Chaque P trouve
“mellleur” que le
précédent

°* En un nombre fini
d'itérations —
premiere
configuration




I FIN DE L'ALGORITHME

* Construction de “
I I'enveloppe
convexe:
déterminations
successives du point
K

* Reconstruction
terminée quand k=a,
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EXEMPLE

K=b,+4v,




EXEMPLE

Par
transvections

111111111111111




EXEMPLE
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EXEMPLE

Reconstruction
terminée




COMPLEXITE DE
L'ALGORITHME

° Premiere configuration: détermination immediate

d'un point K de I'enveloppe

* Seconde configuration: détermination d'un point

candidat P — réitération de l'algorithme

* Estimer le nombre maximum d'itérations



EN SECONDE
CONFIGURATION...

° |[térations
successives de
I'algorithme en
seconde
configuration

u,=Db, b,
A,=u,Ab, a,

--------




EN SECONDE
CONFIGURATION...

° |[térations
successives de
I'algorithme en
seconde

configuration
Alzul/\blals%




EN SECONDE

CONFIGURATION...
° Iterations e
successives de S

'algorithmeen | 0 000

Seconde ..........

configuration g/

1422112/\b1a1_71 P b_’ .......

uuuuuuuuuuuu

= convergence logarithmique




I PASSAGE A LA PREMIERE
| CONEIGURATION

I * Passage de la
seconde a la
premiere N &

configuration: P
candidat S At
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I * Passage de la
seconde a la
premiere S &

configuration: P SNV
candidat SNV S
u, ,APa=A,, SNV VI




PASSAGE A LA PREMIERE
CONFIGURATION

* Passage de la
seconde a la
premiére A &

configuration: P AR

candidat Y AN

u ANPa=A.. oo .

comme u, ,=V; et Pa,=b a, -V, R
alors A1'+1=Vj/\b1a1 ...........




I PASSAGE A LA PREMIERE
| CONEIGURATION

I * Passage de la
seconde a la

premiere SN
configuration: P SN A
candidat A A
u, APa=A, AR A

comme u,,=v, et Paj=ba~v, | /10
alors A, =vaDya, A
cependant v.Ab,a,<u.Ab,a, R A
bbb, ...,

donc A, <A, /o




I COMPLEXITE DE
| L'ALGORITHME

I * A chague itération:
- Soit détermination d'un sommet de lI'enveloppe

convexe (au plus log( b, b,+a, a,))

- Soit détermination d'un candidat et espace de

recherche divisé par 2

* Description de l'enveloppe convexe en

temps logarithmique
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I CONCLUSION

I * Notre problématique VS voiles de Klein

* Algorithme proposé comme un automate a

nombre reduit d'états (par transvections)

* Reconstruction efficace du polygone

(logarithmique)



