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Resumen

La incertidumbre en Problemas de Satisfaccién de Restricciones involucra un cierto grado
de ignorancia en la determinacion de uno o mas parametros al modelar un problema. Por
ejemplo, los problemas que involucran restricciones de distancia pueden tener incertidumbre
en la medida de la distancia. Esta incertidumbre produce un intervalo de tolerancia en las
soluciones del problema, y por consiguiente, varios conjuntos continuos de posibles soluciones.

En este trabajo se estudia una metodologia basada en Programacion por Restricciones
para manejar la incertidumbre en problemas de ecuaciones de distancia, y de qué manera
es posible extender esta metodologia a un problema mas general. El propdsito es mejorar
el algoritmo de tratamiento de incertidumbre en sistemas de ecuaciones de distancia, pro-
puesto en [Tou02], el cual determina una aproximacion interna y externa para cada conjunto
solucion, y extender esta metodologia a un problema de satisfaccién de restricciones sobre

los reales mas general.

Palabras Claves: Problemas de Satisfaccion de Restricciones; Ecuaciones de distancia;

Programacion con Restricciones.



Abstract

Uncertainty in Constraint Satisfaction Problems involves a certain degree of ignorance in
the measure of one or more parameters when modelling a problem. For example, problems
that involve distance constraints can have uncertainty in the measure of the distance. This
uncertainty produces a tolerance in the problem solutions, and therefore, several continuous
sets of possible solutions.

In this work we study a methodology based in Constraint Programming for tackling un-
certainty in the distance equations problems, and how we can extend this methodology to
a more general problem. Our purpose is to improve the algorithm of treatment of uncer-
tainties in the distance equations systems, proposed in [Tou02], which determines internal
and external boxes for approximating solution sets, and to extend this methodology to more

general Numeric Constraint Satisfaction Problems.

Keywords: Constraint Satisfaction Problems; Distance Equations Systems; Constraint

Programming.
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Capitulo 1
Introduccion

El trabajo presentado en esta tesis se centra principalmente en dos grandes areas de
investigacion: Los problemas de satisfaccion de restricciones y las técnicas basadas en la
programacion con restricciones para su resolucion. En cuanto a los problemas, el estudio se
centra en la resolucion de los CSP con variables que poseen dominios reales. Con respecto a
las técnicas, se consideran las técnicas de consistencia y andlisis de intervalos pertenecientes

al drea de la programacion con restricciones.

1.1. Problemas de satisfaccion de restricciones

Los problemas de satisfacciéon de restricciones tienen una gran importancia en diver-
sas areas del quehacer humano. Muchos de los problemas de la vida cotidiana pueden ser
modelados a través de un conjunto de entidades y sus relaciones particulares. Una subcat-
egoria de esta clase de problemas la constituyen los CSP con variables continuas, y mas
especificamente, aquellos que manejan intervalos. Esta clase de problemas poseen una gran
importancia en areas como la biologia molecular [KB99, Bac98]. Uno de los problemas fun-
damentales en esta area consiste en determinar la estructura molecular de una proteina a
partir de la informacién de sus aminoacidos constituyentes y las relaciones de distancia entre
ellos.

Debido a que las mediciones de la distancia entre los aminodcidos de una proteina se
obtienen a través de métodos experimentales, se tiene un cierto grado de incertidumbre en la
medicién. Por otro lado, basdndose en estudios de fuerzas de atraccién entre las moléculas, es

posible determinar limites para estas distancias y de esta forma acotar las posibles soluciones



del problema. Dada la incertidumbre asociada, no es posible entregar una solucién exacta
al problema, por lo que se hace necesario estudiar técnicas de tratamiento de incertidumbre
para aproximar sus soluciones. El estudio de estas técnicas y su aplicabilidad en sistemas de

ecuaciones sobre los reales es la principal motivacién del trabajo de esta tesis.

1.2. Programacién con Restricciones

La programaciéon con restricciones se basa en el modelamiento y resoluciéon con restric-
ciones [MS98, Tho93]. Dado un problema descrito a través de variables, donde cada variable
posee un dominio asociado, compuesto por un conjunto de potenciales valores y un conjunto
de restricciones que representan las diferentes relaciones entre las variables que deben ser
satisfechas para resolver el problema, la idea principal de la CP es usar el conocimiento de las
restricciones para eliminar del dominio de las variables todos aquellos valores que no pueden
formar parte de una solucién al problema. De esta forma, es posible resolver un problema
reduciendo los dominios de sus variables hasta conseguir aproximaciones muy cercana al
valor solucion, o reducir el dominio de una o més variables hasta eliminar todos sus posibles

valores (en cuyo caso el problema no tiene solucién).

1.3. Metodologia actual de resolucion

El problema de ecuaciones de distancia con incertidumbre puede ser descrito de la si-
guiente forma: Sea £ = R"™, con n > 1, un espacio n-dimensional con base en los reales.
Sea Py,..., P, un conjunto de m puntos en el espacio E, con k < m fijos. El sistema de

ecuaciones formado por relaciones del tipo:
d(B)P]>:dZ]iel] i,jzl,...,m

donde d(P;, P;) representa la distancia euclidiana entre los puntos P; y P;, y e;; representa
la incertidumbre asociada a la medicion de esta distancia; es un sistema de ecuaciones de
distancia con incertidumbre.

Existen diferentes enfoques aplicados para resolver un sistema como el planteado ante-
riormente. Por ejemplo, en [Bac98] se analiza el problema de predecir la estructura molecular

de una proteina, utilizando un lattice model (modelo basado en enrejados). Por su parte, en



[KB99], se aplica un modelo simplificado basado en cajas, que aproxima las esferas en torno
a los puntos de referencia y calcula regiones factibles utilizando técnicas de programaciéon
con restricciones. Por su parte en [Tou02], se estudia la aplicaciéon combinada de técnicas de
consistencia interna y externa para el tratamiento de incertidumbres en CSP de distancia.

La metodologia propuesta en este ultimo considera la aplicaciéon de los siguientes pasos:

1. Solucionar el sistema de ecuaciones sin considerar la influencia de las incertidumbres.
Es decir, encontrar todas las soluciones al problema, considerando la medicién con

precision absoluta.

2. Agregar las incertidumbres al sistema, transformando las ecuaciones iniciales en in-
ecuaciones que contemplen los limites (cotas maximas conocidas) para cada una de
las mediciones. Por cada solucion conocida, extender los dominios de las variables en

forma consistente hasta obtener un intervalo de tolerancia en cada una.

3. Separar los conjuntos solucion para cada una de las variables del problema y aplicar
una técnica de consistencia externa para obtener el minimo intervalo conteniendo el

conjunto completo de solucion.

1.4. Ambito del Trabajo

1.4.1. Motivacion

La motivacién del trabajo es la de investigar de qué forma se generalizan las técnicas
de Programacién con Restricciones para ser aplicadas sobre dominios continuos (reales). En
particular, estudiar la metodologia para el tratamiento de incertidumbre en problemas de
ecuaciones de distancia y de qué forma mejorar esta propuesta.

Del estudio de esta metodologia se identificaron varios puntos susceptibles de mejorar.

En particular referidos a:

1. Procedimientos de separaciéon de puntos.
2. Estudio posterior de resultados obtenidos.

3. Anélisis previo del problema.



El trabajo mas profundo se centré en el primer punto, dado que constituye uno de los
pilares fundamentales de la metodologia. Se asume inicialmente que los puntos son separables,
pero aun asi la separacion podria caer en célculos erréneos en las cajas exteriores.

El segundo punto se centra en la imposibilidad de reducir a cero el error en el calculo
de cajas exteriores. Dado que el punto de corte separa el espacio de busqueda inicial en
subespacios disjuntos, una separacion incorrecta produce cajas exteriores que coinciden con
los limites del subespacio. Ademads, puede existir mas de una caja exterior mal calculada,
por lo que seria posible determinar qué puntos tuvieron problemas de separacion.

Por ultimo, para el tercer punto, se estudian propiedades del problema que puedan ser
utilizadas para la implementacion de un algoritmo de andlisis previo, que permita reducir

los errores de céalculo, previendo posibles problemas de separacién.

1.4.2. Hipotesis

A partir de las observaciones previas se plantean las siguientes hipdtesis:

1. La implementaciéon de un nuevo algoritmo de separaciéon de puntos incrementa el de-

sempeno de la metodologia, reduciendo los errores en el calculo de cajas exteriores.

2. Un algoritmo de analisis posterior de resultados permite identificar errores previos de

separacién y facilita la correcta interpretacion de resultados.

1.4.3. Organizacién de la Tesis

Esta Tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2, se presentan los Problemas de Satisfaccién de Restricciones y sus defini-
ciones asociadas. Ademas se examinan las nociones de complejidad asociada al problema y
al algoritmo de busqueda de solucién. El capitulo 3 estd dedicado al estado del arte de la
Programacion con Restricciones, particularmente sobre dominios continuos. En él, se exam-
inan los conceptos relacionados con la aritmética de intervalos y las técnicas de consistencia
aplicadas, tanto a dominios discretos como a dominios continuos. En el capitulo 4 se presenta
una metodologia de resolucion de sistemas de ecuaciones de distancia con incertidumbre a
través de un ejemplo concreto. La contribucién de esta Tesis comienza en el capitulo 5, en

donde se presenta un conjunto de observaciones relacionadas con los sistemas de ecuaciones



de distancia con incertidumbre y la influencia de estas observaciones en la metodologia actu-
al. En el capitulo 6 se presenta un nuevos algoritmo de separacién de puntos, basado en las
observaciones del capitulo anterior, que mejora las aproximaciones de la metodologia actual
y un algoritmo de andlisis posterior que permite detectar errores en la separacién de con-
juntos solucion. Posteriormente, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones y propuestas

para trabajos futuros.
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Capitulo 2

Problemas de Satisfaccion de

Restricciones

En este capitulo se examinan las principales definiciones relacionadas con los Problemas
de Satisfaccion de Restricciones. Ademas, se presentan ejemplos de CSP sobre dominios
discretos y continuos. Finalmente se revisan las nociones de complejidad, asociadas tanto a
las caracteristicas del problema en si, como al algoritmo de bisqueda de solucién.

Los CSP tienen una gran importancia en diversas areas del quehacer humano. Muchos de
los problemas de la vida cotidiana pueden ser modelados a través de un conjunto de entidades
denominadas variables, a las cuales se asocian conjuntos de valores posibles denominados
dominios y que poseen conjuntos de relaciones entre si, las cuales reciben el nombre de
restricciones.

En este contexto un modelo es, entonces, una representacion simplificada de la realidad

a través de estas entidades.

2.1. Definiciones previas

Dada la gran cantidad de terminologias existentes para denotar un CSP, es necesario
formalizar su definicion y la de sus componentes relacionados. En este trabajo, se tratarda un
subconjunto de los problemas de satisfaccién de restricciones, que corresponden a los CSP
con dominios continuos que involucran ecuaciones de distancia. La definiciéon formal de un

CSP se presenta a continuacion:



Definicién 2.1.1 (CSP). Un problema de satisfaccién de restricciones P = (X, D, C) es
una tripleta con X = {z1,...,z,} conjunto de variables, D = {D,,,..., D, } conjunto de
dominios asociados a las variables y C' = {c,...,¢n} conjunto de restricciones sobre las

variables.

Definicién 2.1.2 (Espacio de bisqueda). Sea P = (X, D, C') un problema de satisfaccion
de restricciones con D = {D,,, ..., D, }. El espacio de bisqueda E asociado a P se define
como E' = D,, x .. x D, el producto cartesiano de los dominios asociados a cada una de

las variables del problema.

Definicién 2.1.3 (Solucién). Una solucién § = (aq, ...,a,) de un CSP P = (X, D,C) es
una asignaciéon de valores a las variables donde 1 = ay € D,,, ... , z, = a, € D, , tal que
V¢ e C,c(5) es verdadera.

Definicién 2.1.4 (Espacio solucién). Sea P = (X, D,C) un problema de satisfaccién de
restricciones con espacio de busqueda E. Sea S C E. Se dice que S es el espacio solucion de

PsiVse S, §es solucion del problema y Vee E— S, €no es solucion del problema.

En las definiciones previas no se ha restringido el tipo de dominios asignados a las vari-
ables ni las caracteristicas de las restricciones. Si bien el dominio de las variables depende del
problema en si, es posible clasificarlo en dos grandes grupos: dominios discretos y dominios
continuos. Las figuras 2.1 y 2.2 muestran dos ejemplos de CSP. El primero corresponde a un
problema clasico de satisfaccién de restricciones con dominios discretos denominado coloreo
de grafos, mientras que el segundo corresponde a un problema con dominios continuos de

ecuaciones de distancia.

1. Problema de coloreo de grafos con 3 colores: El problema de la figura 2.1 consiste en
un grafo de tres nodos: X, Y, Z. Para cada nodo se debe seleccionar un color desde su
dominio, de tal forma que dos nodos conectados por un arco no posean igual color. La
solucion al problema consiste en determinar una asignacién simultanea de colores para
todos los nodos del grafo, asegurando que todo par de nodos adyacentes posea diferente
color. Por ejemplo, la asignacién Nodo(X) = negro, Nodo(Y) = azul y Nodo(Z) =

rojo, es una solucién al problema.

Dado que el dominio de las variables es discreto, se dice que el CSP es discreto, y més

especificamente, un CSP sobre dominios discretos. Una aplicacién directa de este tipo



{negro , azul , rojo }

{negro , azul }

{negro , rojo }

Figura 2.1: Ejemplo de un CSP sobre dominios discretos

de problemas se encuentra en el diseno de mapas. El objetivo es colorear un mapa
respetando un conjunto maximo de colores, y asegurando que dos regiones colindantes
del mapa no posean igual color. Formalmente el problema consiste en resolver P =
(X,D,C) con X ={z,y,z}, D = {{negro,azul,rojo}, {negro, azul}, {negro,rojo}},
vy C={{o £ yh o £ 25y # 21

La versatilidad de este problema permite usarlo y aplicarlo a problemas de asignacién

horaria y planificacion, entre otros.

. Problema de ecuaciones de distancia: El problema de la figura 2.2 consiste en dos pun-
tos en el plano con ubicacion fija X e Y, y un tercer punto Z que debe ser posicionado
a una distancia no mayor a r; del punto X y 7o del punto Y. Formalmente se trata de
resolver P = (X, D,C) con X ={%,y,2}, D ={D, = D, = D, = [0,100] x [0,100]},
y C ={{#=a {7 =0b}{dz7) <r} {dZ7) < r}} La solucién a este proble-
ma consiste en determinar la zona del plano que cumple con todas las restricciones

simultdneamente.

La zona demarcada representa todos aquellos puntos del plano que cumplen con las
restricciones planteadas. Dado que el dominio de las variables (punto Z) es continuo,
existen infinitas soluciones para el problema. Este tipo de problema recibe el nombre de
CSP numérico 6 CSP sobre dominios continuos. Una aplicacién directa de este tipo de
problemas se encuentra en la determinacion de zonas de interferencia entre dos torres
emisoras de ondas con cobertura limitada. En este caso interesa determinar las regiones

del espacio que podrian presentar problemas de interferencia, debido a la influencia de
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Figura 2.2: Ejemplo de un CSP sobre dominios continuos

diferentes ondas emanadas de artefactos emisores fijos.

Existe ademds una tercera clasificaciéon de problemas: los CSP mixtos, que son aquellos
que involucran variables con dominios discretos y continuos. Esta clase de CSP se denominan
comunmente CSP hibridos, y poseen un grado de complejidad adicional, ya que requieren
una combinacién de técnicas disenadas para cada tipo de dominio. Un listado general de

ejemplos de CSP y técnicas aplicadas para su resolucién se pueden consultar en [Kum92].

2.2. Complejidad

El tema de la complejidad puede verse de dos formas distintas: algoritmo de biusqueda
de solucion y problema en si. La principal diferencia entre ambas es el centro de estudio.
Mientras la complejidad del algoritmo estudia las caracteristicas propias de las técnicas para
resolver un problema, la complejidad del problema estudia las caracteristicas del problema
en si. Ambas alternativas poseen gran importancia en el estudio y solucién de problemas
complejos y pueden ser complementadas. La primera sirve para comparar dos algoritmos
que resuelven el mismo problema y la segunda permite clasificar problemas basados en la

dificultad de su resolucion.
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2.2.1. Complejidad algoritmica

Frecuentemente es necesario comparar algoritmos para medir cual de ellos posee el mejor
desempeno. Existen basicamente dos formas de realizar esta comparacién: la evaluacion

comparativa y el andlisis de algoritmo.

Evaluacién comparativa

Consiste en ejecutar ambos programas en el mismo entorno (misma maquina) con un
sistema operativo, un compilador y un conjunto de datos de entrada en particular y medir
cual de ellos se ejecuta en forma mas rapida o cual de ellos necesita menos memoria para su
ejecucion.

El principal problema de este tipo de comparacion es la particularidad de la medicién. Por
esta razon, este método de comparacion es poco utilizado en la practica, y sélo esta limitado

a sistemas muy particulares en entornos muy estaticos.

Analisis de algoritmo

Este método es independiente de las entradas y del tipo de implantacién realizada. Con-
siste béasicamente en realizar un anélisis de la cantidad de tareas (instrucciones) que re-
alizara cada algoritmo abstrayendo las entradas y su implantacién. El andlisis se realiza en

dos pasos:

1. Abstrayendo la entrada. Es decir, caracterizando al problema a través de un parametro
en particular. Una posible medida es la longitud de la secuencia (cantidad de variables

o valores de entrada) que se caracteriza con un numero n.

2. Abstrayendo la implantacion. Es decir, encontrando una medida de desempeno
que no dependa de la maquina, sistema operativo o compilador utilizado. Una posible
medida es la cantidad de lineas de cédigo ejecutadas, o la sumatoria de las instrucciones
bésicas realizadas (sumas, restas, asignaciones, comparaciones, entre otras). De esta
forma se obtiene una caracterizacién, basada en los datos de entrada, denominada

T(n).

Si bien este enfoque representa mejoras con respecto al anterior, su utilizaciéon no esté ca-
rente de problemas. El principal problema radica en que la ejecucién de un programa no es

independiente de los datos de entrada, por lo que el calculo exacto del tiempo requerido T'(n)
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para una entrada de datos n, no es una medida de gran utilidad (ya que no posee una tinica
respuesta).

Por otro lado, es posible determinar una funcién 7'(n), suponiendo la utilizacién de
diferentes tipos de entrada, y obtener un tiempo T),-(n), en el peor de los casos; Tyejor(n),
en el mejor de los casos; y un tiempo 7,0, (n) que denotarfa el tiempo promedio de ejecucién
del algoritmo suponiendo una determinada distribucion de datos de entrada.

De esta forma se obtiene la caracterizacion general de un algoritmo denominada aprozi-

macion O().

Definicién 2.2.1. Un algoritmo es O(n) si su medida es a lo més una constante multiplo de

n, con la posible excepcion de algunos casos particulares. De manera general, se tiene que:
T(n)es O(f(n)) <= Fk,nye N /T(n)<kf(n)Vn>no.

Esta aproximacion es la més utilizada en el andlisis de algoritmo, ya que representa un
buen compromiso entre precision y facilidad de analisis.

Es importante destacar que, si bien es dificil expresar la diferencia entre dos algoritmos
con igual funcién O() sin recurrir a un analisis més profundo, es relativamente claro que un
algoritmo O(n) poseerd mejor desempefio que uno O(n?), salvo en algunos casos particulares.

Otro punto importante, relacionado con los algoritmos utilizados para resolver CSP, es
que la comparacion se realiza usando como medida en niimero de chequeo de restricciones
(y no el nimero de instrucciones de méquina, como se mostré en los casos previos).

Una explicacién mas detallada acerca de complejidad en analisis de algoritmos puede ser

obtenida en [AVASS].

2.2.2. Complejidad de un problema

De igual forma que se realiza el andlisis de algoritmos para determinar su complejidad, se
estudian las caracteristicas de los problemas que los hacen mas o menos dificiles de resolver.

La principal diferencia global entre los problemas es el tiempo requerido para resolverlos.
En primer lugar se encuentran aquellos que son susceptibles de ser resueltos en un tiempo
polinomial. A ellos se les clasifica comtinmente como problemas P. Por otra parte, existen
aquellos problemas para los cuales no existe aun un algoritmo capaz de resolverlos en este
tiempo (para cualquier instancia particular del problema), por lo que se los clasifica como

problemas N P.
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Los problemas pertenecientes a la clasificacién P son en general sencillos, ya que suelen
ser resueltos por algoritmos del tipo O(f(n)) donde f(n) representa un polinomio particular.
A esto problemas se les denomina genéricamente manejables.

Por otra parte, los problemas clasificados como NP se caracterizan porque el tiempo
necesario para resolverlos crece, al menos, exponencialmente ante un crecimiento lineal en el
tamano de la entrada. Esto dificulta su resolucién, incluso para entradas de tamano reducido.

Una subclasificaciéon de problemas NP es la denominada NP completos. Este tipo de
problemas corresponde a los mas dificiles de resolver de la clase N P. Se ha demostrado que
si es posible resolver uno de estos problemas en tiempo polinomial (para cualquier instancia
particular), entonces todos ellos pueden ser resueltos en tiempo polinomial.

Una explicacion mas detallada acerca de complejidad e intratabilidad puede ser obtenida

en [GJ79].

2.3. Resumen del capitulo

En este capitulo se han definido los conceptos relacionados con los Problemas de Satis-
faccién de Restricciones, tales como el espacio de buisqueda, solucion y espacio solucién. Se
entregaron dos ejemplos de CSP, uno sobre dominios discretos y otro sobre dominios contin-
uos. Ademsds, se presentaron las nociones de complejidad asociada a un problema en si y al

algoritmo de busqueda de solucién.
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Capitulo 3
Programacion con Restricciones

La programacion con restricciones involucra tanto el modelamiento como la resoluciéon de
sistemas basados en restricciones. Como disciplina abarca areas del conocimiento y la investi-
gacion como las matemadtica discretas, el andlisis de intervalos, la programacion matemdatica,
la inteligencia artificial y el cdlculo formal.

Entre sus principales campos de aplicacion se encuentran los problemas de optimizacion
combinatoria y ordenamiento, andlisis financiero, diseno y construccion de circuitos integra-
dos [BBM94], la biologia molecular [KB99] y la resolucion de problemas geométricos [Cha93],
entre otras.

Como idea general, la programacién con restricciones intenta disenar estrategias de res-
olucién eficientes, usando el conocimiento y la estructura del problema.

En este capitulo se presenta una introduccién de la Programacion con Restricciones desde
sus inicios, comenzando con los métodos de resolucion de problemas restringidos a variables
lineales, y continuando con sus extensiones en dominio y complejidad. Posteriormente se
presenta un descripcion detallada de la aritmética de intervalos, seguida de las técnicas de
consistencia para problemas con dominios discretos y su extension a problemas con dominios
continuos. Finalmente se muestra un ejemplo que unifica los conceptos presentados en el

capitulo.

3.1. Introduccion

Uno de los primeros indicios de la programacion con restricciones se encuentra en el

ano 1947, cuando George Dantzig crea el método simplex para programacién lineal, descrito
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por primera vez en su paper Programming in a linear structure [Dan48] (Programacién en
una estructura lineal). El término programming (programacién) estaba referido a los tipos
de problemas abordados por Dantzig en aquellos anos, denominados programming problems
(problemas de programacién), relacionados con la investigacién en devise programs of activ-
ities for future conflicts del departamento de defensa de los Estados Unidos. Posteriormente
se utiliza el término programacion lineal en lugar de programacion en una estructura lineal,
y los problemas pertenecientes a esta area reciben el nombre de problemas de programacion
lineal. De esta forma se asocia el término programacion con un tipo de problema matematico
especifico en la literatura de la Investigacion de Operaciones.

La programacion con restricciones, también denominada constraint logic programming
(Programacioén logica con restricciones) comienza a desarrollarse a mediados de los afios 80,
como una técnica de la informética que combina el desarrollo de la comunidad de Inteligen-
cia Artificial con los avances en lenguajes de programacién. En este contexto, la palabra
programming se refiere especificamente a un programa computacional. De esta forma, la
programacion con restricciones es en si, una técnica de programacién de computadores des-
de un punto de vista logico. La programacion logica se caracteriza por ser declarativa y
utilizar un estilo relacional basado en la légica de primer orden.

Si bien en sus comienzos se utilizaban algoritmos simples para resolver las estructuras
légicas de un problema, el avance en investigacion de nuevas técnicas y algoritmos mas
poderosos han extendido enormemente sus potencialidades.

Desde el punto de vista de la arquitectura, la programacion con restricciones posee dos
niveles [Hen99]: el componente restringido y el componente de programacion. El primer nivel
permite formular la definiciéon del problema desde el punto de vista de sus variables y res-
tricciones, de una forma relativamente simple y sin necesidad de grandes conocimientos de
lenguajes de programacion. Por otro lado, el componente de programacioén permite escribir
algoritmos especificos para indicar de qué manera deberan ser modificadas las variables para
encontrar valores que satisfagan las restricciones.

Para facilitar la aplicacién de este tipo de técnicas a problemas complejos se han desar-
rollado diversos lenguajes de programacion, que van desde ALICE [Lau78] en la década del
70 hasta los més actuales, como OPL [PVH99, Hen99] o ILog [ILO00b, ILO00a], a fines de
la década del 90.

Una descripcion mas detallada de los inicios de la programacién con restricciones y su

evolucion, puede ser obtenida en [LPO01].
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Dado el tema de esta Tesis se profundizara en los conceptos relacionados con intervalos.

La siguiente seccion presenta las definiciones vinculadas a la Aritmética de Intervalos.

3.2. Aritmética de Intervalos

Una amplia gama de problemas industriales requieren la resolucion de CSP con restric-
ciones sobre los reales. Como se vio en la seccién 2.1, un CSP numérico involucra variables
con dominios continuos (subconjuntos de los reales), que requieren de técnicas especificas de
manipulacién de intervalos para su resolucion. En términos generales, la aritmética de inter-
valos puede ser descrita como un método para tomar un conjunto de relaciones matemadticas
entre ciertas cantidades, y construir a partir de ellas un proceso que mapea intervalos ini-
ciales en intervalos finales para todas ellas [OV93].

La figura 3.1 muestra un ejemplo de la aplicacién de la aritmética de intervalo para

reducir el dominio inicial de las variables pertenecientes a un problema particular.

Yo

X X X' X'

(A) (B)

Figura 3.1: Ejemplo de aplicacién de aritmética de intervalos.

El problema consiste en dos funciones y = f(x) e y = g(z) en el plano. Ambas poseen
propiedades de monotonia deseables y un punto de intersecciéon que interesa encontrar. A
grandes rasgos, la estrategia consiste en partir de un intervalo dado [z¢, x| por ejemplo, y
proyectar los valores para una funcién determinada, sobre el eje contrario. En (A) se muestra
la proyeccién [yg, y1] obtenida como yo = f(x) e y1 = f(21), que corresponde a la imagen

del intervalo original. A partir de ella, se obtiene el intervalo de llegada, como preimagen
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de la proyeccién obtenida y considerando la segunda funcién (B). El nuevo intervalo [z}, )]
(obtenido de zy = g~ (yo) ¥y #1 = ¢ '(y1)) es intersectado con el intervalo original para
obtener el nuevo dominio.

Una observacién importante del problema planteado, es que si:

» g(x) es mondtona creciente
» f(x) es mondtona decreciente

= La interseccion del intervalo original y el final es vacia

se puede asegurar que el intervalo original no contenia al punto solucién. Por el contrario,
si el intervalo original contiene al punto solucion, la interseccion nunca sera vacia.
A continuacién se entregan un conjunto de definiciones que permiten explicar de una

manera mas formal los conceptos relacionados con la aritmética de intervalos.

3.2.1. Definiciones en aritmética de intervalos

Debido a las limitaciones que poseen los computadores para representar de manera exacta
el conjunto de los niimeros reales, es necesario distinguir el conjunto de valores representables
del conjunto real [SSHF01, Rue02]. Para ello, el conjunto de los nimeros reales R extendido
con los dos simbolos de infinito y denotado por R® =R U {—o00, +0}, es aproximado por
el subconjunto [F*°, que usualmente corresponde a los nimeros de punto flotante usados en
la implementacién de una maquina.

Por otro lado, si a € ™, entonces a™ corresponde al menor valor de F™ estrictamente
mayor que a. Analogamente a~ corresponde al mayor valor de [F* estrictamente menor que
a. Estos valores tienen sentido al considerar que la maquina posee precisién finita, en otra

palabras, un conjunto limitado de valores.

Definicién 3.2.1 (Intervalo). Un intervalo [a,b] con a,b € F es el conjunto de nimeros

reales { re R|a<r<b}

Adicionalmente, si 7 es un numero real, es decir r € R, 7 corresponde al mas pequeno

intervalo [a, b] que contiene a r.

Definicién 3.2.2 (Aproximacién de conjunto). Sea S un subconjunto de R, La aproxi-

macién de S, denotada por OS5, es el menor intervalo I tal que S C I.
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Esta definicién corresponde a la extensién de conjuntos de la definicion anterior. Si el

conjunto S corresponde a un punto aislado p, entonces 0.5 = p.

Definicién 3.2.3 (k-box). Un k-box B = I; X ... x I, es la parte de un espacio k-

dimensional definida por el producto cartesiano de los intervalos (11, ..., Iy).

Definicién 3.2.4 (Extensién de los intervalos). Una funcién definida sobre un conjunto
de intervalos F': I" + [, es una extension sobre los intervalos de f : R" — R si y s6lo si

VI, .., 0, €el:rmel,...;,rn€l,= f(r,...,rn) € F(I1,...,1,).

De igual forma, una relaciéon sobre un conjunto de intervalos C' : I™ — Bool, es una
extension sobre los intervalos de la relacion definida sobre los reales ¢ : R™ +— Bool si y sélo
siVI,...,l, €l:rel,...;,rn€l,=[c(r,...,rn) = C(I1,...,1,)]

Por ejemplo, la relacién sobre los intervalos = definida como I} = Iy < (I1 N 1) # 0 es

una extension de los intervalos de la relacion de igualdad sobre los reales.

Definicién 3.2.5 (Extensién natural de los intervalos). Una funcién definida sobre
un conjunto de intervalos F' : I™ +— [, es una extension natural sobre los intervalos de
f+ R"+— Rsiysolosi F es una extension sobre los intervalos de f obtenida al reemplazar
en f cada constante k por su extension natural sobre los intervalos k, cada variable por una
variable sobre los intervalos y cada operacién aritmética por su extensién éptima [Moo66]
de los intervalos. De manera informal se define la extension dptima como el intervalo mas

pequeno que conserva el conjunto de soluciones de una funcién continua.

Como ejemplo, se muestra la definicién de la extension 6ptima de los intervalos para las

cuatro operaciones basica {+, -, %, /}:

[a,0] @ [c,d] = [a+ ¢, b+ d]

la,b] © [¢,d] = [a—d,b— (]

la,b] ® [¢,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]

[a,b] @ [c,d] = [min(%, 4, b

o Ic

)], siempre que 0 ¢ [c, d]

Uloe
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3.2.2. Propiedades

Con respecto a las propiedades, una observacion importante es que la forma sintactica de
la funcién influye en la precision de la extensién natural de los intervalos que le serd asociada.
Por ejemplo, las funciones fi(x) =2*—x y fo(x) = z(x—1) tienen (para un dominio dado
x = [0,5]) diferente valor de extensién natural Fi([0,5]) = [—5,25] y F»([0,5]) = [—5,20].
Por esta razén, si bien los operadores {+, *} cumplen con las propiedades de conmutatividad
y asociatividad, no cumplen con la propiedad distributiva. Otras propiedades interesantes

son las siguientes:

Proposicién 3.2.1. Sea F': I" — [ la extension natural de los intervalos de f: R" — R y
sea fsor = O{f(r1,...,mn) | T € I1,..., 1y € I,}. Si cada r; posee sdlo una ocurrencia en f,

entonces fsoq = F(I1,...,1,). En caso contrario fsq C F(I1,...,1,).

Proposiciéon 3.2.2. Sea C : I — Bool, la extension natural de los intervalos de una
ecuacion ¢ : R" +— Bool. Si cada x; posee solo una ocurrencia en la ecuacion c, entonces

C(ly,....,.I,) e (31 €Dyyy....xy € Dy, | c(xy,...,2,) se cumple ).

En la siguiente seccién se describe un conjunto de técnicas de consistencia, partiendo
por la arco-consistencia utilizada en la resolucién de problemas con dominios discretos, para

continuar con extensiones de esta técnica sobre dominios continuos.

3.3. Técnicas de Consistencia

Las técnicas de consistencia juegan un papel fundamental en la aplicacién de algoritmos
de propagacion para reducir los dominios de las variables pertenecientes a un problema. De
manera general, las técnicas de consistencia examinan el dominio de las variables en busca
de valores o conjunto de valores que no podrian ser asignados respetando las restricciones del
problema. Se denominan técnicas de filtrado y se aplican para encontrar un CSP equivalente!.

Una de las técnicas de consistencia mas difundida y utilizada para reducir dominios en
CSP con dominios discretos en la arco-consistencia [Mac77]. Las técnicas discutidas en este
trabajo, aplicadas sobre dominios continuos se han basado en arco-consistencia, relajando

sus exigencias para ser aplicada sobre intervalos [Fal94].

ISe dice que un CSP P es equivalente a un CSP P’ si ambos poseen el mismo espacio solucién.
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3.3.1. Consistencia en dominios finitos
arco-consistencia

El algoritmo para la arco-consistencia reduce los dominios de las variables eliminando
aquellos valores que son inconsistentes (para una restriccién dada) con los valores permitidos
para las otras variables involucradas en la restriccién. De manera formal, la arco-consistencia

se define como:

Definicién 3.3.1 (restriccién arco-consistente). Sea c(zy,...,x,) una relacién entre las
variables x4, ..., x, de dominios D,,,..., D, discretos. La relaciéon c es arco-consistente ssi
Vo, € DIZ,H (Ul, ey Vi1, U541, - e ,Un) € Dmlx. . -Daci_1 xD

wiss - X Dy, tal que c(vq, ..., vy)

se cumple, Vi =1,....n.

Este tipo de consistencia es denominada local, ya que sélo examina la influencia de una
restriccion, y no el conjunto de restricciones del problema. A partir de ella se define un C'SP

arco-consistente como aquel que posee todas sus restricciones arco-consistentes.

Definicién 3.3.2 (CSP arco-consistente). Sea P = (X, D,C) un CSP. Se dice que P es
arco-consistente ssi Yv; € Dy, Ve € C vy, ooy Vi1, Vig1y oy Up) € Dy X Dy | X Dypyonn X

D,, tal que c(vy,...,v,) se cumple, Vi =1,....n.

Es importante notar que el operador d esta ligado a cada restriccion ¢, ya que debe existir
una n-upla que cumpla la restriccién (no necesariamente igual para todas las restricciones).
La figura 3.2 muestra un ejemplo de CSP no arco-consistente (A) y un CSP arco-consistente
(B).

El ejemplo corresponde a un problema de coloreo de grafo con tres nodos. Cada nodo
esté conectado con los otros dos, por lo que no pueden compartir un mismo color. En (A), la
variable x1 posee en color negro como parte del su dominio. Dado que la variable x3 sélo posee
el color negro en su dominio y la restriccion x; # x3 debe ser satisfecha, entonces 1 = negro
no es una asignacién consistente para el problema. En conclusion, el valor negro debe ser
eliminado del dominio de x;. Este andlisis es independiente de las demas restricciones del
problema, y puede ser realizado antes de comenzar una etapa de busqueda de solucién. Por
otro lado, en (B) se tiene un CSP arco-consistente, ya que para cada valor perteneciente al
dominio de una variable existe un valor en el dominio de las deméds que satisface cada una

de las restricciones.
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@ {azul , rojo , negro } @ {azul , rojo }

{azul , rojo } {azul , rojo }

{negro } {negro }

(A4) (B)

Figura 3.2: Ejemplo de un CSP no arco-consistente (A) y uno arco-consistente (B)

Es importante remarcar que un CSP arco-consistente no es sinénimo de un problema
con solucién. Las técnicas de consistencia solo aseguran la incapacidad que tienen algunos
valores pertenecientes a los dominios para satisfacer las restricciones del problema, pero
nada dice acerca de si el problema tiene solucién. La figura 3.3 muestra un ejemplo de CSP

arco-consistente que no posee solucion.

{blanco , rojo }

{blanco , rojo }

{blanco , rojo }

Figura 3.3: Ejemplo de un CSP arco-consistente sin solucién

En el ejemplo, cada variable posee dos valores que son arco-consistente para cada una de
las restricciones, pero la asignacion de un valor para cualquiera de ellas produce un sistema

inconsistente. No existe solucion factible que respete simultaneamente todas las restricciones.

Definicién 3.3.3 (Filtraje por arco-consistencia). Un filtraje por arco-consistencia de
un CSP P = (X,D,C) con D = {D,,,..., D, } esun CSP P’ = (X,D',C) con D' =
{D,,,..., D, } tal que:

xT1?

22



= Py P’ tienen el mismo espacio solucién.
, .
» P’ es arco-consistente.

» D, C D, ¥V i,y los dominios de P’ son los mas grandes de tal forma que P’ sea

arco-consistente.

La definicién anterior no especifica el algoritmo utilizado para filtrar los dominios de
las variables hasta conseguir un CSP arco-consistente. En la literatura existen diferentes
algoritmos que realizan este procedimiento, y su comparacién se basa en la eficiencia (com-
plejidad algoritmica). Entre ellos se pueden destacar AC-1, AC-2, AC-3, AC-4 y MAC
[Mac77, Dec01, Mil03] como los més difundidos.

3.3.2. Consistencia externa en dominios continuos

En esta seccién se estudia mas detalladamente las técnicas de consistencia utilizadas para
filtrar dominios de CSP numéricos. Dado que existen diferentes técnicas para aproximar
el conjunto solucién de un CSP, se han integrado conceptualmente bajo el nombre de e-
consistencia o consistencia externa. En lo sucesivo, se entendera por consistencia externa a
una de las técnicas de consistencia aqui presentadas (la que produzca la mejor aproximacion).
De manera general, un filtraje por e-consistencia de un CSP, sera aquel que calcula la més
pequena caja exterior (véase definicién 3.2.3) que contiene a su conjunto solucién.

Adicionalmente se utilizard como notacién: ®yeenicqa(P) donde técnica = {2B, 3B, Boz,
Bound }, para denotar un CSP P filtrado por la técnica respectiva. Ademads, la notacién
®4(P) < ©p(P) se utilizard para indicar que el método A produce una reduccién al menos
igual que el método B. Por tltimo, la notacién ®4(P) = ®p(P) se usard para indicar que
ambas técnicas producen reducciones similares.

En las siguientes secciones se hara una revision de las 4 técnicas de reduccion maés uti-

lizadas en el manejo de intervalos.

2B-consistencia

Conceptualmente la 2B-consistencia es una aproximacién de la arco-consistencia para
dominios continuos [OV90]. Una restriccién ¢ es 2B-consistente si, para toda variable z
con dominio D, = [a,b] existen valores en el dominio de las otras variables que satisfacen

la restriccion ¢ cuando x es instanciada con a y cuando x es instanciada con b. En otras
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palabras, si ¢ puede ser escrita de la forma f(z) = 0, entonces a y b corresponden al menor y
mayor cero de f en el espacio delimitado por D,, X...x D, . Formalmente la 2B-consistencia

se define como:
Definicién 3.3.4 (2B-consistencia). Sea P = (X, D,C) un CSP con D = {D,,,..., D, }.
La restriccién k-aria ¢ € C' es 2B-consistente ssi: Vi, D,, = O{v; € D,, tal que Jv; €
Dyy...,3viy € Dy, , v € D

se cumple }. Un CSP se dird 2B-consistente si todas sus restricciones lo son.

pisns - 30n € Dy, tal que c(vy, ..., Vi1, T4, Vig1, . - ., Uk)

A diferencia de la nocién de arco-consistencia, la 2B-consistencia no impone una restric-
cién sobre todos los valores pertenecientes al dominio de la variable, sino sélo sobre los bordes

(limite inferior y superior) del intervalo.

Definicién 3.3.5 (Filtraje por 2B-consistencia). Un filtraje por 2B-consistencia de
un CSP P = (X,D,C) con D = {D,,,...,D,,} es un CSP P’ = (X,D',C), con D' =
{D,,,..., D, } tal que:

xT1?

= Py P tienen el mismo espacio solucion.
» P’ es 2B-consistente.

» Vi, D, C D,, y los dominios de P’ son los mds grandes de tal forma que P’ sea

2B-consistente.

Una descripcién més detallada de la 2B- consistencia y los algoritmos de filtraje puede

ser obtenida en [Rue(2].

3B-consistencia

El principio fundamental de la 3B-consistencia es comprobar que el sistema de restric-
ciones no se convierta en trivialmente inconsistente [Lho93]. Esto debido a que la 2B-
consistencia es aplicada considerando sélo una restriccion a la vez. La 3B-consistencia exam-
ina los bordes del intervalo con el fin de comprobar que éste pueda efectivamente ser solucion

del problema.
Definicién 3.3.6 (3B-consistencia). Sea P = (X, D,C) un CSP y x una variable de X

con dominio [a,b]. Sean Ppi._(4q+) €l CSP derivado de P al sustituir el dominio D, por
D} = a,a™); y Pp2- 4 €l CSP derivado de P al sustituir el dominio D, por D2 = (b, b].
El dominio D, es 3B-consistente si y sélo si ®op(Pp1) # Py y Pop(Pp2) # Py. Un CSP

sera 3B-consistente si todos sus dominios lo son.
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Box-consistencia

La Box-consistencia ha sido definida [BMV94] para remediar alguno problemas introduci-
dos por la descomposicién de restricciones en primitivas para el calculo de la 2B-consistencia.
A diferencia de ésta ultima, la Box-consistencia no requiere descomposiciéon del sistema de

restricciones para ser aplicada. La definicion formal es:

Definicién 3.3.7 (box-consistencia). Sea (X, D,C) un CSP y ¢ € C una restriccién k-
aria definida sobre (z1,...,2%). Se dice que ¢ es Boz-consistente si: ¥V z; € {x1,...,xx} |

D,, = [a,b], las siguientes relaciones se cumplen:

» C(Dyy,..., Dy 1y la,a"), Dyyyso oo, D),

« C(Dyy,... Dy, (67,8, Dy, rs . Dyy)

El filtraje por Box-consistencia se define de manera similar al filtraje por 2B-consistencia.
Una observacién importante es que ®Pop(P) X Ppor(P) v Pop(P) = Ppor(P) si las variables

aparecen una sola vez en cada restriccion.

Bound-consistencia

La Bound-consistencia tiene sobre la Box-consistencia el mismo efecto que la 3B-consistencia
sobre la 2B-consistencia, es decir, examina los bordes del intervalo para evitar que el sistema
se vuelva trivialmente inconsistente [ZW98]. En otras palabras, verifica si la box-consistencia
puede ser aplicada cuando el dominio de una variable es reducido al valor de uno de sus bor-

des. Formalmente:

Definicién 3.3.8 (bound-consistencia). Sea (X, D,C) un CSP P,y ¢ € C una restriccién
de orden k. Se dice que ¢ es Boz-consistente si: V x; € {1, ...,xr} | D,, = [a,b], se cuample

que:

= ®b0$<C(D$17""DIi_17 [a7a+) D ""Dl’k)) % P®7

9 Ti41

= (Dboa:<O(Dac1a s 'aDJJi—N (bivb]’DﬂCi-&-l’ cee 7D£Uk)) 7é P@

Se puede comprobar que, asi como Py, (P) = Pop(P), se tiene que Ppoyna(P) <X P3p(P)
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Calculo de consistencia externa con analisis de intervalos

Finalmente se entrega un ejemplo del calculo de consistencia externa utilizando la a-

ritmética de intervalos [COPO1]. El procedimiento consiste en determinar los limites del

intervalo [L, R] de tal forma que encierren todas las soluciones al problema, y no sea posible

reducirlo. Para calcular el limite superior R, el intervalo inicial [a,b] es dividido en dos

subespacios disjuntos [a, 2] y |

a+b
2 )

b], analizando la presencia de solucién en el subespacio
superior. Si éste no posee solucion, se elimina. Por el contrario, si aun posee solucién, este
nuevo subespacio es dividido en dos, y se analiza el nuevo subespacio en forma recursiva. El
proceso se detiene cuando el largo del intervalo es menor que una precisién establecida.
Por ejemplo, considérese la funcién f(r) = 2% — 2z + 1 = 0, para un z en el intervalo
2,4]. La determinacién de R se realiza considerando inicialmente el intervalo [3,4]. Como
f([3,4]) = [3,4]* — 2 % [3,4] + 1 = [2,11], vale decir, no contiene ceros para la funcién, el
intervalo [3,4] es eliminado. De igual forma, para el calculo de [L, se analiza el intervalo
2, 3], obteniéndose f([2,3]) = [—1,6]. Vale decir, no es posible descartar el intervalo, por

lo tanto se procede al andlisis del intervalo [2,2,5]. La determinacién de [L continta con la

siguiente progresion:

f(12,25)) = [0,3,25] = L=[2,3]
£(12,2,25]) = [0,5,2,0625] = L =][2,25,3]
£(12,25,3]) = [0,0625,55] = x=0

De esta forma, se determina que el intervalo [2, 4] no posee ceros para el funcién f(z) =

x? —2x+ 1.

3.3.3. Consistencia interna en dominios continuos

A diferencia de las técnicas de e-consistencia, que estan basadas en la arco-consistencia
para reducir los dominios de las variables, la i-consistencia [Hé199] es un concepto para deno-
tar aquellos CSP compuestos por variables que sélo poseen dominios factibles. Formalmente

se define como:

Definicién 3.3.9 (i-consistencia). Sea P = (X, D,C) un CSP con D = {D,,,...,D,,}.

P serd i-consistente ssi Ve € C, Y(x1,...,2,) € Dy, X ... X Dy, ¢(xq,...,x,) se cumple.

En estricto rigor la definicién implica que toda asignacién de valores a las variables cumple

todas y cada una de las restricciones del problema. Como ejemplo, suponga un problema
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P ={X = {x1,22},D = {[2,4],[5,8]},C = {z1 < z2}}. Se dice que P es i-consistente, ya
que sélo posee asignaciones validas en el dominio de sus variables.
Extensién de dominio i-consistente

La nocion de i-consistencia permite desarrollar una metodologia de extension de dominio,
que posee la caracteristica de mantener solo asignaciones vélidas para cada variable. For-

malmente:

Definicién 3.3.10 (Extensién derecha i-consistente). Sea P = (X, D,C) un CSP i-

consistente. P’ = (X, D', C') es una extensién derecha i-consistente de D, para P ssi:
» VD, € D\{D,},D; = D,
«» D, CD, D_; = D,, es decir, conservan el mismo limite inferior.
» P’ es i-consistente.

Analogamente se define una extension izquierda i-consistente, teniendo en cuenta que los

limites superiores de ambos dominios permanecen fijos.

Definicién 3.3.11 (Funcién extrema). Sea ¢ una inecuacién de tipo f(xy,...,2,) <0
6 f(z1,...,2,) =0, Cequ denota la ecuacién correspondiente a ¢, es decir f(z1,...,2,) =0.
F""%)(D) es una funcién extrema optimal de c.qy para la variable z si Fo"™*)(D) calcula

el menor valor de z, el cual es solucién de ¢4, en el espacio delimitado por D.

Finalmente, la metodologia propuesta en [Hé199] para la extensién derecha de dominios

i-consistentes consta de los siguientes pasos:

1. Buscar un subconjunto del espacio solucién del problema. Este puede ser incluso un

punto solucién.
2. Seleccionar la variable a la cual se desea extender el dominio.

3. Definir, para cada inecuacién, una funcién extrema que calcule la soluciéon mas a la
izquierda de la variable seleccionada en el espacio definido por el dominio de las otras

variables.

4. Encontrar la menor solucién de todas las funciones extremas.
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Ejemplo

Para ejemplificar la extensién de dominios consistentes en un CSP, considérese el CSP
P = (X = {x1,22}, D = {[0,100],[0,100]},C' = {z1 * x5 < 5}) mostrado en la figura 3.4.
Suponga que se tiene un dominio inicial, que se sabe es solucién del problema (dominio
i-consistente), D,, = [0,1] y D,, = [1,2]. Para realizar una extensién derecha del dominio
D, se considera la ecuacién xq * 25 = 5 en el espacio delimitado por x; € [1,3] y 22 € [1,2].
La solucién mas a la izquierda del nuevo problema es x; = 2,5 y x5 = 2. Por lo tanto, el

nuevo dominio i-consistente extendido por la derecha de 1 es D,, = [0;2,5].

\ 4

Xp

Figura 3.4: Extensién de dominios consistentes en CSP

3.4. Ejemplo grafico de técnicas de consistencia

La figura 3.5 muestra la relacion existente entre las técnicas de consistencia presentadas
en las secciones 3.3.2 y 3.3.3, al ser aplicadas a un CSP.

Las zonas blancas representan el espacio soluciéon de un CSP particular sobre el plano
cartesiano. Se ha considerado como dominio inicial el primer cuadrante del plano. El rectangu-
lo punteado externo, representa la aplicacion de una técnicas de consistencia externa para

aproximar las soluciones del CSP. Notese que la aplicacién de e-consistencia encierra todas las
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Figura 3.5: Relacion entre la e-consistencia y la i-consistencia

soluciones del problema, abarcando ademas espacio que no es solucién. El cuadrado pequeno,
etiquetado como conjunto A, representa un conjunto solucién inicial dado u obtenido con
algin método de busqueda de solucién. Si al CSP original, se le restringe el dominio al espa-
cio abarcado por el conjunto A, se tiene un CSP i-consistente. Por tltimo, suponiendo que se
tiene un CSP i-consistente y se desea extender el dominio de una variable, se obtiene como
resultado el rectangulo horizontal inscrito en la zona blanca mayor (para una extensién sobre
el eje X), y el rectangulo vertical inscrito en la zona blanca mayor (para una extension sobre

el eje Y) del dominio i-consistente.

3.5. Resumen del capitulo

En este capitulo se han definido los conceptos relacionados con la Programacion con
Restricciones, centrandose principalmente en aquellos relacionados con dominios continuos.
Se presentaron las nociones basicas de la aritmética de intervalos, asi como las técnicas
de consistencia aplicadas a los CSP con dominios continuos. Se explicaron las técnicas de
2B-consistencia, 3B-consistencia, Box-consistencia y Bound-consistencia, agrupandolas bajo
el concepto de e-consistencia. Ademds, se presenté una clase particular de consistencia,

denominada i-consistencia, que consiste en una nociéon mas que en una técnica de filtraje.
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Por dltimo, se presenté una técnica de extensién de dominios consistentes, que utiliza la
i-consistencia para asegurar que el dominio final posea s6lo soluciones al problema, y se

mostré un ejemplo del resultado esperado por cada una de las técnicas.
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Capitulo 4
Metodologia de Resolucion

Hasta ahora se han revisado los conceptos relacionados con los CSP y las técnicas de
CP aplicadas a la resolucion de esta clase de problemas. En lo que sigue, se presenta la
metodologia realizada por Julien Touati en el INRIA de Sophia-Antipolis, Francia. El obje-
tivo de esta metodologia es aproximar las soluciones de un sistema de ecuaciones de distancia,
cuando la medida de la distancia posee un cierto grado de incertidumbre!.

El trabajo completo puede ser obtenido en [Tou02]. El objetivo principal es el tratamiento

de incertidumbre en restricciones de distancia y puede ser resumida en los siguientes pasos:

1. Encontrar todas las soluciones del sistema de ecuaciones sin considerar la influencia de

las incertidumbres.

2. Incluir las incertidumbres del problema, transformado las ecuaciones en sus inecua-
ciones correspondientes y, para cada solucion encontrada, extender los dominios de
las variables en forma consistente para obtener una caja interior (minimo espacio de

tolerancia) para cada uno de los puntos pertenecientes a la solucién.

3. Separar cada punto perteneciente a una solucién, de sus alternativas existentes en otras

soluciones, aislando su posible influencia en el calculo posterior de cajas exteriores.

4. Por cada punto perteneciente a una solucién, aplicar técnicas de consistencia externa

para obtener una caja exterior (maximo espacio de tolerancia).

'La nocién de incertidumbre corresponde al grado de tolerancia en la medida de la distancia, debido por
ejemplo a la precision del instrumento de medicién, y que convierte a un punto solucion en una zona de
factibilidad. Esta incertidumbre se asume acotada y pequena en comparacion a la medida en si.
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En conclusion, se desea obtener una aproximacién de las soluciones del sistema con-

siderando la influencia que las incertidumbres provocan.

4.1. Explicacién mediante un ejemplo

Antes de estudiar en detalle la metodologia de Touati, se plantea un ejemplo simplifi-
cado para visualizar los diferentes pasos y sus influencias en la resolucién de los sistemas
planteados.

La figura 4.1 muestra un problema que consiste en encontrar la posicién de un artefacto
emisor de ondas que ha caido en una zona cercana a dos antenas de recepcién. Dadas las ca-
racteristicas de la onda emitida, cada antena posee cierta informacion de la posible distancia
a la que se encuentra el objeto. Por la magnitud de la senal, la primera antena determina que
el objeto se encuentra a una distancia d; de ésta, mientras que la segunda antena determina
que entre ella y el objeto existe una distancia dy. Debido a las caracteristicas de los aparatos
de medicion, no se asegura que la distancia calculada sea exacta, pero si es posible afirmar

que el valor real no dista por mas de ¢ metros del valor propuesto para ambas distancias.

Figura 4.1: Ejemplo de un problema de ecuaciones de distancia

Dado que la ubicacién en ambas antenas receptoras es bien conocida, y suponiendo ciertas

caracteristicas del terreno (plano), es posible simplificar el problema plantedndolo de la
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siguiente manera: dado dos puntos Py y Py (fijos) en el plano cartesiano, se desea determinar
la ubicacion de un tercer punto Py que se encuentra a una distancia d(Py, P3) = dy i vy
d(Py, P;) = dy £ i a los primeros, respectivamente.

En el problema se asume que la incertidumbre en ambas mediciones es la misma, y

corresponde al valor de 1.

X

Figura 4.2: Simplificacion del problema en un plano cartesiano

La figura 4.2 muestra el problema simplificado en un plano cartesiano, omitiendo la in-
fluencia de la incertidumbre en la medicion de la distancia. Suponga que el punto P; tiene
coordenadas (p14, p1p) = (0,0) y el punto P; tiene coordenadas (paq, p2p) = (0, 5). Entonces, se
desean determinar las coordenadas del punto Py = (psq, psp) que cumplen con las restricciones
del problema. El sistema de ecuaciones que describe la situacién planteada anteriormente

puede ser escrito de la siguiente manera:

Pra =0y pw=0 punto P; fijo)
P2a =0y pyp =25
d(Pr, Ps) = \/(P1a — P3a)? + (p1s — pa)? = dy

d(Py, Ps) = \/(p2a — P3a)? + (P2 — p3p)? = do

punto P; fijo)

distancia entre Py y Ps)

(
(
(
(

distancia entre Py y P3)
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Suponiendo que la situacion sea, cualitativamente, la mostrada en la figura 4.2, la reso-
lucion del sistema de ecuaciones anterior entregaria dos posibles soluciones: los puntos P3 y
P; mostrados en ella.

Si bien es claro que estos puntos son solucién del problema simplificado (al omitir la
influencia de las incertidumbres), los valores obtenidos pueden no reflejar la posicién exacta
del objeto. Més aun, la solucién exacta del problema no entrega informacién acerca de la
zona real en donde podria encontrarse. Por esta razon, es necesario estudiar la influencia de
las incertidumbres en las soluciones, con el fin de determinar una aproximacion més clara
de la zona en donde podria encontrarse el objeto. La figura 4.3 muestra ambos conjuntos

solucion al considerar las incertidumbres en la medicién.

A 4

Figura 4.3: Problema en plano cartesiano considerando incertidumbres

La zona achurada representa el espacio solucion del problema completo. En ella se observa
que existe un rango de tolerancia para ambas soluciones, y que la solucién exacta al problema
(los puntos Ps y Pj), representa sélo un caso particular.

La metodologia de resolucién de sistemas de ecuaciones con incertidumbre plantea, en
primera instancia, la determinacién de los puntos soluciéon del problema sin considerar las
incertidumbre.

El segundo paso consiste en utilizar técnicas de la programacion con restricciones para

extender los dominios de las variables de forma consistente. Para ello, es necesario modificar
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el modelo original, transformando sus ecuaciones en inecuaciones que consideren la incer-

tidumbre. El nuevo sistema de ecuaciones puede ser escrito de la siguiente manera:

T1a=0y x, =0 (punto P; fijo)

Toa =0y 29y =5 (punto P, fijo)

\/(mla — x34)% + (v1p — w3)? < dy +1 (distancia entre P; y P; més incertidumbre)
\/(xla — 34)% + (z1p — x3p)? = dy — i (distancia entre P; y P3 menos incertidumbre)
\/(.Tga — X34)% + (w9 — w3p)? < dy + 1 (distancia entre P, y P; més incertidumbre)
\/ (T2q — T34)% + (T2p — x3p)? = do — i (distancia entre P, y P; menos incertidumbre)

La figura 4.4 muestra el resultado de la extensiéon de dominios para ambas soluciones.

v

Figura 4.4: Célculo de caja interior a través de consistencia interna

La caja interna calculada, representa una aproximacion inferior al espacio solucion, es de-
cir, un subconjunto del espacio de buisqueda original que contiene solamente puntos solucién
del sistema de ecuaciones. De esta forma es posible afirmar que cualquier punto contenido
en la caja interior es solucién del problema planteado.

El tercer paso de la metodologia consiste en separar cada punto perteneciente a una
solucion, de sus alternativas existentes en otras soluciones. En otra palabras, se separa el

espacio de buisqueda en subespacios, cada uno de los cuales posee s6lo una de las soluciones
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al problema.

En el problema planteado no existen alternativas para los puntos P, vy P, ya que son
considerados fijos. Por el contrario, existen dos alternativas para el tercer punto: Ps y Pj. La
figura 4.5 muestra la separacién de los puntos solucién Ps y Pj del problema en subespacios

disjuntos.

sub- espacio 2

sub- espacio 1

Figura 4.5: Separacién de puntos pertenecientes a soluciones diferentes

Una vez independizados los puntos pertenecientes a las soluciones del problema, se pro-
cede al cuarto paso de la metodologia que consiste en aplicar técnicas de consistencia externa
para encontrar una caja exterior que contenga el maximo grado de tolerancia para cada una
de las soluciones encontradas.

La figura 4.6 muestra la aplicacién de las técnicas de consistencia externa a cada sube-
spacio de busqueda.

El resultado final de esta metodologia es la obtencién de una caja interior y una exterior,
por cada uno de los puntos pertenecientes a una solucién. La caja interior indica una zona
de cumplimiento absoluto de las restricciones, es decir, cualquier valor contenido en ella es
solucién del sistema de ecuaciones planteado (considerando las incertidumbres). Por otro
lado, la caja exterior indica una zona de cumplimiento limite, vale decir, no existen puntos
fuera de esta zona que cumplan con las restricciones planteadas en el sistema de ecuaciones,

aun considerando las incertidumbres.
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sub- espacio 2

sub- espacio 1

A\ 4

Figura 4.6: Calculo de cajas exteriores para cada solucién

En conclusion, el espacio comprendido entre la caja interior y la caja exterior representa
una aproximacion de las soluciones del sistema de ecuaciones con incertidumbre.

Finalmente, y como respuesta al problema inicial de encontrar la posicién del artefacto
emisor de ondas, se puede concluir que existen dos posibles ubicaciones en el terreno. Para
cada una de ellas se tiene una caja interior (que marca el lugar mas probable donde se puede
encontrar el artefacto) y una caja exterior (que marca el limite de la zona en donde se deberia
buscar.

La ventaja inmediata de esta metodologia es la posibilidad de entregar una respuesta

mas precisa al problema, que refleje las caracteristicas de incertidumbre involucrada.

4.2. Algoritmo

Para este estudio se considerd un sistema compuesto por p ecuaciones de distancia de la
forma dp;,p;) < d;; £ e;j, sobre un espacio d-dimensional compuesto de n puntos, de los
cuales m son fijos.

En primera instancia, se resuelve el sistema de ecuacion sin considerar las incertidumbres.
Para ello se utilizan bibliotecas especializadas de resolucién de sistemas, en particular, ILOG

Solver. Para mayor informacion, en el anexo A se entrega una introduccion a las tecnologias
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de ILOG Concert e ILOG Solver.

Una vez determinadas las soluciones al problema, se realiza el cdlculo de cajas interiores
(aplicando extension de dominios i-consistentes) y el cdlculo de cajas exteriores (aplicando
separacién de puntos en el espacio). De esta forma se acota la incertidumbre entre ambas

cajas.

4.2.1. Calculo de cajas interiores

Para el calculo de cajas interiores se aplica el algoritmo de extensién de dominios i-

consistentes mostrado en el cuadro 4.1.

function icons(V = {x1,...,24}, D=1 X ... X Ig, ¢)
for (k=1;k<d;k++)
a«— Inf(I)
a « Sup(Iy)

I — ] — o0, d]
2B-consistencia(V, D, lc)
ay — Mazx(I})

Ik — [b, OO[
2B-consistencia(V, D, lc)

Ik — [ak, bk]

end for
end function

Cuadro 4.1: Algoritmo de extensién de dominios i-consistentes

El algoritmo recibe inicialmente un conjunto de variables que corresponden a las coor-
denadas de un punto en el espacio d-dimensional y sus dominios asociados. Originalmente
cada dominio corresponde a un intervalo muy pequeno (o un valor puntual), pues no se
considero las incertidumbres en la resolucién del sistema.

A partir de estos intervalos se realiza la extensién de dominios para cada coordenada del
punto, una a una, manteniendo las demés coordenadas fijas.

Para extender el dominio en una coordenada particular, considerando una restriccion ¢, se
separa el intervalo inicial [a, b] en dos subintervalos disjuntos | — oo, a] y [b, oo, manteniendo
fijas las demés coordenadas.

La extension izquierda del intervalo para la coordenada i se obtiene considerando un

nuevo CSP con los dominios iniciales para todas las demés coordenadas, y el dominio | —o0, a]
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para la coordenada i. A continuacién, se aplica una técnica de consistencia externa (por
ejemplo, 2B-consistencia), considerando la restriccién opuesta a la original (vale decir, not(c)
en lugar de ¢). De esta forma, se obtiene un nuevo intervalo [c,d] con d < a, en donde la
restriccién opuesta es vdalida. En conclusién, si la restriccién not(c) es valida sélo en el
intervalo [c, d], esto implica que la restriccion ¢ es valida en el intervalo [d, a], por lo que el
nuevo limite inferior para la coordenada 7 pasa a ser d.

La extensién derecha se realiza en forma analoga, obteniéndose un nuevo intervalo para
la coordenada i. De igual forma se extiende el dominio de cada una de las coordenadas,
obteniéndose como resultado la caja interior correspondiente.

Dado que existe mas de una restriccién en el CSP original, es necesario aplicar el algoritmo
por cada una de las restricciones del problema, para luego intersectar los intervalos extendidos
y obtener la caja interior que cumpla con todas las restricciones del problema. El cuadro 4.2

muestra el algoritmo de extensién general.

function iconsgen(V = {x1,..., 24}, D=1 x ... x I, C ={ec1,...,cm})
for (k=1;k <m;k++)
icons(V, D, cy,)
Dk — D
end for
D—DinNn...0nD,,
end function

Cuadro 4.2: Algoritmo general de extension de dominios

Por cada restriccién se calcula la extension de dominios y se obtiene un nuevo dominio Dy.
Posteriormente, los Dy, son intersectados, obteniéndose una caja interior que por construccion

es 1-consistente.

4.2.2. Calculo de cajas exteriores

Debido a que las técnicas de consistencia externa reducen el espacio de busqueda a un
subespacio que contiene todas las soluciones del problema, es necesario independizar los
conjuntos solucién antes de aplicarlas. La figura 4.7 muestra la caja exterior resultante, sin
separacién de conjuntos solucién, calculada para el problema presentado en la seccion 4.1.

Como puede apreciarse en la figura, es necesario independizar los conjuntos solucién para

obtener mejores aproximaciones en cada una de las posiciones posibles de un punto. Para
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A\ 4

Figura 4.7: Caja exterior calculada sin separacién de conjuntos solucién

ello, se propone la utilizacién de una funcién de verificaciéon de coordenadas, presentada en

el cuadro 4.3.

function testnaif({A4y,...,4,})
for (k=1k<d;k++)
if (V (A“Aj) S {Al, R 7A7,} X {Ah - ,Ar},TFk(AZ‘) % Wk(A]))
return k
end if
end for
return 0
end function

Cuadro 4.3: Funcién de verificacion de coordenadas

La expresion m(A;) representa la proyecciéon del punto A; en la coordenada k. Esta
funcién recibe el conjunto de puntos a ser separados e investiga, para cada coordenada, si
existe mas de un punto que comparta el mismo valor. Si todos los puntos tienen un valor
distinto para una coordenada en particular, ésta es devuelta como la coordenada a utilizar
para separar el espacio de biusqueda, en caso contrario, la funcién retorna una coordenada

nula (valor cero).
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Asumiendo que la coordenada para la separacion no es nula, se aplica la funcién presen-
tada en el cuadro 4.4, que divide en espacio de bisqueda original en n subespacios disjuntos,

cada uno conteniendo uno de los puntos a separar.

function algonaif(E, {A;,...,A.})
p < testnaif({Aq,..., A })
if (p>0)
sort({A41,..., A}, p)
for (i=1i<ryi++)
E; — Hi; mh(E) x [7fp(Ai)-i-;fp(l“z:—l)7 77,,(A13+1)2+7r,,(Ai)] % HZ:erl ()
end for
end if
end function

Cuadro 4.4: Funcién de separacion de puntos en espacios disjuntos

La funcion recibe el espacio original y el conjunto de puntos. A partir de la funcion
testnaif determina la coordenada de corte. A continuacién, todos los puntos son ordenados
por el valor de su proyeccién sobre la coordenada de corte. Finalmente, el espacio es dividido
en los puntos medios entre cada par de puntos consecutivos. Por convencion se asume que
Ap representa el punto de coordenada —oo y A, el punto de coordenada oo.

Para aquellos casos particulares, en donde no es posible encontrar una coordenada p en
donde realizar la separacion de todos los puntos, el algoritmo contempla la separacion del es-
pacio en el valor medio del primer par de puntos con coordenadas diferentes. Posteriormente,
se analizan los subespacios obtenidos utilizando la funciéon testnaif. Este procedimiento se
realiza en forma recursiva, hasta que los subespacios resultantes puedan ser divididos a través
de algonaif o posean sélo un punto solucion.

Una vez independizados los espacios que contienen sélo un conjunto solucion, se aplica
una técnica de e-consistencia para reducir los dominios de las variables y determinar una
aproximacién externa. El resultado de este procedimiento es una caja exterior que rodea a
cada uno de los puntos solucion encontrados inicialmente. En otras palabras, por cada uno
de los conjuntos solucién, se tendra una aproximacién inferior (caja interior) y una superior

(caja exterior) que acotan su espacio de solucién.
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4.3. Resumen del capitulo

En este capitulo se presentd la metodologia para el tratamiento de incertidumbres en
sistemas de ecuaciones de distancia propuesta por Touati. En primer lugar se presenté una
explicacién mediante un ejemplo, para familiarizar al lector con los pasos propuestos por
la metodologia. Posteriormente se mostré el algoritmo en detalle, haciendo hincapié en sus
principales estructuras. En lo que sigue se presentara el analisis realizado a esta metodologia,
sus principales areas de mejoramiento y los algoritmos propuestos para mejorar e interpretar

los resultados obtenidos.
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Parte 111

Trabajo aplicado
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Capitulo 5
Areas de mejoramiento

Del estudio de la metodologia de resolucion de sistemas de ecuaciones de distancia con

incertidumbre, expuesta en el capitulo 4, se han detectado deficiencias en tres grandes areas:

1. La determinacién cualitativa del tipo configuracion de la solucién. Es decir, en ella se
asume que el sistema de ecuaciones posee solucién y ademas, que los puntos solucion

se distribuyen de manera conveniente.

2. Muy relacionado con la observacién anterior, se omite la medicién del grado de incer-

tidumbre y su influencia en el calculo de otros puntos pertenecientes a la solucién.

3. Se omite la relacién entre puntos pertenecientes a una misma solucién, separando
todos los valores posibles para un mismo punto, sin considerar que su validez depende,

ademas, de los otros valores asignados a las variables de una solucién.

El estudio de estas tres deficiencias permite mejorar el algoritmo de separacién de puntos
y, de esta forma, obtener mejores aproximaciones en el calculo de cajas exteriores.

En este capitulo se profundizara en cada una de las deficiencias detectadas, comenzando
por la determinacion cualitativa del tipo de soluciéon que permite determinar a priori las
caracteristicas generales de las soluciones. Posteriormente se analiza la influencia que tienen
las incertidumbres previas en el célculo posterior de puntos, y la relacion que existe entre
la validez de un punto y la eleccién de otro como soluciéon. Finalmente se presentan las

dificultades del algoritmo de separacién de puntos a través de un ejemplo concreto.
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5.1. Determinaciéon cualitativa del tipo de configuracion

Los sistemas de ecuaciones de distancia poseen caracteristicas especiales que les pro-
porcionan ciertas facilidades en el tratamiento de las soluciones. Por ejemplo, es posible
estudiar a priori el comportamiento del sistema, basandose en la informacién de distancias y
en la incertidumbre, para determinar, de manera cualitativa, qué tipo de soluciones se deben
esperar.

Sea Py = (x1,11) y P = (22,y2) dos puntos de referencia. Sea Py un tercer punto con
relaciones de distancia ry y 75 a los dos primeros, respectivamente. Suponga que existe un
cierto grado de incertidumbre en la medicién de esta distancia. Es posible clasificar, de forma

cualitativa, el tipo de configuracién solucion en:

1. Un sistema de ecuaciones sin un conjunto solucién.
2. Un sistema de ecuaciones con sélo un conjunto solucion.

3. Un sistema de ecuaciones con dos o méas conjuntos solucién disjuntos.

La figura 5.1 muestra estas tres posibilidades para el problema planteado. Para facilitar la
compresion de las ideas aqui planteadas, se presenta el ejemplo suponiendo que la distancia
desde los puntos de referencia al tercer punto es menor que la distancia entre ambos puntos
de referencia. Las observaciones son también validas cuando los puntos de referencia se
encuentran a menor distancia que el tercer punto, obteniéndose una circunferencia incluida

en otra.

4) (B) (€)

Figura 5.1: Ejemplos de configuraciéon solucion
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En la letra A, se presenta un sistema sin solucion, es decir, no es posible encontrar un
punto P, que se encuentre a una distancia r; del punto P, y a distancia ry del punto Pg
simultdneamente (atin considerando las incertidumbres). La letra B, muestra un sistema
con un solo conjunto solucion, es decir, cualquiera de los valores pertenecientes a la zona
demarcada son solucion del sistema. Por tltimo la letra C, muestra un sistema con conjuntos
solucién independientes, es decir, dos zonas del espacio de buisqueda que poseen valores que
cumplen todas las restricciones del sistema.

El punto importante a tener en cuenta aqui, es la posibilidad de determinar el tipo de
soluciones que se debieran con certeza esperar para el sistema, antes de aplicar un algorit-
mo de resolucion. De esta forma, pueden utilizarse métodos alternativos para cada tipo de
sistema, utilizando las caracteristicas del problema para guiar de mejor forma la metodologia.

Existe ademéas dos casos especial de configuracién solucion, mostrado en la figura 5.2,

que pertenece a la clasificacién B y son llamados casos degenerados.

(D) (E)

Figura 5.2: Ejemplo de casos degenerados

Estos tipos de configuracién solucion presentan una mayor dificultar que los otros. En la
letra D, se muestra un sistema que al calcular las soluciones (sin considerar las incertidum-
bres) entrega dos puntos independientes, mientras que el sistema con incertidumbre posee
solo un conjunto solucion. La letra E presenta una dificultad atin mayor, ya que el sistema de
ecuaciones sin incertidumbre no posee solucién, mientras que el sistema con incertidumbre

si posee un conjunto solucion.
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5.2. Influencia de la incertidumbre previa

Dado que la determinacion de la posicion de un punto se realiza en relacién a las distancias
entre €l y los otros puntos de referencia, el grado de incertidumbre en la medicién de un punto
P influira sobre todos aquellos puntos determinadas a partir de ecuaciones de distancia al

punto P. Esto también influye sobre la configuracion solucién del problema.

A) (B)

Figura 5.3: Influencia de las incertidumbres previas

La figura 5.3 muestra la configuracién solucion de un sistema de ecuaciones de distancia
con dos puntos de referencia calculados sin incertidumbre (letra A). El mismo sistema,
considerando que los puntos de referencia han sido calculados a partir de otros puntos de
referencia (es decir, poseen un grado de incertidumbre en su medicién), es mostrado en la
letra B. En ella se observa que la configuracion solucion cambia, producto de la incertidumbre
en la posiciéon de los puntos de referencia.

De manera mas general, si P4 y P son dos puntos de referencia y se desea calcular la
posicién de un tercer punto Py, el tipo de configuracion solucion puede ser aproximado cal-
culando la suma de la incertidumbre en el calculo del punto de referencia y la incertidumbre
en la medicién del nuevo punto.

Este enfoque considera que es posible determinar un punto sélo en relacion a otros dos

puntos de referencia.
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5.3. Relacién entre los puntos de una solucién

Cuando se divide el espacio de bisqueda de dos puntos pertenecientes a soluciones dife-
rentes, todas las soluciones son subdivididas en dos subconjuntos. Esto reduce la cantidad
de puntos que debieran ser independizados posteriormente. En estricto rigor, solo los puntos
pertenecientes a las soluciones de cada subconjunto necesitan ser separados de sus pares.

La metodologia original considera el célculo de cajas exteriores para cada conjunto solu-
cion. Para ello, se aplica un algoritmo de separaciéon de puntos para independizar las solu-
ciones y evitar la influencia de un conjunto solucién en el cédlculo de la caja exterior de otro
conjunto solucion.

En la seccion 4.2 se vio que para obtener mejores aproximaciones de cajas exteriores
era necesario separar, para cada punto a determinar, el espacio de bisqueda en dos o mas
subespacios independientes que contengan sélo un conjunto solucién. Si bien este enfoque
parece correcto, existen sin embargo casos particulares de solucién, donde la influencia de

sus puntos es parcial.

A\ 4

Figura 5.4: Influencia parcial en la determinaciéon de puntos solucién

La figura 5.4 muestra el problema de ubicar los puntos P3 y P, en un plano cartesiano,
dados los puntos de referencia P, y P; fijos. Sea r; = d(P;, P3) la distancia entre el primer y

el tercer punto, ry = d(P,, P;) la distancia entre el segundo y el tercer punto, r3 = d(Ps, Py)
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la distancia entre el segundo y el cuarto punto y ry = d(Ps, P;) la distancia entre el tercer
y el cuarto punto. Se asume que todas las mediciones de distancia posee un cierto grado de
incertidumbre.

La solucién del problema para el tercer punto muestra dos posibles ubicaciones: Ps y Pj.
Ademas, el cuarto punto posee cuatro ubicaciones posibles: Py, P;, P/ y P}

La figura muestra que existe interferencia entre los punto P; y P}, debido a que comparten
un area del espacio en comin. Sin embargo, esta influencia podria ser calificada como parcial,
debido a que Pj es un punto solucién del problema sélo si se considera que P es la ubicacion
del tercer punto, mientras que P} es punto solucién sélo si P es la ubicacién del tercer
punto.

Esta observacién tiene una fuerte implicancia en el algoritmo de separacion utilizado por
la metodologia, ya que significa que no es necesario separar los cuatro conjuntos solucién
(ubicaciones posibles) del cuarto punto, debido a que la separacién del espacio de busqueda
del tercer punto provoca automaticamente una separacién de las soluciones en dos subcon-

juntos conteniendo dos posiciones posibles para el cuarto punto.

5.4. Dificultades del algoritmo de separacion de puntos

Este algoritmo se basa en la funcién presentada en el cuadro 4.3. El objetivo de esta
funcién es encontrar una coordenada donde no exista mas de un punto con el mismo valor.

Primeramente se seleccionan todos todas las posiciones diferentes para un mismo punto
perteneciente a las soluciones. Luego, el conjunto de puntos es enviado a la funcién testnaif().
Esta funcién examina la primera coordenada (proyeccién del punto sobre un eje) donde no
existen valores coincidentes dos o més puntos. La coordenada es retornada como resultado
de la llamada.

Si existe una coordenada que cumpla con la condicién, se ordena el conjunto de puntos
por el valor de su proyeccion sobre esta coordenada y se divide el espacio en subespacios
independientes, cada uno conteniendo sélo una de las posiciones posibles para el punto dado,
como se muestra en el cuadro 4.4.

Se han encontrado fuertes limitantes para este enfoque. En primer lugar, la separacién del
espacio de busqueda en subespacios independientes se realiza por punto y no por solucion. En
la seccion 5.3 se muestra el ejemplo de un sistema formado por cuatro puntos. La figura 5.4

muestra las posiciones factibles para el tercer y cuarto punto. En el ejemplo, la separacién del
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espacio de busqueda del tercer punto divide el conjunto de soluciones en dos subconjuntos.
En otras palabras: cuando el espacio de dos puntos es dividido, el conjunto de soluciones es
también dividido, por lo tanto, sélo aquellas posiciones pertenecientes al mismo subconjunto
de soluciones requerirdn separacion para cada punto en particular.

En segundo lugar, la determinacién de una coordenada con diferentes valores, para todas
las posiciones factibles, de un determinado punto no garantizan la correcta obtencién de cajas
exteriores. La figura 5.5 muestra la aplicacién del algoritmo algonaif(); para un problema de

tres puntos (dos fijos) y dos soluciones factibles.

\ 4

Figura 5.5: Aplicacion del algoritmo de separacion de puntos

Ambas soluciones no poseen igual valor en su coordenada X, por lo que la respuesta de la
funcién testnaif(); entrega ésta como coordenada de corte. La separacién de ambos puntos
se realiza en el punto medio entre sus proyecciones sobre el eje X.

La figura 5.6 muestra el resultado del calculo de cajas exteriores a partir de la division
realizada por algonaif();. En ella se observa que ambas soluciones poseen problemas en el
calculo de cajas exteriores. En este ejemplo, un corte a través del eje Y habria entregado

una correcta aproximacion para ambos conjuntos solucion.
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Figura 5.6: Calculo de cajas exteriores a partir del espacio dividido

5.5. Conclusién del capitulo

En este capitulo se presentaron las posibles areas de mejoramiento, haciendo énfasis en
la influencia de las incertidumbres en la aproximaciéon de soluciones, y las dificultades del
actual algoritmo de separacién de puntos en el calculo de cajas exteriores. En el proximo
capitulo se presentan dos nuevos algoritmos que mejoran los resultados de la metodologia,
lo que se debe a la importancia de la separacién en el cdlculo de cajas exteriores y que
motivara la creacién de un nuevo algoritmo de separacion de puntos y de anélisis posterior

de soluciones, con el fin de determinar errores en la etapa de divisién del espacio.
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Capitulo 6
Mejoras Propuestas

Tanto para la resolucién de los sistemas de ecuaciones e inecuaciones, como para la
aplicacion de las técnicas de consistencia interna y externa se utilizaron las bibliotecas del
paquete ILOG — Solver e ILOG — Concert. Una introduccién al uso de estas herramientas
puede ser consultada en el apéndice A. Informacién adicional puede ser obtenida en [Nev02b]
y [Nev02a], o en los manuales de usuario [ILO00b] y de referencia [ILO00a] del paquete. ¢

Las mejoras propuestas se estructuran de la siguiente manera: en primer lugar se estudi-
ara las caracteristicas de los sistemas de ecuaciones de distancia, que pueden ser utilizadas
en la implementacion de un algoritmo de clasificacion de problemas. Posteriormente se pre-
sentard un algoritmo de separacion de puntos que permite dividir un espacio inicial en dos o
mas subespacios disjuntos que contienen un solo punto. Este algoritmo sera utilizado por el
algoritmo de separacion de soluciones, que utiliza una estructura de arbol para independizar
efectivamente las soluciones. Finalmente se expone el algoritmo de andlisis de soluciones,

seguida por la metodologia propuesta y un conjunto de resultados preliminares.

6.1. Deteccion y clasificacion de tipos de problemas

A continuacién se propone una metodologia de clasificacién cualitativa del tipo de con-
figuracion solucion. El objetivo es clasificar los problemas segiin el tipo de solucion esperada,
para decidir, a priori, la forma en la cual deben ser interpretadas las soluciones y la forma
en la cual deberéan separarse los puntos.

Dado un problema de satisfaccién de restricciones en dominios continuos P = (X, D, (),

definido por un conjunto de puntos P4 = (x1,11) v P = (x2,y2) fijos y Px variable, con
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restricciones de distancia d(Px, Pa) = r; £ i, y d(Px,Pg) = 19 £ iy a los dos primeros,
respectivamente; y dado dsp la distancia entre los puntos P4 y Pg, si dap > (11 +1i1) y

dap > (rg + i) se tiene que:

1. Si (r1+i1)+ (ro+1d2) < dap, entonces el sistema no tiene solucién (caso A, figura 5.1).

2. Sl ((7’1 — 21) + (7’2 — 12) < dAB) A ((7"1 + Zl) + (7"2 + ig > dAB) y ((7’1 + 21) + (7’2 — 12) <
dap)N((r1—i1)+(re+i2) < dap), entonces existe sélo un conjunto solucién al problema.

(caso B, figura 5.1).

3. Si(ry—i1)+ (ro—iz) > dap entonces existe mas de un conjunto solucién independiente

(caso C, figura 5.1).

4. Finalmente, si ((Tl — 21) + (7’2 - 22) < dAB) N ((7’1 + 11) + (TQ + iz > dAB) y ((7“1 —|—21) +
(ro —ig) > dap) V ((r1 —i1) + (r2 + i2) > dap), entonces existe un caso degenerado

(figura 5.2).

Estas observaciones pueden ser facilmente adaptadas para el caso en que dap < (r; + ;)
0 dap < (r9 + i2), de tal forma que es posible estimar las posibles soluciones a partir de la
informacion del problema.

No es el propdsito de esta tesis el generalizar el conjunto de observaciones a més de dos
dimensiones, sino sélo mostrar que es posible, bajo ciertas condiciones, conocer de forma
cualitativa las caracteristicas de la configuracién solucion.

Estas proposiciones ayudan a determinar cémo deben ser interpretadas las soluciones
del problema, por ejemplo, en el caso de conjuntos solucién independientes (caso C), éstos
deberan ser separados antes de aplicar una técnica de consistencia externa. Por otro lado, si
existe s6lo un conjunto solucién (o un caso degenerado), las técnicas de consistencia externa
deberan envolver un solo conjunto de solucién, aun cuando el problema posea mas de un

punto solucién y se haya calcular mas de una caja interior.

6.2. Un algoritmo de separacién de puntos para res-

tricciones de distancia

Para aplicar una técnica de consistencia externa que filtre el dominio de las variables, es

necesario separar en espacios independientes las posiciones posibles (conjuntos solucién) de
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un mismo punto. Si esta separacién se realiza de un modo incorrecto, las cajas externas cal-
culadas a partir de los subespacios obtenidos serdn también incorrectas. El algoritmo general
de separacién de puntos mostrado en el cuadro 6.1 reduce los casos donde la separacién de
puntos provoca errores en el calculo de cajas exteriores, de la metodologia mostrada en el
capitulo 4.

Sin perjuicio de lo anterior y una vez calculada la caja exterior para un conjunto solucién,
es posible examinar la relacién existente entre el punto de corte del espacio de busqueda
(resultante del algoritmo de separacién) y los limites de la caja exterior. Si ambos valores
coinciden, existe una alta probabilidad de que la separacién del espacio se haya realizado de

forma incorrecta.

function sepa(H = {41, ..., An}, E)
if (|H|>1)
point «— newplansepa(H, &coord);
for (i =1;i <m;i++)
if (A;[coord] <point)
Hing = Hing + {A}
else
Hsup = Hsup + {Az}
end if
end for
Einy = E — (point, +00)
Egup = E — (—o0, point)
sepa(Hinys, Einy)
Sepa(Hsu;m Esup)
else
A =F
end if
end function

Cuadro 6.1: Algoritmo general de separacion de puntos

El algoritmo utiliza la funcién newplansepa(); que recibe el conjunto de puntos a sepa-
rar (H) y entrega la coordenada (coord) donde se encuentra la mayor distancia entre dos
proyecciones de puntos consecutivas y el punto medio (point) entre ambas proyecciones (lu-
gar en donde se debera aplicar el corte). Para realizar esto, los puntos son ordenados por sus
proyecciones sobre cada una de las coordenadas. Posteriormente, se calculan las distancias
entre dos proyecciones consecutivas y se almacena la mayor distancia encontrada. A con-

tinuacion la funcién retorna la coordenada con la mayor distancia y el punto en donde se
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realizara el corte.

La funcién sepa(); utiliza esta informacién para dividir el espacio de bisqueda original
en dos subespacios independientes: Ej,r v Eg,p. Para cada punto A; € H se calcula el valor
de la coordenada coord. Si el valor de A; es mayor que el valor de coord, entonces A; es
almacenado en el subconjunto superior Hg,,, en caso contrario es almacenado en Hj, .

Una vez separados los puntos en dos subconjuntos independientes, se divide el espacio de
busqueda original y se generan los subespacios Ei,¢ ¥ Es,p. El primero se genera restando
al espacio de busqueda original, todos aquellos puntos ubicados desde el punto de corte en
adelante. El segundo subespacio se genera restando al espacio original todos aquellos puntos
menores que el punto de corte.

Finalmente, para cada subconjunto de puntos se realiza una llamada a la funcién de
separacién original, suministrando el nuevo conjunto de puntos a separar y el nuevo espacio
de busqueda generado. Estas llamadas recursivas se realizan hasta que en cada subespacio

de busqueda sélo exista un punto solucién.

6.3. Algoritmo de separacién de soluciones

A partir de las observaciones realizadas en la seccién 5.2, se implementé una estructura
de arbol para separar soluciones. Esta estructura permite diferenciar entre aquellos puntos
que interfieren en el calculo de cajas externas y aquellos que no. La idea principal es aplicar
una funcién de pre-separacién (antes de la aplicacién del algoritmo de separacién), para
seleccionar sélo aquellos puntos solucién que atin son validos al considerar las separaciones

de puntos realizadas anteriormente. El cuadro 6.2 muestra la funcién de separacion.

function presepa(S = {51, ..., 5.}, E = {E1, ...}, pos)
for (i=1;i <n;i++)
if (Si[pos] C Epos)
Sauac = Sauz {S’L}
S = Saur
return 0
end function

Cuadro 6.2: Aplicacién de una funcién de separacion

Esta funcién recibe tres parametros:
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1. El conjunto de todas las soluciones al problema.

2. Los subespacios generados hasta el momento de la llamada, para todos aquellos puntos

previamente separados.

3. La identificacion del puntos que deberdn ser separados.

Para cada solucion, la funcion analiza si las posiciones de sus puntos se encuentran dentro
de los subespacios generados anteriormente. Todas aquellas soluciones que cumplan con esta
condicién deberan ser consideradas en la separacion. La funcién modifica el conjunto inicial

de soluciones, manteniendo sélo aquellas que interferiran en el calculo posterior de cajas

exteriores.
.. — [— [— |—
Solucion 1: | P; | P, | P3| Py
— —_a | = | — .
Solucion 2: |P; | P, | P3| Py .Co.n{unto
inicial de
.. - | =1—= - .
Solucion 3: |p; | P, | P5 [P, soluciones
I3 > —_ —_
Solucion 4: | P, | P, | P[P,
> |7 = Ny T > —_ —_ |—
P] P2 P3 P4 PMHZOS a P] PZ P3' P4u .
Subconjunto A Subconjunto B
- | =|—=|— separar =T e
P | Py | P3| Py 0 V2
Puntos a Puntos a
separar separar

Figura 6.1: Ejemplo de aplicacién de una estructura de arbol

La figura 6.1, muestra un ejemplo de la aplicacién de una estructura de arbol para el
problema mostrado en la figura 5.4. Existen cuatro soluciones factibles, mostradas en la parte
superior del arbol. Al separar el espacio de busqueda del tercer punto en dos subespacios
independientes, las soluciones quedan separadas en dos subconjuntos, cada uno contenien-
do las posiciones factibles para el cuarto punto (préximo a separar). Desde este punto de
vista, no es necesario separar todas las posiciones posibles para el cuarto punto, ya que sélo

aquellas pertenecientes al mismo subconjuntos soluciéon produciran problemas en el calculo
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de cajas exteriores. A continuacion, a cada subconjunto de soluciones se aplica la separacion
de puntos, mostrada en la seccién 6.2 para aquellos que aiin poseen mas de una posicién
factible.

Finalmente cada solucién posee un espacio de busqueda asociado, en donde sélo ella es
factible. De esta forma, la aplicacion de un algoritmo de filtraje por consistencia externa
entregara mejores aproximaciones para las cajas exteriores.

En el ejemplo se muestra el hecho que, si bien los puntos P; y P; comparten un area
comun en el plano (por lo que la separacién de su espacio no seria posible), la validez
de sus posiciones queda determinada por la eleccion del tercer punto. Luego, si el espacio
perteneciente a este ultimo es separado, las posibles posiciones para el cuarto punto contem-

plardn a P; 6 P}, pero no ambos al mismo tiempo.

6.4. Algoritmo de analisis de soluciones

Si bien los resultados de los algoritmos propuestos reducen los errores en el calculo de
cajas exteriores, ain es posible obtener resultados incorrectos. Para detectar esta situacién, se
implementé un algoritmo de analisis posterior de soluciones, con el fin de detectar posibles
errores en la etapa de separacion. Este algoritmo compara los limites de la caja exterior
calculada para cada conjunto solucion, con los limites del subespacio al cual pertenece dicha
solucion. Si ambos valores coinciden, se presume que el conjunto soluciéon poseia soluciones
que excedian los limites del subespacio, lo que significa que el algoritmo de separacion de
puntos realizé un corte incorrecto.

Por otra parte, existe la posibilidad que un punto en particular posea problemas en el
limite superior, para ciertas soluciones, y en el limite inferior, para otras. En estos casos,
es muy probable que los puntos separados no sean realmente separables, ya que las cajas
exteriores calculadas para ambos subespacios exceden precisamente el mismo limite.

A través de este algoritmo se evalud el desempeno de ambas metodologias, asumiendo
que una caja exterior coincidente con el limite del subespacio evidencia un problema de

separacion.

6.5. Metodologia

La metodologia propuesta se puede resumir en el siguiente algoritmo:
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El

Aplicar un algoritmo de andlisis previo, que permita clasificar el problema en aque-
llos que cumplen con los supuestos de separacion de puntos solucion y aquellos que

produciran errores en el calculo de cajas exteriores.
Determinar las soluciones al problema sin considerar la influencia de las incertidumbres.

Incluir las incertidumbres en el modelo, reemplazando las ecuaciones originales por sus
inecuaciones correspondientes y, por cada solucién encontrada, extender los dominios

de las variables de forma i-consistente para determinar una caja interior de tolerancia.

Utilizar el algoritmo de separaciéon de soluciones, mostrado en la secciéon 6.3, para
dividir el espacio de buisqueda inicial, de manera que cada subespacio generado posea

solo una solucién valida.

Para cada subespacio generado y por cada punto perteneciente a la soluciéon contenida
en él, aplicar técnicas de consistencia externa con el fin de reducir el espacio hasta

encontrar la minima caja exterior que contiene a cada conjunto solucion.

Aplicar un algoritmo de analisis de cajas exteriores, que compare los limites de los

subespacios generados y los limites de las cajas exteriores calculadas.

objetivo es que, una vez clasificado el problema, se detecte la forma mas eficiente

de resolver, se determine el algoritmo de separacion a utilizar y la interpretacién que se le

deberd dar a los resultados.

Por otra parte, con la estructura de arbol se obtiene una separacion de soluciones. Esto

permite reducir los errores en el célculo de cajas exteriores, ya que evita la separacion de pun-

tos, p

ertenecientes a distintas soluciones, que no producen interferencias mutuas. Ademas,

con el algoritmo de separacion de puntos se reducen los problemas de separaciones incorrec-

tas cuando los puntos se encuentran muy préximos en una coordenada particular pero son

aun separables en otra, detectados en el algoritmo inicial.

6.6.

Resultados preliminares

Se seleccionaron cuatro casos particulares para mostrar la aplicaciéon de la metodologia

mejor

ada. El primero corresponde al problema de cuatro puntos en el plano mostrado en la

figura 5.4. El segundo corresponde a un problema simplificado de conformacién molecular
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de una proteina. Por tltimo, los otros dos problemas corresponde a la aplicacién de la

metodologia para un problema mas general.

6.6.1. Sistema de ecuaciones de distancia en el plano

El modelo del problema esta formado por el sistema de cuatro ecuaciones mostrado a

continuacion:

V(s =212+ (ys—11)2 =40  (eg =0.1)
Vi(rs —29)2+ (Y3 —12)2=9,1  (ea = 0.2)
V(s — 23?4+ (ya—y3)2 =71 (e3 =0.2)
V(@ —22)2+ (ys —y2)2 = 4,0 (es = 0.1)

D, =1,D, =0, D,, =10, D,, =0, D,, = D,, = [—100,100] Vi = {3,4}

En el cuadro 6.3 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo actual para
resolver el sistema de ecuaciones de distancia. En él, se destacan cuatro valores pertenecientes

al limite de las cajas exteriores.

x3 Ys T4 Ya
Sol. 1 2.58813 3.72564 9.7868 3.86402
i-box | [2.4881, 2.6881] [3.7256, 3.7363] [9.7858, 9.787] [3.8640, 3.8650]
e-box [2.4871, 2.7] [3.6395, 3.8094] [9.7868, 9.9980] [3.8115, 3.9751]
Sol. 2 2.58812 3.72564 7.32326 -1.69825
i-box | [2.4788, 2.6976] [3.7246, 3.7266] [7.2804, 7.3636] [-1.6982, -1.6663]
e-box [2.4755, 2.7] [3.6395, 3.8094] [7.1960, 7.3232] | [-1.8142, -1.4590]
Sol. 3 2.58812 -3.72564 9.7868 -3.86402
i-box [2.4881, 2.6881] [—3.72667 —3.7246] [9.78687 9.7878] [—3.86407 —3.8630]
e-box | [2.4755, 2.6898] | [-3.8094, -3.6395] | [9.5743, 9.7868] | [-3.9163, -3.7377]
Sol. 4 2.58813 -3.72564 7.32326 1.69825
i-box [2.4788, 2.6976] [—3.72567 -3.7165] [7.28997 7.3647] [1.69727 1.6992]
e-box [2.47557 2.7] [—3.80947 —3.6395] [7.3232, 7.4591} [1.57527 1.9276]

Cuadro 6.3: Resultados obtenidos con el algoritmo actual

Es evidente que estos valores no pueden ser correctos, ya que incluso son mas restrictivos
que los encontrados para las cajas interiores. Dada las caracteristicas del problema, una caja
exterior nunca podria tener un espacio asociado menor que una caja interior calculada para

el mismo conjunto solucion.
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Cortes de separacion
I

20 21y

Figura 6.2: Resultados del algoritmo actual, en el plano cartesiano

La figura 6.2 muestra graficamente los resultados obtenidos, detallando los cortes de
separacion del espacio para el cuarto punto. En ella se observa que pequenas variaciones en
los valores de las coordenadas de un punto pueden ser determinante en la separacién (es
el caso del cuarto punto, para el cual, el algoritmo a seleccionado la coordenada X, para
separar verticalmente el espacio). Las cajas exteriores calculadas para cada solucién poseen

un limite coincidente con el limite del subespacio.

Z3 Y3 Ty Ya

Sol. 1 2.58812 3.72564 9.7868 3.86402
e-box [2.4755, 2.7] [3.6395, 3.8094] [9.57437 9.9986] [3.73777 3.9751]
Sol. 2 2.58813 3.72564 7.32326 -1.69825
e-box | [2.4755, 2.7] [3.6395, 3.8094] [7.1960, 7.4591] [-1.9276, -1.459]
Sol. 3 2.58813 -3.72564 9.7868 -3.86402
e-box | [2.4755, 2.7] | [-3.8094, -3.6395] | [9.5743, 9.9986] | [-3.9751, -3.7377]
Sol. 4 2.58813 -3.72564 7.32326 1.69825
e-box [2.4755, 2.7] [—3.8094, -3.6395] [7.19607 7.4591] [1.4597 1.9276]

Cuadro 6.4: Resultados obtenidos con el algoritmo propuesto

El cuadro 6.4 muestra los resultados obtenidos por el nuevo algoritmo propuesto, aplicado
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al mismo problema. Los valores correspondientes a las cajas interiores se han omitido, ya
que son los mismos valores mostrados anteriormente.

La principal diferencia entre ambos radica en el calculo de cajas exteriores. Mientras el
primer algoritmo realiza un corte a través del eje X (dado que los puntos no poseen igual valor
en sus coordenadas), el segundo busca la mayor distancia entre proyecciones consecutivas,
realizando cortes en el eje Y (como se muestra en la figura 6.3). El resultado final es una

correcta aproximacion de la caja exterior que contiene al conjunto solucion.

Figura 6.3: Resultados del algoritmo propuesto, en el plano cartesiano

Una observacién adicional es la siguiente: La determinacion incorrecta de la caja exterior
para un conjunto solucién dado provoca resultados incorrectos en la determinacion de otras
cajas exteriores, ain cuando la separacion de puntos para estas ultimas se haya realizado en

forma correcta.

6.6.2. Determinacion de la estructura de una molécula

Las proteinas juegan un rol fundamental en el control del metabolismo, y la forma de la
proteina es un factor esencial para su funcionamiento. En los libros de bioquimica se utiliza

comunmente la analogia de la llave y el candado para representar la importancia que tiene
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su estructura. A esto se debe que en mucha areas de investigacién, como la biotecnologia
o la medicina, la determinacién de la estructura molecular de una proteina juegue un rol
fundamental. Los avances en genética han permitido conocer cerca de 100.000 secuencias
de proteinas, pero sélo un 10% de ellas posee estructura conocida. Una de las principales
dificultades en la determinacion de su estructura es su alto nivel combinatorio y la incer-
tidumbre en la medicion de las distancias. Esta incertidumbre se debe a que las mediciones
se realizan en forma experimental.

Béasicamente, una proteina es una macromolécula formada por un elevado ntimero de
aminoacidos distribuidos en el espacio de una manera particular. Para determinar su es-
tructura, existen diferentes métodos que intentan simplificar el problema para obtener una
aproximacién a la solucién. Uno de esto métodos consiste en determinar experimentalmente,
a través de resonancia magnética nuclear, la distancias entre sus aminoacidos constituyentes,
y resolver un sistema de ecuaciones de distancia.

El siguiente es un ejemplo simplificado del problema de determinar la estructura de una

molécula, conociendo una aproximacion de las distancia entre sus atomos constituyentes.

Se tienen seis atomos A;, Ag, As, Ay, As y Ag, v la informacion de distancias mostrada

en el cuadro 6.5.

Ay | As | As | Ay | A5 | Ag
A | = [ V2] 2 — 2 2
A,y 20 — [ V2] 2 | V2| —
As | 2 | V2] = | V2| 2 2
Ay 2 | V2| — | V2| V2
As | 2 [ V2| 2 | V2| - | —
Ag | 2 -2 |v2| - | =

Cuadro 6.5: Informacién de distancia entre atomos

El objetivo es determinar, a partir de la informacion de distancias dada, la estructura
espacial de la molécula, considerando una incertidumbre en la medicién que no supera el
5%. Para ello se considera un modelo de seis puntos en IR3, y un conjunto de ecuaciones de
distancia con incertidumbre similar al del problema anterior.

Debido a que el problema posee un conjunto elevado de soluciones, se presenta en el

cuadro 6.6 un resumen de los resultados de ambos algoritmos.
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Total de soluciones encontradas 108

Total de soluciones diferentes 32
Errores en cdlculo de ebox (algoritmo original) 114
Errores en célculo de ebox (algoritmo propuesto) 32
Porcentaje de reduccion de errores 72 %
Puntos problematicos {3, 5}

Cuadro 6.6: Resumen de resultados obtenidos por ambos algoritmos

En ambos casos se encontraron igual niimero de soluciones y el cdlculo de cajas interiores
no sufrié modificaciones. Por otra parte, de los 1152 valores calculados para cajas exteriores
(correspondientes a 32 soluciones que involucran 6 puntos cada una, con 3 coordenadas por
punto y 2 limites por coordenada), se obtuvo una disminucién significativa de problemas de
limites. Cada error reportado! corresponde a una coincidencia entre el punto de corte del
espacio (de la etapa del algoritmo de separacién de puntos), y la caja exterior calculada para
ese subespacio.

Es importante senalar, que los errores encontrados en el algoritmo propuesto correspon-
den al célculo de las cajas exteriores para el tercer y quinto atomo, y que ambos limites
(superior como inferior), poseifan los mismo errores. Por ello, es razonable suponer que la
configuracion soluciéon no permitia la separacién de ambos conjuntos solucién en subespacios

independientes. El cuadro 6.7 muestra el detalle de errores encontrados para ambos puntos.

Atomo 3 5
Ubicacién del error 2.2877 | 2.03385
Errores en limite inferior 8 8
Errores en limite superior 8 8
Totales 16 16

Cuadro 6.7: Detalle de los errores encontrados en algoritmo propuesto

'Reporte en base al algoritmo de anélisis de soluciones, presentado en la seccién 6.4
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6.6.3. Extension de la metodologia a un problema mas general

A continuacién se muestra un estudio preliminar de la aplicacién de esta metodologia a
un problema més general. Los resultados aqui presentados distan mucho de ser concluyentes.

Para el estudio se ha definido un CSP con incertidumbre como sigue:

Definicién 6.6.1 (CSP con incertidumbre). Sea P = (X,D,C) un CSP con X =
{z1,29,...;xn}, D ={Dy,, Dsyy ..., D, } v C = {c1, Ca, ..., ¢ } restricciones de igualdad sobre
las variables. Se dice que P es un CSP con incertidumbre si ¢; : fi(xy,...,2,) = 0 % ¢;, con

Considerando la generalidad del problema, se ha realizado una nueva implementacion de
la metodologia, considerando las observaciones realizadas en los capitulos precedentes. El
cddigo en lenguaje C++ ha sido incluido en el anexo. Esta nueva implementacién utiliza
programacion orientada a objetos. El conjunto de objetos definidos es mostrado en el cuadro
6.8. En la descripcion se ha omitido el objeto variable, porque se utilizé el objeto predefinido

de la biblioteca de ILOG.

Nombre Descripcion
Objeto Interval almacena los limites de un intervalo
Atributo | lower limite inferior del intervalo
upper limite superior del intervalo
Objeto Box almacena los limites del dominio para cada variable
Atributo | limits espacio n-dimensional (vector<Interval>)
Objeto Constraint | almacena una restriccion y su incertidumbre
Atributo | expression | parte izquierda de la ecuacién
uncertainty | incertidumbre en la parte derecha de la ecuaciéon
allvars verdadera si todas las variables estdn en la restriccién
varsinside variables que forman parte de la restriccién
Objeto Solution almacena los dominios y los valores solucion
Atributo | id identificador de la solucién (dnico)
values valores solucién para cada variable (vector<IloNum>)
limits dominios de las variables (Box)

Cuadro 6.8: Descripcion de los principales objetos definidos

Problema general de una parabola y una recta

Para este ejemplo se ha seleccionado un sistema de ecuaciones con dos incognitas. La

ecuacion 6.6.1 describe una parabola en el plano cartesiano, mientras que la ecuacién 6.6.2
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describe una recta. Ambas ecuaciones poseen incertidumbres asociadas (e; = 0.5 y es = 1,
respectivamente).

T2 —y—20=0 (6.6.1)
T+5—y=0 (6.6.2)

Los dominios para ambas variables han sido fijados en el intervalo [-50, 50].

La figura 6.4 muestra la graficas del sistema de ecuaciones en torno a los puntos solucion.

En ella se muestra el calculo de cajas exteriores para ambos conjuntos solucion.

N

Figura 6.4: Ejemplo de aplicacion para una pardbola y una recta

Los resultados obtenidos se muestran en el cuadro 6.9.

x y
Solucién 1 1.9626 6.9626
Caja interna | [1.9534, 1.97168] | [6.9626, 6.9626]
Dominio [-50, 50] [5.07143, 50]
Caja externa | [1.9340, 1.9907] [6.4340, 7.4907)
Soluciéon 2 -1.81974 3.18026
Caja interna | [-1.8295,-1.8099] | [3.18025, 3.18027]
Dominio [-50, 50] [-50, 5.07143]
Caja externa | [-1.84786, -1.7912] | [2.68972, 3.67084]

Cuadro 6.9: Resultados del sistema pardabola-recta

Para el sistema sin incertidumbre se encontraron dos soluciones: los puntos (1.9626,
6.9626) y (-1.81974, 3.18026). Una vez incluidas las incertidumbres del problema, se cal-

cularon las cajas interiores para cada variable de la solucién encontrada. Posteriormente se
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aplicé el algoritmo de separacion de soluciones, que dividié el espacio correspondiente a la
segunda variable en el valor 5.07143. A partir de los nuevos dominios se calcularon las cajas

externas, aproximando de esta forma las soluciones del problema.

Problema general con funciones trigonométricas

Este ejemplo muestra la aplicacion de la metodologia a un problema més general que
involucra funciones trigonométricas. La ecuacion 6.6.3 describe una curva en el plano carte-
siano, formada por la suma de una funcion logaritmica y una senoidal, mientras que la

ecuaciéon 6.6.4 describe una parabola

100log(x + 10)sin(2z) —y — 50 =0 (6.6.3)
20 —y =0 (6.6.4)
Los dominios de las variables fueron restringidos a los intervalos D, = [-9,9] y D, =

[0,200]. Por otra parte, se consideraron las incertidumbres e; = 0.3 y e; = 0.2, respec-
tivamente. La figura 6.5, muestra la grafica del sistema de ecuaciones sin considerar las

incertidumbres.

N\ I
) \/ X

Figura 6.5: Ejemplo de una funcién senoidal y una parabola

Dado que existen diez soluciones al problema (puntos del plano que cumplen ambas
restricciones en forma simultdnea), se dividi6 el espacio de busqueda inicial en diez subespa-
cios, cada uno conteniendo una sola solucién. De esta forma, se calculan las cajas interiores

y exteriores utilizando la metodologia propuesta.
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x y
Solucién 1 7.54929 113.983
Dominio [-9, 9] [99.6985, 200]

Caja interior
Caja exterior

[7.54897, 7.54961]
[7.54878, 7.54979]

[113.983, 113.983]
[113.88, 114.087]

Solucién 2
Dominio
Caja interior
Caja exterior

6.53504
['97 9]
[6.53473, 6.53534]
[6.5345, 6.53557]

85.4135

[76.3918, 99.6985]
85.4135, 85.4135]
[85.2995, 85.5274]

Solucion 3
Dominio
Caja interior
Caja exterior

4.53856
['95 9]
[4.53826, 4.53886]
[4.53808, 4.53904]

41.1971
31.3682, 46.1494]
[41.1971, 41.1971]
[41.0953, 41.2988)]

Solucion 4
Dominio
Caja interior
Caja exterior

328172
[0.158495, 9]
3.28142, 3.28202]
3.28121, 3.28223]

21.5394

[11.6941, 31.3682]
[21.5394, 21.5394]
[21.4326, 21.6461]

Soluciéon 5
Dominio
Caja interior
Caja exterior

1.45862
[-0.122822, 9]
[1.45831, 1.45894]
[1.4581, 1.45914]

4.25515

[2.13945, 11.6941]
[4.25515, 4.25515]
[4.15455, 4.35576]

Solucion 6
Dominio
Caja interior
Caja exterior

-5.05478
[_95 9]
[-5.05542, -5.05415]
[-5.05595, -5.05362]

51.1017
[46.1494, 59.2359]
[51.1017, 51.1017]
[50.9782, 51.2253]

Solucién 7
Dominio
Caja interior
Caja exterior

-5.80388
['93 9]
[-5.8047, -5.80307]
[-5.80509, -5.80268]

67.3701
[59.2359, 76.3918)]
67.3701, 67.3701]
67.2645, 67.4757]

Solucién 8 0.108977 0.023752
Dominio [-9, 9] [0, 2.13945]
Caja interior | [0.108647, 0.109308] | [0.0237439, 0.0237907)
Caja exterior | [0.108594, 0.109528] [0, 0.123993]
Solucién 9 -2.96473 17.5793
Dominio [-9, 0.158495] [11.6941, 31.3682]

Caja interior
Caja exterior

[-2.96513, -2.96433)]
[-2.96538, -2.96408]

[17.5792, 17.5793]
[17.4777, 17.6808)]

Solucién 10
Dominio
Caja interior
Caja exterior

-1.70427

-9, -0.122822]
[-1.70464, -1.7039]
[-1.70489, -1.70364]

5.80904
[2.13945, 11.6941]
[5.80904, 5.80904]
[5.70477, 5.91333]

Cuadro 6.10: Resultados para el sistema seno-parabola
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El cuadro 6.10, muestra el resultado de la aplicacién del algoritmo general para el proble-
ma planteado. Para cada solucién, se presentan los valores de la coordenada X e Y, seguido
por el subespacio asignado (Nuevo dominio para ambas variables), y los resultados obtenidos
para cajas interiores y exteriores. Los valores obtenidos aproximan las soluciones del prob-

lema planteado, considerando la influencia de las incertidumbres.

6.7. Conclusién del capitulo

En este capitulo se presenté una metodologia para el tratamiento de incertidumbres en sis-
temas de ecuaciones de distancia y su extension a problemas mas generales. En primer lugar
se expuso las propiedades de los CSP de distancia que permiten implementar un algoritmo
de clasificacion de problemas. Posteriormente se propusieron tres algoritmos: de separacion
de puntos, separacion de soluciones y andlisis de soluciones, que integran la metodologia
propuesta, mejorando las aproximaciones de las soluciones del problema.

Finalmente, se presentaron los resultados preliminares, obtenidos tanto para sistemas
de ecuaciones de distancia como para problemas de indole mas general. Estos resultados
mostraron las debilidades de la metodologia actual, y cémo es posible mejorar las soluciones

con la nueva propuesta.
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Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se estudié una metodologia para el tratamiento de incertidumbre en CSP
numeéricos, y sus aplicaciones en sistemas de ecuaciones de distancia. Se desarrollé ademaés,
un estudio tedrico y préactico de las técnicas modernas de la programaciéon con restricciones
adaptadas a dominios continuos, y sus aplicaciones en problemas reales.

Desde el punto de vista tedrico, se propusieron importantes cambios a los algoritmos
originales que mejoran la aproximacién de soluciones desde el punto de vista de la correc-
titud. Se demostré que la modificacién del algoritmo de separacién de puntos reduce los
problemas causados por el corte inapropiado del espacio de bisqueda, aumentando los casos
para los cuales la metodologia permite resolver el problema satisfactoriamente. Por otro lado,
la inclusion de un algoritmo de andlisis posterior de resultados mostré su efectividad en la
deteccion de problemas de corte y calculo de cajas exteriores, permitiendo una mejor inter-
pretacion de los resultados. Este punto adquiere gran importancia, ya que la metodologia
original asume la separabilidad de los puntos solucién, y no es capaz de detectar fallos en la
determinacién de las soluciones debidos a violaciones de las premisas.

Otro punto importante es la posibilidad tedrica de determinar, de una forma cualitativa,
el tipo de configuracién solucién que poseerd el sistema, a través del estudio de las obser-
vaciones propuestas en la secciéon 5.1. Si bien no se profundizo en la generalizacién de estas
observaciones a mayores dimensiones, es posible concluir que un estudio mas detallado po-
dria incrementar fuertemente la potencialidades de este enfoque. Ademas, deja en claro que
no es recomendable aplicar esta metodologia sin poseer conocimiento previos del problema
particular, ya que los resultados poseen directa relacion con el nivel de incertidumbre y las

relaciones particulares de los puntos.
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La ventaja de este enfoque por sobre otras metodologias, como la propuesta en [KB99]
o en [Bac98], es que aproxima las soluciones de forma interna y externa. En otras palabras,
ademas de entregar una aproximacion que encierra todo el conjunto solucion, determina un
espacio de tolerancia (incluido en la aproximacién interior), que sélo posee puntos validos
para el problema. Esto es importante porque en general las técnicas de consistencia no
aseguran la presencia de solucion, sino sélo la ausencia de ella en un espacio determinado. Por
esta razon, una doble aproximacién (i-consistente y e-consistente), entrega una aproximacion
mas precisa para el problema.

Desde el punto de vista practico, se implementé un nuevo algoritmo basado en la metodologia
original, y que integra las nuevas propuestas en relacién con los algoritmos de separacién
y analisis posterior de soluciones, que fue comparado con el algoritmo original, obteniendo
aproximaciones mas precisas (y correctas) para un conjunto de casos de prueba.

Por otra parte, se implementd un algoritmo que extiende esta metodologia de tratamiento
de incertidumbres, permitiendo su utilizaciéon en CSP numéricos de indole més general. Si
bien, esta propuesta posee, en principio, grandes limitaciones respecto a los algoritmos de
separacién (ya que no es posible asegurar simetrias) y en la determinacion cualitativa de las
soluciones, permite una aproximacién inicial para las soluciones de aquellos sistemas que,
por sus caracteristicas, no pueden omitir la influencia de las incertidumbres en el célculo de

sus soluciones.

Propuestas de Trabajos Futuros

Varios son los trabajos que pueden desarrollarse a partir de este estudio. En particular,
la generalizacion de las observaciones propuestas para un algoritmo de analisis previo, que
proporcione una clasificacién de problemas en abordables a través de esta metodologia y
aquellos que, a priori, se sabe que entregaran soluciones incorrectas o imprecisas.

Por otro lado, en el calculo de cajas interiores, sélo se asegura la obtencién de una cota
inferior, pero en ningiin momento se tiene en cuenta la optimizacion de esta cota, de tal forma
que sea la mayor caja interior inscrita en el conjunto solucion. Esto se debe al procedimien-
to utilizado para calcular la cota inferior, que extiende los dominios de cada coordenada
hasta el limite de su capacidad, restando posibilidades a todas aquellas coordenadas calcu-
ladas después de cada extension. Este problema podria llegar a ser tan complicado, como el

determinar el conjunto solucién exacto.

70



Para finalizar, se observé un aumento en el tiempo de resolucién requerido por el algo-
ritmo ante iguales problemas. Este hecho puede deberse al tamano del espacio de bisqueda
resultante después de aplicar la estructura de arbol para la separaciéon de soluciones. Debido
a que los subespacios en el nuevo algoritmo son, en general, mayores que en el algoritmo
original, las técnicas de consistencia requieren mayores tiempos para realizar el filtraje nece-

sario.
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Parte 1V

Apéndices
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Apéndice A

ILOG Concert/Solver

A.1. Introduccion

Este apartado pretende ser una ayuda para trabajar con las bibliotecas ILOG Solver en la
resolucién de problemas de satisfaccion de restricciones. Las bibliotecas para C++ de ILOG
Solver permiten realizar definiciones de alto nivel y resolver CSP, manteniendo un cierto
control sobre las estructuras de datos. ILOG Solver trabaja en conjunto con la tecnologia
ILOG Concert, que proporciona clases para definir el modelo, mientras que ILOG Solver
proporciona aquellas necesarias para resolverlo.

Para comenzar es necesario definir el entorno (variables, restricciones, etc.), que con-
tendra el problema en si. Posteriormente, se aplican las bibliotecas de resolucién. Todas las
clases Concert comienzan por Ilo, mientras la clases Solver comienzan por Ilo o Ilc.

En el caso de modelos de programacion lineal es posible utilizar la herramienta integrada
CPLEX, que permite resolver este tipo de modelos en lugar de utilizar Solver. Ambos utilizan

la misma definicién formulada con Concert.

A.2. Definicién de un modelo (ILOG Concert)

Existe un conjunto de convenciones que es importante tener en cuenta antes de comenzar

la definicién de modelos. Las principales son:

1. Los nombres de las clases se han formado concatenando palabras, con la primera letra

de cada palabra en mayuscula. Por ejemplo: IloIntVar.
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2. Para nombres de argumentos, instancias y funciones miembro se utiliza al comienzo
una letra minuscula, y en caso de poseer mas de una palabra se coloca la primera letra

de la palabra en mayuscula. Por ejemplo: IloAnyVar :: set Domain.

3. Los nombres de los datos miembros comienzan con underscore, seguido del nombre.

Por ejemplo: char x _boys:;.

4. Generalmente los accesos comienzan con la palabra get (como getValue()), a menos que
sean miembros booleanos, en cuyo caso se utiliza la palabra is (como en isBig()). Para

establecer valores se usa frecuentemente la palabra set (como en setConstraints()).
5. Ademas, se utilizan los siguientes nombres para tipos de datos basicos:

= [loInt para enteros largos con signo.
» IloAny para punteros (equivale a void*).
= [loNum para valores de punto flotante de doble precision.

» IloBool para valores booleanos (IloTrue y IloFalse).

6. Por ultimo, los paréntesis cuadrados denotan dominios de las variables. Por ejemplo,
[0 2] significa que la variable puede tomar el valor 0 o el valor 2. Por el contrario la
expresion [0 .. 2] denota el rango de valores (intervalo de enteros) entre 0 y 2, o sea 0,

1y 2.

Un entorno es una instancia de la clase IloEnv, y es el encargando de administrar el
modelo interno. Ademas, manipula las salidas, memoria y la finalizaciéon de los algoritmos
entre otras cosas. Un modelo es una instancia de la clase IloModel, y contiene los objetos
del modelo, como las variables o las restricciones. Es creado utilizando el entorno.

Para crear un modelo, el primero paso es definir una instancia de la clase IloEnv con la

siguiente instruccién:

IloEnv entorno;

Una vez creado el entorno, se procede a la creacién de los objetos del modelo (variables

y restricciones).

IloNumVar x(entorno, 0, 10, ILOINT); //Variable x entera, dominio 0-10
IloConstraint ct = (x !'= 0); //Restriccidén ct unaria
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Luego se crea el modelo y se llena con los objetos:

IloModel modelo(entorno); //Creacion del modelo
modelo.add(ct); //Ingreso de un restriccién

Una vez que se hay resuelto el problema, es posible solicitar la memoria de todos los
objetos y limpiar las estructuras internas del entorno llamando al método IloEnv :: end. Es

recomendable hacer esto antes de salir de la aplicacion.

A.3. Resolucién del modelo (ILOG Solver)

Una vez creado el modelo, se crea una instancia de la clase IloSolver para proceder a
la resolucién. Las operaciones basicas son extraer el modelo usando el método IloSolver ::
extract y luego resolver el modelo usando el método IloSolver :: solve. A continuacién se

muestra un ejemplo:

IloSolver solver(entorno); //Creacion de la instancia
solver.extract (modelo) ; //Extraccién del modelo

También existe una forma resumida de realizar las operaciones anteriores:

IloSolver solver(modelo); //Creacion de la instancia y extraccién

Durante la extraccion, se escanean todos los elementos del modelo y se crean objetos
de ellos. Estos objetos estan usualmente precedidos del prefijo Ilc. Se puede acceder a ellos

usando los métodos del Solver. Por ejemplo:

IlcIntVar solx = solver.getIntVar(x); //Valor de la variable x

A continuacion se muestra un ejemplo completo del cédigo para resolver un CSP. El
problema posee una variable (z) entera, con dominio [0 .. 10] y una restriccién (z # 0). El
resultado del programa se muestra en pantalla (a través del metodo [loSolver :: out()) en

corchetes ([1]).
#include <ilsolver/ilosolver.h>

int main(){
IloEnv entorno;
IloNumVar x(entorno, 0, 10, ILOINT);
IloConstraint ct = (x !'= 0);
IloModel modelo(entorno);
modelo.add(ct);
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IloSolver solver (modelo);
solver.solve();
solver.out ()<<solver.getIntVar(x)<<endl;

entorno.end();

Existen ademas dos sectores de memoria distintos que pueden ser utilizados para alma-
cenar objetos deseados. Estos sectores son automaticamente liberados por los destructores

de cada clase. En el caso del entorno, la instruccion para almacenar objetos en memoria es:

MiObjeto* miobjeto = new (entorno) MiObjeto();

Y para el solver:

MiObjeto* miobjeto = new (solver.getHeap()) MiObjeto();

La memoria, en el caso del solver es liberada cuando se realiza una llamada a IloSolver ::

end(), o cuando el entorno recibe una llamada IloEnv :: end().

A.4. Elementos de un modelo

Hasta el momentos se ha analizado la forma de construir y resolver un modelo en parti-

cular. A continuacion se entregan elementos con los cuales es posible definir un modelo.

A.4.1. Tipos de Variables

Existen basicamente dos tipos de variables que pueden ser declaradas de diferente forma
dependiendo de los usos que se pretenda dar. La primera pertenece a la clase IloNumV ar uti-
lizada para valores de punto flotante o enteros. La segunda pertenece a la clase IloNumV ar Array

y corresponde a un conjunto de variables (arreglo). Algunos ejemplos son:

IloNumVar x(entorno, O, 10, ILOINT); //Variable x entera
IloNumVar y(entorno, 4, 9, ILOINT); //Variable y entera
IloNumVar z(entorno, -3, 6, ILOFLOAT); //Variable z flotante

IloNumVarArray a(entorno, 10, 2, 8, ILOINT); //Arreglo a (10 vars)

IloNumVarArray b(entorno, 2, x, y); //Arreglo b (2 vars)
IloNumVarArray c(entorno, 10, 1, 9); //Arreglo ¢ (10 vars)

En el ejemplo, las variables x e y son variables enteras con dominios [0 .. 10] y [4 .. 9]

respectivamente, mientras que la variable z es una variable continua (punto flotante de doble
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precisién) y su dominio es el intervalo [-3 , 6]. Por otro lado, la variable a es en realidad un
conjunto de 10 variables enteras con dominio [2 .. 8], mientras que b es un conjunto de 2

variables (z e y) y ¢ un arreglo de 10 variables entre 1 y 9.

A.4.2. Expresiones

Las expresiones se forman por la combinacion de operadores, funciones, otras expresiones,
variables, etc. Los operadores aritméticos basicos (4, —, * y /) han sido sobrecargados para
trabajar con los objetos de las clases (variables, numeros, etc.). Existen ademds funciones

algebraicas de uso comun, por ejemplo:

» IloAbs(x): Valor absoluto del niimero entre paréntesis.
» TloSquare(x): Representa el cuadrado del valor (z?).

» IloExponent(x): Representa el valor e”.

» IloLog(x): Logaritmo natural de x.

» IloMax(x,y): Valor maximo entre z e y.

» IloMin(x,y): Valor minimo entre z e y.

» IloPower(x,y): Representa el valor z¥.

También existen funciones que permiten trabajar con conjuntos de objetos, por ejemplo,
un arreglo de variables. Las mas comunes son la sumatoria de los elementos del arreglo y el

producto escalar entre dos vectores.

» IloSum(a): Sumatoria de los valores del arreglo a.

» IloScalProd(a,b): Producto escalar de a por b.

En el ejemplo anterior se asume que tanto a como b son vectores, pero estos pueden estar

formados tanto por variables como por valores fijos (arreglos de la clase IloNumArray).
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A.4.3. Tipos de Restricciones

Los tipos de restricciones varian segin sean las variables a quienes se apliquen. Las mas
comunes son igualdades, desigualdades y diferencias. Los operadores cldsicos de C++ (==,
<, <=, >=, >, | =) han sido sobrecargados para este efecto. Este tipo de restricciones son
mas bien “clasicas”.

Existen ademads restricciones denominadas simbdlicas [ILO00b], que permiten definiciones
especiales y frecuentemente utilizadas por los modelos. Por ejemplo, es muy frecuente la
restriccion “todas las variables deben ser diferentes”, por lo que existe una manera rapida
de realizar esto a partir de un arreglo de variables con la expresion IloAllDif f(). Otra
restriccién predefinida de gran utilidad es IloDistribute(c,vl,vr). Esta puede ser usada
para, por ejemplo, contar el nimero de variables que toman un valor dado en un arreglo.

La declaracién de restricciones se puede incluir directamente al modelo, o se puede definir

previamente. Por ejemplo:

IloConstraint rl = (x + 1 == y); //Define la restriccién rl.
IloConstraint r2 I1oA11Diff(a); //Define la restriccién r2.

modelo.add(rl); //Incluye restriccién definida
modelo.add(x !'= y); //Incluye una nueva restriccidn

La primera linea define una restriccion de diferencia entre x e y llamada r1. Esta no
forma parte del modelo, a menos que se incluya explicitamente. La segunda linea define
la restriccion todas la variables del arreglo a deben ser diferentes. La cuarta linea incluye
una restriccién (declarada previamente) al modelo. Por el contrario en la quinta linea una
restriccién es incluida directamente en el modelo sin definicién previa (al contrario de la
linea 9). Un detalle importante es que el modelo asi propuesto tendia dos variables y dos
restricciones (la restriccién de diferencias mostrada en la linea 2 nunca se incluyé en el
modelo).

En el ejemplo anterior se mostré el uso de IloAllDif f(), una restriccién simbdlica que
se interpreta como cada valor del arreglo entre paréntesis debe ser distinto a los demds. A
diferencia de las restricciones explicitas, este tipo de restricciones evitan la escritura de un
conjunto (potencialmente) exponencial de restricciones en el modelo. Otro ejemplo de este

tipo, con la restriccién IloDistribute() se muestra a continuacion:

IloNumVarArray ocurrencias(entorno, 5, 0, 4, ILOINT);
IloNumArray valores(entorno, 5);
IloNumVarArray variables(entorno, 5, a, b, c, d, e);
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modelo.add(IloDistribute(entorno, ocurrencias, valores, variables));

La primera linea define un arreglo (ocurrencias) de 5 variables con dominio entre [0 .. 4].
La segunda define un arreglo de 5 valores (que deben ser llenados a través del operador | |.
La tercera linea define un arreglo (variables) de 5 variables (a, b, ¢, d, e). La restriccién de la
linea 5 es incluida directamente en el modelo, y su significado es cada valor valores[i] debe
aparecer ocurrencias[i] veces en las variables del conjunto variables.

Una caracteristica adicional e importante de destacar es el echo de que Solver interpreta
los valores verdaderoy falso como 1y 0 respectivamente. Esto es 1til cuando se desea definir
meta — restricciones, o sea, restricciones que involucran otras restricciones. A continuacién

se entrega un ejemplo de esto:

IloNumVar bin = (x < 4); //Definicion variable bin
modelo.add(bin + (y > 2) == 1); //Meta restriccién

En el ejemplo, la variable bin puede tomar los valores 1 o 0, ya se que se cumpla o no
la restriccién x < 4. Por otra parte, la restriccién incluida en el modelo es en realidad una
meta-restriccién, puesto que obliga a que se cumpla x < 4 6 y > 2, pero una y sélo una de

ellas.

A.4.4. Funcién Objetivo

Una de las caracteristica mas frecuentes de los problemas que involucran restricciones
es que poseen un cierto objetivo que se desea optimizar. Por ejemplo, minimizando alguna
variable definida en funcién de otras o maximizando una expresiéon dada. Solver proporciona

una clase (IloObjective) que permite definir funciones objetivo. Ejemplo:

IloObjective obj = IloMaximize(entorno, x);
modelo.add(obj);

modelo.add(IloMinimize (entorno,IloSum(a) + x * x));

En el primer ejemplo (lineas 1 y 2) se define una instancia de la clase IloObjective (0bj)
como la maximizacién de una variable (z). Luego se incluye el objetivo en el modelo, tal
como se incluian las restricciones. En el segundo ejemplo el objetivo es pasado directamente

al modelo, como la minimizacién de la suma de un vector (a) mas el cuadrado de la variable

x (z?).
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A.5. Manipulacién de la resolucion

Cuando se resuelve un CSP existen diferentes posibilidades de seleccion de variables, do-
minios, etc, de acuerdo a algin objetivo dado. IloSolver posee clases (IloGoal e IloGenerate)

que permiten manipular estos criterios. Por ejemplo:

IloEnv entorno; IloModel modelo(entorno);

IloNumVar x(entorno, O, 2, ILOINT), y(entorno, O, 2, ILOINT);
modelo.add(x!=y); IloSolver solver(modelo);

IloGoal objetivo=IloGenerate(entorno, IloNumVarArray(entorno, 2, x, y));

if (solver.solve(objetivo)){
solver.out()<<"x: "<<solver.getValue(x);
solver.out ()<<"y: "<<solver.getValue(y)<<endl;
} else
solver.out()<<"Sin solucion"<<endl;

Este ejemplo muestra la utilizacién de IloGenerate para establecer un orden de seleccion
en la bisqueda. En este caso la variable x serd instanciada antes que la variable y, por lo que
la primera solucién encontrada serd x = 0 e y = 1. Por otro lado, si se desea encontrar todas
las soluciones, es posible definir una instancia de la clase IlcSearch y asignar una nueva

busqueda de la siguiente forma:

IloGoal objetivo=IloGenerate(entorno, IloNumVarArray(entorno, 2, x, y));
IlcSearch busqueda = solver.newSearch(objetivo);

while (busqueda.next()){

solver.out ()<<"x: "<<solver.getValue(x);
solver.out ()<<"y: "<<solver.getValue(y)<<endl;

El ejemplo anterior generara todas las soluciones, siempre instanciando la variable z antes
de la variable y. En el caso de IloGenerate, es posible entregar como argumento criterios mas
especificos, como instanciar primero la variable con menor dominio o instanciar primero la
variable con menor o mayor limite, por ejemplo. A continuacién un listado de las opciones

mas comunes.

s IlcChooseMinSizelnt: Comenzar por variable con menor dominio.
s IlcChooseMaxSizelnt: Comenzar por variable con mayor dominio.
s IlcChooseMinMinlInt: Variable con menor valor minimo.
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s IlcChooseMaxMinlInt: Variable con mayor valor minimo.
s JlcChooseMinMaxInt: Variable con menor valor maximo.

s IlcChooseMaxMaxInt: Variable con mayor valor maximo.

El criterio es agregado al final de la declaracion IloGenerate:

IloGenerate(entorno, a, IlcChooseMaxSizeInt);

Es posible limitar la bisqueda de solucion, entregando criterios de tiempo limite o el

Numero de selecciones. Por ejemplo:

solver.setTimeLimit (100);
solver.setFailLimit (1000);
solver.setOrLimit (2000);

Para desplegar informacién referente al tiempo, nimero de fallos, puntos de seleccion,
etc., existe el método printinformation() de la clase IloSolver. Una salida tipica de este

método se muestra a continuacion:

Number of fails : 0
Number of choice points : 2
Number of variables : 3
Number of constraints 12
Reversible stack (bytes) 1 4044
Solver heap (bytes) 1 4044
Solver global heap (bytes) 1 4044
And stack (bytes) 1 4044
Or stack (bytes) 1 4044
Search Stack (bytes) 1 4044
Constraint queue (bytes) 1 9136
Total memory used (bytes) : 33400
Running time since creation : 0.01

Por ultimo, en el caso de problemas de programacién lineal, es posible utilizar las bib-
liotecas de C'plex con el modelo Concert para resolverlo. A continuacién se presenta un

ejemplo.

IloCplex lineal(modelo);
lineal.solve();

Y obtener el valor de una variable (o de la funcién objetivo) con:

lineal.getValue(variable);
lineal.getObjValue(variable);
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A.6. Ejemplo

Un ejemplo simple de la utilizacién de esta herramienta es el siguiente: Se tiene una

cantidad de dinero a devolver, y monedas de varias denominaciones. Se desea encontrar el

minimo numero de monedas necesarias para entregar la cantidad de dinero solicitada.

#include <ilsolver/ilosolver.h>

int main(int argc, char** argv){
IloEnv entorno;
if (argc<3) {

cerr<<argv[0]<<" <vuelto> <tipo de monedas> <vall> ... <valn>"<<endl;
Yelsed{
try {
IloInt vuelto = atoi(argv([1l]); //Cantidad a devolver
IloInt nmon = atoi(argv[2]); //Cantidad de denominaciones

}

IloNumArray vmon(entorno, nmon); //Denominacién de las monedas
IloNumVarArray cmon(entorno, nmon, O, vuelto, ILOINT); //Variables

IloModel modelo(entorno); //Declaracién del modelo

for (IloInt i=0;i<nmon;i++) //Lectura de la denominacién
vmon [i]=atoi(argv[3+i]); //desde la entrada

modelo.add(IloScalProd(vmon, cmon)==vuelto); //Restriccién

modelo.add(IloMinimize (entorno, IloSum(cmon)));

IloSolver solver (modelo); //Declaracién de una instancia
solver.solve(); //Resolucién
for (IloInt i=0;i<nmon;i++) //Despliegue resultados

solver.out()<<solver.getValue(cmon[i])<<" de "<<vmon[i]<<endl;
solver.out () <<endl<<endl;
solver.printInformation() ;

catch (IloException& ex) {

¥
}

cerr<<"Error: "<<ex<<endl;

entorno.end();
return 0;

}

A.7. Consideraciones sobre dominios continuos

Cuando se trabaja en dominios continuos las necesidades suelen ser un poco diferentes.

Por ejemplo, en ocasiones interesa un dominio de soluciones o simplemente una cierta pre-

cision en el calculo de valores 6ptimos. Una de las funciones utilizada para este efecto es
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IloSplit. A continuacién un conjunto de métodos utiles (de la clase IloSolver) para el tra-

bajo sobre variables reales.

» setDefaultPrecision(p) Configura la precision a utilizar como p.

» useNonLinConstraint(_) Restricciones no lineales (IlcTrue/ IlcFalse).

Las estrategias de division de dominio y propagacién pueden especificarse como paramet-

ros de IloSplit como en el siguiente ejemplo:

IloSplit(entorno, variables, IloTrue, p) //3B o Bound con precisién p
IloSplit(entorno, variables) //2B o Box

Ademas existen algunas funciones adicionales:

IloDichotomize () //biseccién sobre una sola variable
IloGenerateBounds() //filtraje por 3B o Bound sin biseccién

A continuacién se entrega un ejemplo de cédigo para resolver un problema de 2 ecuaciones
con 2 incégnitas (creado por Jean-Pierre [Nev02al).

#include <ilsolver/ilosolver.h>

void main(){
I1oEnv env;

IloNumVar x(env, -10, 10); //Variable x continua, dominio [-10,10]
IloNumVar y(env, -20, 20); //Variable y continua, dominio [-20,20]
IloNumVarArray vars(env, 2, x, y); //Arreglo de variables x e y
IloModel model (env); //Creacion del modelo
model.add(x*I1loCos(y) + IloSquare(x)*IloCos(y) == 1);

model .add (IloSquare(x) + IloSquare(y) == 1);

IloSolver solver(env); //La resolucién
solver.setDefaultPrecision(1e-10); //Precision (10 digitos)

//Uso de funciones numéricas (Box?, Newton?)
//solver.useNonLinConstraint (I1cFalse) ;

solver.extract (model); //Extraccién del modelo

//Uso de propagacién mas fuerte (3B, Bound y su precisién)
//IlcSearch search=solver.newSearch(IloSplit(env,vars,IloTrue,le-6));

//Resolucién simple sin llamar a propagaciones mas fuertes
IlcSearch search=solver.newSearch(IloSplit(env,vars));

while (search.next()){
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cout<<"Solucién "<<" x ["<<solver.getMin(x)<<", "
<<solver.getMax (x)<<"] y ["<<solver.getMin(y)<< ", "
<<solver.getMax(y)<<"]"<<endl<<endl;
}
solver.printInformation();
env.end();

3

El ejemplo resuelve un sistema de ecuaciones entregando las dos posibles soluciones. Las
instrucciones comentadas (linea 18 por ejemplo), son ejemplos de aplicacion de los criterios

para el filtraje de dominios.

84



Apéndice B
Algoritmo (eneral

A continuacién se presenta la implementacién del algoritmos de tratamiento de incer-
tidumbres en CSP numéricos. Para ello se utiliz6 como base el lenguaje de programacion
orientado a objetos C++ y el conjunto de bibliotecas provistas por ILOG Solver para res-

olucién de los sistemas y la aplicacion de técnicas de consistencia.

#include<ilsolver/ilosolver.h>
#include<vector>
using namespace std ;

ILOSTLBEGIN

// Class "Interval", storage interval’s limits for variables or uncertainty
class Interval{

IloNum lower; // Minimum value of interval
IloNum upper; // Maximum value of interval
public :

Interval O {;}

Interval (IloNum inf, IloNum sup){
lower = inf;
upper = sup;

3

IloNum getLb(){
return lower;

}
IloNum getUb(){

return upper;

}

void setLb(IloNum inf){
lower = inf;
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};

3

void setUb(IloNum sup){
upper = sup;

}

friend ostream& operator<<(ostream& os,const Interval &i){
0s<<"["<<i.lower<<"; "<<i.upper<<"]";
return os;

}

// Class "Box", storage domain’s limits for each variable
class Box{

vector<Interval> limits; // Space "var" dimensional

public:

};

Box(O{;}

Box(IloInt number){
limits.resize(number) ;

3

void addInterval(Interval i){
limits.push_back(i);
}

void setVarInterval(IloInt pos, Interval i){
limits[pos] = i;

}

Interval getVarInterval(IloInt pos){
return limits[pos];

}

void setDimension(IloInt number){
limits.resize(number) ;

3

void clear(){
limits.clear();

}
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// Class "Constraint", storage

class Constraint{

I1oExpr expression;
Interval uncertainty;
IloBool allvars;
IloNumArray varsinside;

public

};

Constraint () {;}

constraint and uncertaninty

// Constraint’s expression

// Uncertainty in right part
// True: all variables inside
// Variables inside expression

Constraint (I1oExpr expr, IloNum inf, IloNum sup){

expression = expr;
uncertainty.setLb(inf);
uncertainty.setUb(sup);
allvars = true;

}

void setExpresion(IloExpr expr){
expression = expr;

}

void setUncertainty(IloNum inf, IloNum sup){

uncertainty.setLb(inf) ;
uncertainty.setUb(inf) ;

}

IloExpr getExpr(){
return expression;

}

IloNum getLb(){
return uncertainty.getLb();

3

IloNum getUb(){
return uncertainty.getUb();

}

void setAllVarInside(IloBool a){
allvars = a;

}

void setVarInConstraint(IloNumArray var){

varsinside = var;

}

I1oBool isAllVarInside(){
return allvars;

3

IloNumArray getVarInConstraint(){
return varsinside;

}
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// Class "Solution", hold solutions values and variables’ domains
class Solution{

IloInt id; // Solutions identifier

vector<IloNum> values; // Values for all variables

Box limits; // Variables’ domains
public:

Solution(){;}

Solution(IloInt i, IloInt nvars){
id = i;
values.resize(nvars);

}

IloInt setId(IloInt i){
id = i;

3

void setBox(Box domains){
limits = domains;

}

void setVarValue(IloInt varid, IloNum value){
values[varid] = value;

}

void setVarLb(IloInt varid, IloNum 1b){
Interval aux = limits.getVarInterval(varid);
aux.setLb(1b);
limits.setVarInterval (varid, aux);

}

void setVarUb(IloInt varid, IloNum ub){
Interval aux = limits.getVarInterval(varid) ;
aux.setUb(ub) ;
limits.setVarInterval (varid, aux);

}

IloNum getVarValue(IloInt varid){
return values[varid];

}

Interval getVarInterval(IloInt varid){
return limits.getVarInterval(varid);

}
IloInt getId(){

return id;

3
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bool operator==(Solution &s2){

3

};

for (IloInt i=0;i<values.size();i++)
if (values[i]-s2.values[i] > 1e-4)
return false;
return true;

// Class "Problem" hold the object of problem (variables,

// ..constraints, solutions points, etc.)
class Problem{
vector<Constraint> constraints; // Constraints of problem
vector<Solution> solutions; // Solutions of problem
vector<Box> i_box; // intern-Box solutions
vector<Box> e_box; // extern-box solutions
IloNumVarArray variables; // Variables of problem
Box initdomain; // Initial variables’ domains
IloInt nvars; // Number of variables
IloInt ncons; // Number of constraints
IloInt nsols; // Number of solutions
IloNum prec; // Precition of calculs
vector<IloConstraint> sconst; // Special Constraints for solving
public:
Problem(){

}

nvars = 0;
ncons = 0;
0

)

nsols
prec = 1le-8;

void addVars(IloNumVarArray v){

}

variables = v;
nvars = v.getSize();
Box aux(nvars);
for (IloInt i=0;i<nvars;i++)
aux.setVarInterval(i, Interval(v[i].getLb(),v[i].getUb()));
initdomain = aux;

void addConstraint(IloExpr e, IloNum 1b, IloNum ub){

3

Constraint aux(e,lb,ub);

constraints.push_back(aux) ;

ncons++;

if ((prec > IloAbs(ub - 1b)/4) && IloAbs(ub - 1b)>0)
prec = IloAbs(ub - 1b)/4;

void setPrecision(IloNum p){

}

prec = p;
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void addConstraint(IloExpr e, IloNum val){
Constraint aux(e,-val/2,val/2);
constraints.push_back(aux) ;
ncons++;
if ((prec > val/4) &% val > 0)
prec = val/4;
}

void addConstraint(IloExpr e){
Constraint aux(e,0,0);

constraints.push_back(aux) ;
ncons++;

}

void setVarInConstraint(IloNum pos, IloNumArray var){
constraints[pos].setAllVarInside(false);
constraints[pos].setVarInConstraint(var);

3

void sortSolsByCoord(IloInt cord){
if (cord == -1){
for(IloInt i=0;i<nsols-1;i++)
for(IloInt j=i+1;j<nsols;j++)
if (solutions[i].getId()>solutions[j].getId()){
Solution aux = solutions[i];
solutions[i] = solutions[j];
solutions[j]
}
} else {
for(IloInt i=0;i<nsols-1;i++)
for(IloInt j=i+1;j<nsols;j++)
if (solutions[i].getVarValue(cord)>solutions[j].getVarValue(cord)){
Solution aux = solutions[il];
solutions[i] = solutions[j];
solutions[j] = aux;

}

aux;

3
}

void splitDomain(vector<vector<IloInt> > ds){
IloInt sols = ds[0].size();
if (sols>1){
IloNum distance = 0.0;
IloInt coordenate;
IloNum point = 0.0;
for (IloInt i=0;i<nvars;i++)
for (IloInt j=1;j<sols;j++){
IloNum diff = solutions[ds[i][j]l].getVarValue(i) -
solutions[ds[i] [j-1]].getVarValue(i);
if (distance < diff){
distance = diff;
coordenate = i;

point = solutions([ds[i] [j-1]1].getVarValue(i) + diff/2;
}
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3

for (IloInt j=0; j<sols; j++)
if (solutions[ds[coordenate] [j]].getVarValue(coordenate)<point){
solutions[ds[coordenate] [j]1].setVarUb(coordenate,point);
} else {
solutions[ds[coordenate] [j]].setVarLb(coordenate,point) ;

}

vector<vector<IloInt> > dssup;
dssup.resize(nvars);

for (IloInt i=0;i<nvars;i++)
for (IloInt j=sols-1;j>=0;j--)
if (solutions[ds[i][j]].getVarValue(coordenate)>point){
dssup[i] .insert(dssup[i] .begin() ,ds[i] [j1);
ds[i] .erase(ds[i] .begin() + j);
}

splitDomain(ds);
splitDomain(dssup) ;

3
X

void separateSols(){
if (msols>1){
vector<vector<IloInt> > ds;
for (IloInt i=0;i<nvars;i++){
sortSolsByCoord(i);
vector<IloInt> aux;
for (IloInt j=0;j<nsols;j++)
aux.push_back(solutions[j].getId());
ds.push_back(aux) ;
}
sortSolsByCoord(-1);
splitDomain(ds);
}
}

bool isThisVarInConstraint(IloInt var, IloInt con){

if (constraints([con].isAllVarInside()){
return true;

} else {
IloNumArray aux = constraints[con].getVarInConstraint();
if (aux[var])

return true;

return false;

3
}
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void extendRightDomain(IloEnv *env,IloInt sol,IloInt var){
try {
IloNum maxextend = initdomain.getVarInterval(var).getUb();
for (IloInt k=0;k<ncons;k++)
if (isThisVarInConstraint(var,k))q{
IloModel model (xenv) ;

for (IloInt i=0; i<nvars; i++){
Interval aux = i_box[sol].getVarInterval(i);
variables[i] .setBounds(aux.getLb() ,aux.getUb());
model.add(variables[i]);

}

I1oExpr exp = constraints([k].getExpr();
IloNum inf = constraints[k].getLb();
IloNum sup = constraints[k].getUbQ);
model.add(exp <= inf || exp >= sup);

IloNum infinity = initdomain.getVarInterval(var).getUb();
variables[var].setBounds(variables[var].getUb(),infinity);

IloSolver solver(model);
if (solver.solve(IloGenerateBounds (*env,variables,prec)))
if (solver.getMin(variables[var])<maxextend)
maxextend = solver.getMin(variables[var]);

solver.end();
model.end();

Interval aux = i_box[sol].getVarInterval(var);
aux.setUb(maxextend) ;

i_box[sol] .setVarInterval (var,aux);

}

catch (IloException& ex){
cerr<<"Error in Problem::extendRightDomain(): "<<ex<<endl;
end Q) ;
exit(1);

}

}

void extendLeftDomain(IloEnv *env,IloInt sol,IloInt var){
try {
IloNum maxextend = initdomain.getVarInterval(var).getLb();
for (IloInt k=0;k<ncons;k++)
if (isThisVarInConstraint(var,k)){
IloModel model (xenv) ;
for (IloInt i=0; i<nvars; i++){
Interval aux = i_box[sol].getVarInterval(i);
variables[i] .setBounds (aux.getLb() ,aux.getUb());
model.add(variables[i]);
}
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IloExpr exp = constraints[k].getExpr();
IloNum inf = constraints[k].getLb();
IloNum sup = constraints[k].getUbQ);
model.add(exp <= inf || exp >= sup);

IloNum minusinfinity = initdomain.getVarInterval(var).getLb();
variables[var] .setBounds (minusinfinity, variables[var].getLb());

IloSolver solver (xenv);
solver.useNonLinConstraint(); /* Optional */
solver.extract (model) ;

if (solver.solve(IloGenerateBounds (*env,variables,prec)))
if (solver.getMax(variables[var])>maxextend)
maxextend = solver.getMax(variables[var]);
solver.end();
model.end();

Interval aux = i_box[sol].getVarInterval(var);
aux.setLb(maxextend) ;

i_box[sol].setVarInterval (var,aux);

}

catch (IloException& ex){
cerr<<"Error in Problem::extendLeftDomain(): "<<ex<<endl;
end(Q) ;
exit(1);

}

}

void eBox(IloEnv *env){
try {
for (IloInt k=0; k<nsols; k++){

IloModel model (*env) ;

for (IloInt i=0; i<nvars; i++){
Interval aux = solutions[k].getVarInterval(i);
variables[i] .setBounds (aux.getLb() ,aux.getUb());

}

for (IloInt i=0; i<ncoms; i++){
I1oExpr exp = constraints[i].getExpr();
IloNum inf = constraints[i].getLb();
IloNum sup = constraints[i].getUb();
model.add(exp >= inf);
model.add(exp <= sup);
}
IloSolver solver(xenv);
solver.useNonLinConstraint(); /* Optional */
solver.extract (model) ;
if (solver.solve(IloGenerateBounds(*env,variables,prec))){
Box boxaux;
for (IloInt i=0; i<nvars; i++){
IloNumVar mivar = variables[i];
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Interval iaux(solver.getMin(mivar), solver.getMax(mivar));
boxaux.addInterval (iaux) ;
}
e_box.push_back(boxaux) ;
}
model.end();
}
}
catch (IloException& ex){
cerr<<"Error in Problem::eBox(): "<<ex<<endl;
end Q) ;
exit(1);
}
}

void iBox(IloEnv *env){
for (IloInt i=0; i<nsols;i++){
for (IloInt j=0; j<nvars; j++){
extendRightDomain(env, i, j); // Right extend
extendLeftDomain(env, i, j); // Left extend
¥
}
}

void storageOnlyDiffSolutions(){
if (msols > 1){
for (IloInt i=0;i<nsols - 1;i++)
for (IloInt j=i+1;j<nsols;j++)
if (solutions[i] == solutions[j])
solutions[j].setId(-1);

for (IloInt i=nsols-1;i>=0;i--)
if (solutions[i].getId()==-1){
solutions.erase(solutions.begin() + 1i);
i_box.erase(i_box.begin() + i);
nsols--;

}

for (IloInt i=0;i<nsols;i++)
solutions[i] .setId(i);
}
}

void solve(IloEnv *env, IloNum sprec=1e-8, bool nolineal=true){
try {
IloModel model (*env) ;
for (IloInt i=0; i<ncomns; i++){
IloExpr exp = constraints[i].getExpr();
model.add(exp == 0);
}

IloSolver solver (kenv);
if (nolineal)
solver.useNonLinConstraint () ;
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solver.setDefaultPrecision(sprec);
solver.extract (model) ;

IlcSearch search = solver.newSearch(IloSplit(*env, variables));
while (search.next()){
Box ibox_aux(nvars);
Solution aux(nsols++, nvars);
aux.setBox(initdomain) ;
for (IloInt i=0; i<nvars; i++){
aux.setVarValue(i, solver.getValue(variables[i]));
ibox_aux.setVarInterval(i, Interval(solver.getMin(variables[i]),
solver.getMax(variables[i])));
}
solutions.push_back(aux) ;
i_box.push_back(ibox_aux) ;

if (msols > 9999){
cout<<"\nError: More than 9999 solutions found!. "<<endl;
end();
exit(1);
}
}
search.end();
solver.end();
model.end();
}
catch (IloException& ex){
cerr<<"Error in Problem::solve(): "<<ex<<endl;
end();
exit(1);
}

if (nsols){
storageOnlyDiffSolutions();
iBox(env) ;
separateSols();
eBox (env) ;

¥
X

void showSolutions(){
if (nsols==0){

cout<<"No solutions..."<<endl;
} else {
for (IloInt i=0; i<nsols; i++)
showSo0l(i);

}
}

void showSol(IloInt n){
if (msols>n){
cout<<"Solution "<<n<<": ( "<<solutiomns[n].getVarValue(0);
for (IloInt j=1; j<nvars; j++)
cout<<"; "<<solutions[n].getVarValue(j);
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cout<<")"<<endl;
}
}

void showeBox(IloInt n){
if (nsols>n){
cout<<"eBox Sol."<<n<<": ";
for (IloInt j=0; j<nvars; j++)
cout<<e_box[n] .getVarInterval (j)<<" ";
cout<<endl;
}
}

void showiBox(IloInt n){
if (msols>n){
cout<<"ibox Sol."<<n<<": ";
for (IloInt j=0; j<nvars; j++)
cout<<i_box[n].getVarInterval(j)<<" ";
cout<<endl;
}
¥

void showDomain(IloInt n){
if (msols>n){
cout<<"Doms Sol."<<n<<": ";
for (IloInt j=0; j<nvars; j++)
cout<<solutions[n].getVarInterval(j)<<" ";
cout<<endl;
}
}

void showAll(){
if (nsols==0){
cout<<"No solutions..."<<endl;
} else {
for (IloInt i=0; i<mnsols; i++){
cout<<endl;
showSol(i);
showDomain (i) ;
showiBox (i) ;
showeBox (1) ;
}
}
cout<<endl;

}
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void end () {

for (IloInt i=0; i<nvars; i++){
Interval aux = initdomain.getVarInterval(i);
variables[i] .setBounds(aux.getLb(), aux.getUb());

3

constraints.clear();

solutions.clear();

initdomain.clear();

i_box.clear();

e_box.clear();

3

void addSpecialConstraint(IloConstraint cons){
sconst.push_back(cons) ;

int main(){

IloEnv env;

// ...all variables for model

IloNumVar x(env, -9, 9); // Declaring variables

IloNumVar y(env, 0, 200); // Declaring variables
IloNumVarArray vars(env,2,x,y); // Declaring array with ...
Problem problem; // Declaring a "problem"
problem.addVars(vars) ; // Informing about all variables

problem.addConstraint (100*xIloLog(x+10)*IloSin(2%x) - y -50, 0.3);

problem.addConstraint (2*x*x - y, 0.2);
problem.solve(&env) ; // solving :
problem.showAll();
problem.end () ;

env.end();
return O;
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