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Description du jeu

@ Positional game joué sur un hypergraphe H.
@ 2 joueurs : Maker vs Breaker, qui jouent a tour de réle.

@ A chaque tour, Maker choisit un sommet non coloré de H et
le colore en bleu, puis Breaker choisit un sommet non coloré
de H et le colore en rouge.

@ Objectif :

— Maker : obtenir une aréte
monochrome bleue.

— Breaker : empécher Maker d’atteindre
son objectif, i.e. obtenir un transversal
monochrome rouge.
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Description du jeu

@ Positional game joué sur un hypergraphe H.
@ 2 joueurs : Maker vs Breaker, qui jouent a tour de réle.

@ A chaque tour, Maker choisit un sommet non coloré de H et
le colore en bleu, puis Breaker choisit un sommet non coloré
de H et le colore en rouge.

@ Objectif :

— Maker : obtenir une aréte
monochrome bleue.

— Breaker : empécher Maker d’atteindre
son objectif, i.e. obtenir un transversal
monochrome rouge.

» Question : lequel des deux joueurs gagne sur H?

On s'intéresse a des critéres portant sur la structure de H.

Florian Galliot Jeu Maker-Breaker sur les hypergraphes 3-uniformes



Hypergraphes marqués

@ Dans la pratique :

— Maker joue un sommet x : on marque x (on entoure x).
— Breaker joue un sommet y : on retire y de |'"hypergraphe
ainsi que toutes les arétes incidentes a y.
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Hypergraphes marqués

@ Dans la pratique :
— Maker joue un sommet x : on marque x (on entoure x).
— Breaker joue un sommet y : on retire y de |'"hypergraphe
ainsi que toutes les arétes incidentes a y.

@ On joue donc sur des hypergraphes marqués.
Hypergraphe marqué : donnée d'un hypergraphe H et d'un
ensemble M(H) C V(H) de sommets marqués représentant
les sommets possédés par Maker.

Sous-hypergraphe d'un hypergraphe marqué :
sous-hypergraphe de H dont les sommets marqués sont les
mémes que dans H.

@ Remarque : Si Maker gagne sur un sous-hypergraphe de H
alors Maker gagne sur H.
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Cas des petites arétes

» Si H posséde une aréte de taille 1 : Maker gagne trivialement.
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Cas des petites arétes

» Si H posséde une aréte de taille 1 : Maker gagne trivialement.

» Cas 2-uniforme i.e. H est un graphe : Breaker gagne si et
seulement si H est un matching.

P (@ ——
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Cas des petites arétes

» Si H posséde une aréte de taille 1 : Maker gagne trivialement.

» Cas 2-uniforme i.e. H est un graphe : Breaker gagne si et
seulement si H est un matching.
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» On s’intéresse au cas 3-uniforme.
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Cas des petites arétes

» Si H posséde une aréte de taille 1 : Maker gagne trivialement.

» Cas 2-uniforme i.e. H est un graphe : Breaker gagne si et
seulement si H est un matching.

P (@ ——

» On s’intéresse au cas 3-uniforme.

On a la réduction :
Hypergraphe de rang 3 — Hypergraphe marqué 3-uniforme.

./©\;; - sommet fictif marqué
*————o —_—

u v u (%
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Déroulement d'une partie : exemple

T
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Déroulement d'une partie : exemple
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Déroulement d'une partie : exemple
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Déroulement d'une partie : exemple
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.

Y2 Ys Y4

o ol L.

€1 X2 T3 Ty
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.

Y2 Ys Y4

© o o e le

€1 X2 T3 Ty
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.

g@@@/T\- —————————

€1 X2 T3 Ty
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.

Ya
® O] ® ©/T\- fffffffff
x T T2 T3 Ty
» Ceci n'est pas un chemin :
On dit que H est linéaire lorsque deux arétes diamant -

distinctes s'intersectent en 0 ou 1 sommet. Si
H est 3-uniforme, cela équivaut a I'absence de

diamant (2-cycle).
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On dit que H est linéaire lorsque deux arétes diamant -
distinctes s'intersectent en 0 ou 1 sommet. Si
H est 3-uniforme, cela équivaut a I'absence de

diamant (2-cycle).
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» Ceci n'est pas un chemin :

Y2 Ys
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.
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Y3
® ® ©f e e
X X1 )
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Chemins de forcage

» Le long d’'un chemin : possibilité d'effectuer un forcage.

» Ceci n'est pas un chemin :

On dit que H est linéaire lorsque deux arétes diamant -
distinctes s'intersectent en 0 ou 1 sommet. Si
H est 3-uniforme, cela équivaut a I'absence de

diamant (2-cycle).
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

Florian Galliot Jeu Maker-Breaker sur les hypergraphes 3-uniformes
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» Snake en x : . ’/T\'/T\./T\./T\@
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : . ’/T\'/T\./T\./T\@

» Cycle en x : x
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : . ’/T\'/T\./T\./T\@

®

> Cycle en x : xu
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : . ./T\'/T\'*'/T\@

» Cycle en x : x

Ceci n'est pas un cycle en x :
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : .

» Tadpole en x : %

Ceci n'est pas un tadpoleen x : g
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel

que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : . ./T\'/T\'/T\'/T\@

Dangers élémentaires en x‘

» Tadpole en x : x
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : . ./T\'/T\'/T\'/T\@

Dangers élémentaires en x‘

» Tadpole en x : x

o Notation : h(x, H):=( 1 V(D))\ (M(H)U {x}).
D o mdnole
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Dangers élémentaires

Danger en x dans H : sous-hypergraphe D de H contenant x tel
que Maker gagne sur DX,
Si Maker joue x alors Breaker est forcé de répondre dans V(D).

» Snake en x : . ./T\'/T\'/T\'/T\@

Dangers élémentaires en x‘

» Tadpole en x : x

o Notation : h(x, H):=( 1 V(D))\ (M(H)U {x}).
D o mdnole

o Déf. Propriété (Z1) : V x € V(H) \ M(H), h(x, H) # @.
Propriété (Z1) = Breaker peut détruire les dangers
élémentaires au premier tour.
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

H

€y
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Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).
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Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

H+.T1

Z1
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

Hto1—y

y; joué dans la '
moitié gauche !
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

H+.’L’17yl

y; joué dans la '
moitié gauche )
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

HT*1—y

y1 joué dans la \
moitié gauche !
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker

Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)

Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

HT*1—y
y; joué dans la L T
moitié gauche ! O 2
A
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Dangers élémentaires

Condition nécessaire pour une victoire de Breaker
Si Breaker gagne sur H, alors H a la propriété (7).

Théoréme (inspiré par Martin Kutz, 2005)
Soit H linéaire connexe avec au moins un sommet marqué. Alors
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z7).

Mais I'équivalence est fausse en général, méme dans le cas linéaire.

HT*1—y
y1 joué dans la L T
moitié gauche ! O 2
F T

’

I,(wy, H" ) = )| = Maker gagne
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Dangers de niveau 2

o Déf. Propriété (Z15) : V x € V(H) \ M(H), ha(x, H) # @.
ol ha(x,H)={y € h(x,H) | H™*Y a la propriété (Z1)}.
@ En résumé :
> Propriété (Z1) = Breaker peut détruire les dangers

élémentaires au premier tour.
> Propriété (Z12) = Breaker peut détruire les dangers
élémentaires aux deux premiers tours.
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Dangers de niveau 2

o Déf. Propriété (Z15) : V x € V(H) \ M(H), ha(x, H) # @.
ol ha(x,H)={y € h(x,H) | H™*Y a la propriété (Z1)}.
@ En résumé :
> Propriété (Z1) = Breaker peut détruire les dangers
élémentaires au premier tour.
> Propriété (Z12) = Breaker peut détruire les dangers
élémentaires aux deux premiers tours.
e En fait : (Z;2) <= Breaker peut détruire les dangers
élémentaires et les dangers de niveau 2 au premier tour.

dangers de e R
4 Dniveau 2 “a o=
en x .

=
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Main results

Nos résultats sur les hypergraphes marqués 3-uniformes :

Théoreme : cas général

Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z; ).
De plus, si Maker joue x, alors tout y € /1 »(x, H) est une réponse
gagnante pour Breaker.

Théoreme : cas particulier

Soit H tel que, pour tout x non marqué, il existe un snake en x.
Alors Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (7).
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Main results

Nos résultats sur les hypergraphes marqués 3-uniformes :

Théoreme : cas général
Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (Z; ).

De plus, si Maker joue x, alors tout y € /1 »(x, H) est une réponse
gagnante pour Breaker.

Théoreme : cas particulier

Soit H tel que, pour tout x non marqué, il existe un snake en x.
Alors Breaker gagne sur H si et seulement si H a la propriété (7).

Difficulté majeure : dans le cas non li-
néaire, on peut avoir un chemin x — y
et un chemin y — z sans que |'union des B
deux ne contienne un chemin x — z. T e

Florian Galliot Jeu Maker-Breaker sur les hypergraphes 3-uniformes



Complexité

Probléme de décision MAKER__ BREAKER
Entrée : un hypergraphe (marqué) H.
Sortie : OUI si Maker gagne sur H, NON sinon.
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Complexité

Probléme de décision MAKER__ BREAKER
Entrée : un hypergraphe (marqué) H.
Sortie : OUI si Maker gagne sur H, NON sinon.

Résultats antérieurs :

Théoréeme (Rahman & Watson, 2020)

MAKER__BREAKER est PSPACE-complet sur les hypergraphes
6-uniformes.

Théoreme (Kutz, 2005)

MAKER_ BREAKER, est polynomial sur les hypergraphes marqués
3-uniformes linéaires.
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Complexité

Maker gagne sur un hypergraphe marqué 3-uniforme si et
seulement si il peut assurer de faire apparaitre, aprés au plus 4
tours, un sous-hypergraphe comme suit (double-snake) :

Exemple ot ly(xp, H1™01) = & -

1
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Complexité

Proposition

Maker gagne sur un hypergraphe marqué 3-uniforme si et
seulement si il peut assurer de faire apparaitre, aprés au plus 4
tours, un sous-hypergraphe comme suit (double-snake) :

Exemple ot ly(xp, H1™01) = & -

L2
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Complexité

Proposition
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seulement si il peut assurer de faire apparaitre, aprés au plus 4
tours, un sous-hypergraphe comme suit (double-snake) :
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Complexité

Conséquence n°1

MAKER,_ BREAKER est NP sur les hypergraphes marqués
3-uniformes.

Certificat :

> Stratégie de Maker pour ses 4 premiers coups xi, X2, X3, X4.

» Un double-snake dans H
ou Htx—xn
ou HTX1—ntxx—y2
ou HtX1—ntxe—y2tx3—y3
ou HtX1—yitxe—y2tx3—y3+Xxa—ya

pour toutes les possibilités des 4 premiers coups yi1, y2, v3, V4
de Breaker.
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Complexité

Conséquence n°2

Soit H un hypergraphe marqué 3-uniforme. Alors Maker gagne sur
H si et seulement si Maker gagne sur H en O(log(n)) tours.

Preuve : dichotomie.

. A A A S
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Complexité

Conséquence n°2

Soit H un hypergraphe marqué 3-uniforme. Alors Maker gagne sur
H si et seulement si Maker gagne sur H en O(log(n)) tours.

Preuve : dichotomie.

S/T\/T\/T\'/T\@
®
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Complexité

Conséquence n°2

Soit H un hypergraphe marqué 3-uniforme. Alors Maker gagne sur
H si et seulement si Maker gagne sur H en O(log(n)) tours.
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Complexité

Conséquence n°2

Soit H un hypergraphe marqué 3-uniforme. Alors Maker gagne sur
H si et seulement si Maker gagne sur H en O(log(n)) tours.

Preuve : dichotomie.

O] O]
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Complexité

Conséquence n°2

Soit H un hypergraphe marqué 3-uniforme. Alors Maker gagne sur
H si et seulement si Maker gagne sur H en O(log(n)) tours.

Preuve : dichotomie.

. A A A S

Corollaire

MAKER__BREAKER. est quasi-polynomial sur les hypergraphes
marqués 3-uniformes : temps n©los(n).
(et polynomial si la longueur d'un plus long chemin est O(1))
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Complexité

Conséquence n°3

MAKER,__BREAKER sur les hypergraphes marqués 3-uniformes se
réduit 3 3-UNIFORM__LINEAR__ CONNECTIVITY, qui se réduit
lui-méme a PAFP.

3-UNIFORM__LINEAR CONNECTIVITY

Entrée : un hypergraphe 3-uniforme H, et deux sommets x, y de H.
Sortie : OUI s'il existe un chemin (linéaire) x — y dans H, NON
sinon.

PAFP (Paths Avoiding Forbidden Pairs)

Entrée : un graphe G avec arétes bleues et rouges, et deux
sommets u, v de G.

Sortie : OUI s'il existe un chemin bleu u — v dans G qui utilise au
plus un sommet dans chaque aréte rouge, NON sinon.
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Complexité

Corollaire

MAKER_ BREAKER, est polynomial sur les hypergraphes marqués
3-uniformes ayant O(log(n)) diamants.

Preuve : via 3-UNIFORM__LINEAR_ CONNECTIVITY ou PAFP.

Corollaire

MAKER_ BREAKER, est polynomial sur les hypergraphes marqués
3-uniformes dont les diamants sont deux-a-deux sommets-disjoints.

Preuve : via PAFP (Yinnone, 1997).

Florian Galliot Jeu Maker-Breaker sur les hypergraphes 3-uniformes



Complexité
Résumé de nos résultats sur la complexité

MAKER,_ BREAKER sur les hypergraphes marqués 3-uniformes
est :

o dans NP.
e quasi-polynomial : temps n©(log(m)
@ polynomial dans chacun des cas suivants :

— le nombre de diamants est O(log(n)).
— les diamants sont deux-a-deux sommets-disjoints.
— la longueur d'un plus long chemin (linéaire) est O(1).

3-UNIFORM__LINEAR__CONNECTIVITY est polynomial, donc
MAKER__ BREAKER. est polynomial sur tous les hypergraphes
marqués 3-uniformes.
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Merci de votre attention!
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