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Introduction Définition et exemple

Le jeu INFLUENCE

Régles (De Duchéne et al [DGP*20])
Plateau de jeu : graphe possédant un 2-coloriage propre en noir et blanc.
Left (®) retire un sommet noir et son voisinage, Right (O) retire un

sommet blanc et son voisinage.
Score relatif: # sommets retirés par Left - # sommets retirés par Right.

% Vo
Left (®) | Right (O) | Score
0 0 0
V3 V4
1% Ve
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Introduction Définition et exemple

Le jeu INFLUENCE

Régles (De Duchéne et al [DGP*20])
Plateau de jeu : graphe possédant un 2-coloriage propre en noir et blanc.
Left (®) retire un sommet noir et son voisinage, Right (O) retire un

sommet blanc et son voisinage.
Score relatif: # sommets retirés par Left - # sommets retirés par Right.

Left (®) | Right (O) | Score

0 0 0
2 0 2
2 3 -1
3 3 0
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Introduction Définition et exemple

Univers des jeux combinatoires a score

@ Il n'y a ni chance, ni information cachée.
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Introduction Définition et exemple

Univers des jeux combinatoires a score

@ Il n'y a ni chance, ni information cachée.

@ Les 2 joueurs jouent chacun leur tour alternativement (sans pouvoir
passer).
@ On considére uniquement les coups optimaux:

o Left (@) : maximise le score,
o Right (O) : minimise le score.
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Introduction Définition et exemple

Univers des jeux combinatoires a score

Il n'y a ni chance, ni information cachée.

Les 2 joueurs jouent chacun leur tour alternativement (sans pouvoir
passer).
On considére uniquement les coups optimaux:

o Left (@) : maximise le score,
o Right (O) : minimise le score.

Le score dépend du joueur qui commence. L'intérét principal de la
théorie des jeux est de le calculer.

Definition

Ls(G): score quand Left (@) commence.
Rs(G): score quand Right (O) commence.
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Introduction Définition et exemple

Définition du score

Definition

Ls(G): score quand Left (®) commence.
Rs(G): score quand Right (O) commence.

Vi V2

V3 Vg

Vs V6

Ici, Ls(G) =6, Rs(G) = —2.
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Introduction Univers d’étude

Historique des jeux combinatoire a score :

@ Historique :
e Jeux étudiés dans les années 60 : [Mil53], [Han59].
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Introduction Univers d’étude

Historique des jeux combinatoire a score :

Historique :
Jeux étudiés dans les années 60 : [Mil53], [Han59].
Formalisé dans les années 2010 [Stell], [Larl9].

Univers de Milnor :

Dicotic: Si un joueur peut jouer, son adversaire aussi.

Nonzugzwang: Il n'est jamais avantageux de passer son tour. i.e.
Ls(G) > Rs(G).
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Introduction Univers d’étude

Historique des jeux combinatoire a score :

Historique :
Jeux étudiés dans les années 60 : [Mil53], [Han59].
Formalisé dans les années 2010 [Stell], [Larl9].

Univers de Milnor :

Dicotic: Si un joueur peut jouer, son adversaire aussi.

Nonzugzwang: Il n'est jamais avantageux de passer son tour. i.e.
Ls(G) > Rs(G).

Théoréme (Duchéne et al [DGP*20])

INFLUENCE appartient a I'univers de Milnor.

Duchéne, Oijid, Parreau (LIRIS, Lyon) INFLUENCE 16 Novembre 2020



Introduction Résultats obtenus sur ce jeu

Résultats

Résultats obtenus :
@ Le probléme décisionnel associé a INFLUENCE est PSPACE-complet.
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Introduction Résultats obtenus sur ce jeu

Résultats

Résultats obtenus :

@ Le probléme décisionnel associé a INFLUENCE est PSPACE-complet.
e Condition suffisante pour que le score soit nul.

@ Bornes sur |Ls(G) — Rs(G)|.

o Graphes particuliers (chemins, grilles, hypercubes, cylindres, tores) .
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PSPACE-complétude

Sommaire

© PSPACE-complétude
@ Définition du probléme
@ Construction de la reduction
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PSPACE-complétude = Définition du probléme

PSPACE-complétude: définition du probléme

Probleme ( DECISIONAL INFLUENCE )

Entrée:
o G ={(B,W),E} un graphe noir et blanc.

e k un entier.
Sortie: Vrai si Ls(G) > k, Faux sinon.
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PSPACE-complétude: définition du probléme

Probleme ( DECISIONAL INFLUENCE )

Entrée:
o G ={(B,W),E} un graphe noir et blanc.

e k un entier.
Sortie: Vrai si Ls(G) > k, Faux sinon.

Théoréme
DECISIONAL INFLUENCE est PSPACE-complet.

e DECISIONAL INFLUENCE est dans PSPACE.
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PSPACE-complétude = Définition du probléme

PSPACE-complétude: définition du probléme

Probleme ( DECISIONAL INFLUENCE )

Entrée:
o G ={(B,W),E} un graphe noir et blanc.

e k un entier.
Sortie: Vrai si Ls(G) > k, Faux sinon.

Théoréme
DECISIONAL INFLUENCE est PSPACE-complet.

e DECISIONAL INFLUENCE est dans PSPACE.
@ Réduction depuis TQBF. On considére:

=3V ...3x, ¢
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PSPACE-complétude Construction de la reduction

PSPACE complétude: exemple de réduction

@ = 3IxVydz, (x Vy) A(zV —x)A(y V —z)
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Résultats généraux sur les scores

Sommaire
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@ Condition suffisante pour avoir G ~ 0
@ Borne sur |Ls — Rs|
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Résultats généraux sur les scores Condition suffisante pour avoir G ~ 0

Condition suffisante pour avoir G ~ 0

Théoréme

Soit G = ((B, W), E) un graphe noir et blanc. S'il existe ¢ un
automorphisme involutif de G tel que pour tout v € B, on ait o(v) € W et
d(p(v),v) = 3.

Alors, on a Ls(G) = Rs(G) = 0.
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Théoréme
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d(p(v),v) = 3.
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Application : Hypercubes, Tores, Cylindres
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Résultats généraux sur les scores Borne sur |Ls — Rs|

Borne sur |Ls — Rs

Théoreme
Soit G un graphe noir et blanc. On a |Ls(G) — Rs(G)| = O(A(G)?)
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Résultats généraux sur les scores Borne sur |Ls — Rs|

Borne sur |Ls — Rs

Théoréme

Soit G un graphe noir et blanc. On a |Ls(G) — Rs(G)| = O(A(G)?)

"un joueur peut décider de donner des sommets de sa couleur 3 son
adversaire. Son adversaire aura toujours intérét a accepter".
Lemme

Soit G = ((B, W), E) est un graphe noir et blanc, soit By C B et
Wo C W. On a:

Ls(G\Wp) + [Wo| > Ls(G)
Ls(G\By) — |Bo| < Ls(G)
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Résultats généraux sur les scores Borne sur |Ls — Rs|

Exemple du pire cas

Théoreme
Soit G un graphe noir et blanc. On a |Ls(G) — Rs(G)| = O(A(G)3)

NTENEY

Arbre k-régulier (A = k+1) , Rs = ©(A3), Ls = ©(A)
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Graphes particuliers
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Graphes particuliers Chemins alternés

Etudes sur les chemins alternés

Definition
Soit n € N. On note S, (resp. S_,) le chemin de taille n, de couleur de
sommets alternés, commencant par un sommet noir (resp. blanc).

NN NN

Figure: Chemins alternés Ss et S_7

Résultats de [DGP*20]
8] o 2

n 1| 2| 3| 4] 5] 6] 7 1011|1213 |14 | 15|16 |17 | 18 | 19
Ls(S,) 1] 2| 3| 4 20 1} 2 3, 2| 1, 23| 43| 2| 3| 2|3
Rs(Sn) 1,-2|-3|-4|-1|-2|-3|-2|-1|-2|-3]-2|-1|-4|-3]-2|-1]|-2]|-3

n 2021 222324252627 282930313233 34]35]36]37]38
s(S) || 2| 5] 4] 3| 2| 3| 2| 3| 2| 5] 4] 3| 2| 3| 2| 3| 2| 5] 2
Yl 214|321 -2]3|2|1]-4|3|2|1|-2]3]|=2|-1]=2
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Graphes particuliers Chemins alternés

Etudes sur les chemins alternés

Definition
Soit n € N. On note S, (resp. S_,) le chemin de taille n, de couleur de
sommets alternés, commencant par un sommet noir (resp. blanc).

NN NN

Figure: Chemins alternés Ss et S_7

Résultats de [DGP*20]
8] o 2

n 1| 2| 3| 4] 5] 6] 7 1011|1213 |14 | 15|16 |17 | 18 | 19
Ls(S,) 1] 2| 3| 4 20 1} 2 3, 2| 1, 23| 43| 2| 3| 2|3
Rs(Sn) 1,-2|-3|-4|-1|-2|-3|-2|-1|-2|-3]-2|-1|-4|-3]-2|-1|-2]|-3

n 2021 222324252627 282930313233 34]35]36]37]38
s(S) || 2| 5] 4] 3| 2| 3| 2| 3| 2| 5] 4] 3| 2| 3| 2| 3| 2| 5] 2
Y 2| 14| 3| 2]1]|-2]3|2|1]-4|3|2|1|2]3]|=2|1]-=2
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Graphes particuliers Chemins alternés

eaux résultats sur les chemins

n 041| 042| 043| 044| 045| 046| 047| 048| 049| 050 051| 052| 053| 054| 055/ 056| 057| 058| 059 060
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Graphes particuliers Chemins alternés

eaux résultats sur les chemins

n 041| 042| 043| 044| 045| 046| 047| 048| 049| 050 051| 052| 053] 054| 055| 056| 057| 058 059 060

Les valeurs de Ls et Rs sont périodique de période 40.
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Graphes particuliers Chemins alternés

Sommes de chemins

Si G et H sont 2 graphes, jouer sur G + H revient a jouer sur un
graphe dont G et H sont deux composantes connexes
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Graphes particuliers Chemins alternés

Sommes de chemins

Si G et H sont 2 graphes, jouer sur G + H revient a jouer sur un
graphe dont G et H sont deux composantes connexes

Théoréme (de [DGP*20])

Siny,...,np sont des entiers avec au plus 1 des n; impairs, alors
5> Ls(Spy + -+ 5n,) 20> Rs(Spy + -+ Sp,) = =5
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Graphes particuliers Chemins alternés

Sommes de chemins

Si G et H sont 2 graphes, jouer sur G + H revient a jouer sur un
graphe dont G et H sont deux composantes connexes

Théoréme (de [DGP*20])
Siny,...,np sont des entiers avec au plus 1 des n; impairs, alors
52> Ls(Spy +--+Sn,) >02>Rs(Sp, +---+Sp,) > =5

Théoréme (Généralisation du précédent)

Sini,...,np sont des entiers avec au plus k des n; impairs, alors
4+k2 L5(5n1+"‘+5np) ZOZ RS(Sn1+"‘+5np) Z _k_4
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Graphes particuliers Chemins alternés

Sommes de chemins

Si G et H sont 2 graphes, jouer sur G + H revient a jouer sur un
graphe dont G et H sont deux composantes connexes

Théoréme (de [DGP*20])
Siny,...,np sont des entiers avec au plus 1 des n; impairs, alors
52> Ls(Spy +--+Sn,) >02>Rs(Sp, +---+Sp,) > =5

Théoréme (Généralisation du précédent)

Sini,...,np sont des entiers avec au plus k des n; impairs, alors
4+k2 L5(5n1+"‘+5np) ZOZ RS(Sn1+"‘+5np) Z _k_4

@ Preuve : Définitions de moyenne et température selon Hanner
[Han59], puis formalisées par Larsson. [Larl9]

Duchéne, Oijid, Parreau (LIRIS, Lyon) INFLUENCE 16 Novembre 2020



Graphes particuliers Chemins alternés

cas ol la borne est atteinte

Théoréme (Généralisation du précédent)

Sini,...,np sont des entiers avec au plus k des n; impairs, alors
44 k> Ls(Spy+-+5n,) > 0> Rs(Spy +---+S,,) > —k — 4
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Graphes particuliers Chemins alternés

cas ol la borne est atteinte

Théoréme (Généralisation du précédent)

Sini,...,np sont des entiers avec au plus k des n; impairs, alors
4+k2 L5(5n1+"‘+5np) ZOZ RS(5n1+"‘+5np) Z _k_4

N N
NN
e N
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Graphes particuliers Grilles

Grille de 2 lignes

Propriété

Sur une grille de 2 lignes et n colonnes, si n > 4, on a:

4 sin=1 mod?2

LS(Gzyn) = —RS(GZ,n) = { 2 sin=0 mod?2
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Graphes particuliers Grilles

Grille de 3 lignes

Definition
On note Gz, la grille de 3 lignes et n colonnes ayant un sommet en haut a

gauche noir.

Soit n € N. On a Ls(Gz ) > 0> Rs(G3z ). C'est a dire que le ler joueur

est gagnant.

INFLUENCE 16 Novembre 2020 21 /24
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Graphes particuliers Grilles

Grille de 3 lignes

Definition
On note Gz, la grille de 3 lignes et n colonnes ayant un sommet en haut a

gauche noir.

Soit n € N. On a Ls(Gz ) > 0> Rs(G3z ). C'est a dire que le ler joueur

est gagnant.

7 cas sur 8 de la conjecture sont déja prouvés. |l reste a prouver
Rs(Gs,n) < 0 lorsque n =3 mod 4.
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Conclusion

Perspectives :

@ Prouver que le premier joueur est toujours gagnant sur une grille.
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Conclusion

Conclusion

Perspectives :
@ Prouver que le premier joueur est toujours gagnant sur une grille.
o Tester la conjecture de périodicité sur les segments.
@ Analyser la complexité paramétrée du jeu.
°

Jouer au jeu 7
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