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Traitement de ’erreur dans les méthodes
de Hachage Géométrique et d’Alignement,
Une analyse théorique.

Résumé

Le sujet de ce travail s’inscrit dans le cadre de la vision artificielle, et concerne plus pre-
cisément la reconnaissance des formes géométriques.
Il existe actuellement un grand nombre de méthodes pour reconnaitre des objets rigides
dont on possede un modele géométrique a priori (Grimson [6]). Parmi celles-ci, le Hachage
Géométrique (Lamdan & Wolfson [1]) et ’Alignement (ou Prédiction-Vérification) (Hut-
tenlocher & Ullman [3], Ayache [8]) permettent une réduction importante de la complex-
ité moyenne, tout en autorisant des occultations partielles sur les modeles. La théorie ne
s’appliquant qu’a des données exactes, de nombreuses heuristiques sont utilisées en pratique
pour adapter les algorithmes a des données réelles ou il y a une erreur de positionnement.

La présente étude fournit un cadre théorique en introduisant un modele d’erreur uniforme
et bornée. On définit ainsi la zone compatible dans ’espace image, ou zone de recherche,
pour 'alignement, puis la zone de compatibilité dans 1’espace des invariants pour la hachage
géométrique. Le calcul de ces zones et leur influence sur les algorithmes est développé sur
trois exemples de transformations couramment utilisées : les transformations affines, rigides
2D et plus particulierement pour 1'imagerie médicale, les transformations rigides 3D. La
formulation générale de ces zones ouvre le probleme de la discrétisation de la table de hachage
pour lequel nous proposons des solutions inédites. Enfin, I’étude du mécanisme de vote
inhérent aux deux algorithmes fournit la probabilité d’une “reconnaissance fantome”, ainsi
que le nombre moyen de ces fausses associations. Ces nombres permettent non seulement de
justifier (ou non) I'emploi de I'algorithme, mais aussi de calculer le seuil d’acceptation qui
assure une efficacité fixée.

Contributions majeures

En ce qui concerne la reconnaissance pour des transformations affines, nous présentons
une extension des travaux de Grimson & al. ([4, 5]) aux espaces de dimension quelconque. Une
méthode originale est proposée pour traiter ’erreur lors de ’apprentissage avec le hachage
géométrique.

La partie concernant les transformations rigides 3D, particulierement interessante pour
I'imagerie médicale, est entierement nouvelle et offre de nouvelles possibilités pour le traite-
ment de transformations quasi-rigides (recalage inter-patients).



Pour toutes ces transformations, une dicrétisation des tables de hachage adaptée au traite-
ment de 'erreur a été développée.

Enfin, nous avons montré que les analyses du nombre de faux positifs dues a Grimson & al.
et Lamdan & Wolfson étaient intrinsequement identiques.
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Chapitre 1

Introduction

Dans le cadre de la vision artificielle, un probleme central est la reconnaissance des formes
géomeétriques. 51l existe actuellement un grand nombre de méthodes pour reconnaitre des
objets rigides dont on possede un modele géométrique a priori (Grimson [6]), deux techniques
récemment introduites, le Hachage Géométrique (Lamdan & Wolfson [1]) et I’Alignement (ou
Prédiction-Vérification) (Huttenlocher & Ullman [3], Ayache [8]) permettent une réduction
importante de la complexité moyenne, tout en autorisant des occultations partielles sur les
modeles. La théorie ne s’appliquant qu’a des données exactes, de nombreuses heuristiques
sont utilisées en pratique pour adapter les algorithmes a des données réelles ou il y a une
erreur de positionnement.

La recherche d’une formalisation théorique la plus générale possible pour le traitement de
I’erreur dans ces algorithmes repose sur le constat suivant :

e Un cadre théorique est nécessaire pour guider, évaluer et valider les différentes heuris-
tiques utilisées.

o Aucune des heuristiques utilisées n’assure 'exactitude de I'algorithme.

e Enfin, 'application de ce cadre général a des cas particuliers peut fournir des algo-
rithmes tout a fait compétitifs, ou en tout cas des idées novatrices.

Nous avons choisi de développer la modélisation d’une erreur bornée proposée par Grim-
son & al. [4, 5], mais d’autres voies sont possibles, en particulier la modélisation gaussienne
de Perreur qui conduit a des algorithmes de reconnaissance probabilistes [15, 16, 17]. Les
travaux précédents ([4, 5, 2]) se sont focalisés sur les transformations en deux dimensions,
tres utilisées en vision pour la robotique. Pour notre part, nous nous sommes interressé plus
particulierement (mais pas uniquement) aux transformations en 3 dimensions, puisque ce
sont les objectifs de 'imagerie médicale.

L’un des buts de recherche de I’équipe INRIA Epidaure est de trouver des méthodes
de traitement automatique des images 3D issues de l'instrumentation médicale, comme les
images obtenues par scanner X, Résonance Magnétique (IRM), ou Tomographie par émission
de positrons (TEP). Un enjeu majeur de ce domaine est le recalage de telles images entre



elles de maniere a pouvoir les comparer précisément. Toutefois, si I’on connait des méthodes
efficaces pour le recalage d’images de méme type et du méme patient [7, 18, 19, 20], le
recalage inter-patient ou patient-atlas anatomique reste tres difficile. Des algorithmes prenant
en compte 'erreur de fagon automatique pourraient trouver ici une application tout a fait
adaptée.



Chapitre 2

Cadre général de I’étude

2.1 Reconnaissance d’objets basée sur des modeles

On dispose d’une bibliotheque d’objets Bib = {M! ... MM} chaque objet étant défini &
partir d’un ensemble P de primitives géométriques (points, droites, plans, courbes, surfaces
..) et d’un systeme de vision fournissant un scene S décrite dans les mémes termes.
On veut reconnaitre et localiser les objets présents dans la scene. Soit 7 1’ensemble des trans-
formations considérées (transformations rigides, similarités, affinités ... ); on considere qu'un
objet de la bibliotheque est reconnu dans la scene s’il existe une transformation T' de 7 qui
superpose (& une certaine erreur pres) un nombre suffisant de primitives de 'objet a des
primitives de la scene ; on dit alors que les primitives qui se superposent sont appariées ou
mises en correspondance. On cherche donc a maximiser a la fois le nombre d’appariements
entre I’objet et la scene et la qualité de ces appariements, c’est a dire I’adéquation de la super-
position des primitives appariées par la transformation trouvée. Les algorithmes recherchés
doivent fournir I’ensemble des objets reconnus munis de la transformation qui les projette
dans la scene.

2.2 Formalisation

La scene S est un ensemble de n primitives noté § = {S1,...5,} avec S; € P. De méme, le
modele M* du k¢ objet de la bibliotheque est défini par un ensemble de m; primitives:
ME = {MF, .. MT’ij} avec M € P. On appelle fonction d’appariement f; de ce modele
’application qui fait correspondre a toutes les primitives M¥ soit une primitive de la scéne,
soit la primitive nulle I', auquel cas la primitive n’a pas de correspondant dans la scene (elle
est occultée ou 1'objet est absent). Donc fi est une application de My, dans S U {I'}. On
note I} I’ensemble de ces applications'. Maximiser le nombre d’appariement d’un objet de

L Fy est isomorphe & I’ensemble des applications de {1...my} dans {1...n+1} et posséde donc (n+1)™*
éléments.



Bib s’écrit donc :

fi € arg max (i — Card(f71(I)) (2.1)

Parallelement, on veut optimiser la qualité des appariements et trouver la transformation
qui envoie le modele dans la scene. Soit Dist une distance sur P (distance entre points, entre
droites, ... ), avec la convention que Dist(.,I') = 0 ; on cherche a minimiser ’erreur moyenne
entre la transformée d’une primitive du modele et son correspondant. La transformation T}
retenue pour le modele M vérifie:

Tk € arg %Ig? (Z Dist (T(Mz) - fk(Mz))) (2.2)

On voit donc que ce probleme couple la recherche dans 'espace des correspondances

(trouver f dans Fj) avec la recherche dans I'espace des transformations (trouver Ty dans
7). Chacun de ces deux sous-problemes indépendamment est simple, mais leur couplage rend
la tache beaucoup plus ardue et nécessite la définition d’un compromis.
Dans les paragraphes suivants, les méthodes développées s’intéressent a un seul objet M (on
supprimera les indices relatifs au numéro de 'objet pour plus de simplicité). Il suffit ensuite
de les appliquer a tous les objets de la bibliotheque pour obtenir I"algorithme définitif. On
a donc affaire a des complexité linéaires en nombre d’objets (sauf dans le cas du hachage
géométrique).

2.3 Arbre d’interprétation

Examinons les équations posées : la recherche de T' dépend de la solution f trouvée. Par
contre, on peut rechercher f dans I'espace F' des correspondances et s’occuper a posteriori
de T' qui fournira le validation de I'interprétation. C’est 1’'idée que nous allons ici développer.
L’espace F' étant discret, on traite un probleme classique d’optimisation combinatoire et sa
résolution se fait par arbre. L’algorithme de base consiste donc a tester a chaque neceud de
I’arbre "appariement d’une primitive de M non encore utilisée avec chacune des primitives
de SU{T'}, puis lorsqu’on arrive a une feuille, on recherche s’il existe une transformation de
7T qui convient.

Diverses méthodes classiques de 'intelligence artificielle permettent d’élaguer la recherche
dans cet arbre exponentiel ((n 4+ 1)™ feuilles), en particulier I'introduction de contraintes
géométriques : supposons qu’on travaille avec des segments comme primitives ; la longueur
du segment vu dans la scene ne peut étre qu’inférieure (a 'erreur pres) a celle du segment
modele, puisque les seules modifications possibles sont les erreurs de mesure et 'occultation :
c’est une contrainte unaire sur ’appariement. Supposons maintenant I’appariement de deux
paires de segments vérifiant les contraintes unaires ; les angles entre les deux droites supports
dans la scene et dans le modele doivent étre quasiment identiques : c’est une contrainte
binaire. On peut ainsi développer pour chaque type de primitives un ensemble de contraintes
géométriques unaires et binaires qui permettent de conserver lors de la descente dans I’arbre
une consistance locale de 'interprétation, la recherche de la transformation fournissant en



fin de compte et s’il y a lieu la preuve de la consistance globale. L’introduction de ’erreur
s’effectue tres simplement en propageant 1’erreur de mesure sur les primitives dans le calcul
des contraintes. Une étude complete de ces techniques est développée dans [6]. La complexité
reste cependant O(M(n + 1)) dans le cas le pire si M est le nombre de modeles.

2.4 Transformée de Hough

La transformée de Hough opere directement dans ’espace des transformations. On note &
le nombre minimum d’appariements nécessaires pour calculer une transformation entre le
modele et la scene. Pour chaque k-uplet d’appariements (M;,S;), on peut alors calculer
les transformations possibles et on vote soit pour I'ensemble exact de ces transformations
(transformée de Hough continue), soit pour les cases correspondantes dans I'espace discrétisé.
Il suffit ensuite de vérifier les transformations ayant obtenues les meilleurs scores.

Cet algorithme a donné lieu a beaucoup d’études, en particulier pour traiter les erreurs de
mesure. Celles-ci sont reprises dans [6]. La complexitéest ici en O(Mm*n*), mais1’algorithme
nécessite le stockage en mémoire de 'espace des transformations qui peut étre grand : si les
transformations rigides en 2D n’occupent qu’un espace de dimension 3, on passe a une
dimension 6 pour le 3D et a 9 pour les transformations affines 3D.

2.5 Alignement ou Prédiction-Vérification

La technique est un mélange de la transformée de Hough et de l'arbre d’interprétation :
on commence par supposer un k-uplet d’appariements (M;,S;) qui permet de calculer la
transformation superposant ces primitives, puis on vérifie ces hypotheses en calculant les
transformées des primitives du modele et en recherchant dans une certaine zone autour de
ces primitives prévues des primitives de la scene pouvant convenir. Le score de qualité de
cette hypothese est simplement le nombre d’appariements trouvés, ou peut étre un critere
plus élaboré.

En théorie, on devrait réexécuter ce schéma pour tous les k-uplets d’appariements possibles
et conserver les hypotheses de score maximal. En pratique, on s’arréte des qu’on estime avoir
reconnu et placé 'objet.

La complexité est en O(Mm*n*) en prétraitant la scéne grace a une structure de ‘baquets’
qui permet la recherche des correspondants des primitives supposées en temps constant.
L’introduction de l'erreur dans cette technique est naturelle puisqu’il suffit de propager
les erreurs de mesure dans le calcul de la primitive prévue, ce qui donne une justification
théorique a la dimension de la zone de recherche.

2.6 Hachage Géométrique

Le hachage géométrique est un algorithme permettant une reconnaissance sous-linéaire en
nombre de modeles.



Dans le cas d’un sous-ensemble des transformations affines, on peut définir une base B d’un
modele en choisissant & points de celui-ci et exprimer les autres points dans cette base. Par
exemple, deux points suffisent & définir une base orthonormée en dimension deux (en fait un
point et une direction exactement), ou trois points non colinéaires en dimension trois, mais il
faut trois points exactement en dimension deux pour une base affine et quatre en dimension
trois. Les coordonnées sont alors invariantes : si 7 est une transformation de ce type et M
un point, les coordonnées de T (M) dans B’ = T (B) et celles de M dans B sont identiques.
L’idée est d’indexer chaque paire (modele, base) par les coordonnées des autres points du
modele dans cette base grace a une table de hachage. Il suffit alors lors de la reconnaissance
de choisir une base image (constituée de k points) et d’exprimer les coordonnées des autres
points image dans cette base, celles-ci servant a voter au travers de la table de hachage.
Si la base fait partie d’un objet, le nombre de votes obtenus pour la paire (modele, base)
correspondante sera le nombre de points de I'objet vus (a k pres). La complexité est donc
en O(n**1) dans le pire des cas pour la reconnaissance, si le temps d’acces a un bucket est
constant. Ceci est obtenu en considérant n votes pour chacune des n* bases possibles dans
la scene. La vérification n’est pas prise en compte puisque dans ’algorithme normal, les
meilleurs résultats sont directement retenus.

On peut tenter de généraliser le Hachage Géométrique a des transformations dépassant
le cadre linéaire, mais il faut alors beaucoup de rigueur sur les espaces considérés. On dispose
déja de deux espaces : I'espace image Z (en général IR? ou IR”) et I'espace des primitives
P, identique a ’espace image dans le cas des points, mais dont chaque point représente un
ensemble dans 'espace image dans les autres cas. Par exemple, les segments orientés sont
définis par deux points (les extrémités); donc P est homéomorphe a IR*". Dans le cas des
droites, P ~ P;T_O} X Pl.o; ou Pl . est 'espace projectif de dimension n.

Une transformation T' € 7 opere de P dans P, mais elle est définie a partir d’une transfor-
mation 7" € 7' qui opere sur I'espace image Z. Si les applications de 7’ peuvent s’exprimer
comme le plongement de 7 dans un certain espace F, puis une application linéaire de £/ dans
FE et enfin une projection de F dans Z, alors on peut définir une base de F en choisissant &
points et les coordonnées des autres points sont invariantes.

Pour fixer les idées, prenons le cas de la vision classique : les perspectives de IR? sont un sous-
ensemble des transformations projectives. On commence donc par plonger IR dans Pg’mj,
mais Pgmj est défini comme I'espace des directions de IR* et les transformations projectives
sont justement ’équivalent dans p]?roj des transformations linéaires dans IR* (& n’importe
quelle homothétie pres), ce qui explique que 5 points soient nécessaires pour définir une base.
Les transformations projectives sont pour l'instant le seul exemple de cette généralisation,
mais cette formalisation ouvre la voie a d’autres possibilités.

Il est a noter que le hachage géométrique peut aussi s’utiliser avec des invariants divers
pour l'ensemble des transformations sans considération de base. On ne cherche alors qu’a
reconnaitre l’objet sans le localiser. Sous cette forme, il est souvent utilisé sans qu’on y fasse
particulierement attention. Il faut toutefois prendre garde que les mémes considérations
s’appliquent quant au traitement de I'erreur.
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2.7 Introduction de ’erreur

Nous avons précédemment décrit les algorithmes théoriques qui correspondent au cas idéal.
Dans la pratique, on peut mettre en évidence plusieurs facteurs se combinant lors du traite-
ment d’image et conduisant a des erreurs de position sur les primitives de la scene :

e L’approximation de la transformation : c’est par exemple le cas en reconnaissance 2D
d’objets 3D si I'on utilise une similitude pour approcher une projection orthogonale, ou
lorsqu’on considere des transformations euclidiennes pour des objets tres légerement
déformables (imagerie médicale).

o Les déformations introduites par le systeme de vision, qui ne sont en général pas
linéaires.

o La discrétisation de I'image.

o Les prétraitements effectués sur 'image avant la reconnaissance : filtrages, extraction
de contours ...

La présence de cette erreur, méme si elle est tres faible, nous oblige a reconsidérer les al-
gorithmes. Dans le cas du geometric hashing par exemple, les erreurs de mesure dans la
scene se répercutent sur le calcul des invariants et continuer a voter ponctuellement pour
I'invariant trouvé conduirait a manquer un grand nombre d’appariements ; on obtiendrait
alors des ‘faux négatifs’, c’est a dire qu’il peut ne pas y avoir reconnaissance alors qu’un
objet est présent. La méme chose peut se produire avec les techniques d’alignement si la
zone de recherche des correspondants n’est pas adaptée a ’erreur.

Afin de pallier a ces défauts, on supposera connue une estimation de ’erreur de mesure
sur les primitives, soit sous forme d’une borne sur les valeurs, soit sous forme d’une loi de
probabilité. L’approche de Grimson et Huttenlocher [5, 6] ou Lamdan et Wolfson [2] consiste
a propager la borne sur 'erreur de mesure dans la méthode de calcul des invariants afin
d’obtenir une borne sur la zone de vote pour le hachage géométrique ou la zone de recherche
pour I’alignement assurant de ne manquer aucun appariement possible. L.’objet des chapitres
3 et 4 est justement de dériver ces bornes et de voir les modifications qu’elles apportent aux
algorithmes.

La contrepartie de cette approche est la possibilité de reconnaissances fantomes. En
effet, 'utilisation d’une zone de vote ou de recherche au lieu d’un point unique autorise
I’appariement de points situés dans ces zones par hasard (conspiration). On s’attachera dans
le chapitre 5 au calcul du nombre de faux positifs, ce qui nous permettra de dériver une
complexité moyenne pour 1’algorithme.

Une seconde approche est de considérer I'erreur sous forme probabiliste et de propager
ceci dans les algorithmes, en conservant tout au long 1’aspect probabiliste. On ne donnera
ici faute de temps que quelques pointeurs sur ces méthodes, par ailleurs tres intéressantes et
prometteuses : différentes méthodes statistiques sont étudiées dans [13], mais les principaux
travaux sur le hachage géométrique probabiliste sont dues a Rigoustous et Hummel [15, 16,
17], une petite extension étant présentée par Tsai dans [14].

11



2.8 Applications en imagerie médicale

L’imagerie médicale est un domaine particulier de la vision artificielle. Elle se propose de
trouver des méthodes de traitement automatique des images 3D issues de I'instrumentation
médicale, comme les images obtenues par scanner X, Résonance Magnétique (IRM) ou To-
mographie par émission de positrons (TEP). Un défi majeur de ce domaine est le recalage
de telles images entre elles de maniere a pouvoir les comparer précisément : on peut ainsi
étudier I’évolution temporelle des organes d’un patient grace a des images prises a différentes
époques, ceci principalement dans une optique de diagnostic, mais aussi de thérapie grace
a la localisation de pathologies. Les transformations que 1’on recherche sont dans ce cas des
transformations objectivement mesurables. Un autre centre d’intérét est représenté par la
comparaison inter-patient ou patient-atlas anatomique dans un but d’étude de la ‘normal-
ité’ ou des déviations, ou de planification d’opérations chirurgicales. Un probleme sur lequel
travaille une partie du groupe EPIDAURE est ainsi la simulation d’opérations de chirurgie
crano-faciale. L’utilisation des algorithmes de traitement d’image est ici plutét orientée vers
la planification de la thérapie.

La différence principale par rapport aux technique classiques de reconnaissance est le traite-
ment d’images en trois dimensions, dont les intensités en chaque pixel sont en général
représentatifs d’une densité de matiere. Les objets sur lesquels on travaille sont ainsi définis
par des surfaces gauches non polygonales. Le probleme principal pour "application des al-
gorithmes de reconnaissance de forme est I'extraction d’*amers’ ou primitives géométriques,
définissant le modele de facon fiable. Dans un premier temps, J.P. Thirion & al. ont mon-
tré la possibilité d’extraire de ces surfaces des lignes de crétes, définies comme le lieu des
maxima locaux de la courbure maximale, ce qui a permis d’effectuer des recalages précis
entre images d'un méme type et d’'un méme patient de fagon fiable (voir [7, 19, 20, 21]).
Récemment, J.P. Thirion a introduit une nouvelle méthode permettant d’extraire a partir
de ces courbes des points extrémaux stables [18]. Les primitives ainsi extraites ont permis
le recalage précis d’images d’un méme patient a différentes époques. Le probleme posé par
le recalage inter-patients ou patient-atlas aux algorithmes que 1'on utilise (alignement et
hachage géométrique), est que la transformation a trouver n’est plus réelle : elle est subjec-
tive. En particulier, elle n’est plus rigide. Par contre, il est possible de se contenter de ce type
de transformations si I’on considere que les points sont sujet a une erreur relativement im-
portante : I'introduction d’algorithmes traitant I’erreur de facon intrinseque offrira peut étre
une voie pour la résolution de ce probleme. Enfin, il conviendrait de comprendre pourquoi
les méthodes basées sur la minimisation du potentiel d’attraction entre deux objets, telles
que les méthodes proposées par G. Malandain dans [22, 23] et basées sur 1'utilisation de la
mécanique donnent également de bons résultats pour le recalage mono-patient, dans le cas
d’images de types différents.
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Chapitre 3

Alignement : zone de recherche
compatible

Dans ce chapitre et le suivant, on ne considérera qu’un sous-ensemble des transformations
affines appliquées sur des primitives simples : des points.

3.1 Généralités

Connaissant ou supposant un appariement d’une bases du modele B,,,; et d'une base de
I'image B,,,, le probleme pour les techniques d’alignement est de savoir ou rechercher les
autres points du modele dans 'image.

On possede un modele parfait constitué de points dont les coordonnées sont exprimées dans
la base modele canonique BM. De méme, la scene est un ensemble de points exprimés
dans la base image canonique BZ. On suppose 'appariement de k points de la scene et du
modele, k étant le nombre de points juste suffisant pour définir une base ou pour calculer la
transformation. On peut alors utiliser deux types de méthodes : soit on recherche directement
la transformation T' qui superpose les points appariés (par exemple aux moindres carrés -
voir 3.3 et 3.4 ), soit on définit par la méme méthode une base B,,.,4 dans le modele et B,
dans la scene que 1’on suppose se correspondre (voir 3.2).

Bmod - Bzm

Tmod Tlm

BM BT
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Le modele étant parfait, le calcul de T),,4 ne pose aucun probleme. Par contre, les mesures
des points de la scene (dans BZ) sont sujettes a 'erreur. Cette erreur se répercute dans le
calcul de T" ou T}, et donc sur le positionnement supposé des autres points du modele.

Notations

Soit v une mesure sujette a l'erreur :
e v est sa valeur idéale, non corrompue par l'erreur.
e v est la valeur mesurée.
o $v est erreur sur la mesure : v = v + dv

On notera m; les points du modele exprimés dans BM si on cherche T' ou dans By,.q4 (=
B.) si on cherche Tj,, et s; les points de la scene dans BZ. Comme on s’occupe d’un sous-
ensemble des transformations affines, on peut définir la translation en choisissant une origine
Oy, dans le modele et Oy dans la scene (on notera alors @; = m; — O, et y; = s, — Os), ce
qui permet de ne plus travailler que sur une application linéaire que ’on notera A (rotation,
similarité, application linéaire générale .. .).

La transformation générique s’écrit donc y = Az soit :

s=0;+ A(m —0y,)

Dans tous les cas, on réserve les k premiers indices aux k& points appariés pour définir la
transformation : m; correspond a s; (et donc x; a y;) pour 1 < ¢ < k, les autres points du
modele ou leur correspondant dans la scene étant génériquement notés sans indices.

3.1.1 Méthode générale

On se place pour la suite de cette partie dans le cadre d'une erreur bornée. Chacun des points
image s; est soumis a l'erreur, et on ne peut mesurer que §; = s; + 0s;, avec ||6s;|| < &,.
A et Oy étant calculés a partir des s; (et éventuellement des m; mais ceux-ci sont exacts),
cecl occasionne une erreur de mesure 60, sur O, et 6 A sur A. Considérons maintenant un
point m du modele (afin d’éviter des lourdeurs dans les formules, on utilisera dorénavant
x =m — Op). Son correspondant réel se situe en s = Oy + A(m — O,,) = Os + Ax et sera
mesuré en s = s+ 0s. Le correspondant prévu est lui en s,,., = Os+ Ax = s+ 60, + 6A.x.
On aura donc :

5= Sprey + 05— 00+ 0A.x

Le point s recherché peut finalement se trouver autour de l'emplacement prévu s,.., =
O;s + Az avec une erreur bornée en norme par :

€q = max ||6s — 60, + 6 A.x|| = max ||6y — 6 Ax|| < max ||oy]| + (max |[6A|])||«|| (3.1)

Il nous reste a préciser une majoration de ces normes.
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3.1.2 Approximation de 64

L’algorithme ‘normal’ (qui ne considere pas de borne sur 'erreur) fournit une méthode pour
calculer A a partir des points image choisis pour former la base. On peut donc considérer A
comme une fonction des points de base A = A(sq,...s;), ce qui permet d’écrire 6 A comme
une différentielle (on note (z); la j-ieme composante de = et n la dimension de 'espace) :

(51,...5%)

3 k n aA
5A:A—A:A(51+551,...3k—|—53k)—A(Sl,...sk)2E 5
= (si)

i=1
d’ou la majoration :

k n

|6A]| < e, Ka+O(ch) avec Ka=>_ >

=0 j=1

0A
A(si);

En général, on peut assurer que ||60;|| < &, et dans ce cas on obtient :

e < & (2+ Kallz]) + O(e;) (3.2)

(517~~~5k)

Bien que cette formule ne soit pas utilisée par la suite, elle est parfaitement représentative
de ce qu’on est susceptible d’obtenir. On verra en effet qu’on dérivera toujours dans notre
cas une formule de ce type. Il est a noter qu’on peut séparer dans cette formule 'influence
des différents termes :

o ¢, est l'erreur accidentelle particuliere a chacun des points considéré

o ¢, + K4||x| est une erreur systématique sur la transformation, engendrée par 'erreur
de mesure sur les k points constituant la base image : £, est I’erreur sur l'origine, donc
la translation, et K 4]|z|| est produit par la partie linéaire de la transformation.

Ceci souligne bien ce qu’on a a gagner en précision en affinant au maximum la transformation.

3.2 Transformations affines

Comme précédemment, on note n la dimension de 'espace considéré (usuellement 2 ou 3).
n—+1 points en situation générale sont alors nécessaires pour définir une base affine : le premier
point constitue 'origine, et les n autres points sont les extrémités des vecteurs de base. On
définit donc une telle base B,,,; pour le modele dans laquelle on exprime les coordonnées
des points du modele. Celui-ci étant parfait, on peut travailler avec ces coordonnées sans
probleme. En ce qui concerne la scene, la base est définie de la méme facon par son origine
Os = s1, et par les vecteurs de base €; = s;11 — s1. La matrice de passage de B, (= Bed) & la
base image canonique BZ s’écrit donc tres simplement A = [eq, .. . ¢,]. Regardons maintenant
Perreur : 6 A = [689 — 681,...,0841 — 081,...08,41 — 6s1]. D’ou l'expression :

65 — 60, — 6Ax = bs — 651 — Zxﬁei = 65 — Z$i532'+1 + s (—1 + le)
=1

15



Ce qui donne en prenant le maximum sur les és; :

calz) <e, (‘—1 + > @i
=1

+1 +Z|sz’|)
=1

La zone image compatible avec un point du modele est donc caractérisée par une erreur
maximum en norme de

eat < 2¢p (14 [|2][1) (3.3)

Il est & noter qu’aucune supposition n’a été faite sur la norme de I'erreur : celle-ci peut aussi
bien étre la norme Ly que L.,. Ces formules généralisent a des dimensions supérieures les
formules dérivées par Grimson dans [5].

3.3 Transformations rigides 2D

Afin de ne pas alourdir les notations, toutes les normes seront dorénavant des normes eucli-
diennes (norme Ly).

3.3.1 Invariant supplémentaire

Une telle transformation dépend de 3 parametres : deux pour la translation et un pour la
rotation. Deux points (4 variables) sont donc nécessaires pour définir une base. Supposons
donc un appariement entre deux points du modele (my, ms) et deux points de la scene (sq, s3).
Sachant qu’on mesure en fait 1 = s; + 051 et 53 = s34 52 avec |[6s;]| < €,, cet appariement
n’est plausible que si :

|51 = Sal[ = Iy — ma||| < 26,

La distance entre les deux points considérés est donc un invariant qui servira a contraindre
la recherche des associations. Nous préciserons ce point en fin de section.

3.3.2 Méthode de calcul de la transformation

Etant donné qu’il n’existe pas en général de transformation rigide exacte amenant les points
mo et my sur o et 51, la méthode consiste a choisir aux moindre carrés celle qui minimise
I’erreur de superposition. On recherche donc 'origine Oj et la rotation A qui minimisent le
critere

C=51 = 0 = A(my = Op)II* + |52 = Os = A(mz = O ||*

On montre facilement que choisir les origines des reperes aux barycentres convient pour
minimiser I'erreur en translation : O,, = (m1 + m2)/2 et O; = (81 + 52)/2, la rotation A
étant alors celle qui amene les points 2y = my — O, et x93 = my — Oy, sur la droite (y1, y2).
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3.3.3 Expression de 64

On peut décomposer tout d’abord A en effectuant la rotation exacte A puis une rotation
d’ajustement I' : A = I'A. L’erreur sur la rotation s’écrit alors §A = (I' — I;) A et puisqu’une
rotation est de norme unité (en norme Ly), on a : [[6A| = ||[I' — 14]|. Calculer ' équivaut
simplement a se placer dans le cas particulier ou A = [, c’est-a-dire calculer aux moindres
carrés la rotation entre les y; et les ;. Soit donc 8§ "angle de rotation de I’ajustement :

cos) —1 —sinb ]

5A:[ sin 0 cosf — 1
d’ou l'on tire :
(5A)t 6A = ((cos@ — 1)2 + sin? (9) L0
0 1

La norme euclidienne d’une matrice A est || A|| = 1/p(A*A), si 'on note p(.) le rayon spectral
d’une matrice, i.e. sa valeur propre de norme la plus grande. On a donc dans notre cas :

I6A] = V2V1 — cos 0 (3.4)

3.3.4 Détermination de angle d’ajustement maximum 6,,,,

On remarquera tout d’abord que pour la rotation, on travaille en repere barycentrique, c’est-
a-dire sur les y; et y;. On a en particulier éy; + dys = 0. L’erreur possible sur les y; est
|6y1|| = ||16y2|| = %]\551 — 635]] < e,, mais pour les autres points : ||6y|| = ||6s — 60;]| < 2¢,.
L’angle 6,,,, est obtenu dans le cas de la figure 3.1 (pourvu que ||m; — mal| > 2¢,).

6 \gmax
y.l O y2
Ya
[z — ma | AN

Figure 3.1 : Angle d’ajustement maximum pouvant étre obtenu par la transformation aux

moindres carrés.

. . 2 N
On a alors trivialement  sin(6,,4,) = | p d’ou la borne exacte :

|ma—mal|

2
45p

Hmz —m1H2

[6A| < V2 1—J1

Ceci donne apres un développement limité :

\mz —mlH

el < 22, (1 + ’%) +0(5,%) (3.5)
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3.3.5 Modifications de P’algorithme et heuristique

L’existence d’un invariant supplémentaire va nous permettre de réduire considérablement
la recherche des associations en utilisant tout simplement une table de hachage. En effet, si
préalablement a la reconnaissance on prépare une table (unidimensionnelle) qui indexe toutes
les bases modele en fonction de leur longueur compatible (& plus ou moins 2¢, ), il suffit lors de
la reconnaissance d’examiner les bases images et en fonction de leur longueur, on récupere
en temps constant les bases modeles pouvant convenir. On déroule ensuite normalement
I’algorithme d’alignement, avec bien str la zone d’erreur prévue par la formule 3.5. Dans
le pire des cas, toutes les bases modeles sont compatibles avec toutes les bases image et la
complexité reste en O( M m?n?), mais nous verrons que I’analyse du chapitre 5 nous permettra
de déterminer une complexité statistique inférieure.

La formule 3.5 fournit en méme temps une heuristique pour guider la recherche des
association : plus la longueur ||mz — mq|| de la base est grande, plus la zone d’erreur est
faible. Or il est intuitif (mais cela sera démontré au chapitre 5) que plus 'erreur est faible et
moins on a de chance de trouver des faux positifs : on dit que la base est plus sélective. On
a donc intérét a trier les bases possibles de 'image et a les examiner dans 'ordre décroissant
de leur longueur. Cette heuristique est déja connue et appliquée, mais elle trouve ici un
fondement théorique.

3.4 Transformations rigides 3D

3.4.1 Invariants supplémentaires

Supposons I"appariement de 3 points modeles (mq, m2, ms) avec 3 points de la scene (31, Sz, 83);
il ne peut étre valide que si :

|82 — 51]] = [[ma — ma||| < 2,
|[|83 — 32|| — [[ma — ma|| < 2,
|51 — 3a]| — [[m1 — ms|| < 2,

On dispose donc de 3 invariants qui permettront de réduire drastiquement le nombre
d’hypotheses d’appariement, par exemple grace a une indexation : choisissant 3 points de
la scene, on obtient directement les groupes de 3 points modeles qui peuvent étre appariés.
L’analyse de la probabilité de fausse association ou du nombre moyen d’hypotheses retenues
entre dans le cadre de I’étude menée au chapitre 5.

3.4.2 Méthode de calcul de la transformation

De méme que pour les transformations rigides 2D, il existe rarement une transformation
exacte superposant les points (mq,mz, ms) et (S, 32,83). On choisit donc (aux moindres
carrés) l'origine Oy et la rotation A qui minimisent le critere
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C = lls1 = Os = A(m1 = On)[I* + |52 = Os = A(ma = O + |53 — Os = A(ms — Op) |’

Pour la translation, on montre facilement que le choix des origines aux barycentres convient,
mais contrairement au cas 2D, on ne possede pas de solution sous forme analytique pour
la rotation : on ne dispose que d'une méthode de résolution numérique en utilisant les
quaternions (voir [9] pp 204-207). La méthode est développée dans I"appendice A.

3.4.3 Expression de 64

Comme en 2D, la décompositionizzl = I'A permet de ramener le calcul de 6 A au cas ‘simple’
ot A = I;. On a alors A = A — I; = sinf.n + (1 — cos#)n? en utilisant la formule de
Rodrigues!, ce qui permet d’écrire

|6 Az]| = ||(sin@)nax + (1 — cos @)na(naz)|
Or (nax) et na(nax) sont orthogonaux d’ou
642l = sin® 0]l sin* (%) + (1 — cos 0l sin*(7)
et par définition : |6 Al| = max),=1 [|0Az|| d’ou

|6A] = V21 — cos 0 (3.6)

On remarquera que cette expression est identique au cas bidimensionnel.

3.4.4 Détermination de angle d’ajustement maximum 6,,,,

Puisqu’on est dans le cas particulier ou A = [, on a x; = y;. On utilisera de préférence la
notation y; pour bien rappeler qu’on a éliminé la rotation A, sauf dans les cas d’invariants.

Comme dans le cas 2D, on travaille pour la rotation dans les reperes barycentriques, mais
I’erreur sur les y; est un peu différente. Par exemple

2 1 1 4
[yl = H§551 - §582 - §533H < gfp

On calcule de méme que
4
[oyil| < ggp = &y

L’utilisation des reperes barycentriques nous permet aussi de définir deux plans vectoriels
orientés de IR®> P et P, contenant les points y; et 7;, que 'on peut décrire par les vecteurs
normaux n = yiaYs €t 1 = Y1y (notations m et s dans 'appendice A).

Soit A la rotation d’axe nan et d’angle §; = (n,n) : elle superpose les deux plans P et P.
Décomposons maintenant A en A = AyA;. D’apres le corollaire 1 (Appendice A), Ay est une
rotation d’axe 7. Comme A est une rotation d’ajustement, on supposera que tous les angles
sont faibles, ce qui permettra d’utiliser les développements limités a 1’ordre 1 pour dériver
des bornes sur les angles 81 et 8, de Ay et A;. On obtiendra finalement une borne sur 6.

Voir appendice A

19



Borne sur ’angle de la rotation A

NATE
llnanll !
comme on est en repere barycentrlque7

On note r; = I’axe de la rotation et §; = (n,n) son angle. Remarquons d’abord que

n = YiaY2 = Yoal3 = Ysal1

On peut donc écrire en développant y; = y; + oy,

1

no= 0t 2 (5 = w)abys + (v = ya)adya + (92 = 2)adys) + O(c, )

5
n=n+6én avec |[on] < gy (Z ||x; — J}]H) + 0(g,?%)

i<y
Il est alors facile de voir que 'angle §7**" est obtenu dans la situation de la figure 3.2.

Zi<]||l’i—l’J|| —|—O(512/) d’O{l:

3 [Jz1azz]]

— gmalf
n 1
on \
O n
Il = llz1 a2l \/< 2T e

Figure 3.2 : Angle d’ajustement maximum pouvant étre obtenu par la transformation aux
moindres carrés.

On tire facilement sin 67"*" = ¢,

Yicilwi — ]|

3 [|zinzs

maxr __
07" = ¢y

+0(?) (3.7)

Borne sur ’angle 0, de la rotation A,

[’axe de rotation est n = n + én avec |[én|| < O(g,). On peut donc écrire le vecteur unitaire
de 'axe

ro = o = o+ 0(e)
Ceci permet de développer Ay au premier ordre en supposant que 8, reste faible :
Ag = I +5sinby.7 + (1 — cos Oy)75 = I + 0,7 + O(63)
Comme on a la méme chose pour Ay, on peut conclure

A — A2A1 - ] —|— (917:1 —|— 027:2 —|— 0(02) (38)
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en notant 0(02) les termes du second ordre et plus. Le critere a minimiser devient alors
C =" 18y; — Or.rinz; — Oguranzi]? + O(0)

Décomposons 'erreur éy; en une composante (6y;), selon y; = x;, une composante (6y;):
orthogonale a y; mais qui reste dans le plan P et une composante (6y;), selon n, c’est-a-dire
orthogonale a P. En se rappelant que 1 = (nan)/||[nan|| et r2 = n/||n|| + O(g,), on scinde
le critere :

C =3 (bya)z + D ((8ys)e — balleal)* + D2 ((yi)n — Oulil)”* + O(e, )
Le minimum en 6, est obtenu en dérivant par rapport a cette variable

2 [l (éys)e
2 [l

oC
=23 |l ((Bys)e — Osllzsl]) =0 & Oy =

2
80 - —I_ 0(51/ )

On obtient donc la borne

maxr __ Z Hle 2
02 - 51/2 HleQ —I_ 0(51/ ) (39)

Borne sur 64

L’expression de A au premier ordre est donnée par 3.8. On a donc
[6A] = [[A =TIl = 10171 + 0272 + O(0%)

Puisque 7y et ry sont orthogonaux, on obtient directement

16 Al < /(072 + (0597)2 4 O, ?)

soit

2
2el| | (Sicillei = aill)” (2 ail))? )
) < 2 | 14 S0 S S| TO ) (3.10)

3.4.5 Analyse et domaine de validité de la zone d’erreur

Par abus de langage, on appellera ‘base’ le triplet de points modeles (&1, xq, x3) exprimé
dans le repere barycentrique. Ce triplet forme un triangle dont les caractéristiques sont les
suivantes :

o Périmétre 1 p =3 ||vi — x|

o Surface : S = %H(l‘l — xg)alx1 — 23)|| = %Hxl/\xzﬂ
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On a donc tres simplement
p €y dep

A
en notant r le rayon du cercle inscrit dans le triangle [12]. La validité de cette borne est
donnée par 07" < 1, soit

gy, KLr ou g, Kr

Ceci veut donc dire que la taille du cercle inscrit dans la ‘base’ est un des parametres a
considérer pour effectuer notre heuristique de choix sur les bases. De plus, la formule n’est
plus valable (mais on peut dire que la base non plus) lorsque les ordres de grandeur de ce
rayon et de celui de l'erreur de mesure ¢, sont comparables.

En ce qui concerne 5% considérons ||x;|| comme la mesure d’une variable aléatoire, dont
on notera [ = (3 ||z;]|)/3 la moyenne et o? la variance. La formule 3.9 s’écrit alors :

+0(e2) < X4 0(eY)

(gmax:{_:
2 Z/O_Q_I_ZQ

La formule étant valable lorsque
gyl ou g, K1

On remarquera que selon cette formule, le maximum d’erreur a moyenne [ constante est
obtenu pour o = 0, c’est-a-dire pour le triangle équilatéral puisqu’on est en repere barycen-
trique. Ce résultat contre-intuitif doit étre tempéré par le fait que d’une part la moyenne
des distances au barycentre n’est pas un critere de recherche convenable car il nécessite de
connaitre déja les trois points, et d’autre part les simulations numériques montrent que le
terme d’erreur 05'*" reste borné et a une influence tres faible sur 'erreur totale.

3.4.6 Validation statistique de la borne sur I’erreur

Afin de pouvoir appliquer correctement la formule 3.10 dans les algorithmes, on a besoin
de connaitre la précision de celle-ci par rapport aux erreurs réelles. On se focalisera ici sur
I’erreur due a la rotation : étant donné 'appariement de deux triplets de points en repere
barycentrique (z1, 2, 23) et (¥1,%2,y3), on recherche la rotation A qui minimise I'erreur
de superposition aux moindres carrés. L’erreur réelle sur la prévision du correspondant du

point @ est alors ||[§A.x|| = a|z|| puisque nous avons vu en 3.4.3 que ceci est linéaire en ||z]|.
§A. .
(Vest donc le facteur d’erreur o = L ||x|9|0” que nous allons tenter de caractériser par rapport au

facteur d’erreur prévu sur la rotation oy, = %Qmm. Observons « et e, : ces deux variables
dépendent du triedre de base et de la borne sur l'erreur de mesure ¢, mais o dépend en plus
des erreurs de mesure réelles 6y, sur les points du triedre image et de la direction de x, point
dont on doit prévoir le correspondant. Le principe des statistiques présentées en figure 3.3 est
donc le suivant : on choisit au hasard 3 points pour former le triedre de base, et une borne ¢,
sur ’erreur de mesure. Ceci permet déja de calculer 'abscisse x : le facteur d’erreur prévu.

On perturbe ensuite le triedre un certain nombre de fois (1000 dans notre cas); pour chacune
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Erreur moyenne et maximum contre Erreur prevue

Maximum : y=x/2 N
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Figure 3.3 : Moyenne et maximum des facteurs d’erreur réels en fonction du facteur d’erreur

prévu.

des perturbations on calcule la transformation 6 A entre les deux triedres et on échantillonne
le facteur d’erreur en calculant I’erreur sur un grand nombre d’z (ici 500). On obtient donc
pour un couple (triedre,e,) un ensemble de 500 000 mesures du facteur d’erreur : on a choisi
de tracer la moyenne et le maximum de cette population. Il reste a varier la forme du triedre
et son échelle par rapport a 'erreur de mesure, ce qui est réalisé en choisissant 80 triedres
aléatoirement, et pour chacun de ces triedres, 20 valeurs de £,. On obtient en fin de compte
1600 points représentatifs du maximum et de la moyenne du facteur d’erreur.

Les points représentant les maxima du facteur d’erreur sont relativement dispersés. On

observera cependant ’encadrement

De plus, le maximum des a4, est obtenu pour oy, /2.2, ce qui montre bien que la borne que
nous avons trouvé est relativement serrée. En ce qui concerne la moyenne on peut observer
une répartition tres groupée autour de la droite de régression y = z%=. Il semble donc le
facteur d’erreur prévu soit, a un coefficient pres, un des parametres de la loi de «. Afin de
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vérifier si la forme du triedre de base influe aussi sur cette loi, on a tracé les densités de
probabilité empiriques de cette loi pour trois triedres différents (voir fig. 3.4).

Densite de probabilite empirique du facteur d’erreur

equilateral
1900 ———t+—— e
triedre 1

180.00 triedre 2

170.00 FELY \

160.00 y /\‘l'._“ \ Equilateral

150.00 — -
14000 —|/ | L \
13000 — / \

120.00 —} L
110.00 ,’ / b \
100.00 ," /
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Triangle 1

Triangle 2

X * 108
0.00 2.00 4.00 6.00 800 1000 1200

Figure 3.4 : Densité de probabilité empirique du facteur d’erreur réel pour trois triangles
de forme différente. Pour chacun des triangles, on calcule 'homothétie nécessaire pour que
I’erreur prévue soit de 0.05 et on applique la méthode de convolution par un noyau gaussien

pour obtenir des courbes a peu pres régulieres.

On s’apercoit en fait que si le mode de la distribution a une valeur plus grande pour le
triangle équilatéral, la queue de la distribution est pour sa part moins allongée. La position
du mode s’explique par le fait qu’apres ’homothétie qui ramene lerreur prévue a 0.05, les
triangles 1 et 2 sont beaucoup plus grands que le triangle équilatéral : la plupart des erreurs
ont donc une valeur relativement faible, mais de grosses erreurs peuvent toujours se produire.
Au contraire, pour le triangle équilatéral, toutes les erreurs sont concentrées autour du mode,

d’ailleurs peu différent de la moyenne.
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3.4.7 Utilisation pratique de la borne sur l’erreur

La méthode que nous avons développée jusqu’ici vise I’élimination de tous les faux négatifs
en n’oubliant aucun point pouvant étre apparié. L'inconvénient majeur de la prise en compte
d’une borne sur 'erreur est la croissance rapide du nombre de faux positifs avec la taille de la
zone d’erreur par appariement de mauvais points situés par hasard dans une zone d’erreur.
Au niveau de l'utilisation, il y a donc un équilibre a réaliser entre les deux tendances. Le
fait qu’il y ait un facteur de 2,2 entre la borne statistique trouvée sur I'erreur (voir 3.3) et
la borne prévue suggere I'application d’un coefficient d’ajustement sur la taille de la zone
d’erreur prévue. On a tracé a cette fin un abaque statistique de la proportion des points réels
inclus et exclus de la zone d’erreur pondérée (Fig. 3.5).

Proportion de points inclus dans la zone d’erreur prevue Proportion de points exterieurs a la zone d’erreur prevue

nnnnn

Figure 3.5 : Proportion de points réels soumis a I'erreur inclus (a gauche) et exclus (a droite)
de la zone d’erreur pondérée par le coefficient en abscisse. Les statistiques sont réaliséees
avec 200 triedres aléatoires, 500 perturbations par triedre et 200 points par perturbation.

Si I'on recherche une reconnaissance a 50% des points du modele, on peut ainsi se per-
mettre dans notre cas ‘d’oublier’ un point sur 100, ce qui équivaut a une reconnaissance a
49%, et gagner ainsi un facteur 5 environ sur la taille de I’erreur a prendre en compte, ce qui
conduit a un nombre de faux positifs tres nettement réduit (voir chapitre 5).

3.4.8 Dérivation d’une heuristique

Le probleme que 'on se pose maintenant est de classer les C? = O(s®) triedres possibles de
la scene par ordre croissant d’erreur. En effet, nous verrons au chapitre 5 que plus I'erreur
est faible, moins on a de chance de se tromper.

Puisque 'analyse théorique de la formule 3.10 n’a pas permis de résoudre ce probleme, on
est réduit a le faire numériquement. Supposons deux points X; et X, du triangle connus,
formant le plus grand des cotés. Le probleme est de savoir ou choisir X3 en priorité. Dans la
figure 3.6, on a tracé la surface des erreurs 07", 0% et 6" en fonction de la position de

o . X=X 3| X=X
X3, I'unité de longueur étant d - il = BlXe=Xa]|,

] dey
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X4

X3 Y

Figure 3.6 : Erreur marimum sur les angles.  En haut de gauche a droite 07" et 07", en
bas la position de X; et X3 par rapport aux axes, et 'erreur totale 7%,

Regardons tout d’abord 67" : on trouve en fait deux minimums de 'erreur : 'un est
obtenu pour X3 = (X1 4 X3)/2, et autre pour le triangle équilatéral. Si le premier minimum
parait curieux, le second est tout a fait satisfaisant et contredit 'interprétation ‘statistique’
de la formule 3.9. La seconde remarque concerne les valeurs prises par ce terme : elles varient
de 2 environ aux minimums a 2.35 au maximum (I'unité étant la longueur du plus grand
c6té). Ce terme est en fait pratiquement constant. Ceci se retrouve bien dans ’analogie

des surfaces de 07*" et ™%

, surfaces entre lesquelles on ne peut déceler a 'oeil qu’une
est donc a peu de chose pres celle de 67" : on
observe en particulier que la variation principale de 'erreur s’effectue selon 'axe x, c’est-

a-dire selon la distance de X3 a la droite définie par X7 et X3, les variations selon 'axe v,

translation verticale. L’analyse de ™"

parallelement a la droite (X7, X3) étant pratiquement négligeables.

On a donc mis en évidence deux parametres : pour choisir deux points, on doit maximiser
la distance entre ces deux points, et pour choisir le troisieme, il faut s’éloigner au maximum
de la droite définie par les deux premiers. Il reste que cela ne nous permet pas de comparer
une base relativement aplatie mais un grand c6té important et une base plus petite mais
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plus équilatérale : ces deux parametres ne nous donnent qu’un ordre partiel sur les triedres.

3.4.9 Modifications de I’algorithme

La méthode brutale consiste a indexer toutes les bases possibles des modeles dans une table
de hachage en fonction des invariants ||z — xs]|, |22 — x3|| et |25 — x1|[, puis lors de la recon-
naissance, on énumere toutes les bases possibles de la scene, et on les classe par erreur 7"
croissante. Il suffit ensuite dans cet ordre de récupérer grace a la table de hachage les bases
modeles pouvant convenir et de dérouler ’algorithme de vérification avec la zone d’erreur
prévue par la formule 3.10. Cette méthode a une complexité de O(n*logn) dans le pire des
cas (contre O(n*) pour I'algorithme normal), mais elle devrait avoir une complexité moyenne
bien meilleure. Elle nécessite cependant O(n?) en stockage pour la liste triée des bases de la
scene. Il peut donc étre avantageux de se contenter de I’heuristique définie précédemment:
pour chaque point de la scene on recherche le second point par distance décroissante, puis le
troisieme le plus éloigné possible de la droite.

3.5 Résumé

Nous avons montré qu’en supposant une borne ¢, sur l'erreur de mesure des points images,
le rayon de la zone de recherche autour du point x est, sous des hypotheses raisonnables,
majoré par

e < & (2+ Kallz]) + O(e;)

ou K 4 dépend de la transformation que ’on doit trouver. Les cas simples des transformations
affines et rigides 2D ayant permis de présenter la méthode de calcul de la zone de recherche,
nous nous sommes ensuite concentrés sur le probleme plus complexe des transformations
rigides 3D : 3 points images et modeles sont nécessaires pour définir une telle transformation,
et ils procurent 3 invariants supplémentaires qui restreignent le choix des associations de bases
possibles. Ayant choisi 3 points images constituant une ‘base’, on pourra ainsi retrouver grace
a une table de hachage sur ces invariants les bases modeles compatibles. Pour chacune de
celles-ci, on calcule aux moindres carrés la transformation rigide entre les deux triplets de
points (en passant par les quaternions, voir Annexe A) et on recherche dans 'image les
points susceptibles d’étre appariés aux points du modele. Pour cela, on projette le modele
dans 'image, et on a montré que la zone de recherche autour des points prévus doit étre
théoriquement de rayon ey

2
2| | (Sicy llwi — ;1)) | (Sl

calz) ~2e, |1+
(2) =2¢, 3 I DIERE

+0 (5%

Les statistiques ont ensuite validé la qualité de cette borne puisque pratiquement, la
borne réelle est obtenue a geal et 'erreur moyenne a —¢&. L’analyse de cette formule nous a
alors permis de dériver une heuristique guidant l'ordre de choix des "bases” image.
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L’intégration du traitement de I'erreur dans I’alignement fournit donc plus qu’un cadre
théorique : un algorithme parfaitement utilisable. S’il est vrai que ’analyse de I'erreur est un
peu complexe, 'utilisation en est par contre tres simple et naturelle dans ce type d’algorithme.
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Chapitre 4

Hachage : Zone compatible dans
I’espace des invariants

On peut différencier deux techniques principales de hachage. Le hachage simple se propose
de retrouver les objets présents dans la scene grace aux invariants. Pour cela, il suffit de
préparer une table de hachage discrétisant 1’espace des invariants dans laquelle on indexe
les objets a partir de leurs invariants. Lors de la reconnaissance, on calcule les invariants
présents dans la scene, et pour chacun d’entre eux la table de hachage donne 'acces direct
aux objets les possédant.

Bmod Bzm

Tmod Tlm

BM BT

Apprentissage Reconnaissance

Figure 4.1 : Les coordonnées des primitives ne constituant pas la base sont identiques dans
Broa €t By, si ces deux bases sont en correspondance.

Le hachage géométrique est plus ambitieux puisqu’il permet également de retrouver le
positionnement de 1’objet. Il repose sur le principe suivant : supposons qu’avec k primitives
du modele on puisse définir une base B,,,s. On peut définir de la méme facon une base
image B;,, avec k primitives de la scene. Si maintenant les primitives choisies pour former
ces bases se correspondent 2 a 2 entre modele et scene, les bases B4 et B;,, se correspondent
aussi, ce qui détermine une transformation unique envoyant le modele dans la scene, et les
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coordonnées des autres primitives du modele présentes dans la scene sont identiques dans
Binod €t By, ¢ ce sont des invariants (voir fig. 4.1).

Il suffit donc de préparer dans la table de hachage 'indexation des couples (modele,base)
par les coordonnées des autres primitives du modele, et lors de la reconnaissance, pour
chaque base examinée on vote pour le couple possédant une primitive a ’endroit défini par
les coordonnées des primitives de la scene. Le vote comptabilise le nombre de primitives
appariées, ce qui fournit directement ’estimation de la qualité de ’appariement de la base
scene choisie avec les différents couples (modele, base) possibles.

Le point important sur lequel repose le hachage est la séparation des calculs d’invariants
entre le modele et la scene. En particulier, on ne peut plus comme pour I’alignement calculer
directement la transformation amenant le modele dans la scene (aux moindres carrés par
exemple) : il faut impérativement passer par la définition d’une base modele B,,.q et d'une
base image B,,,.

Placons nous maintenant dans le cas d’un sous-ensemble des transformations affines con-
cernant des points et supposons définies ces bases. La définition de B;,, fournit directement la
matrice de passage de B;,, a BZ sous la forme A = [ey,. .. ¢,] et lorigine Oy de B, . Lors de
la reconnaissance, on a les coordonnées des points images s; dans BZ et on veut obtenir leurs
coordonnées x; dans B;,, afin de voter pour les couples (modele,base) possédant ces points.
Cecl revient a résoudre Az; = s; — O,. On doit bien évidemment faire la méme chose lors de
I’apprentissage pour préparer la table de hachage, mais les points du modele étant supposés
étre exacts, la résolution est immeédiate. Les points images étant eux soumis a l'erreur, le
systeme devient

(A4 6A)(x+6x) =5+ bs— Os — 60;

Il nous faut trouver une borne sur ||6x|| afin de n’oublier lors du vote aucun point pouvant
étre correct. On obtient facilement :

= (A+8A)™" (65— 60, — §A.x)

soit :

egn = max |[oz|| < |ATY] ||oy — §A.z|| = |ATY| ear(2) (4.1)

La zone d’erreur dans 'espace des invariants est donc simplement la transformée de la zone
de recherche pour I’alignement. Il est a noter que le ¢,; employé ici est celui obtenu en passant
par la définition des bases et non pas directement par la résolution aux moindres carrés.

4.1 Traitement de ’erreur

Dans ’algorithme idéal, voter pour un point signifie voter pour les bases indexées par une case
de la table de hachage. Avec I'introduction de ’erreur, il est plus que probable que la zone
compatible avec un point dépasse les limites d’une case. Il va donc falloir voter avec toutes les
cases intersectant cette zone. Il y a deux possibilités pour réaliser ceci : on peut tout d’abord
conserver la table de hachage idéale et voter lors de la reconnaissance avec toutes les cases
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intersectées par la zone compatible ; cette approche est celle de [2, 5]. L’inconvénient majeur
de cette méthode est 'accroissement de la complexité lors de la reconnaissance puisqu’il y a
un vote multiple par point image et qu’il faut de plus calculer les cases de la table intersectées
par la zone compatible. On conserve par contre la complexité en place de la table de hachage.

Afin de pallier a ces défauts, on peut reporter le traitement de ’erreur dans le prétraite-
ment (phase d’apprentissage) et prendre en compte I'erreur directement dans la table de
hachage en indexant pour chaque point les cases intersectées par la zone compatible [4]. 11
ne reste plus lors de la reconnaissance qu’a voter ponctuellement comme pour 1’algorithme
idéal. On conserve ici la complexité de la phase de reconnaissance. Ce type de traitement,
s'il apparait étre le meilleur, n’est toutefois pas toujours possible (voir 4.2.1).

4.2 Zone de compatibilité

Les invariants que nous aurons a traiter par le hachage simple étant déja pourvus de leur
zone d’erreur, on ne s’occupera ici que du hachage géométrique.

4.2.1 Transformations affines

Rappelons que si n est la dimension de I'espace considéré, n 4+ 1 points en situation générale
sont nécessaires pour définir une base affine : le premier point constitue l'origine, et les n
autres points sont les extrémités des vecteurs de base. On a alors d’apres 3.3

|6y — 6A.z|| <eu < 2e, (1 4+ ||2]l)

d'ot )
egn = 2 A7 lep(1 + [l[1) (4.2)

Cette formulation de la zone d’erreur montre clairement que l'on ne peut pas ici traiter
I’erreur lors de 'apprentissage puisque la zone de compatibilité dépend de la transformation
image A, donc de la base image choisie. Une solution a ce probleéme est de ne considérer que
les transformations vérifiant ||A7!| < S en arguant du fait que les bases ne vérifiant pas
ce critere sont celles dont les vecteurs de base sont trop courts ou presque colinéaires. On a
alors :

[o2]] < Sealx)

Il parait toutefois peu judicieux de préparer la table de hachage avec une borne aussi large
sur Perreur: il vaut encore mieux calculer || A~ lors de la reconnaissance.

La méthode que nous proposons maintenant permet une prise en compte de ’erreur lors
de apprentissage : il s’agit de rajouter une dimension a la table de hachage (et ceci aux
dépens du cofit de stockage de cette table), laquelle indexe ||[A7!||. On peut alors indexer
les baquets concernés du plan [|[A7!|| = O en utilisant comme valeur de I’erreur la formule
4.2. Le pas de discrétisation selon cette nouvelle dimension doit étre adapté a la distribution

des valeurs de ||[A7!]| de fagon & ce que la probabilité de se trouver dans chacun des plans
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soit équiprobable. Il faut bien noter qu’il ne s’agit pas d’une dimension discriminante, mais
simplement d’une indexation vers la table de hachage qui possede un traitement de ’erreur
adaptée : chaque couple (modele, base) indexé dans la table normale par un point est ici
indexé par une droite parallele a I’axe ||A~!|| (et en fait par un cone puisque le nombre de
buckets concernés augmente au long de cet axe).

4.2.2 Transformations rigides 2D

Nous savons déja grace a 3.3 que deux points sont nécessaires pour définir une base et que
la distance entre ces deux points est un invariant supplémentaire ayant une zone d’erreur de
rayon 2¢,. Pour 'alignement, nous avions choisi de calculer la transformation aux moindres
carrés entre les 2 points modeles et les 2 points images. Ceci revenait a fixer 'origine des
bases translatées aux barycentres, et choisir la rotation qui aligne (x1, x2) et (y1,y2). La zone
de recherche était alors caractérisée par un rayon

ca < 2¢, (1 + %) + 0 (5p2)

Hmz —mlH

Pour le hachage géométrique, il nous faut passer par la définition d’une base modele
B,..q €t d’une base image B;,,. On s’apercoit facilement que si I’on choisit comme origine le
barycentre et comme axe principal 'axe des deux points on obtiendra une transformation
identique a la transformation aux moindres carrés. En formalisant ceci, la fonction qui définit
une base a partir de deux points s’écrit :

7+t t— =z (t—z:)L
t: = — = ——:: - ——
B(z1) (O SR T R Ht—zH)

ou le signe L signifie orthogonal dans le sens direct.
On peut donc utiliser la borne ¢,; sur ’alignement et comme pour une transformation rigide

|Al| = ||A~Y]| = 1, on obtient
]| 2
<2 1 0 4.3
b = 5p( + ||ma — ma4| " (5p ) (4:3)

Puisque toutes les variables dans la formule 4.3 ne dépendent que du modele, il n’y a cette
fois ci aucun probleme pour préparer la table de hachage avec I’erreur lors de ’apprentissage.
Par contre, il faut prendre en compte l'invariant supplémentaire de ‘longueur de base’, ce
qui amene a une table de hachage de dimension 3.

4.2.3 Transformations rigides 3D
Définition de la base

Il faut trois points pour définir une base, et cela fournit 3 invariants supplémentaires, par
exemple la distance entre chacun des points pris deux a deux (3.4). Il reste a trouver une
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méthode pour définir une base a partir de ces trois points, et I’on voudrait si possible que,
comme dans le cas 2D, la superposition des bases modeles et scene corresponde a la trans-
formation aux moindres carrés. Le choix de l'origine au barycentre et d’un axe orthogonal
au plan des trois points est évident. En effet, la translation aux moindres carrés amene
le barycentre des points modele sur celui des points image, et d’apres le corollaire 1 de
I’appendice A, la rotation aux moindres carrés amene les axes orthogonaux aux deux triplets
de points I'un sur 'autre. Par contre, le choix des deux derniers axes dans le plan des trois
points est un probleme non résolu a I’heure actuelle (et sans doute non soluble).

On doit donc choisir d’autres axes de telle sorte que ’erreur finale soit la plus faible possi-
ble. Il apparait que la direction du plus grand des cotés du triedre formé par les points est
relativement stable, le dernier axe étant pris de facon a compléter le triedre direct formant
la base. La fonction définissant une base a partir de trois points ordonnés de telle sorte que
|6 — al| > |lc — b]| > |lc — a]| est la suivante

a+b+c (a — O)a(b—0O) b—a )

- a5 7 €3 = €1A€2

3 T - '

" a=0)b=0)" 7 Jb—adl

Lors de la préparation de la table de hachage, on fera toutefois attention que si deux voire

B(a,b,c) = (0 =

trois cotés ont des longueurs compatibles, i.e. ont des longueurs égales a 2, pres, il y a deux
ou trois ordonnancements possibles des points, c’est a dire deux ou trois bases différentes a
indexer. Cette précaution permettra de ne pas se poser ces questions lors de la reconnaissance.

Dérivation de la borne sur ’erreur

Il nous faut reprendre le calcul de ¢, puisque la méthode utilisée n’est plus la méme qu’au
§3.4.4. Cependant, la majeure partie du calcul est identique, seul le calcul de ’angle maximum
0% de la rotation Ay est différent. En effet, ’alignement des axes orthogonaux aux plans
des points modeles et images est équivalent a la rotation Ay, et les autres considérations ne
dépendent pas de la méthode.

Rappelons que 'angle de la rotation Ag est donné directement par 'angle entre les
vecteurs es(y) et ex(y), c’est a dire selon les notations du §3.4.4 entre yz — y1 = 2 — s1 et
Yo — Y1 = S3 — $1 + 053 — 0s1. L’angle maximum se calcule donc tres simplement d’apres la
figure 4.2 :

mazx 2527 2527

2 = + 0(5;) =

a Hfl?z - :1:1H

+ 0(5227)
max; ; ||z; — ;||

La borne sur 6 A étant toujours la méme, on tire

IA] < /(0792)2 4 (0390) 4 O(c,2)

Soit puisque ||[A7]] =1

(4 icillwi = fl?jH)Z 1

9 ||z 1Az |2 max; ; ||z; — ;|2

en(e) < 2ep | 1+ |2 +0(s0) (1)
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Yo

[z — ma | &

Figure 4.2 : Angle d’ajustement maximum 603** pouvant étre obtenu.

Comparaison des méthodes : moindres carrés contre définition de bases
Le seul terme qui change dans la formulation de I'erreur est 87'*" que 'on remplace par 67;°".

On peut donc se contenter de comparer les valeurs de ces termes. Reprenons pour cela le

principe de la figure 3.6 : on trace 05 et 05;*" en fonction de la position du point X3, le

plus grand co6té étant [ X7, X5], et 'unité de mesure IIXo =Xl (figure 4.3).
€p

>
=== —
— ————
SO SSSasSSSas
SIS SIS S SosOsSos
S S s S s S os SS S o=
s = s S S-S o=
e

——=

Figure 4.3 : Erreur maximum sur les angles 7' et 07;°". En haut 07'", et en bas 5,°”.

En fait, 07,*" est a un facteur 2 pres 'unité de mesure, et on s’apercoit que la méthode
par définition de base est meilleure. On a toutefois 1’encadrement

egflbal’ S egfbal’ S ge;}al’

et quand on se rappelle I'influence minime du terme 05" par rapport a §7**”, on se rend
compte que les deux méthodes sont tres proches.
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Algorithme

Comme en deux dimensions, on doit inclure les invariants supplémentaires dans la table de
hachage, ce qui produit ici une table de dimension 6, et il n’y a aucun probleme pour traiter
I’erreur lors de la préparation de cette table. On ne doit cependant pas oublier d’indexer les
différentes bases possibles avec un méme triedre si plusieurs cotés sont compatibles.

4.3 Discrétisation de ’espace des invariants

4.3.1 Hachage simple

Les invariants que nous avons a traiter en hachage simple sont la ‘longueur de base’ dans le
cas des transformations rigides 2D ou la longueur des cotés du triedre de base dans le cas
3D. Tous ces invariants ont une borne fixe sur 'erreur, en 'occurrence ; = 2¢,. Le probleme
que 'on se pose ici est de trouver une discrétisation adaptée pour la table de hachage. Les
invariants étant indépendants, nous nous contenterons d’étudier le cas d'un seul invariant /,
la table possédant alors une seule dimension. Il suffit pour plusieurs invariants de prendre le
produit cartésien des tables de hachage.

Soit L = l,0e — lnin la taille de la table de hachage et supposons une discrétisation
constante de pas h;. La longueur compatible avec un invariant étant de diametre 2¢;, le
nombre n; de cases intersectées par la zone d’erreur est dans notre cas

Sl
En fait, le parametre qui nous intéresse plus spécifiquement est 1’étalement d’un invariant,
c’est a dire la proportion de la table de hachage qui indexe cet invariant : plus ’étalement
est faible, moins on a de chances de voter pour celui-ci avec un point pris au hasard. C’est
en quelque sorte 'opposé de la sélectivité. On notera par la suite p ce parametre.
[’étalement minimal est obtenu en considérant une table de hachage continue : uf = 2%
Avec la discrétisation de la table, on obtient

hy [2¢ nih; g 2 e
A et I R L I el
L[hz-‘_m L_L<+[hz-‘)

h

L

ce qui s’encadre par
< < 2
Ces formules appellent plusieurs remarques :

e Si le pas de hachage est grand devant le diametre de la zone d’erreur h; > 2 ¢;, alors
on a u; < 2%. Cette majoration est irréductible car on peut toujours placer 'erreur
au bord d’une case et impliquer ainsi deux cases dans 'indexation. [’avantage est une
place mémoire relativement faible pour la table, et un nombre de cases a indexer par
invariant plafonné a deux. La contrepartie est un étalement non minimal, donc un
nombre sans doute élevé de faux positifs.
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e Si le pas de hachage est tres faible devant lerreur h; < g/, on a u; ~ uf. L'effet de la
discrétisation est amorti au niveau de I’étalement, mais le nombre d’indexations par
invariant peut étre élevé et surtout la complexité en place de la table est accrue.

o [’algorithme idéal utilise une case par indexation, donc u; = % Ceci montre que si
I’on ne prend pas en compte 'erreur dans 1’algorithme, non seulement des faux négatifs
peuvent se produire, mais aussi des faux positifs !

Il y a donc un compromis a faire entre la place mémoire de la table et la perte de
sélectivité. En fait, les gains sur I’étalement devenant faibles pour h; décroissant en dessous
de €;/2 ou ¢;/4, il semble que le choix de h; & g; soit équilibré. Toutefois, dans le cas ou 1'on
traite ’erreur a la reconnaissance, le choix de h; = 2¢; permet de déterminer tres simplement
la deuxieme case a faire voter par un test de position de l'invariant image par rapport au
centre de la case ou il se trouve.

4.3.2 Hachage géométrique

En reprenant la formule générique 3.2 on peut écrire
egn(r) = &p(2+ Kallz)[A7H] + O(ey)

Cette formulation englobe tous les cas que nous avons vus. La table de hachage n’est plus ici
unidimensionnelle : soit n sa dimension et } son volume. Le volume compatible avec un point
de l'espace est une sphere centrée en ce point de diametre 2 £,;,, que l'on peut envelopper
dans un pavé de coté 2 gy,.

On voudrait obtenir comme dans le cas du hachage simple une taille des cases de I'ordre de
quelques fractions du volume de la sphere ou du pavé d’erreur. Le probleme majeur est que
gqn dépend de ||z|| et que ceci n’est pas séparable selon chacune des coordonnées : si le pas de
hachage est indépendant selon chaque axe, les cases proches d’'un axe auront inévitablement
une taille plus faible que les cases éloignées de tous les axes, méme a norme ||z|| égale. Il
faudrait une discrétisation telle que la taille des cases dépende uniquement de ||z||. Comme
nous ne savons pas faire cela de facon simple, et le but de la table de hachage est quand méme
de gagner du temps, nous nous contenterons d’une discrétisation indépendante et identique
selon chaque axe, mais dépendante des coordonnées : le pas selon I'axe ¢ est h(x;). Une
majoration grossiere du nombre de cases intersectées par la zone compatible est en utilisant

< I {[5E7 )

L’étalement est donc majoré par

le pavé englobant

ngn() [Tioy h(x;)
V%

Afin de ne pas trop perdre en étalement, il serait intéressant que le plus grand c6té d’une

fign() <

case centrée en x soit inférieur a £, (), mais le moins possible pour ne pas perdre en place.
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A norme constante, la plus grande coordonnée est obtenue si le point est sur un axe, par
exemple = (z,0,...0). On cherche donc h(z) tel que :

h(z) < ez # [1,0,...0]) = e,(2 + Kaz)| A7 (4.5)

Examinons maintenant la maniere de discrétiser un axe : soient zog = 0, z1, ... zy les valeurs
frontieres positives des buckets selon ’axe des z. Le choix de z; = k¢ conduit a un pas de
hachage h(z) = k, ce qui nous ’avons vu ne convient pas. Le choix z; = k ¢? produit un pas
moyen de h; = 2 k¢, soit h(z) ~ 2k z. 1l reste a régler le parametre k : I'inéquation 4.5 se
réécrit

h(z) =2Vk 2z <e,(2+ K4 2)||A7Y

pour les calculs, on obtient

2
22(&)+2(KA—E)—|—120
4 o

On est stir que ceci est vérifié pour tout z si le déterminant est négatif ou nul, or

A:E(ﬁ_m)

en notant o = 52”[1_1”2

a \«

Comme il vaut mieux choisir £ maximum pour minimiser la taille de la table de hachage, il
suffit de prendre A = 0, soit : B
k=22Ka|| A7 (4.6)

En ce qui concerne les transformations rigides, il faut encore rajouter les dimensions
correspondant aux invariants supplémentaires traités par hachage simple. Afin de clarifier
ceci, nous allons prendre un exemple pour les transformations rigides 2D.

4.3.3 Exemple : transformations rigides 2D

La zone compatible a un rayon de ¢, = 2¢, (1 + ”mi”) + O(@Z) en notant m = |[m2 —ml|| la
longueur de la base, dont I'erreur maximum est de 2 ,. On choisit tout d’abord un pas de
discrétisation selon 'axe m de h,, = ¢,. Dans chaque tranche m = C' de la table, on doit
ensuite discrétiser selon les deux axes des coordonnées des points. Pour cela, calculons & :

onakK,=2/met|[A7!]| =1, ce qui donne
2
e
m

En ce qui concerne la valeur de m dans cette formule, on choisira la valeur supérieure dans
che, et & dire i =[] = |22 e o
A titre d’indication, on a tracé dans la figure 4.4 un modele d’ordinateur et la tranche

de la table de hachage correspondant a la base indiquée en gras. L’erreur de mesure ¢, sur

la tranche, c’est a dire m = [

les points de I'image a été fixée a 5 pixels pour permettre la lisibilité de la figure.
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L0 A ]

Figure 4.4 : A droite, une image 256*256. La base est indiquée en gras. A gauche, la tranche
de la table de hachage correspondante ( ¢, =5, m = 127, k = 0.77). L’unité de mesure est
le pixel.

4.4 Résumé

Nous avons tout d’abord remarqué que le hachage géométrique nécessitait la définition de
bases modele et image, alors qu’on pouvait pour l'alignement déterminer directement la
transformation. On a ensuite montré que si ’on note ¢,; le rayon de la zone de recherche pour
I’alignement par la méthode de définition des bases, on pouvait définir la zone compatible
dans l’espace des invariants! par son rayon

egn = [A7 | ew

oit A est la matrice de passage de la base image choisie & la base image canonique.

Il existe alors deux manieres de traiter l'erreur : lors de 'apprentissage, en indexant
la table de hachage avec ces zones, ou a la reconnaissance, en votant avec ces zones. Les
transformations affines procurent un exemple ou il n’est pas possible de préparer la table
avec l'erreur, & cause du facteur ||A™!]| qui dépend de la base image choisie, sauf si comme
nous le proposons on rajoute une dimension supplémentaire a la table qui indexe justement ce

1On rappelle qu’il est constitué des coordonnées des points exprimées dans la base définie et des invariants
relatifs a cette base.
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facteur. Les transformations rigides 3D ont quant a elles posé le probleme de la définition de
la base. En effet, nous ne connaissons pas de méthode pour définir les bases images et modele
qui corresponde a la transformation aux moindres carrés. Il a donc fallu établir la définition
d’une base, et la méthode s’est avérée étre tres légerement meilleure que les moindres carrés
au niveau de la borne sur 'erreur. Il faut cependant noter que cela n’implique en aucun cas
la supériorité en ce qui concerne ’erreur moyenne. Nous avons alors obtenu la borne

(4 Zicj Il — l‘jH)z . 1

Egnlz) >22e, |14+ ||z
orlr) = 2 | Ll 5 e T ey e — 2P

+0 (5%

Nous avons ensuite adressé le probleme de la discrétisation de ’espace des invariants
dans le cas du hachage simple, ou la borne constante sur l'erreur est parfaitement en accord
avec un pas de discrétisation constant, puis pour le hachage géométrique ou la borne dépen-
dant de la position & nous a amené a développer une discrétisation de pas non constant par
une méthode relativement simple et entierement automatisable. L’exemple présenté concer-
nant les transformations rigides 2D montre d’ailleurs une adéquation tres correcte des zones
d’erreur avec la taille des cases de la table.

Encore une fois, le cadre théorique développé est tout a fait applicable et fournit par
ailleurs des réponses intéressantes et inédites a des problemes comme la discrétisation de la
table de hachage qui sont somme toute assez peu étudiés.
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Chapitre 5

Probabilité de fausse alarme et
complexité moyenne

Nous avons vu jusqu’a présent le calcul des zones d’erreur (ou de compatibilité) des primi-
tives géométriques et les modifications que cela apporte aux algorithmes d’alignement et de
hachage. La contrepartie de la prise en compte de 'erreur est la possibilité de ‘conspirations’,
c’est a dire de reconnaissances fantomes. Celles-ci ont différentes causes :

e On considere une borne sur chacun des points qui prend en compte 'erreur systé-
matique sur la transformation, mais de facon indépendante. Or cette erreur est bien
évidemment corrélée sur tous les points d’un modele : ils seront tous décalés ‘dans
le méme sens’. Comme cette corrélation n’est pas vérifiée lors de la reconnaissance,
un certain nombre de points dans I'image peuvent tomber par hasard dans les zones
compatibles relatives a une base et ainsi donner l'illusion que le modele est présent.
Une étape de vérification apres la reconnaissance s'impose donc, non seulement pour
affiner la transformation, mais aussi pour vérifier qu’avec cette transformation censée
étre précise, 'erreur sur les points reconnus ne dépasse pas ’erreur de mesure possible.
Les faux positifs proviennent ici du fait que les algorithmes n’exploitent pas, et ne
peuvent pas exploiter pour des raisons de complexité, les corrélations entre les points
de 'image.

e On travaille souvent avec des points parce que c’est plus facile que de travailler directe-
ment sur les primitives réelles. Par exemple, si 'on s’occupe d’objets polygonaux, on
utilisera les sommets pour la reconnaissance, et on vérifiera ensuite les arétes. Il est
ainsi possible de reconnaitre un hexagone la ou il y a une étoile réguliere a 6 branches.
Seule ’étape de vérification fera la différence. Les faux positifs sont dus dans ce cas a
la sous-exploitation des données lors de la reconnaissance.

Le but de ce chapitre est d’étudier d’un point de vue probabiliste la fréquence de ce
phénomene. Nous verrons ainsi que si dans certains cas les faux positifs sont extrémement
rares, et I’étape de vérification presque inutile (algorithme idéal), le plus souvent I’alignement
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ou le hachage géométrique effectue seulement un filtrage de I’arbre d’interprétation. Le nom-
bre d’hypotheses d’appariement a vérifier en sortie est alors crucial pour déterminer la com-
plexité moyenne. Enfin, il se peut que ces algorithmes soient tout simplement inefficaces, et
I'on a intérét dans ce cas soit a considérer des modeles probabilistes ([15, 16, 17]), soit a
utiliser d’autres algorithmes plus coiteux au niveau complexité, mais peut étre plus précis.

5.1 Etalement statistique moyen

Le principe de 'analyse est le suivant : nous allons tout d’abord calculer la probabilité qu’un
point au hasard tombe dans une zone d’erreur relatif a une base, puis la probabilité qu’un
certain nombre de points tombent dans des zones toujours relatives a une seule base. Selon
le critere d’acceptation choisi (fraction des votes ou nombre de votes supérieurs a un seuil)
nous pourrons alors déterminer la probabilité d’acceptation d’'une association relativement
a une base. Ceci permettra de dériver le nombre moyen d’associations acceptées, et donc le
nombre moyen d’hypotheses a vérifier.

Le premier probleme qui se pose est ”qu’est-ce qu’un point pris au hasard ?7”

Une hypothese raisonnable est de considérer une image possédant n points aléatoirement
répartis de facon uniforme. Cela convient tout a fait pour ’alignement puisqu’on travaille
dans ’espace image. Par contre, pour la hachage il faudrait calculer la loi de probabilité
induite dans ’espace des invariants. Nous aurions par exemple besoin de savoir pour les
transformations rigides 2D quelle est la loi de la ‘longueur d’une base’, puis, ayant choisi 2
points (aléatoires suivant la loi uniforme dans I'image) pour former une base, nous devons
calculer la loi de probabilité d’'un point dans cette base.

Supposons pour l'instant connue la densité de probabilité p de cette loi dans I'espace image
pour 'alignement (uniforme) ou dans I'espace des invariants pour le hachage simple et le
hachage géométrique. Le second probleme qui se pose est relatif a la taille des zones de
compatibilité. Nous avons vu deux types de formulation pour le rayon de la zone d’erreur :

e Une borne constante du type g; = 2 ¢, pour les invariants utilisés en hachage simple.

e Une borne du type ¢, = ¢, (24 Kallz]|) ou g, = max ||dz|| < ||A7Y| ||y — §A.z|| =
|A=Y| pour I'alignement et le hachage géométrique.

La probabilité qu’un point aléatoire ayant une densité de probabilité p tombe dans la
zone Z, compatible avec le point z est donc définie en notant I(z,) I'indicatrice de cette zone
par

p(@) = [ o)Lz, (w)dy

Dans tous les cas, la probabilité p est dépendante de x, c’est a dire que la probabilité qu’un
point pris au hasard tombe dans une zone relative a une base dépend de la position des
points du modele. Afin d’intégrer ceci, il nous faudrait la distribution des points du modele:
”quelles sont les hypotheses a faire sur les modeles 7”7

La réponse est difficile a donner tant les modeles peuvent varier du tout au tout en fonction
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des applications. Il serait en fait audacieux de faire des hypotheses génériques sur les modeles.
Regardons par exemple en imagerie médicale les modeles de cranes ou autres organes obtenus
par extraction des points extrémaux sur les lignes de créte [18] : les points sont a peu pres
répartis dans un volume qui dépend bien entendu des organes. Si par contre nous faisons de la
reconnaissance 3D apres reconstruction de la scene a partir d’images 2D, les points modeles
seront forcement répartis sur la surface. Il faudrait donc une étude précise de ’application
pour pouvoir émettre des hypotheses valables sur les modeles. De plus, nous avons jusqu’a
présent éludé le probleme du hachage, mais dans ce cas ”les zones pour le hachage
dépendent de la discrétisation de la table et le volume de la zone résultante n’est
pas connu de fagon théorique.”

En résumé, nous pouvons dire que s’il est sans doute possible d’obtenir la distribution
des points dans ’espace des invariants induite par une distribution uniforme dans I'espace
image, 1’étape qui met en jeu les zones d’erreur est trop liée aux modeles pour pouvoir
faire les calculs de probabilité de facon théorique. En fait, il est beaucoup plus simple et
plus intéressant d’obtenir la probabilité d’un vote dans une zone de maniere statistique a
partir de la bibliotheque de modeles, ou directement de la table de hachage, et ceci pour une
application donnée. On obtient ainsi un parametre g que 'on appellera étalement moyen. Il
faut bien faire attention que p ne correspond pas forcement a la moyenne des étalements des
modeles : il faut dans le cas du hachage prendre en compte la probabilité p dans ’espace des
invariants et ’étalement réel apres discrétisation. Une étude de ce probleme dans le cas des
transformations affines 2D est présentée dans [5].

Nous considérerons dans la suite que ce parametre a été déterminé pour "application que
I’on voudra.

5.2 Probabilité d’acceptation d’une association

5.2.1 Notations

Soit k le nombre de points nécessaires a la définition d’une base. On considere une biblio-
theque constituée de M modeles de m points chacun, et on cherche a reconnaitre ces objets
dans une scene constituée de n points aléatoires (loi uniforme).

On note p I’étalement moyen obtenu par les statistiques sur la bibliotheque, aussi bien pour
I’alignement que pour le hachage. On rappelle que g est la probabilité qu'un point de la
scene tombe dans une zone de compatibilité indéterminée mais unique.

5.2.2 Traitement de ’erreur a 'apprentissage et alignement

Un modele ayant m points dont k& sont utilisés pour former la base, il reste m — k points
a mettre en correspondance. Dans le cas de l'alignement il y aura donc m — k zones de
recherche dans la scene et pour le hachage m — k zones de compatibilité indexant cette base
dans la table de hachage. La probabilité qu’un point de la scene ne tombe dans aucune de
ces zones est (1 — fi)™~*, donc la probabilité qu’il tombe dans 'une au moins de ces zones
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et qu’il vote pour cette base est

p=1—(1—p"™* (5.1)

La probabilité calculée ci-dessus est celle qu’il y ait au moins un vote pour une paire
di a un point (par rapport a une base) image. On s’assurera par des méthodes appropriées
(compteur dans la paire ou séparation des aires se chevauchant dans la table de hachage)
qu’il n’y ait qu’un seul vote effectif par paire, ceci pour préserver la justesse de I’algorithme.

5.2.3 Traitement de ’erreur lors de la reconnaissance

Dans le cas d’une discrétisation de pas constant pour la table de hachage, Lamdan et Wolfson
[2] proposent I’analyse suivante :

e Chaque base a m — k entrées dans la table. La probabilité de voter pour une entrée est

v = mT_k ou N est le nombre de cases de la table.

o La zone avec laquelle on vote a un étalement moyen de p, et recouvre en moyenne
b= pN cases de la table. On vote donc en moyenne b fois.

e La probabilité de ne voter aucune fois sur b pour une case indexant cette paire est
(1 — v)?, et donc celle de voter au moins une fois pour la paire considérée est :
m— k

pw=1-(1- T)b (5.2)

5.2.4 Equivalence des méthodes

Toujours dans le cas d’un pas de discrétisation constant, on peut réécrire les probabilités :

W :1—(1—1/)Nﬂ
{ po=1—(1-p)™ (5:3)

Dans le cadre d’une utilisation normale de 1’algorithme, le nombre de cases indexant une
base dans la table doit étre inférieur au nombre de cases de la table m — &k < N ; de méme,
le volume moyen d’une zone d’erreur doit étre inférieur au volume de la table p < 1. Dans
le cas contraire, il parait difficile de pouvoir reconnaitre quoi que ce soit. Ces précisions
autorisent les développements limités en v et g des formules 5.3 :

=

{ pw = Njw — (W25 _ Nav,y 4 0(,3)
p = Nav — (W2 N iy 4 o(i°)

[l kN

La différence relative des probabilités est alors :

= + O(v? + %) (5.4)




ce qui montre que ce sont quasiment les mémes probabilités. Dans le casou Nv =m—k > 1
et Np=b> 1, on a méme identité des probabilités a 'ordre 2

(m — k)p
2

Dans le cas ou la table de hachage a un pas de discrétisation non constant, il suffit de

pw =p=(m—k)p(l - )+ O(i?) (5.5)

remarquer qu’on peut toujours rediscrétiser la table de hachage avec un pas constant bien
choisi pour faire notre analyse. On peut donc conclure que

Sous des hypotheéses trés peu restrictives, la probabilité qu’un point pris au
hasard dans la scéne vote pour une base est

(m — k)p

5+ 00r)

p=1-(1—p)" " =p(m-k)(1l-

5.2.5 Probabilité d’acceptation d’une association
Critere d’acceptation

On accepte 'association d’une base modele et d’une base image si elle met plus de 7 points
en correspondance. On peut également écrire ca comme la fraction des votes sur le nombre
maximum de votes supérieure a un seuil o fixé (o = —"=), ce qui est plus raisonnable si le
nombre de points par modele n’est pas constant.

Probabilité théorique

Des qu’on a choisi une base image, il reste n — £ points images qui vont voter soit spéci-
fiquement pour ’association avec la base modele que 'on est en train de tester s’il s’agit
d’alignement, soit au travers de la table de hachage. Comme la probabilité qu'un point vote
pour une base donnée est p, la probabilité que j points sur n — k votent pour la méme base
suit la loi binomiale :

Bk (i) = ( / k)pj(l —p)'

n —

La probabilité d’acceptation d’une association de bases est donc

4= Bu-rpli) =1~ Z (n i k)pj(l — )" = I(r 4+ 1,n—7) (5.6)

2T 7=0

ou I,(a,b) est la fonction Béta incomplete normalisée.

44



Approximation

Dans I’hypothese p < 1, c’est a dire g(m — k) < 1, et n — k > 1, on peut approcher la
binomiale B(,_j ) par la loi de Poisson de parametre A = (n — k)p. Dans la pratique, les
conditions d’application sont toujours vérifiées et on obtient :

T
Ay M

g~1—e o
5=0J

(5.7)

5.3 Complexité moyenne

5.3.1 Nombre moyen de fausses associations par base image
Hachage géométrique

Pour former une base modele, on choisit & points parmi m. Pour chacun des M modeles de
la bibliotheque, il y a donc (:L) possibilités, ce qui fait un total de M(Z) bases indexées dans
la table de hachage. Le nombre de fausses associations suit ainsi la loi binomiale B(M(k) 2

m

et le nombre moyen de fausses associations est

fgh = M(:l)q

Hachage simple

Il s’agit de trouver le nombre moyen d’objets qu’'un invariant aléatoire indexe. Soit [ le
nombre d’objets indexés par la table, et pu; 1’étalement statistique moyen de celle-ci. Par
définition,la probabilité qu’un point indexe un objet est p;, et donc la probabilité que ce
point indexe j objets est donné par la binomiale 5(; ;). Le nombre moyen d’objets indexés
est alors :

Ji= il

Alignement

Avec les modifications que nous lui avons apportés au chapitre 3, 'algorithme d’alignement
s’énonce :

Pour chaque base image, déterminer a partir des invariants l’ensemble des bases modeles
compatibles. Pour chacune de celles-ci, calculer la transformation du modele dans I'image et
rechercher des correspondants aux m — k points restants du modele.

Observons 'étape de recherche des bases modeles compatibles : celle-ci s’effectue par un
hachage simple, et dans ce cas les objets indexés dans la table sont les bases modeles [ =
M (:L) L’étalement moyen p; exprime directement la proportion moyenne d’objets indexés.
Par exemple, pour les transformations affines, il n’y a pas d’invariant (donc en réalité pas
de hachage) d’ou g; = 1. Pour les transformations rigides 2D ou 3D il y a par contre
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respectivement 1 et 3 invariants, et ji; est calculé selon le principe de la section 5.1.

Pour chaque base image, on a donc f; = /LM(:%) bases modeles possibles. Pour chacune
de celles-ci, on a vu que la probabilité d’acceptation est ¢,;. La probabilité que j bases soit
acceptées suit la binomiale By, , y et le nombre moyen de fausses associations est donc

- k
Jfar = M( ),uiQal

m

5.3.2 Nombre d’hypotheses a vérifier

Dans I'algorithme initial, on effectue la recherche des associations pour chacune des (fb) bases
images possibles. Le nombre moyen de vérifications s’écrit alors

Han = M () (1) don
H, = M(Z) (fb) [ial

En étant plus réaliste, on peut se permettre d’arréter la recherche des la premiere bonne
solution. On fait bien entendu la vérification des hypotheses retenues par le hachage ou
I’alignement dans la foulée.

Nombre moyen de bases image a envisager

Supposons que I'image contienne un objet avec un taux d’occultation ¢, c’est a dire que 'on

ne voit que (1 — ¢)m points de cet objet (sur m définissant le modele). ((

| k ) bases sur les
—c)m

(fz) possibles dans la scene conduisent donc a une reconnaissance correcte. La probabilité de
choisir I'une de ces bases est
k
_ laom)

(%)
et celle de trouver une bonne base a 'essai ¢ est r(1 —r)'™!,
Le nombre moyen de bases a consulter est donc :

k
Bmoy — l (n)

()

La fraction des votes o = —= servant de seuil a 'acceptation d’un association doit étre

inférieure a la fraction visible (1 — ¢) de I'objet a reconnaitre. En effet, si (1 — ¢)m points
de I'objet sont visibles, on ne peut obtenir que (1 — ¢)m — k votes. Le cas le pire est obtenu
pour l'occultation maximum : (1 — ¢)m = 7 + k, soit

(5
()

46




Nombre de vérifications

Avec D'arrét de l'algorithme des la premiere bonne solution, ce nombre devient

Hn = M) (1) 745

\rtk (5.8)
Hy =M EN(FY Figa
() ) 25
On remarquera que (qZ—h) et (ﬂ’f“l) constituent les taux moyen d’élagage de I’arbre de recherche
T+ k T+ k
des associations pour le hachage géométrique et 1’alignement.
Approximations
k restant faible, on peut approximer (:L) par TZ—,k d’ott en notant ¢4, ou f;q, par ¢ :
H ~ Mmfn*—— = Mn*—L 5.9
(kl)r*k (khak (5:9)

5.3.3 Complexité moyenne
Etape de filtrage

Si l'on utilise le hachage géométrique, on doit consulter B,,,, ~ % bases images, chacune
d’entre elle nécessitant le vote (en temps constant) de O(n) points. L’étape de hachage pur
a donc avec ou sans traitement de I’erreur une complexité

k1
C;h =0 (akmk)

Avec 'alignement, on doit tester 'appariement de B,,,, bases images avec en moyenne

/LM(T];) ~ ﬂiM% bases modeles, chacun de ces test nécessitant la recherche de correspon-

dants pour les O(m) points du modele. La complexité de cette étape est donc :

1 _ k ﬂz
C,=0 (an (k!)ozk)

Etape de vérification

En général, une vérification demande un temps O(m). En effet, s’il n’y a qu’un seul objet a
reconnaitre , au plus m points sont appariés. Comme la vérification consiste dans la plupart
des cas a calculer la transformation aux moindres carrés entre tous les points appariés et
vérifier ensuite que 'erreur finale entre points appariés ne dépasse pas ’erreur de mesure, la
complexité reste en O(m). La complexité de 1’étape pour les deux algorithmes est donc

2 _ 4
C —O(an 7(16!)0/“)

47



5.4 Utilisation Pratique des formules

Etant donné une application, on calcule statistiquement le parametre jig; ou fiy. Ceci permet
de déterminer la probabilité p qu’un point au hasard vote pour une base. On peut alors tracer
la surface définie par le nombre moyen de vérifications en fonction du seuil d’acceptation «a
et du nombre de points de la scene Hyy(a,n) ou Hy(a,n), et déterminer graphiquement la
zone du plan (a,n) ou ce nombre est tres inférieur a 1. On peut d’ores et déja conclure que
si 'on travaille dans cette zone, il n’y aura (quasiment) aucun faux positif.

Si cela ne suffit pas, il vaut mieux tracer ensuite le taux moyen d’élagage de I’arbre d’interpré-

‘(11(;;52, ce qui donne une bonne indication de la qualité du filtrage réalisé. On peut ainsi

déterminer le seuil a(n) d’acceptation des associations qui permet d’obtenir un filtrage d’une
valeur donnée.

tation

Si toutefois cela ne convient pas, et qu’on ne puisse obtenir qu’un filtrage tres médiocre
(proche de 1), c’est que 'on a atteint les limites de notre modélisation de 'erreur, et il faut
alors soit utiliser des modeles probabilistes ([15, 16, 17]), soit changer d’algorithme.

5.4.1 Exemple d’application

Nous allons nous focaliser ici sur I"algorithme d’alignement proposé par J. P. Thirion dans
[18] : il s’agit de recalage rigide 3D entre des images scanner du méme patient. Dans un souci
de simplicité, nous ne considérerons dans notre analyse aucune restriction sur ’appariement
des bases i; = 1. Le calcul de i, est lui aussi tres simplifié puisque 'auteur considere des
zones de recherche d'un rayon constant égal a ¢ = 0.6 en voxel'. Etant donné que I'image a
un volume de ¥V = 5.10° voxels, on obtient facilement

Ared

3V

Comme il s’agit de recalage entre deux images, il n’y a qu'un seul modele (M = 1), défini
par m = 350 points, et on a le méme nombre n = 350 de points dans la scene. Il faut bien
entendu k& = 3 points pour définir une base.

Le calcul de p ne pose aucun probleme : p = 6.3107°. On trace ensuite directement le nombre

=1.8107"

ﬂal =

de faux positifs en fonction de 7, seuil sur le nombre de points appariés (figure 5.1).

On se rend compte qu’a partir de 7 points appariés en plus de la base, on une chance
sur 107 environ que ce soit une conspiration ! On voit donc que 'alignement peut étre une
méthode tres efficace.

5.5 Résumé

Dans le processus de calcul du nombre de faux positifs, nous avons tout d’abord vu qu’il était
nécessaire de mener une étude statistique particuliere a chaque application afin de déterminer

1Le voxel est la généralisation & 3 dimensions de la notion de pixel. Il est parfois considéré comme une
longueur, c’est alors son coté qu’il faut prendre en compte.
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Figure 5.1 : Nombre prévu de faux positifs ( Logio(Ha) en fonction du seuil 7 sur le nombre
de points appariés )

I’étalement moyen p. A partir de ce parametre, nous pouvons déterminer la probabilité de
vote pour une base en considérant le traitement de I’erreur a ’apprentissage, dont la forma-
lisation est identique a celle de I’alignement, ou lors de la reconnaissance. En fait, nous avons
montré que ces deux analyses amenent intrinsequement au méme résultat dans le domaine
de validité des algorithmes. De la découle tres simplement la probabilité d’acceptation d’une
association puis le nombre moyen de faux positifs et la complexité moyenne. On remarquera
qu’on calcule au passage le nombre moyen de bases images a consulter avant de trouver l'une
des bonnes.

Le nombre de faux positifs peut alors servir de critere pour I’établissement d’une étape
de vérification, voire pour 'acceptation ou le refus de ’algorithme. On peut également déter-
miner pour une application donnée le seuil sur le nombre de votes a partir duquel on a une
certaine qualité de filtrage de ’arbre d’interprétation ou nombre maximum de faux positifs.
Un exemple développé sur une application en imagerie médicale montre que 1’alignement est
dans ce cas tout a fait précis.

Si cette fois-ci ’analyse théorique ne mene a aucun algorithme particulier, elle permet
toutefois de déterminer de facon automatique certains parametres comme le seuil d’acceptation
sur le nombre de votes. Nous avons donc fait un pas de plus vers des méthodes entierement
automatisées.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Nous avons obtenu en fin de compte des algorithmes tout a fait utilisables et traitant ’erreur
de facon a produire un résultat exact dans le cas des erreurs bornées. Nous avons de plus
automatisé le choix d’un certain nombre de parametres dans ces méthodes.

Nous nous sommes particulierement attaché aux algorithmes d’alignement et de hachage
géométrique pour les transformations rigides en trois dimensions en raison de leur utilité pour
le recalage d’images médicales. Ils semblent en effet particulierement adaptés tant pour le
suivi temporel d’un patient que pour le recalage inter-patient ou patient-atlas anatomique.
Pour cette derniere application, il reste cependant une étude a mener avant de pouvoir
tenter d’appliquer nos algorithmes : il faut déterminer I’erreur initiale que ’on doit prendre
en compte. En effet, si I’erreur uniforme et bornée convient bien pour modéliser les erreurs
de discrétisation dues a I'image, il est beaucoup moins sur que cette modélisation convienne
pour simuler des transformations presque rigides.

Une autre voie permettant d’aborder le probleme est 1'utilisation de modeles probabilistes
: la méme étude serait en quelque sorte a refaire, mais avec une modélisation gaussienne de
I’erreur.

Loin de clore le probleme, notre étude ouvre donc au contraire de nouvelles voies de
recherche et de nouveaux espoirs dans le cadre de I'imagerie médicale.
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Annexe A

Quaternions et rotation au moindres
carreés

A.1 Les quaternions

A.1.1 Définition

Les quaternions sont les éléments d’une algebre de dimension 4 sur IR que I’'on notera Q.
(C’est aussi le premier corps non commutatif qui fut trouvé (par Hamilton en 1843). On peut
construire cette algebre de différentes facons, mais celle qui nous intéressera ici considere un
quaternion ¢ € Q comme un couple ¢ = (a,v), ot @ € IR est la partie réelle et v € IR’ la
partie dite pure. Les opérations définies pour former I’algebre sont :

e L’addition : (ay,v1) + (a2,v2) = (a1 + az,v1 + v3)

e La multiplication interne : (ay, v1) * (ag,v2) = (ara3— < vi|vy >, V1409 + a102 + azvy)

oi ‘A’ et ‘< .|. > désignent les produits vectoriel et scalaire usuels sur IR?

On définit en plus le conjugué et la norme

e (a,v) = (—a,v)

o gl =llalle=q+q=a’+ vk = llallfs
ce qui permet d’écrire I'inverse tres simplement

-1 q
¢ =5
lg?
pour ¢ # 0. On remarquera que la norme est compatible avec le produit : |q1¢2] = |q1]-]¢2|-
On pourra trouver une présentation beaucoup plus complete et exhaustive des quater-

nions et de leurs propriétés dans [10] et [11].
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A.1.2 Rotations de IR?

Parmi les applications linéaires de IR?, les rotations vectorielles sont les isométries positives
(elles conservent le produit scalaire et I'orientation). Muni de la loi de composition, cet en-
semble forme un groupe non commutatif qui peut étre représenté par ’ensemble des matrices
3 x 3 sur R vérifiant

RR=1 et det(R)=1

Une seconde représentation, toujours non minimale, est fournie par les quaternions (voir
paragraphe suivant). On peut encore utiliser les angles d’Euler ou le vecteur rotation [9]. De
"utilisation de ce dernier dérive la formule de Rodrigues : une rotation d’angle § autour du
vecteur n s’écrit

Rngy =1 +sindn + (1 — cos 0)n?

ot I’on note ~ I'opération qui & un vecteur n associe la matrice (antisymétrique) n telle que
pour tout vecteur v on ait nv = nav. Si le composantes de n sont (n,,ny,n.), la matrice n
a la forme

0 —n, ny
1, 0 —n,
—Ny Ny 0

A.1.3 Quaternions et rotations
Soit ¢ un quaternion unitaire. On vérifie aisément qu’il existe 6 € [0, 7] et n vecteur unitaire

de IR tels que ¢ = (cos (g) , s1n (g) n) L’application

Rq: Q0 — Q
p = q*xpxq

. . . . . . . « 3

est un automorphisme intérieur de Q qui conserve les quaternions purs. Sa restriction a IR
. . 3 .

est la rotation vectorielle de IR” d’angle § autour du vecteur n. Inversement, on peut associer

« . 3 . . .

a toute rotation de IR” deux quaternions unitaires g et —gq.

A.2 Minimisation aux moindres carrés

Possédant un ensemble de points z; et leur image supposées y;, on veut trouver la rotation
R qui minimise 'erreur quadratique de superposition entre y; et Rx;. Le critere est donc

=3 lys — Rai])’
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En notant ¢ I'un des deux quaternions unitaires associés a R et en identifiant les x; et les y;
a des quaternions purs (partie réelle nulle), on obtient

C = Yilyi—qgraxixq|
Yilyi v g —qx aq]?
> [Avq]'[Aiq]
q'[>; AjAilq

q'Bq

en notant A; la matrice 4 x 4 vérifiant A;.¢ = y; x ¢ — g *x; et B =3, A'A; . L’application
simple des lois sur les quaternions fournit en écrivant la matrice par blocs

0 (y; — ;)
A=
(yi—xi) (i + )
ly: — | (yi — 2:)'(4i + i)

ALA; =
i + @)@ —y) (v — @)y — )" — (g + @)
En développant les termes et en simplifiant grace & la formule de Gibbs! on obtient

t ye — a4]|? 2(yinz;)
AlA =

K3

2(yinxi) i + @l |2 = 2(ziy] + yi})

Ce qui permet d’écrire la matrice B avec les notations

_ 112 112
o = Z < :1;2'|y2' >
B=3winy: b= (A-1)
I = Z(l"yt + y»:z;t) —2f (7 + 20‘)] —2r
Rappelons que le probleme est de minimiser C' = ¢'Bg sous la contrainte |¢| = 1. La

solution est donnée par le vecteur propre unitaire associé a la plus petite valeur propre de B.
Si cette résolution s’effectue fort bien numériquement, il n’y a pas actuellement de solution
explicite de facon formelle.

A.3 Superposer deux triplets de points en repere -
barycentrique

On considere trois points x; en repere barycentrique, donc appartenant a un certain plan M
défini par son vecteur normal m = (z122)/||x1a22||, €t leurs correspondants y;, également
en repere barycentrique, appartenant au plan S défini par s = (y1ay2)/||y12Y2]|-

Yab = ba'— < alb> 1
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Supposons que les plans M et S soient confondus (les x; et les y; sont coplanaires), avec
une orientation identique : m = s. Nous allons trouver explicitement la rotation minimisant
I’erreur de superposition. [’analogie avec le cas 2D permet de proposer deux quaternions
rotation que l'on vérifiera étre vecteurs propres de B. Des considérations de symétrie permet-
tront ensuite de déterminer les autres valeurs propres de B qui s’avéreront étre supérieures
a la premiere. Ceci permettra de conclure notre démonstration.

A.3.1 2x3 points en deux dimensions

Le critere a minimiser pour la recherche de la rotation vectorielle est :

St e - (50 )

sinf  cosf

Pour obtenir les angles optimaux, on dérive C' par rapport a 6

oc

50 = 0 <« sin@{z < x;|yi >} + COS@{Z |y¢,:1:¢|} =0
d’ou les solutions

{ cos 0\/(2 <y >4 (3 |y, wi|)? = £ < ayly >
sin 0\/(2 < ailys >+ (O i w])? = 22 |y, i

Supposons maintenant que les 6 points soient dans ’espace, mais coplanaires. La rotation

proposée en 2D est de direction normale au plan. En appelant & le vecteur normal au plan
dans le sens direct, on propose donc comme rotation (a la norme pres) les quaternions

1 —cosf

sin 0.k

14 cosd

= sin 0.k et g2 =

ce qui s’écrit avec nos notations

- ‘ Ja + AP £

p

A.3.2 Deux vecteurs propres de B

Vérifions tout d’abord ¢; :

B Ay =0 o {(v—aa—»( o +[|8]? + a) = 2|8
Bly—2y/a? +[|B]2 = \) =213

Or 0 =3 z;ay; est colinéaire a m = s donc orthogonal aux z; et aux y;, ce qui montre que

'3 = 0. On obtient donc
(B—)q])qlz() A= )\1:’}/—2\/062—|—"6"2
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En ce qui concerne ¢q, la démarche est identique et on a

(B_)\QI)qQZO = )\2:"}/—|—2\/062—|—H6H2

Donc ¢; et g3 sont des vecteurs propres de B associés aux valeurs propres A; et A;. Nous
allons maintenant exprimer ces valeurs propres de facon différente.

2
o HBIP = (3 <wilyi >)"+ < X winl X5 winyi >
=30 <wily ><awjly; >+ <wilrg ><ylyy > =35 < wilyy ><agly >
=200 < Tnzilyinygg >+ 30 < wilry ><yily; >
Notons r le second terme . On remarquera qu’il ne dépend que des positions relatives des z;
entre eux et des y; entre eux. Il ne change donc pas lors d’une rotation : c’est une constante

du probleme, tout comme ~. Le premier terme se simplifie beaucoup en introduisant les
valeurs de x3 et y3 en repere barycentrique : x5 = —x1 — x5 et y3 = —y; — y2. On obtient

A HBIIP =7 +6 <zipza|yinys >
=1+ 6l|zinza || [[yiay2l| < mls >

L’hypothese m = s n’étant pas intervenue dans la dérivation de cette expression, celle-ci est
donc toujours valable.

o + 1817 =1+ 6l|wiaz]yaavel| < mls > avec r=> <wzjlr; ><yly; > (A2)

]

Introduisant cette expression dans nos valeurs propres, on trouve une formule qui ne dépend
plus de la position initiale des x; par rapport aux ;.

Mz =7 F 21 + 6lzinzal-[yiny:|

A.3.3 Les deux autres valeurs propres

Notons maintenant py et po les deux valeurs propres non nulles de I en supposant qu’elles
existent, et nqy,ny les vecteurs propres unitaires associés. Ces derniers sont dans M = &
d’apres la formulation méme de I'. On vérifie aisément que g3 4 = " est alors vecteur
3,4

propre de B associé a la valeur propre 34 = v + 2a — 3 4.

Or g3 et g4 correspondent a des rotations de 7 autour d’un axe situé dans le plan M = §; ce
sont donc des symétries par rapport a des droites pour ce plan. En particulier, elles amenent
m sur —s. On peut donc retrouver les valeurs propres A; et Ay en considérant les rotations
d’axe m (ou s) dans le cas m = —s. Le raisonnement utilisé pour trouver A; et Ay dans leur
premiere forme ne tenant compte que de § // m // s, on trouve

Azq =7 £ 2¢/a? 4 ||B]]2

ce qui s’écrit en tenant maintenant compte de < m|s >= —1 dans 'expression A.2

Asa = F 2¢/r — 6]l ernzz]|-[yinye|
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A.3.4 Conclusion

Quelque soit la position initiale des x; par rapport aux y;, on peut toujours décomposer
la rotation recherchée A, minimisant ’erreur de superposition aux moindres carrés, en une
rotation A; qui amene le vecteur m sur s, puis une rotation A, qui se situe dans le cadre
de ce que nous venons de faire. Les valeurs propres étant écrites sous forme invariante par
rotation des w;, elles sont valables dans tous les cas.

Théoreme 1 Les valeurs propres de la matrice B sont

Mo=7— 2\/7" + 6l|lvinza||[lyiagel  Ae=7+ 2\/7" + 6llziazal-[lyiape|
Ag = v — 2\/7“ - 6’\51?1/\51?2"-"311/\312’\ Ay = ¥+ 2\/7“ — 6’\:1?1/\51?2”-”91/\312’\

avec les notations

v =30 (il + lwill) r=Yum o < ailrg >< yly; >

L’ordre de ces racine est \y < A3 < Ay < Ay, La valeur du critére au minimum est done A,
et le quaternion recherché est le vecteur propre unitaire associé a cette valeur propre.

Les rotations amenant m sur s s’écrivent comme combinaison linéaire (a la norme pres)
des deux rotations de base

| I+ <m|s > 10
= MAS P2 = m+ s
Il y a toutefois une singularité en m = —s, que nous avons exploitée précédemment, et pour

laquelle ceci n’est pas valable. Il suffit dans ce cas d’une rotation de & par rapport a n’importe
quel vecteur du plan.

En dehors de cette singularité, la rotation d’angle le plus faible est donnée par p,. Notons R
la rotation équivalente, et ©) = Ryx;. La rotation Ry amenant au minimum est alors donnée

qlz‘\/wuwuua' wee @ = X < allyi >

6/ 6/ =iz x;'/\yi

par

Corollaire 1 On peut toujours décomposer la rotation recherchée R en R = RyRy ou Ry
est une rotation amenant m sur s, et Ry est une rotation d’azxe s.
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Annexe B

Exemples de recalage en imagerie
meédicale

A partir d'images scanner X, on extrait automatiquement les lignes de créte et les points
extrémaux. L’exemple de deux images du crane du méme patient est présenté ci-dessous.
Les modeles sont alors recalés avec la méthode d’alignement ; la superposition est montrée
page suivante. Un second exemple d’images recalées montre les points extrémaux, la derniere
image étant simplement un zoom. Les images sont gracieusement prétées par J.P. Thirion.
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