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Traitement de l�erreur dans les m�ethodes

de Hachage G�eom�etrique et d�Alignement�

Une analyse th�eorique�

R�esum�e

Le sujet de ce travail s�inscrit dans le cadre de la vision arti�cielle� et concerne plus pre�
cis�ement la reconnaissance des formes g�eom�etriques�
Il existe actuellement un grand nombre de m�ethodes pour reconna	
tre des objets rigides
dont on poss�ede un mod�ele g�eom�etrique a priori �Grimson ���� Parmi celles�ci� le Hachage
G�eom�etrique �Lamdan � Wolfson ��� et l�Alignement �ou Pr�ediction�V�eri�cation� �Hut�
tenlocher � Ullman ��� Ayache ��� permettent une r�eduction importante de la complex�
it�e moyenne� tout en autorisant des occultations partielles sur les mod�eles� La th�eorie ne
s�appliquant qu��a des donn�ees exactes� de nombreuses heuristiques sont utilis�ees en pratique
pour adapter les algorithmes �a des donn�ees r�eelles o�u il y a une erreur de positionnement�

La pr�esente �etude fournit un cadre th�eorique en introduisant un mod�ele d�erreur uniforme
et born�ee� On d�e�nit ainsi la zone compatible dans l�espace image� ou zone de recherche�
pour l�alignement� puis la zone de compatibilit�e dans l�espace des invariants pour la hachage
g�eom�etrique� Le calcul de ces zones et leur in�uence sur les algorithmes est d�evelopp�e sur
trois exemples de transformations couramment utilis�ees � les transformations a�nes� rigides
�D et plus particuli�erement pour l�imagerie m�edicale� les transformations rigides �D� La
formulation g�en�erale de ces zones ouvre le probl�eme de la discr�etisation de la table de hachage
pour lequel nous proposons des solutions in�edites� En�n� l��etude du m�ecanisme de vote
inh�erent aux deux algorithmes fournit la probabilit�e d�une �reconnaissance fant	ome�� ainsi
que le nombre moyen de ces fausses associations� Ces nombres permettent non seulement de
justi�er �ou non� l�emploi de l�algorithme� mais aussi de calculer le seuil d�acceptation qui
assure une e�cacit�e �x�ee�

Contributions majeures

En ce qui concerne la reconnaissance pour des transformations a�nes� nous pr�esentons
une extension des travaux de Grimson � al� ��� ��� aux espaces de dimension quelconque� Une
m�ethode originale est propos�ee pour traiter l�erreur lors de l�apprentissage avec le hachage
g�eom�etrique�
La partie concernant les transformations rigides �D� particuli�erement interessante pour
l�imagerie m�edicale� est enti�erement nouvelle et o�re de nouvelles possibilit�es pour le traite�
ment de transformations quasi�rigides �recalage inter�patients��
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Pour toutes ces transformations� une dicr�etisation des tables de hachage adapt�ee au traite�
ment de l�erreur a �et�e d�evelopp�ee�
En�n� nous avons montr�e que les analyses du nombre de faux positifs dues �a Grimson � al�
et Lamdan � Wolfson �etaient intrins�equement identiques�
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Chapitre �

Introduction

Dans le cadre de la vision arti�cielle� un probl�eme central est la reconnaissance des formes
g�eom�etriques� S�il existe actuellement un grand nombre de m�ethodes pour reconna	
tre des
objets rigides dont on poss�ede un mod�ele g�eom�etrique a priori �Grimson ���� deux techniques
r�ecemment introduites� le Hachage G�eom�etrique �Lamdan � Wolfson ��� et l�Alignement �ou
Pr�ediction�V�eri�cation� �Huttenlocher � Ullman ��� Ayache ��� permettent une r�eduction
importante de la complexit�e moyenne� tout en autorisant des occultations partielles sur les
mod�eles� La th�eorie ne s�appliquant qu��a des donn�ees exactes� de nombreuses heuristiques
sont utilis�ees en pratique pour adapter les algorithmes �a des donn�ees r�eelles o�u il y a une
erreur de positionnement�
La recherche d�une formalisation th�eorique la plus g�en�erale possible pour le traitement de
l�erreur dans ces algorithmes repose sur le constat suivant �

� Un cadre th�eorique est n�ecessaire pour guider� �evaluer et valider les di��erentes heuris�
tiques utilis�ees�

� Aucune des heuristiques utilis�ees n�assure l�exactitude de l�algorithme�

� En�n� l�application de ce cadre g�en�eral �a des cas particuliers peut fournir des algo�
rithmes tout �a fait comp�etitifs� ou en tout cas des id�ees novatrices�

Nous avons choisi de d�evelopper la mod�elisation d�une erreur born�ee propos�ee par Grim�
son � al� �� ��� mais d�autres voies sont possibles� en particulier la mod�elisation gaussienne
de l�erreur qui conduit �a des algorithmes de reconnaissance probabilistes ��� ��� ���� Les
travaux pr�ec�edents ��� �� ��� se sont focalis�es sur les transformations en deux dimensions�
tr�es utilis�ees en vision pour la robotique� Pour notre part� nous nous sommes interress�e plus
particuli�erement �mais pas uniquement� aux transformations en � dimensions� puisque ce
sont les objectifs de l�imagerie m�edicale�

L�un des buts de recherche de l��equipe INRIA Epidaure est de trouver des m�ethodes
de traitement automatique des images �D issues de l�instrumentation m�edicale� comme les
images obtenues par scanner X� R�esonance Magn�etique �IRM�� ou Tomographie par �emission
de positrons �TEP�� Un enjeu majeur de ce domaine est le recalage de telles images entre

�



elles de mani�ere �a pouvoir les comparer pr�ecis�ement� Toutefois� si l�on conna	
t des m�ethodes
e�caces pour le recalage d�images de m	eme type et du m	eme patient �� ��� ��� ���� le
recalage inter�patient ou patient�atlas anatomique reste tr�es di�cile�Des algorithmes prenant
en compte l�erreur de fa con automatique pourraient trouver ici une application tout �a fait
adapt�ee�
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Chapitre �

Cadre g�en�eral de l��etude

��� Reconnaissance d�objets bas�ee sur des mod�eles

On dispose d�une biblioth�eque d�objets Bib ! fM�� � � �MMg� chaque objet �etant d�e�ni �a
partir d�un ensemble P de primitives g�eom�etriques �points� droites� plans� courbes� surfaces
� � � � et d�un syst�eme de vision fournissant un sc�ene S d�ecrite dans les m	emes termes�
On veut reconna��tre et localiser les objets pr�esents dans la sc�ene� Soit T l�ensemble des trans�
formations consid�er�ees �transformations rigides� similarit�es� a�nit�es � � � �" on consid�ere qu�un
objet de la biblioth�eque est reconnu dans la sc�ene s�il existe une transformation T de T qui
superpose ��a une certaine erreur pr�es� un nombre su�sant de primitives de l�objet �a des
primitives de la sc�ene " on dit alors que les primitives qui se superposent sont appari�ees ou
mises en correspondance� On cherche donc �a maximiser �a la fois le nombre d�appariements
entre l�objet et la sc�ene et la qualit�e de ces appariements� c�est �a dire l�ad�equation de la super�
position des primitives appari�ees par la transformation trouv�ee� Les algorithmes recherch�es
doivent fournir l�ensemble des objets reconnus munis de la transformation qui les projette
dans la sc�ene�

��� Formalisation

La sc�ene S est un ensemble de n primitives not�e S ! fS�� � � � Sng avec Si � P� De m	eme� le
mod�ele Mk du kieme objet de la biblioth�eque est d�e�ni par un ensemble de mk primitives�
Mk ! fMk

i � � � �M
k
mk
g avec Mk

� � P� On appelle fonction d�appariement fk de ce mod�ele
l�application qui fait correspondre �a toutes les primitives Mk

i soit une primitive de la sc�ene�
soit la primitive nulle #� auquel cas la primitive n�a pas de correspondant dans la sc�ene �elle
est occult�ee ou l�objet est absent�� Donc fk est une application de Mk dans S � f#g� On
note Fk l�ensemble de ces applications�� Maximiser le nombre d�appariement d�un objet de

�Fk est isomorphe �a l�ensemble des applications de f� � � �mkg dans f� � � �n��g et poss�ede donc �n���mk

�el�ements�

�



Bib s��ecrit donc �
fk � arg max

f�Fk

�
mk � Card�f���#��

�
�����

Parall�element� on veut optimiser la qualit�e des appariements et trouver la transformation
qui envoie le mod�ele dans la sc�ene� Soit Dist une distance sur P �distance entre points� entre
droites� � � � �� avec la convention que Dist���#� ! � " on cherche �a minimiser l�erreur moyenne
entre la transform�ee d�une primitive du mod�ele et son correspondant� La transformation Tk
retenue pour le mod�eleMk v�eri�e�

Tk � arg min
T�T

�X
i

Dist �T �Mi�� fk�Mi��

�
�����

On voit donc que ce probl�eme couple la recherche dans l�espace des correspondances
�trouver fk dans Fk� avec la recherche dans l�espace des transformations �trouver Tk dans
T �� Chacun de ces deux sous�probl�emes ind�ependamment est simple� mais leur couplage rend
la t	ache beaucoup plus ardue et n�ecessite la d�e�nition d�un compromis�
Dans les paragraphes suivants� les m�ethodes d�evelopp�ees s�int�eressent �a un seul objetM �on
supprimera les indices relatifs au num�ero de l�objet pour plus de simplicit�e�� Il su�t ensuite
de les appliquer �a tous les objets de la biblioth�eque pour obtenir l�algorithme d�e�nitif� On
a donc a�aire �a des complexit�e lin�eaires en nombre d�objets �sauf dans le cas du hachage
g�eom�etrique��

��	 Arbre d�interpr�etation

Examinons les �equations pos�ees � la recherche de T d�epend de la solution f trouv�ee� Par
contre� on peut rechercher f dans l�espace F des correspondances et s�occuper �a posteriori
de T qui fournira le validation de l�interpr�etation� C�est l�id�ee que nous allons ici d�evelopper�
L�espace F �etant discret� on traite un probl�eme classique d�optimisation combinatoire et sa
r�esolution se fait par arbre� L�algorithme de base consiste donc �a tester �a chaque n$ud de
l�arbre l�appariement d�une primitive de M non encore utilis�ee avec chacune des primitives
de S � f#g� puis lorsqu�on arrive �a une feuille� on recherche s�il existe une transformation de
T qui convient�
Diverses m�ethodes classiques de l�intelligence arti�cielle permettent d��elaguer la recherche
dans cet arbre exponentiel ��n % ��m feuilles�� en particulier l�introduction de contraintes
g�eom�etriques � supposons qu�on travaille avec des segments comme primitives " la longueur
du segment vu dans la sc�ene ne peut 	etre qu�inf�erieure ��a l�erreur pr�es� �a celle du segment
mod�ele� puisque les seules modi�cations possibles sont les erreurs de mesure et l�occultation �
c�est une contrainte unaire sur l�appariement� Supposons maintenant l�appariement de deux
paires de segments v�eri�ant les contraintes unaires " les angles entre les deux droites supports
dans la sc�ene et dans le mod�ele doivent 	etre quasiment identiques � c�est une contrainte
binaire� On peut ainsi d�evelopper pour chaque type de primitives un ensemble de contraintes
g�eom�etriques unaires et binaires qui permettent de conserver lors de la descente dans l�arbre
une consistance locale de l�interpr�etation� la recherche de la transformation fournissant en
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�n de compte et s�il y a lieu la preuve de la consistance globale� L�introduction de l�erreur
s�e�ectue tr�es simplement en propageant l�erreur de mesure sur les primitives dans le calcul
des contraintes� Une �etude compl�ete de ces techniques est d�evelopp�ee dans ��� La complexit�e
reste cependant O�M�n % ��m� dans le cas le pire si M est le nombre de mod�eles�

��
 Transform�ee de Hough

La transform�ee de Hough op�ere directement dans l�espace des transformations� On note k
le nombre minimum d�appariements n�ecessaires pour calculer une transformation entre le
mod�ele et la sc�ene� Pour chaque k�uplet d�appariements �Mi� Sj�� on peut alors calculer
les transformations possibles et on vote soit pour l�ensemble exact de ces transformations
�transform�ee de Hough continue�� soit pour les cases correspondantes dans l�espace discr�etis�e�
Il su�t ensuite de v�eri�er les transformations ayant obtenues les meilleurs scores�
Cet algorithme a donn�e lieu �a beaucoup d��etudes� en particulier pour traiter les erreurs de
mesure� Celles�ci sont reprises dans ��� La complexit�e est ici en O�Mmknk�� mais l�algorithme
n�ecessite le stockage en m�emoire de l�espace des transformations qui peut 	etre grand � si les
transformations rigides en �D n�occupent qu�un espace de dimension �� on passe �a une
dimension � pour le �D et �a � pour les transformations a�nes �D�

��� Alignement ou Pr�ediction�V�erication

La technique est un m�elange de la transform�ee de Hough et de l�arbre d�interpr�etation �
on commence par supposer un k�uplet d�appariements �Mi� Sj� qui permet de calculer la
transformation superposant ces primitives� puis on v�eri�e ces hypoth�eses en calculant les
transform�ees des primitives du mod�ele et en recherchant dans une certaine zone autour de
ces primitives pr�evues des primitives de la sc�ene pouvant convenir� Le score de qualit�e de
cette hypoth�ese est simplement le nombre d�appariements trouv�es� ou peut 	etre un crit�ere
plus �elabor�e�
En th�eorie� on devrait r�eex�ecuter ce sch�ema pour tous les k�uplets d�appariements possibles
et conserver les hypoth�eses de score maximal� En pratique� on s�arr	ete d�es qu�on estime avoir
reconnu et plac�e l�objet�
La complexit�e est en O�Mmknk� en pr�etraitant la sc�ene gr	ace �a une structure de &baquets�
qui permet la recherche des correspondants des primitives suppos�ees en temps constant�
L�introduction de l�erreur dans cette technique est naturelle puisqu�il su�t de propager
les erreurs de mesure dans le calcul de la primitive pr�evue� ce qui donne une justi�cation
th�eorique �a la dimension de la zone de recherche�

��� Hachage G�eom�etrique

Le hachage g�eom�etrique est un algorithme permettant une reconnaissance sous�lin�eaire en
nombre de mod�eles�
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Dans le cas d�un sous�ensemble des transformations a�nes� on peut d�e�nir une base B d�un
mod�ele en choisissant k points de celui�ci et exprimer les autres points dans cette base� Par
exemple� deux points su�sent �a d�e�nir une base orthonorm�ee en dimension deux �en fait un
point et une direction exactement�� ou trois points non colin�eaires en dimension trois� mais il
faut trois points exactement en dimension deux pour une base a�ne et quatre en dimension
trois� Les coordonn�ees sont alors invariantes � si T est une transformation de ce type et M
un point� les coordonn�ees de T �M� dans B� ! T �B� et celles de M dans B sont identiques�
L�id�ee est d�indexer chaque paire �mod�ele� base� par les coordonn�ees des autres points du
mod�ele dans cette base gr	ace �a une table de hachage� Il su�t alors lors de la reconnaissance
de choisir une base image �constitu�ee de k points� et d�exprimer les coordonn�ees des autres
points image dans cette base� celles�ci servant �a voter au travers de la table de hachage�
Si la base fait partie d�un objet� le nombre de votes obtenus pour la paire �mod�ele� base�
correspondante sera le nombre de points de l�objet vus ��a k pr�es�� La complexit�e est donc
en O�nk��� dans le pire des cas pour la reconnaissance� si le temps d�acc�es �a un bucket est
constant� Ceci est obtenu en consid�erant n votes pour chacune des nk bases possibles dans
la sc�ene� La v�eri�cation n�est pas prise en compte puisque dans l�algorithme normal� les
meilleurs r�esultats sont directement retenus�

On peut tenter de g�en�eraliser le Hachage G�eom�etrique �a des transformations d�epassant
le cadre lin�eaire� mais il faut alors beaucoup de rigueur sur les espaces consid�er�es� On dispose
d�ej�a de deux espaces � l�espace image I �en g�en�eral IR� ou IR�� et l�espace des primitives
P� identique �a l�espace image dans le cas des points� mais dont chaque point repr�esente un
ensemble dans l�espace image dans les autres cas� Par exemple� les segments orient�es sont
d�e�nis par deux points �les extr�emit�es�" donc P est hom�eomorphe �a IR�n� Dans le cas des
droites� P � Pn��

proj �Pn
proj o�u Pn

proj est l�espace projectif de dimension n�
Une transformation T � T op�ere de P dans P� mais elle est d�e�nie �a partir d�une transfor�
mation T � � T � qui op�ere sur l�espace image I� Si les applications de T � peuvent s�exprimer
comme le plongement de I dans un certain espace E� puis une application lin�eaire de E dans
E et en�n une projection de E dans I� alors on peut d�e�nir une base de E en choisissant k
points et les coordonn�ees des autres points sont invariantes�
Pour �xer les id�ees� prenons le cas de la vision classique � les perspectives de IR� sont un sous�
ensemble des transformations projectives� On commence donc par plonger IR� dans P�

proj�

mais P�
proj est d�e�ni comme l�espace des directions de IR� et les transformations projectives

sont justement l��equivalent dans P�
proj des transformations lin�eaires dans IR� ��a n�importe

quelle homoth�etie pr�es�� ce qui explique que � points soient n�ecessaires pour d�e�nir une base�
Les transformations projectives sont pour l�instant le seul exemple de cette g�en�eralisation�
mais cette formalisation ouvre la voie �a d�autres possibilit�es�

Il est �a noter que le hachage g�eom�etrique peut aussi s�utiliser avec des invariants divers
pour l�ensemble des transformations sans consid�eration de base� On ne cherche alors qu��a
reconna	
tre l�objet sans le localiser� Sous cette forme� il est souvent utilis�e sans qu�on y fasse
particuli�erement attention� Il faut toutefois prendre garde que les m	emes consid�erations
s�appliquent quant au traitement de l�erreur�
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��� Introduction de l�erreur

Nous avons pr�ec�edemment d�ecrit les algorithmes th�eoriques qui correspondent au cas id�eal�
Dans la pratique� on peut mettre en �evidence plusieurs facteurs se combinant lors du traite�
ment d�image et conduisant �a des erreurs de position sur les primitives de la sc�ene �

� L�approximation de la transformation � c�est par exemple le cas en reconnaissance �D
d�objets �D si l�on utilise une similitude pour approcher une projection orthogonale� ou
lorsqu�on consid�ere des transformations euclidiennes pour des objets tr�es l�eg�erement
d�eformables �imagerie m�edicale��

� Les d�eformations introduites par le syst�eme de vision� qui ne sont en g�en�eral pas
lin�eaires�

� La discr�etisation de l�image�

� Les pr�etraitements e�ectu�es sur l�image avant la reconnaissance � �ltrages� extraction
de contours � � �

La pr�esence de cette erreur� m	eme si elle est tr�es faible� nous oblige �a reconsid�erer les al�
gorithmes� Dans le cas du geometric hashing par exemple� les erreurs de mesure dans la
sc�ene se r�epercutent sur le calcul des invariants et continuer �a voter ponctuellement pour
l�invariant trouv�e conduirait �a manquer un grand nombre d�appariements " on obtiendrait
alors des &faux n�egatifs�� c�est �a dire qu�il peut ne pas y avoir reconnaissance alors qu�un
objet est pr�esent� La m	eme chose peut se produire avec les techniques d�alignement si la
zone de recherche des correspondants n�est pas adapt�ee �a l�erreur�

A�n de pallier �a ces d�efauts� on supposera connue une estimation de l�erreur de mesure
sur les primitives� soit sous forme d�une borne sur les valeurs� soit sous forme d�une loi de
probabilit�e� L�approche de Grimson et Huttenlocher �� �� ou Lamdan et Wolfson �� consiste
�a propager la borne sur l�erreur de mesure dans la m�ethode de calcul des invariants a�n
d�obtenir une borne sur la zone de vote pour le hachage g�eom�etrique ou la zone de recherche
pour l�alignement assurant de ne manquer aucun appariement possible� L�objet des chapitres
� et � est justement de d�eriver ces bornes et de voir les modi�cations qu�elles apportent aux
algorithmes�

La contrepartie de cette approche est la possibilit�e de reconnaissances fant	omes� En
e�et� l�utilisation d�une zone de vote ou de recherche au lieu d�un point unique autorise
l�appariement de points situ�es dans ces zones par hasard �conspiration�� On s�attachera dans
le chapitre � au calcul du nombre de faux positifs� ce qui nous permettra de d�eriver une
complexit�e moyenne pour l�algorithme�

Une seconde approche est de consid�erer l�erreur sous forme probabiliste et de propager
ceci dans les algorithmes� en conservant tout au long l�aspect probabiliste� On ne donnera
ici faute de temps que quelques pointeurs sur ces m�ethodes� par ailleurs tr�es int�eressantes et
prometteuses � di��erentes m�ethodes statistiques sont �etudi�ees dans ���� mais les principaux
travaux sur le hachage g�eom�etrique probabiliste sont dues �a Rigoustous et Hummel ��� ���
���� une petite extension �etant pr�esent�ee par Tsai dans ����
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��� Applications en imagerie m�edicale

L�imagerie m�edicale est un domaine particulier de la vision arti�cielle� Elle se propose de
trouver des m�ethodes de traitement automatique des images �D issues de l�instrumentation
m�edicale� comme les images obtenues par scanner X� R�esonance Magn�etique �IRM� ou To�
mographie par �emission de positrons �TEP�� Un d�e� majeur de ce domaine est le recalage
de telles images entre elles de mani�ere �a pouvoir les comparer pr�ecis�ement � on peut ainsi
�etudier l��evolution temporelle des organes d�un patient gr	ace �a des images prises �a di��erentes
�epoques� ceci principalement dans une optique de diagnostic� mais aussi de th�erapie gr	ace
�a la localisation de pathologies� Les transformations que l�on recherche sont dans ce cas des
transformations objectivement mesurables� Un autre centre d�int�er	et est repr�esent�e par la
comparaison inter�patient ou patient�atlas anatomique dans un but d��etude de la &normal�
it�e� ou des d�eviations� ou de plani�cation d�op�erations chirurgicales� Un probl�eme sur lequel
travaille une partie du groupe EPIDAURE est ainsi la simulation d�op�erations de chirurgie
cr	ano�faciale� L�utilisation des algorithmes de traitement d�image est ici plut	ot orient�ee vers
la plani�cation de la th�erapie�
La di��erence principale par rapport aux technique classiques de reconnaissance est le traite�
ment d�images en trois dimensions� dont les intensit�es en chaque pixel sont en g�en�eral
repr�esentatifs d�une densit�e de mati�ere� Les objets sur lesquels on travaille sont ainsi d�e�nis
par des surfaces gauches non polygonales� Le probl�eme principal pour l�application des al�
gorithmes de reconnaissance de forme est l�extraction d�&amers� ou primitives g�eom�etriques�
d�e�nissant le mod�ele de fa con �able� Dans un premier temps� J�P� Thirion � al� ont mon�
tr�e la possibilit�e d�extraire de ces surfaces des lignes de cr	etes� d�e�nies comme le lieu des
maxima locaux de la courbure maximale� ce qui a permis d�e�ectuer des recalages pr�ecis
entre images d�un m	eme type et d�un m	eme patient de fa con �able �voir �� ��� ��� �����
R�ecemment� J�P� Thirion a introduit une nouvelle m�ethode permettant d�extraire �a partir
de ces courbes des points extr�emaux stables ���� Les primitives ainsi extraites ont permis
le recalage pr�ecis d�images d�un m	eme patient �a di��erentes �epoques� Le probl�eme pos�e par
le recalage inter�patients ou patient�atlas aux algorithmes que l�on utilise �alignement et
hachage g�eom�etrique�� est que la transformation �a trouver n�est plus r�eelle � elle est subjec�
tive� En particulier� elle n�est plus rigide� Par contre� il est possible de se contenter de ce type
de transformations si l�on consid�ere que les points sont sujet �a une erreur relativement im�
portante � l�introduction d�algorithmes traitant l�erreur de fa con intrins�eque o�rira peut 	etre
une voie pour la r�esolution de ce probl�eme� En�n� il conviendrait de comprendre pourquoi
les m�ethodes bas�ees sur la minimisation du potentiel d�attraction entre deux objets� telles
que les m�ethodes propos�ees par G� Malandain dans ��� ��� et bas�ees sur l�utilisation de la
m�ecanique donnent �egalement de bons r�esultats pour le recalage mono�patient� dans le cas
d�images de types di��erents�
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Chapitre �

Alignement � zone de recherche

compatible

Dans ce chapitre et le suivant� on ne consid�erera qu�un sous�ensemble des transformations
a�nes appliqu�ees sur des primitives simples � des points�

	�� G�en�eralit�es

Connaissant ou supposant un appariement d�une bases du mod�ele Bmod et d�une base de
l�image Bim� le probl�eme pour les techniques d�alignement est de savoir o�u rechercher les
autres points du mod�ele dans l�image�
On poss�ede un mod�ele parfait constitu�e de points dont les coordonn�ees sont exprim�ees dans
la base mod�ele canonique BM� De m	eme� la sc�ene est un ensemble de points exprim�es
dans la base image canonique BI� On suppose l�appariement de k points de la sc�ene et du
mod�ele� k �etant le nombre de points juste su�sant pour d�e�nir une base ou pour calculer la
transformation� On peut alors utiliser deux types de m�ethodes � soit on recherche directement
la transformation T qui superpose les points appari�es �par exemple aux moindres carr�es �
voir ��� et ��� �� soit on d�e�nit par la m	eme m�ethode une base Bmod dans le mod�ele et Bim

dans la sc�ene que l�on suppose se correspondre �voir �����

BM � BI

�

R

Bmod � Bim

Tmod Tim

T
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Le mod�ele �etant parfait� le calcul de Tmod ne pose aucun probl�eme� Par contre� les mesures
des points de la sc�ene �dans BI� sont sujettes �a l�erreur� Cette erreur se r�epercute dans le
calcul de T ou Tim et donc sur le positionnement suppos�e des autres points du mod�ele�

Notations

Soit v une mesure sujette �a l�erreur �

� v est sa valeur id�eale� non corrompue par l�erreur�

� 'v est la valeur mesur�ee�

� �v est l�erreur sur la mesure � 'v ! v % �v

On notera mi les points du mod�ele exprim�es dans BM si on cherche T ou dans Bmod �!
Bim� si on cherche Tim� et si les points de la sc�ene dans BI� Comme on s�occupe d�un sous�
ensemble des transformations a�nes� on peut d�e�nir la translation en choisissant une origine
Om dans le mod�ele et Os dans la sc�ene �on notera alors xi ! mi � Om et yi ! si � Os�� ce
qui permet de ne plus travailler que sur une application lin�eaire que l�on notera A �rotation�
similarit�e� application lin�eaire g�en�erale � � � ��
La transformation g�en�erique s��ecrit donc y ! Ax soit �

s ! Os %A�m�Om�

Dans tous les cas� on r�eserve les k premiers indices aux k points appari�es pour d�e�nir la
transformation � mi correspond �a si �et donc xi �a yi� pour � � i � k� les autres points du
mod�ele ou leur correspondant dans la sc�ene �etant g�en�eriquement not�es sans indices�

����� M�ethode g�en�erale

On se place pour la suite de cette partie dans le cadre d�une erreur born�ee� Chacun des points
image si est soumis �a l�erreur� et on ne peut mesurer que 'si ! si % �si� avec k�sik � �p�
A et Os �etant calcul�es �a partir des si �et �eventuellement des mi mais ceux�ci sont exacts��
ceci occasionne une erreur de mesure �Os sur Os et �A sur A� Consid�erons maintenant un
point m du mod�ele �a�n d��eviter des lourdeurs dans les formules� on utilisera dor�enavant
x ! m � Om�� Son correspondant r�eel se situe en s ! Os % A�m� Om� ! Os %Ax et sera
mesur�e en 's ! s% �s� Le correspondant pr�evu est lui en sprev ! 'Os % 'Ax ! s% �Os % �A�x�
On aura donc �

's ! sprev % �s� �Os % �A�x

Le point 's recherch�e peut �nalement se trouver autour de l�emplacement pr�evu sprev !
'Os % 'Ax avec une erreur born�ee en norme par �

�al ! maxk�s� �Os % �A�xk ! max k�y � �Axk � maxk�yk% �maxk�Ak�kxk �����

Il nous reste �a pr�eciser une majoration de ces normes�
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����� Approximation de �A

L�algorithme &normal� �qui ne consid�ere pas de borne sur l�erreur� fournit une m�ethode pour
calculer A �a partir des points image choisis pour former la base� On peut donc consid�erer A
comme une fonction des points de base A ! A�s�� � � � sk�� ce qui permet d��ecrire �A comme
une di��erentielle �on note �x�j la j�i�eme composante de x et n la dimension de l�espace� �

�A ! 'A�A ! A�s� % �s�� � � � sk % �sk��A�s�� � � � sk� �
kX
i��

�� nX
j��

�� �A
��si�j

�����
�s�����sk�

���si�j

�A�A
d�o�u la majoration �

k�Ak � �p KA %O���P � avec KA !
kX
i�	

nX
j��

						 �A
��si�j

�����
�s�����sk�

						
En g�en�eral� on peut assurer que k�Osk � �p� et dans ce cas on obtient �

�al � �p �� %KAkxk� %O���p� �����

Bien que cette formule ne soit pas utilis�ee par la suite� elle est parfaitement repr�esentative
de ce qu�on est susceptible d�obtenir� On verra en e�et qu�on d�erivera toujours dans notre
cas une formule de ce type� Il est �a noter qu�on peut s�eparer dans cette formule l�in�uence
des di��erents termes �

� �p est l�erreur accidentelle particuli�ere �a chacun des points consid�er�e

� �p % KAkxk est une erreur syst�ematique sur la transformation� engendr�ee par l�erreur
de mesure sur les k points constituant la base image � �p est l�erreur sur l�origine� donc
la translation� et KAkxk est produit par la partie lin�eaire de la transformation�

Ceci souligne bien ce qu�on a �a gagner en pr�ecision en a�nant au maximumla transformation�

	�� Transformations a�nes

Comme pr�ec�edemment� on note n la dimension de l�espace consid�er�e �usuellement � ou ���
n%� points en situation g�en�erale sont alors n�ecessaires pour d�e�nir une base a�ne � le premier
point constitue l�origine� et les n autres points sont les extr�emit�es des vecteurs de base� On
d�e�nit donc une telle base Bmod pour le mod�ele dans laquelle on exprime les coordonn�ees
des points du mod�ele� Celui�ci �etant parfait� on peut travailler avec ces coordonn�ees sans
probl�eme� En ce qui concerne la sc�ene� la base est d�e�nie de la m	eme fa con par son origine
Os ! s�� et par les vecteurs de base ei ! si���s�� La matrice de passage de Bim�! Bmod� �a la
base image canonique BI s��ecrit donc tr�es simplementA ! e�� � � � en�� Regardons maintenant
l�erreur � �A ! �s� � �s�� � � � � �si�� � �s�� � � � �sn�� � �s��� D�o�u l�expression �

�s� �Os � �Ax ! �s� �s� �
nX
i��

xi�ei ! �s�
nX
i��

xi�si�� % �s�

�
�� %

nX
i��

xi

�

��



Ce qui donne en prenant le maximum sur les �si �

�al�x� � �p

�������� %
nX
i��

xi

�����% � %
nX
i��

jxij
�

La zone image compatible avec un point du mod�ele est donc caract�eris�ee par une erreur
maximum en norme de

�al � ��p �� % kxk�� �����

Il est �a noter qu�aucune supposition n�a �et�e faite sur la norme de l�erreur � celle�ci peut aussi
bien 	etre la norme L� que L�� Ces formules g�en�eralisent �a des dimensions sup�erieures les
formules d�eriv�ees par Grimson dans ���

	�	 Transformations rigides �D

A�n de ne pas alourdir les notations� toutes les normes seront dor�enavant des normes eucli�
diennes �norme L���

����� Invariant suppl�ementaire

Une telle transformation d�epend de � param�etres � deux pour la translation et un pour la
rotation� Deux points �� variables� sont donc n�ecessaires pour d�e�nir une base� Supposons
donc un appariement entre deux points du mod�ele �m��m�� et deux points de la sc�ene �s�� s���
Sachant qu�on mesure en fait 's� ! s�% �s� et 's� ! s�% �s� avec k�sik � �p� cet appariement
n�est plausible que si �

jk's� � 's�k � km� �m�kj � ��p

La distance entre les deux points consid�er�es est donc un invariant qui servira �a contraindre
la recherche des associations� Nous pr�eciserons ce point en �n de section�

����� M�ethode de calcul de la transformation

Etant donn�e qu�il n�existe pas en g�en�eral de transformation rigide exacte amenant les points
m	 et m� sur 's	 et 's�� la m�ethode consiste �a choisir aux moindre carr�es celle qui minimise
l�erreur de superposition� On recherche donc l�origine 'Os et la rotation 'A qui minimisent le
crit�ere

C ! k's� �Os �A�m� �Om�k� % k's� �Os �A�m� �Om�k�

On montre facilement que choisir les origines des rep�eres aux barycentres convient pour
minimiser l�erreur en translation � Om ! �m� % m���� et 'Os ! �'s� % 's����� la rotation 'A
�etant alors celle qui am�ene les points x� ! m� �Om et x� ! m� �Om sur la droite �'y�� 'y���
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����� Expression de �A

On peut d�ecomposer tout d�abord 'A en e�ectuant la rotation exacte A puis une rotation
d�ajustement # � 'A ! #A� L�erreur sur la rotation s��ecrit alors �A ! �#� Id�A et puisqu�une
rotation est de norme unit�e �en norme L��� on a � k�Ak ! k# � Idk� Calculer # �equivaut
simplement �a se placer dans le cas particulier o�u A ! Id� c�est��a�dire calculer aux moindres
carr�es la rotation entre les yi et les 'yi� Soit donc � l�angle de rotation de l�ajustement �

�A !



cos � � � � sin �

sin � cos � � �

�
d�o�u l�on tire �

��A�t �A !
�
�cos � � ��� % sin� �

� 
 � �
� �

�

La norme euclidienne d�une matrice A est kAk !
q
	�AtA�� si l�on note 	��� le rayon spectral

d�une matrice� i�e� sa valeur propre de norme la plus grande� On a donc dans notre cas �

k�Ak !
p
�
p
�� cos � �����

����� D�etermination de l�angle d�ajustement maximum �max

On remarquera tout d�abord que pour la rotation� on travaille en rep�ere barycentrique� c�est�
�a�dire sur les yi et 'yi� On a en particulier �y� % �y� ! �� L�erreur possible sur les yi est
k�y�k ! k�y�k ! �

�
k�s� � �s�k � �p� mais pour les autres points � k�yk ! k�s� �Osk � ��p�

L�angle �max est obtenu dans le cas de la �gure ��� �pourvu que km� �m�k 
 ��p��
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Figure ��� � Angle d�ajustement maximum pouvant 	etre obtenu par la transformation aux
moindres carr�es�

On a alors trivialement sin��max� ! ��p
km��m�k

d�o�u la borne exacte �

k�Ak �
p
�

vuuut� �
vuut� � ���p

km� �m�k�

Ceci donne apr�es un d�eveloppement limit�e �

�al � ��p

�
� %

kxk
km� �m�k

�
%O

�
�p

�
�

�����
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����	 Modi
cations de l�algorithme et heuristique

L�existence d�un invariant suppl�ementaire va nous permettre de r�eduire consid�erablement
la recherche des associations en utilisant tout simplement une table de hachage� En e�et� si
pr�ealablement �a la reconnaissance on pr�epare une table �unidimensionnelle� qui indexe toutes
les bases mod�ele en fonction de leur longueur compatible ��a plus ou moins ��p�� il su�t lors de
la reconnaissance d�examiner les bases images et en fonction de leur longueur� on r�ecup�ere
en temps constant les bases mod�eles pouvant convenir� On d�eroule ensuite normalement
l�algorithme d�alignement� avec bien s	ur la zone d�erreur pr�evue par la formule ���� Dans
le pire des cas� toutes les bases mod�eles sont compatibles avec toutes les bases image et la
complexit�e reste en O�Mm�n��� mais nous verrons que l�analyse du chapitre � nous permettra
de d�eterminer une complexit�e statistique inf�erieure�

La formule ��� fournit en m	eme temps une heuristique pour guider la recherche des
association � plus la longueur km� � m�k de la base est grande� plus la zone d�erreur est
faible� Or il est intuitif �mais cela sera d�emontr�e au chapitre �� que plus l�erreur est faible et
moins on a de chance de trouver des faux positifs � on dit que la base est plus s�elective� On
a donc int�er	et �a trier les bases possibles de l�image et �a les examiner dans l�ordre d�ecroissant
de leur longueur� Cette heuristique est d�ej�a connue et appliqu�ee� mais elle trouve ici un
fondement th�eorique�

	�
 Transformations rigides 	D

����� Invariants suppl�ementaires

Supposons l�appariement de � points mod�eles �m��m��m�� avec � points de la sc�ene �'s�� 's�� 's��"
il ne peut 	etre valide que si �

jk's� � 's�k � km� �m�kj � ��p

jk's� � 's�k � km� �m�kj � ��p

jk's� � 's�k � km� �m�kj � ��p

On dispose donc de � invariants qui permettront de r�eduire drastiquement le nombre
d�hypoth�eses d�appariement� par exemple gr	ace �a une indexation � choisissant � points de
la sc�ene� on obtient directement les groupes de � points mod�eles qui peuvent 	etre appari�es�
L�analyse de la probabilit�e de fausse association ou du nombre moyen d�hypoth�eses retenues
entre dans le cadre de l��etude men�ee au chapitre ��

����� M�ethode de calcul de la transformation

De m	eme que pour les transformations rigides �D� il existe rarement une transformation
exacte superposant les points �m��m��m�� et �'s�� 's�� 's��� On choisit donc �aux moindres
carr�es� l�origine 'Os et la rotation 'A qui minimisent le crit�ere

��



C ! k's� �Os �A�m� �Om�k� % k's� �Os �A�m� �Om�k� % k's� �Os �A�m� �Om�k�
Pour la translation� on montre facilement que le choix des origines aux barycentres convient�
mais contrairement au cas �D� on ne poss�ede pas de solution sous forme analytique pour
la rotation � on ne dispose que d�une m�ethode de r�esolution num�erique en utilisant les
quaternions �voir �� pp ��������� La m�ethode est d�evelopp�ee dans l�appendice A�

����� Expression de �A

Comme en �D� la d�ecomposition 'A ! #A permet de ramener le calcul de �A au cas &simple�
o�u A ! Id� On a alors �A ! 'A � Id ! sin ��(n % �� � cos ��(n� en utilisant la formule de
Rodrigues�� ce qui permet d��ecrire

k�Axk ! k�sin ��n�x% ��� cos ��n��n�x�k
Or �n�x� et n��n�x� sont orthogonaux d�o�u

k�Axk� ! sin� �kxk� sin��dn� x� % �� � cos ���kxk� sin��dn� x�
et par d�e�nition � k�Ak ! maxkxk�� k�Axk d�o�u

k�Ak !
p
�
p
�� cos � �����

On remarquera que cette expression est identique au cas bidimensionnel�

����� D�etermination de l�angle d�ajustement maximum �max

Puisqu�on est dans le cas particulier o�u A ! Id� on a xi ! yi� On utilisera de pr�ef�erence la
notation yi pour bien rappeler qu�on a �elimin�e la rotation A� sauf dans les cas d�invariants�

Comme dans le cas �D� on travaille pour la rotation dans les rep�eres barycentriques� mais
l�erreur sur les yi est un peu di��erente� Par exemple

k�y�k ! k�
�
�s� � �

�
�s� � �

�
�s�k � �

�
�p

On calcule de m	eme que

k�yik � �

�
�p ! �y

L�utilisation des rep�eres barycentriques nous permet aussi de d�e�nir deux plans vectoriels
orient�es de IR� P et 'P� contenant les points yi et 'yi� que l�on peut d�ecrire par les vecteurs
normaux n ! y��y� et 'n ! 'y��'y� �notations m et s dans l�appendice A��
Soit A� la rotation d�axe n�'n et d�angle �� ! �dn� 'n� � elle superpose les deux plans P et 'P�
D�ecomposons maintenant 'A en 'A ! A�A�� D�apr�es le corollaire � �Appendice A�� A� est une
rotation d�axe 'n� Comme 'A est une rotation d�ajustement� on supposera que tous les angles
sont faibles� ce qui permettra d�utiliser les d�eveloppements limit�es �a l�ordre � pour d�eriver
des bornes sur les angles �� et �� de A� et A�� On obtiendra �nalement une borne sur ��

�Voir appendice A
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Borne sur l�angle de la rotation A�

On note r� ! n�
n
kn�
nk

l�axe de la rotation et �� ! �dn� 'n� son angle� Remarquons d�abord que
comme on est en rep�ere barycentrique�

'n ! 'y��'y� ! 'y��'y� ! 'y��'y�

On peut donc �ecrire en d�eveloppant 'yi ! yi % �yi

'n ! n%
�

�
��y� � y����y� % �y� � y����y� % �y� � y����y�� %O��y

��

'n ! n % �n avec k�nk � �y
�

��X
i�j

kxi � xjk
�A %O��y

��

Il est alors facile de voir que l�angle �max
� est obtenu dans la situation de la �gure ����

On tire facilement sin �max
� � �y

P
i�j

kxi�xjk

� kx��x�k
�O���y� d�o�u �
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Figure ��� � Angle d�ajustement maximum pouvant 	etre obtenu par la transformation aux
moindres carr�es�

�max
� ! �y

P
i�j kxi � xjk
� kx��x�k %O���y� �����

Borne sur l�angle �� de la rotation A�

L�axe de rotation est 'n ! n% �n avec k�nk � O��y�� On peut donc �ecrire le vecteur unitaire
de l�axe

r� !
'n

k'nk !
n

knk %O��y�

Ceci permet de d�evelopper A� au premier ordre en supposant que �� reste faible �

A� ! I % sin ���(r� % ��� cos ���(r
�
� ! I % ��(r� %O�����

Comme on a la m	eme chose pour A�� on peut conclure

'A ! A�A� ! I % ��(r� % ��(r� %O���� �����

��



en notant O���� les termes du second ordre et plus� Le crit�ere �a minimiser devient alors

C !
X k�yi � ���r��xi � ���r��xik� %O����

D�ecomposons l�erreur �yi en une composante ��yi�x selon yi ! xi� une composante ��yi�t
orthogonale �a yi mais qui reste dans le plan P et une composante ��yi�n selon n� c�est��a�dire
orthogonale �a P� En se rappelant que r� ! �n�'n��kn�'nk et r� ! n�knk % O��y�� on scinde
le crit�ere �

C !
X

��yi�
�
x %

X
���yi�t � ��kxik�� %

X
���yi�n � ��kxik�� %O��y

��

Le minimum en �� est obtenu en d�erivant par rapport �a cette variable

�C

���
! �

X kxik ���yi�t � ��kxik� ! � 	 �� !

P kxik��yi�tP kxik� %O��y
��

On obtient donc la borne

�max
� ! �y

P kxikP kxik� %O��y
�� �����

Borne sur �A

L�expression de 'A au premier ordre est donn�ee par ���� On a donc

k�Ak ! k 'A� Ik ! k��(r� % ��(r�k%O����

Puisque r� et r� sont orthogonaux� on obtient directement

k�Ak �
q
��max

� �� % ��max
� �� %O��y

��

soit

�al�x� � � �p

�BB�� %
�kxk
�

vuuut�Pi�j kxi � xjk
��

� kx��x�k� %
�
P kxik��

�
P kxik���

�CCA %O
�
�p

�
�

������

����	 Analyse et domaine de validit�e de la zone d�erreur

Par abus de langage� on appellera &base� le triplet de points mod�eles �x�� x�� x�� exprim�e
dans le rep�ere barycentrique� Ce triplet forme un triangle dont les caract�eristiques sont les
suivantes �

� P�erim�etre � p !
P

i�j kxi � xjk
� Surface � S ! �

�k�x� � x����x� � x��k ! �
�kx��x�k

��



On a donc tr�es simplement

�max
� !

p

� S �y !
�y
r

!
� �p
� r

en notant r le rayon du cercle inscrit dans le triangle ���� La validit�e de cette borne est
donn�ee par �max

� 
 �� soit
�y 
 r ou �p 
 r

Ceci veut donc dire que la taille du cercle inscrit dans la &base� est un des param�etres �a
consid�erer pour e�ectuer notre heuristique de choix sur les bases� De plus� la formule n�est
plus valable �mais on peut dire que la base non plus� lorsque les ordres de grandeur de ce
rayon et de celui de l�erreur de mesure �p sont comparables�

En ce qui concerne �max
� � consid�erons kxik comme la mesure d�une variable al�eatoire� dont

on notera l ! �
P kxik��� la moyenne et �� la variance� La formule ��� s��ecrit alors �

�max
� ! �y

l

�� % l�
%O���y� �

�y
l

%O���y�

La formule �etant valable lorsque

�y 
 l ou �p 
 l

On remarquera que selon cette formule� le maximum d�erreur �a moyenne l constante est
obtenu pour � ! �� c�est��a�dire pour le triangle �equilat�eral puisqu�on est en rep�ere barycen�
trique� Ce r�esultat contre�intuitif doit 	etre temp�er�e par le fait que d�une part la moyenne
des distances au barycentre n�est pas un crit�ere de recherche convenable car il n�ecessite de
conna	
tre d�ej�a les trois points� et d�autre part les simulations num�eriques montrent que le
terme d�erreur �max

� reste born�e et a une in�uence tr�es faible sur l�erreur totale�

����� Validation statistique de la borne sur l�erreur

A�n de pouvoir appliquer correctement la formule ���� dans les algorithmes� on a besoin
de conna	
tre la pr�ecision de celle�ci par rapport aux erreurs r�eelles� On se focalisera ici sur
l�erreur due �a la rotation � �etant donn�e l�appariement de deux triplets de points en rep�ere
barycentrique �x�� x�� x�� et �'y�� 'y�� 'y��� on recherche la rotation 'A qui minimise l�erreur
de superposition aux moindres carr�es� L�erreur r�eelle sur la pr�evision du correspondant du
point x est alors k�A�xk ! �kxk puisque nous avons vu en ����� que ceci est lin�eaire en kxk�
C�est donc le facteur d�erreur � ! k�A�xk

kxk que nous allons tenter de caract�eriser par rapport au

facteur d�erreur pr�evu sur la rotation �prev ! �
��max� Observons � et �prev � ces deux variables

d�ependent du tri�edre de base et de la borne sur l�erreur de mesure �p� mais � d�epend en plus
des erreurs de mesure r�eelles �yi sur les points du tri�edre image et de la direction de x� point
dont on doit pr�evoir le correspondant� Le principe des statistiques pr�esent�ees en �gure ��� est
donc le suivant � on choisit au hasard � points pour former le tri�edre de base� et une borne �p
sur l�erreur de mesure� Ceci permet d�ej�a de calculer l�abscisse x � le facteur d�erreur pr�evu�
On perturbe ensuite le tri�edre un certain nombre de fois ����� dans notre cas�" pour chacune
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Figure ��� � Moyenne et maximum des facteurs d�erreur r�eels en fonction du facteur d�erreur
pr�evu�

des perturbations on calcule la transformation �A entre les deux tri�edres et on �echantillonne
le facteur d�erreur en calculant l�erreur sur un grand nombre d�x �ici ����� On obtient donc
pour un couple �tri�edre��p� un ensemble de ��� ��� mesures du facteur d�erreur � on a choisi
de tracer la moyenne et le maximum de cette population� Il reste �a varier la forme du tri�edre
et son �echelle par rapport �a l�erreur de mesure� ce qui est r�ealis�e en choisissant �� tri�edres
al�eatoirement� et pour chacun de ces tri�edres� �� valeurs de �p� On obtient en �n de compte
���� points repr�esentatifs du maximum et de la moyenne du facteur d�erreur�

Les points repr�esentant les maxima du facteur d�erreur sont relativement dispers�es� On
observera cependant l�encadrement

�prev

���
� �max � �prev

�

De plus� le maximumdes �max est obtenu pour �prev����� ce qui montre bien que la borne que
nous avons trouv�e est relativement serr�ee� En ce qui concerne la moyenne� on peut observer
une r�epartition tr�es group�ee autour de la droite de r�egression y ! x

������� Il semble donc le
facteur d�erreur pr�evu soit� �a un coe�cient pr�es� un des param�etres de la loi de �� A�n de

��



v�eri�er si la forme du tri�edre de base in�ue aussi sur cette loi� on a trac�e les densit�es de
probabilit�e empiriques de cette loi pour trois tri�edres di��erents �voir �g� �����

Densite de probabilite empirique du facteur d’erreur

equilateral

triedre 1

triedre 2

Y
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Figure ��� � Densit�e de probabilit�e empirique du facteur d�erreur r�eel pour trois triangles
de forme di��erente� Pour chacun des triangles� on calcule l�homoth�etie n�ecessaire pour que
l�erreur pr�evue soit de ���� et on applique la m�ethode de convolution par un noyau gaussien
pour obtenir des courbes a peu pr�es r�eguli�eres�

On s�aper coit en fait que si le mode de la distribution a une valeur plus grande pour le
triangle �equilat�eral� la queue de la distribution est pour sa part moins allong�ee� La position
du mode s�explique par le fait qu�apr�es l�homoth�etie qui ram�ene l�erreur pr�evue �a ����� les
triangles � et � sont beaucoup plus grands que le triangle �equilat�eral � la plupart des erreurs
ont donc une valeur relativement faible� mais de grosses erreurs peuvent toujours se produire�
Au contraire� pour le triangle �equilat�eral� toutes les erreurs sont concentr�ees autour du mode�
d�ailleurs peu di��erent de la moyenne�
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����� Utilisation pratique de la borne sur l�erreur

La m�ethode que nous avons d�evelopp�ee jusqu�ici vise l��elimination de tous les faux n�egatifs
en n�oubliant aucun point pouvant 	etre appari�e� L�inconv�enient majeur de la prise en compte
d�une borne sur l�erreur est la croissance rapide du nombre de faux positifs avec la taille de la
zone d�erreur par appariement de mauvais points situ�es par hasard dans une zone d�erreur�
Au niveau de l�utilisation� il y a donc un �equilibre �a r�ealiser entre les deux tendances� Le
fait qu�il y ait un facteur de �� � entre la borne statistique trouv�ee sur l�erreur �voir ���� et
la borne pr�evue sugg�ere l�application d�un coe�cient d�ajustement sur la taille de la zone
d�erreur pr�evue� On a trac�e �a cette �n un abaque statistique de la proportion des points r�eels
inclus et exclus de la zone d�erreur pond�er�ee �Fig� �����

Coefficiant d’ajustement de l’erreur prevue
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Figure ��� � Proportion de points r�eels soumis �a l�erreur inclus ��a gauche� et exclus ��a droite�
de la zone d�erreur pond�er�ee par le coe�cient en abscisse� Les statistiques sont r�ealis�eees
avec ��� tri�edres al�eatoires� ��� perturbations par tri�edre et ��� points par perturbation�

Si l�on recherche une reconnaissance �a ��) des points du mod�ele� on peut ainsi se per�
mettre dans notre cas &d�oublier� un point sur ���� ce qui �equivaut �a une reconnaissance �a
��)� et gagner ainsi un facteur � environ sur la taille de l�erreur �a prendre en compte� ce qui
conduit �a un nombre de faux positifs tr�es nettement r�eduit �voir chapitre ���

���� D�erivation d�une heuristique

Le probl�eme que l�on se pose maintenant est de classer les C�
s ! O�s�� tri�edres possibles de

la sc�ene par ordre croissant d�erreur� En e�et� nous verrons au chapitre � que plus l�erreur
est faible� moins on a de chance de se tromper�
Puisque l�analyse th�eorique de la formule ���� n�a pas permis de r�esoudre ce probl�eme� on
est r�eduit �a le faire num�eriquement� Supposons deux points X� et X� du triangle connus�
formant le plus grand des c	ot�es� Le probl�eme est de savoir o�u choisir X� en priorit�e� Dans la
�gure ���� on a trac�e la surface des erreurs �max

� � �max
� et �max en fonction de la position de

X�� l�unit�e de longueur �etant kX��X�k
�y

! �kX��X�k
��y

�
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Figure ��� � Erreur maximum sur les angles� En haut de gauche �a droite �max
� et �max

� � en
bas la position de X� et X� par rapport aux axes� et l�erreur totale �max�

Regardons tout d�abord �max
� � on trouve en fait deux minimums de l�erreur � l�un est

obtenu pour X� ! �X�%X����� et l�autre pour le triangle �equilat�eral� Si le premier minimum
parait curieux� le second est tout �a fait satisfaisant et contredit l�interpr�etation &statistique�
de la formule ���� La seconde remarque concerne les valeurs prises par ce terme � elles varient
de � environ aux minimums �a ���� au maximum �l�unit�e �etant la longueur du plus grand
c	ot�e�� Ce terme est en fait pratiquement constant� Ceci se retrouve bien dans l�analogie
des surfaces de �max

� et �max� surfaces entre lesquelles on ne peut d�eceler �a l�oeil qu�une
translation verticale� L�analyse de �max est donc �a peu de chose pr�es celle de �max

� � on
observe en particulier que la variation principale de l�erreur s�e�ectue selon l�axe x� c�est�
�a�dire selon la distance de X� �a la droite d�e�nie par X� et X�� les variations selon l�axe y�
parall�element �a la droite �X��X�� �etant pratiquement n�egligeables�

On a donc mis en �evidence deux param�etres � pour choisir deux points� on doit maximiser
la distance entre ces deux points� et pour choisir le troisi�eme� il faut s��eloigner au maximum
de la droite d�e�nie par les deux premiers� Il reste que cela ne nous permet pas de comparer
une base relativement aplatie mais un grand c	ot�e important et une base plus petite mais
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plus �equilat�erale � ces deux param�etres ne nous donnent qu�un ordre partiel sur les tri�edres�

����� Modi
cations de l�algorithme

La m�ethode brutale consiste �a indexer toutes les bases possibles des mod�eles dans une table
de hachage en fonction des invariants kx��x�k� kx��x�k et kx��x�k� puis lors de la recon�
naissance� on �enum�ere toutes les bases possibles de la sc�ene� et on les classe par erreur �max

croissante� Il su�t ensuite dans cet ordre de r�ecup�erer gr	ace �a la table de hachage les bases
mod�eles pouvant convenir et de d�erouler l�algorithme de v�eri�cation avec la zone d�erreur
pr�evue par la formule ����� Cette m�ethode a une complexit�e de O�n� log n� dans le pire des
cas �contre O�n�� pour l�algorithme normal�� mais elle devrait avoir une complexit�e moyenne
bien meilleure� Elle n�ecessite cependant O�n�� en stockage pour la liste tri�ee des bases de la
sc�ene� Il peut donc 	etre avantageux de se contenter de l�heuristique d�e�nie pr�ec�edemment�
pour chaque point de la sc�ene on recherche le second point par distance d�ecroissante� puis le
troisi�eme le plus �eloign�e possible de la droite�

	�� R�esum�e

Nous avons montr�e qu�en supposant une borne �p sur l�erreur de mesure des points images�
le rayon de la zone de recherche autour du point x est� sous des hypoth�eses raisonnables�
major�e par

�al � �p �� %KAkxk� %O���p�

o�u KA d�epend de la transformation que l�on doit trouver� Les cas simples des transformations
a�nes et rigides �D ayant permis de pr�esenter la m�ethode de calcul de la zone de recherche�
nous nous sommes ensuite concentr�es sur le probl�eme plus complexe des transformations
rigides �D � � points images et mod�eles sont n�ecessaires pour d�e�nir une telle transformation�
et ils procurent � invariants suppl�ementaires qui restreignent le choix des associations de bases
possibles� Ayant choisi � points images constituant une &base�� on pourra ainsi retrouver gr	ace
�a une table de hachage sur ces invariants les bases mod�eles compatibles� Pour chacune de
celles�ci� on calcule aux moindres carr�es la transformation rigide entre les deux triplets de
points �en passant par les quaternions� voir Annexe A� et on recherche dans l�image les
points susceptibles d�	etre appari�es aux points du mod�ele� Pour cela� on projette le mod�ele
dans l�image� et on a montr�e que la zone de recherche autour des points pr�evus doit 	etre
th�eoriquement de rayon �al

�al�x� � � �p

�BB�� %
�kxk
�

vuuut�Pi�j kxi � xjk
��

� kx��x�k� %
�
P kxik��

�
P kxik���

�CCA %O
�
�p

�
�

Les statistiques ont ensuite valid�e la qualit�e de cette borne puisque pratiquement� la
borne r�eelle est obtenue �a �

�
�al et l�erreur moyenne �a �al

����
� L�analyse de cette formule nous a

alors permis de d�eriver une heuristique guidant l�ordre de choix des �bases� image�
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L�int�egration du traitement de l�erreur dans l�alignement fournit donc plus qu�un cadre
th�eorique � un algorithme parfaitement utilisable� S�il est vrai que l�analyse de l�erreur est un
peu complexe� l�utilisation en est par contre tr�es simple et naturelle dans ce type d�algorithme�
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Chapitre 	

Hachage � Zone compatible dans

l�espace des invariants

On peut di��erencier deux techniques principales de hachage� Le hachage simple se propose
de retrouver les objets pr�esents dans la sc�ene gr	ace aux invariants� Pour cela� il su�t de
pr�eparer une table de hachage discr�etisant l�espace des invariants dans laquelle on indexe
les objets �a partir de leurs invariants� Lors de la reconnaissance� on calcule les invariants
pr�esents dans la sc�ene� et pour chacun d�entre eux la table de hachage donne l�acc�es direct
aux objets les poss�edant�

BM BI

� I

Bmod Bim

Tmod Tim

Apprentissage Reconnaissance

Figure ��� � Les coordonn�ees des primitives ne constituant pas la base sont identiques dans
Bmod et Bim si ces deux bases sont en correspondance�

Le hachage g�eom�etrique est plus ambitieux puisqu�il permet �egalement de retrouver le
positionnement de l�objet� Il repose sur le principe suivant � supposons qu�avec k primitives
du mod�ele on puisse d�e�nir une base Bmod� On peut d�e�nir de la m	eme fa con une base
image Bim avec k primitives de la sc�ene� Si maintenant les primitives choisies pour former
ces bases se correspondent � �a � entre mod�ele et sc�ene� les bases Bmod et Bim se correspondent
aussi� ce qui d�etermine une transformation unique envoyant le mod�ele dans la sc�ene� et les
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coordonn�ees des autres primitives du mod�ele pr�esentes dans la sc�ene sont identiques dans
Bmod et Bim � ce sont des invariants �voir �g� �����
Il su�t donc de pr�eparer dans la table de hachage l�indexation des couples �mod�ele�base�
par les coordonn�ees des autres primitives du mod�ele� et lors de la reconnaissance� pour
chaque base examin�ee on vote pour le couple poss�edant une primitive �a l�endroit d�e�ni par
les coordonn�ees des primitives de la sc�ene� Le vote comptabilise le nombre de primitives
appari�ees� ce qui fournit directement l�estimation de la qualit�e de l�appariement de la base
sc�ene choisie avec les di��erents couples �mod�ele� base� possibles�
Le point important sur lequel repose le hachage est la s�eparation des calculs d�invariants
entre le mod�ele et la sc�ene� En particulier� on ne peut plus comme pour l�alignement calculer
directement la transformation amenant le mod�ele dans la sc�ene �aux moindres carr�es par
exemple� � il faut imp�erativement passer par la d�e�nition d�une base mod�ele Bmod et d�une
base image Bim�

Pla cons nous maintenant dans le cas d�un sous�ensemble des transformations a�nes con�
cernant des points et supposons d�e�nies ces bases� La d�e�nition de Bim fournit directement la
matrice de passage de Bim �a BI sous la forme A ! e�� � � � en� et l�origine Os de Bim � Lors de
la reconnaissance� on a les coordonn�ees des points images si dans BI et on veut obtenir leurs
coordonn�ees xi dans Bim a�n de voter pour les couples �mod�ele�base� poss�edant ces points�
Ceci revient �a r�esoudre Axi ! si�Os� On doit bien �evidemment faire la m	eme chose lors de
l�apprentissage pour pr�eparer la table de hachage� mais les points du mod�ele �etant suppos�es
	etre exacts� la r�esolution est imm�ediate� Les points images �etant eux soumis �a l�erreur� le
syst�eme devient

�A% �A��x% �x� ! s% �s�Os � �Os

Il nous faut trouver une borne sur k�xk a�n de n�oublier lors du vote aucun point pouvant
	etre correct� On obtient facilement �

�x ! �A% �A��� ��s� �Os � �A�x�

soit �
�gh ! maxk�xk � k 'A��k k�y � �A�xk ! k 'A��k �al�x� �����

La zone d�erreur dans l�espace des invariants est donc simplement la transform�ee de la zone
de recherche pour l�alignement� Il est �a noter que le �al employ�e ici est celui obtenu en passant
par la d�e�nition des bases et non pas directement par la r�esolution aux moindres carr�es�


�� Traitement de l�erreur

Dans l�algorithme id�eal� voter pour un point signi�e voter pour les bases index�ees par une case
de la table de hachage� Avec l�introduction de l�erreur� il est plus que probable que la zone
compatible avec un point d�epasse les limites d�une case� Il va donc falloir voter avec toutes les
cases intersectant cette zone� Il y a deux possibilit�es pour r�ealiser ceci � on peut tout d�abord
conserver la table de hachage id�eale et voter lors de la reconnaissance avec toutes les cases
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intersect�ees par la zone compatible " cette approche est celle de �� ��� L�inconv�enient majeur
de cette m�ethode est l�accroissement de la complexit�e lors de la reconnaissance puisqu�il y a
un vote multiple par point image et qu�il faut de plus calculer les cases de la table intersect�ees
par la zone compatible� On conserve par contre la complexit�e en place de la table de hachage�

A�n de pallier �a ces d�efauts� on peut reporter le traitement de l�erreur dans le pr�etraite�
ment �phase d�apprentissage� et prendre en compte l�erreur directement dans la table de
hachage en indexant pour chaque point les cases intersect�ees par la zone compatible ��� Il
ne reste plus lors de la reconnaissance qu��a voter ponctuellement comme pour l�algorithme
id�eal� On conserve ici la complexit�e de la phase de reconnaissance� Ce type de traitement�
s�il appara	
t 	etre le meilleur� n�est toutefois pas toujours possible �voir �������


�� Zone de compatibilit�e

Les invariants que nous aurons �a traiter par le hachage simple �etant d�ej�a pourvus de leur
zone d�erreur� on ne s�occupera ici que du hachage g�eom�etrique�

����� Transformations a�nes

Rappelons que si n est la dimension de l�espace consid�er�e� n%� points en situation g�en�erale
sont n�ecessaires pour d�e�nir une base a�ne � le premier point constitue l�origine� et les n
autres points sont les extr�emit�es des vecteurs de base� On a alors d�apr�es ���

k�y � �A�xk � �al � ��p �� % kxk��

d�o�u
�gh ! �k 'A��k�p�� % kxjj�� �����

Cette formulation de la zone d�erreur montre clairement que l�on ne peut pas ici traiter
l�erreur lors de l�apprentissage puisque la zone de compatibilit�e d�epend de la transformation
image 'A� donc de la base image choisie� Une solution �a ce probl�eme est de ne consid�erer que
les transformations v�eri�ant k 'A��k � S en arguant du fait que les bases ne v�eri�ant pas
ce crit�ere sont celles dont les vecteurs de base sont trop courts ou presque colin�eaires� On a
alors �

k�xk � S�al�x�
Il para	
t toutefois peu judicieux de pr�eparer la table de hachage avec une borne aussi large
sur l�erreur� il vaut encore mieux calculer k 'A��k lors de la reconnaissance�

La m�ethode que nous proposons maintenant permet une prise en compte de l�erreur lors
de l�apprentissage � il s�agit de rajouter une dimension �a la table de hachage �et ceci aux
d�epens du co	ut de stockage de cette table�� laquelle indexe k 'A��k� On peut alors indexer
les baquets concern�es du plan k 'A��k ! C te en utilisant comme valeur de l�erreur la formule
���� Le pas de discr�etisation selon cette nouvelle dimension doit 	etre adapt�e �a la distribution
des valeurs de k 'A��k de fa con �a ce que la probabilit�e de se trouver dans chacun des plans
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soit �equiprobable� Il faut bien noter qu�il ne s�agit pas d�une dimension discriminante� mais
simplement d�une indexation vers la table de hachage qui poss�ede un traitement de l�erreur
adapt�ee � chaque couple �mod�ele� base� index�e dans la table normale par un point est ici
index�e par une droite parall�ele �a l�axe k 'A��k �et en fait par un c	one puisque le nombre de
buckets concern�es augmente au long de cet axe��

����� Transformations rigides �D

Nous savons d�ej�a gr	ace �a ��� que deux points sont n�ecessaires pour d�e�nir une base et que
la distance entre ces deux points est un invariant suppl�ementaire ayant une zone d�erreur de
rayon ��p� Pour l�alignement� nous avions choisi de calculer la transformation aux moindres
carr�es entre les � points mod�eles et les � points images� Ceci revenait �a �xer l�origine des
bases translat�ees aux barycentres� et choisir la rotation qui aligne �x�� x�� et �'y�� 'y��� La zone
de recherche �etait alors caract�eris�ee par un rayon

�al � ��p

�
� %

kxk
km� �m�k

�
%O

�
�p

�
�

Pour le hachage g�eom�etrique� il nous faut passer par la d�e�nition d�une base mod�ele
Bmod et d�une base image Bim� On s�aper coit facilement que si l�on choisit comme origine le
barycentre et comme axe principal l�axe des deux points on obtiendra une transformation
identique �a la transformation aux moindres carr�es� En formalisant ceci� la fonction qui d�e�nit
une base �a partir de deux points s��ecrit �

B�z� t� !
�
O !

z % t

�
" e� !

t� z

kt� zk " e� !
�t� z��

kt� zk

�

o�u le signe � signi�e orthogonal dans le sens direct�
On peut donc utiliser la borne �al sur l�alignement et comme pour une transformation rigide
k 'Ak ! k 'A��k ! �� on obtient

�gh � ��p

�
� %

kxk
km� �m�k

�
%O

�
�p

�
�

�����

Puisque toutes les variables dans la formule ��� ne d�ependent que du mod�ele� il n�y a cette
fois ci aucun probl�eme pour pr�eparer la table de hachage avec l�erreur lors de l�apprentissage�
Par contre� il faut prendre en compte l�invariant suppl�ementaire de &longueur de base�� ce
qui am�ene �a une table de hachage de dimension ��

����� Transformations rigides �D

D�e�nition de la base

Il faut trois points pour d�e�nir une base� et cela fournit � invariants suppl�ementaires� par
exemple la distance entre chacun des points pris deux �a deux ������ Il reste �a trouver une
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m�ethode pour d�e�nir une base �a partir de ces trois points� et l�on voudrait si possible que�
comme dans le cas �D� la superposition des bases mod�eles et sc�ene corresponde �a la trans�
formation aux moindres carr�es� Le choix de l�origine au barycentre et d�un axe orthogonal
au plan des trois points est �evident� En e�et� la translation aux moindres carr�es am�ene
le barycentre des points mod�ele sur celui des points image� et d�apr�es le corollaire � de
l�appendice A� la rotation aux moindres carr�es am�ene les axes orthogonaux aux deux triplets
de points l�un sur l�autre� Par contre� le choix des deux derniers axes dans le plan des trois
points est un probl�eme non r�esolu �a l�heure actuelle �et sans doute non soluble��
On doit donc choisir d�autres axes de telle sorte que l�erreur �nale soit la plus faible possi�
ble� Il appara	
t que la direction du plus grand des c	ot�es du tri�edre form�e par les points est
relativement stable� le dernier axe �etant pris de fa con �a compl�eter le tri�edre direct formant
la base� La fonction d�e�nissant une base �a partir de trois points ordonn�es de telle sorte que
kb� ak � kc� bk � kc� ak est la suivante

B�a� b� c� !
�
O !

a% b% c

�
" e� !

�a�O���b�O�

k�a�O���b�O�k " e� !
b� a

kb� ak " e� ! e��e�

�
Lors de la pr�eparation de la table de hachage� on fera toutefois attention que si deux voire
trois c	ot�es ont des longueurs compatibles� i�e� ont des longueurs �egales �a ��p pr�es� il y a deux
ou trois ordonnancements possibles des points� c�est �a dire deux ou trois bases di��erentes �a
indexer� Cette pr�ecaution permettra de ne pas se poser ces questions lors de la reconnaissance�

D�erivation de la borne sur l�erreur

Il nous faut reprendre le calcul de �al puisque la m�ethode utilis�ee n�est plus la m	eme qu�au
x������ Cependant� la majeure partie du calcul est identique� seul le calcul de l�angle maximum
�max
�� de la rotation A�� est di��erent� En e�et� l�alignement des axes orthogonaux aux plans

des points mod�eles et images est �equivalent �a la rotation A�� et les autres consid�erations ne
d�ependent pas de la m�ethode�

Rappelons que l�angle de la rotation A�� est donn�e directement par l�angle entre les
vecteurs e��y� et e��'y�� c�est �a dire selon les notations du x����� entre y� � y� ! s� � s� et
'y� � 'y� ! s� � s� % �s� � �s�� L�angle maximum se calcule donc tr�es simplement d�apr�es la
�gure ��� �

�max
�� !

��p
kx� � x�k %O���p� !

��p
maxi�j kxi � xjk %O���p�

La borne sur �A �etant toujours la m	eme� on tire

k�Ak �
q
��max

� �� % ��max
�� �� %O��p

��

Soit puisque k 'A��k ! �

�gh�x� � � �p

�BB�� % kxk

vuuut�� Pi�j kxi � xjk
��

� kx��x�k� %
�

maxi�j kxi � xjk�

�CCA%O
�
�p

�
�

�����
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Figure ��� � Angle d�ajustement maximum �max
�� pouvant 	etre obtenu�

Comparaison des m�ethodes � moindres carr�es contre d�e�nition de bases

Le seul terme qui change dans la formulation de l�erreur est �max
� que l�on remplace par �max

�� �
On peut donc se contenter de comparer les valeurs de ces termes� Reprenons pour cela le
principe de la �gure ��� � on trace �max

� et �max
�� en fonction de la position du point X�� le

plus grand c	ot�e �etant X��X��� et l�unit�e de mesure kX��X�k
�p

��gure �����
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Figure ��� � Erreur maximum sur les angles �max
� et �max

�� � En haut �max
� � et en bas �max

�� �

En fait� �max
�� est �a un facteur � pr�es l�unit�e de mesure� et on s�aper coit que la m�ethode

par d�e�nition de base est meilleure� On a toutefois l�encadrement

�max
�� � �max

� � �

�
�max
��

et quand on se rappelle l�in�uence minime du terme �max
� par rapport �a �max

� � on se rend
compte que les deux m�ethodes sont tr�es proches�
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Algorithme

Comme en deux dimensions� on doit inclure les invariants suppl�ementaires dans la table de
hachage� ce qui produit ici une table de dimension �� et il n�y a aucun probl�eme pour traiter
l�erreur lors de la pr�eparation de cette table� On ne doit cependant pas oublier d�indexer les
di��erentes bases possibles avec un m	eme tri�edre si plusieurs c	ot�es sont compatibles�


�	 Discr�etisation de l�espace des invariants

����� Hachage simple

Les invariants que nous avons �a traiter en hachage simple sont la &longueur de base� dans le
cas des transformations rigides �D ou la longueur des c	ot�es du tri�edre de base dans le cas
�D� Tous ces invariants ont une borne �xe sur l�erreur� en l�occurrence �l ! ��p� Le probl�eme
que l�on se pose ici est de trouver une discr�etisation adapt�ee pour la table de hachage� Les
invariants �etant ind�ependants� nous nous contenterons d��etudier le cas d�un seul invariant l�
la table poss�edant alors une seule dimension� Il su�t pour plusieurs invariants de prendre le
produit cart�esien des tables de hachage�

Soit L ! lmax � lmin la taille de la table de hachage et supposons une discr�etisation
constante de pas hl� La longueur compatible avec un invariant �etant de diam�etre ��l� le
nombre nl de cases intersect�ees par la zone d�erreur est dans notre cas�

� �l
hl


� nl �

�
� �l
hl


% �

En fait� le param�etre qui nous int�eresse plus sp�eci�quement est l��etalement d�un invariant�
c�est �a dire la proportion de la table de hachage qui indexe cet invariant � plus l��etalement
est faible� moins on a de chances de voter pour celui�ci avec un point pris au hasard� C�est
en quelque sorte l�oppos�e de la s�electivit�e� On notera par la suite  ce param�etre�
L��etalement minimal est obtenu en consid�erant une table de hachage continue � 	l ! � �l

L
�

Avec la discr�etisation de la table� on obtient

hl
L

�
� �l
hl


� l !

nlhl
L

� hl
L

�
� %

�
� �l
hl

�
ce qui s�encadre par

	l � l � 	l % �
hl
L

Ces formules appellent plusieurs remarques �

� Si le pas de hachage est grand devant le diam�etre de la zone d�erreur hl � � �l� alors
on a l � �hl

L
� Cette majoration est irr�eductible car on peut toujours placer l�erreur

au bord d�une case et impliquer ainsi deux cases dans l�indexation� L�avantage est une
place m�emoire relativement faible pour la table� et un nombre de cases �a indexer par
invariant plafonn�e �a deux� La contrepartie est un �etalement non minimal� donc un
nombre sans doute �elev�e de faux positifs�

��



� Si le pas de hachage est tr�es faible devant l�erreur hl 
 �l� on a l � 	l � L�e�et de la
discr�etisation est amorti au niveau de l��etalement� mais le nombre d�indexations par
invariant peut 	etre �elev�e et surtout la complexit�e en place de la table est accrue�

� L�algorithme id�eal utilise une case par indexation� donc l !
hl
L
� Ceci montre que si

l�on ne prend pas en compte l�erreur dans l�algorithme� non seulement des faux n�egatifs
peuvent se produire� mais aussi des faux positifs *

Il y a donc un compromis �a faire entre la place m�emoire de la table et la perte de
s�electivit�e� En fait� les gains sur l��etalement devenant faibles pour hl d�ecroissant en dessous
de �l�� ou �l��� il semble que le choix de hl  �l soit �equilibr�e� Toutefois� dans le cas o�u l�on
traite l�erreur �a la reconnaissance� le choix de hl ! ��l permet de d�eterminer tr�es simplement
la deuxi�eme case �a faire voter par un test de position de l�invariant image par rapport au
centre de la case o�u il se trouve�

����� Hachage g�eom�etrique

En reprenant la formule g�en�erique ��� on peut �ecrire

�gh�x� ! �p�� %KAkxk�k 'A��k%O���p�

Cette formulation englobe tous les cas que nous avons vus� La table de hachage n�est plus ici
unidimensionnelle � soit n sa dimension et V son volume� Le volume compatible avec un point
de l�espace est une sph�ere centr�ee en ce point de diam�etre � �gh� que l�on peut envelopper
dans un pav�e de c	ot�e � �gh�
On voudrait obtenir comme dans le cas du hachage simple une taille des cases de l�ordre de
quelques fractions du volume de la sph�ere ou du pav�e d�erreur� Le probl�eme majeur est que
�gh d�epend de kxk et que ceci n�est pas s�eparable selon chacune des coordonn�ees � si le pas de
hachage est ind�ependant selon chaque axe� les cases proches d�un axe auront in�evitablement
une taille plus faible que les cases �eloign�ees de tous les axes� m	eme �a norme kxk �egale� Il
faudrait une discr�etisation telle que la taille des cases d�epende uniquement de kxk� Comme
nous ne savons pas faire cela de fa con simple� et le but de la table de hachage est quand m	eme
de gagner du temps� nous nous contenterons d�une discr�etisation ind�ependante et identique
selon chaque axe� mais d�ependante des coordonn�ees � le pas selon l�axe i est h�xi�� Une
majoration grossi�ere du nombre de cases intersect�ees par la zone compatible est en utilisant
le pav�e englobant

ngh�x� �
nY
i��

��
� �gh�x�

h�xi�

�
% �

�
L��etalement est donc major�e par

gh�x� � ngh�x�
Qn

i�� h�xi�

V
A�n de ne pas trop perdre en �etalement� il serait int�eressant que le plus grand c	ot�e d�une

case centr�ee en x soit inf�erieur �a �gh�x�� mais le moins possible pour ne pas perdre en place�
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A norme constante� la plus grande coordonn�ee est obtenue si le point est sur un axe� par
exemple x ! �z� �� � � ���� On cherche donc h�z� tel que �

h�z� � �al�z � �� �� � � � ��� ! �p�� %KAz�k 'A��k �����

Examinons maintenant la mani�ere de discr�etiser un axe � soient z	 ! �� z�� � � � zN les valeurs
fronti�eres positives des buckets selon l�axe des z� Le choix de zi ! k i conduit �a un pas de
hachage h�z� ! k� ce qui nous l�avons vu ne convient pas� Le choix zi ! k i� produit un pas
moyen de hi ! � k i� soit h�z� � �

p
k z� Il reste �a r�egler le param�etre k � l�in�equation ��� se

r�e�ecrit
h�z� ! �

p
k z � �p�� %KA z�k 'A��k

en notant � ! ��pk 'A��k� pour les calculs� on obtient

z�
�K�

A

�

�
% z

�
KA � k

�

�
% � � �

On est s	ur que ceci est v�eri��e pour tout z si le d�eterminant est n�egatif ou nul� or

+ !
k

�

�
k

�
� �KA

�

Comme il vaut mieux choisir k maximum pour minimiser la taille de la table de hachage� il
su�t de prendre + ! �� soit �

k ! � ��pKAk 'A��k� �����

En ce qui concerne les transformations rigides� il faut encore rajouter les dimensions
correspondant aux invariants suppl�ementaires trait�es par hachage simple� A�n de clari�er
ceci� nous allons prendre un exemple pour les transformations rigides �D�

����� Exemple � transformations rigides �D

La zone compatible a un rayon de �gh ! � �p
�
� % kxk

m

�
%O���p� en notant m ! km��m�k la

longueur de la base� dont l�erreur maximum est de � �p� On choisit tout d�abord un pas de
discr�etisation selon l�axe m de hm ! �p� Dans chaque tranche m ! C te de la table� on doit
ensuite discr�etiser selon les deux axes des coordonn�ees des points� Pour cela� calculons k �
on a KA ! ��m et k 'A��k ! �� ce qui donne

k !
���p
m

En ce qui concerne la valeur de m dans cette formule� on choisira la valeur sup�erieure dans
la tranche� c�est �a dire 	m !

l
m
hm

m
hm !

l
m
�p

m
�p�

A titre d�indication� on a trac�e dans la �gure ��� un mod�ele d�ordinateur et la tranche
de la table de hachage correspondant �a la base indiqu�ee en gras� L�erreur de mesure �p sur
les points de l�image a �et�e �x�ee �a � pixels pour permettre la lisibilit�e de la �gure�

��



Figure ��� � A droite� une image ���,���� La base est indiqu�ee en gras� A gauche� la tranche
de la table de hachage correspondante � �p ! �� m ! ���� k ! ������ L�unit�e de mesure est
le pixel�


�
 R�esum�e

Nous avons tout d�abord remarqu�e que le hachage g�eom�etrique n�ecessitait la d�e�nition de
bases mod�ele et image� alors qu�on pouvait pour l�alignement d�eterminer directement la
transformation� On a ensuite montr�e que si l�on note �al le rayon de la zone de recherche pour
l�alignement par la m�ethode de d�e�nition des bases� on pouvait d�e�nir la zone compatible
dans l�espace des invariants� par son rayon

�gh ! k 'A��k �al
o�u 'A est la matrice de passage de la base image choisie �a la base image canonique�

Il existe alors deux mani�eres de traiter l�erreur � lors de l�apprentissage� en indexant
la table de hachage avec ces zones� ou �a la reconnaissance� en votant avec ces zones� Les
transformations a�nes procurent un exemple o�u il n�est pas possible de pr�eparer la table
avec l�erreur� �a cause du facteur k 'A��k qui d�epend de la base image choisie� sauf si comme
nous le proposons on rajoute une dimension suppl�ementaire �a la table qui indexe justement ce

�On rappelle qu�il est constitu�e des coordonn�ees des points exprim�ees dans la base d�e�nie et des invariants
relatifs �a cette base�
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facteur� Les transformations rigides �D ont quant �a elles pos�e le probl�eme de la d�e�nition de
la base� En e�et� nous ne connaissons pas de m�ethode pour d�e�nir les bases images et mod�ele
qui corresponde �a la transformation aux moindres carr�es� Il a donc fallu �etablir la d�e�nition
d�une base� et la m�ethode s�est av�er�ee 	etre tr�es l�eg�erement meilleure que les moindres carr�es
au niveau de la borne sur l�erreur� Il faut cependant noter que cela n�implique en aucun cas
la sup�eriorit�e en ce qui concerne l�erreur moyenne� Nous avons alors obtenu la borne

�gh�x� � � �p

�BB�� % kxk

vuuut�� Pi�j kxi � xjk
��

� kx��x�k� %
�

maxi�j kxi � xjk�

�CCA%O
�
�p

�
�

Nous avons ensuite adress�e le probl�eme de la discr�etisation de l�espace des invariants
dans le cas du hachage simple� o�u la borne constante sur l�erreur est parfaitement en accord
avec un pas de discr�etisation constant� puis pour le hachage g�eom�etrique o�u la borne d�epen�
dant de la position x nous a amen�e �a d�evelopper une discr�etisation de pas non constant par
une m�ethode relativement simple et enti�erement automatisable� L�exemple pr�esent�e concer�
nant les transformations rigides �D montre d�ailleurs une ad�equation tr�es correcte des zones
d�erreur avec la taille des cases de la table�

Encore une fois� le cadre th�eorique d�evelopp�e est tout �a fait applicable et fournit par
ailleurs des r�eponses int�eressantes et in�edites �a des probl�emes comme la discr�etisation de la
table de hachage qui sont somme toute assez peu �etudi�es�
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Chapitre 


Probabilit�e de fausse alarme et

complexit�e moyenne

Nous avons vu jusqu��a pr�esent le calcul des zones d�erreur �ou de compatibilit�e� des primi�
tives g�eom�etriques et les modi�cations que cela apporte aux algorithmes d�alignement et de
hachage� La contrepartie de la prise en compte de l�erreur est la possibilit�e de &conspirations��
c�est �a dire de reconnaissances fant	omes� Celles�ci ont di��erentes causes �

� On consid�ere une borne sur chacun des points qui prend en compte l�erreur syst�e�
matique sur la transformation� mais de fa con ind�ependante� Or cette erreur est bien
�evidemment corr�el�ee sur tous les points d�un mod�ele � ils seront tous d�ecal�es &dans
le m	eme sens�� Comme cette corr�elation n�est pas v�eri��ee lors de la reconnaissance�
un certain nombre de points dans l�image peuvent tomber par hasard dans les zones
compatibles relatives �a une base et ainsi donner l�illusion que le mod�ele est pr�esent�
Une �etape de v�eri�cation apr�es la reconnaissance s�impose donc� non seulement pour
a�ner la transformation� mais aussi pour v�eri�er qu�avec cette transformation cens�ee
	etre pr�ecise� l�erreur sur les points reconnus ne d�epasse pas l�erreur de mesure possible�
Les faux positifs proviennent ici du fait que les algorithmes n�exploitent pas� et ne
peuvent pas exploiter pour des raisons de complexit�e� les corr�elations entre les points
de l�image�

� On travaille souvent avec des points parce que c�est plus facile que de travailler directe�
ment sur les primitives r�eelles� Par exemple� si l�on s�occupe d�objets polygonaux� on
utilisera les sommets pour la reconnaissance� et on v�eri�era ensuite les ar	etes� Il est
ainsi possible de reconna	
tre un hexagone l�a o�u il y a une �etoile r�eguli�ere �a � branches�
Seule l��etape de v�eri�cation fera la di��erence� Les faux positifs sont dus dans ce cas �a
la sous�exploitation des donn�ees lors de la reconnaissance�

Le but de ce chapitre est d��etudier d�un point de vue probabiliste la fr�equence de ce
ph�enom�ene� Nous verrons ainsi que si dans certains cas les faux positifs sont extr	emement
rares� et l��etape de v�eri�cation presque inutile �algorithme id�eal�� le plus souvent l�alignement
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ou le hachage g�eom�etrique e�ectue seulement un �ltrage de l�arbre d�interpr�etation� Le nom�
bre d�hypoth�eses d�appariement �a v�eri�er en sortie est alors crucial pour d�eterminer la com�
plexit�e moyenne� En�n� il se peut que ces algorithmes soient tout simplement ine�caces� et
l�on a int�er	et dans ce cas soit �a consid�erer des mod�eles probabilistes ���� ��� ����� soit �a
utiliser d�autres algorithmes plus co	uteux au niveau complexit�e� mais peut 	etre plus pr�ecis�

��� Etalement statistique moyen

Le principe de l�analyse est le suivant � nous allons tout d�abord calculer la probabilit�e qu�un
point au hasard tombe dans une zone d�erreur relatif �a une base� puis la probabilit�e qu�un
certain nombre de points tombent dans des zones toujours relatives �a une seule base� Selon
le crit�ere d�acceptation choisi �fraction des votes ou nombre de votes sup�erieurs �a un seuil�
nous pourrons alors d�eterminer la probabilit�e d�acceptation d�une association relativement
�a une base� Ceci permettra de d�eriver le nombre moyen d�associations accept�ees� et donc le
nombre moyen d�hypoth�eses �a v�eri�er�

Le premier probl�eme qui se pose est �qu�est�ce qu�un point pris au hasard ��

Une hypoth�ese raisonnable est de consid�erer une image poss�edant n points al�eatoirement
r�epartis de fa con uniforme� Cela convient tout �a fait pour l�alignement puisqu�on travaille
dans l�espace image� Par contre� pour la hachage il faudrait calculer la loi de probabilit�e
induite dans l�espace des invariants� Nous aurions par exemple besoin de savoir pour les
transformations rigides �D quelle est la loi de la &longueur d�une base�� puis� ayant choisi �
points �al�eatoires suivant la loi uniforme dans l�image� pour former une base� nous devons
calculer la loi de probabilit�e d�un point dans cette base�
Supposons pour l�instant connue la densit�e de probabilit�e 	 de cette loi dans l�espace image
pour l�alignement �uniforme� ou dans l�espace des invariants pour le hachage simple et le
hachage g�eom�etrique� Le second probl�eme qui se pose est relatif �a la taille des zones de
compatibilit�e� Nous avons vu deux types de formulation pour le rayon de la zone d�erreur �

� Une borne constante du type �l ! � �p pour les invariants utilis�es en hachage simple�

� Une borne du type �al ! �p �� %KAkxk� ou �gh ! maxk�xk � k 'A��k k�y � �A�xk !
k 'A��k pour l�alignement et le hachage g�eom�etrique�

La probabilit�e qu�un point al�eatoire ayant une densit�e de probabilit�e 	 tombe dans la
zone Zx compatible avec le point x est donc d�e�nie en notant I�Zx� l�indicatrice de cette zone
par

p�x� !
Z
	�y�I�Zx��y�dy

Dans tous les cas� la probabilit�e p est d�ependante de x� c�est �a dire que la probabilit�e qu�un
point pris au hasard tombe dans une zone relative �a une base d�epend de la position des
points du mod�ele� A�n d�int�egrer ceci� il nous faudrait la distribution des points du mod�ele�
�quelles sont les hypoth	eses 	a faire sur les mod	eles ��

La r�eponse est di�cile �a donner tant les mod�eles peuvent varier du tout au tout en fonction
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des applications� Il serait en fait audacieux de faire des hypoth�eses g�en�eriques sur les mod�eles�
Regardons par exemple en imagerie m�edicale les mod�eles de cr	anes ou autres organes obtenus
par extraction des points extr�emaux sur les lignes de cr	ete ��� � les points sont �a peu pr�es
r�epartis dans un volume qui d�epend bien entendu des organes� Si par contre nous faisons de la
reconnaissance �D apr�es reconstruction de la sc�ene �a partir d�images �D� les points mod�eles
seront forcement r�epartis sur la surface� Il faudrait donc une �etude pr�ecise de l�application
pour pouvoir �emettre des hypoth�eses valables sur les mod�eles� De plus� nous avons jusqu��a
pr�esent �elud�e le probl�eme du hachage� mais dans ce cas �les zones pour le hachage

d�ependent de la discr�etisation de la table et le volume de la zone r�esultante n�est

pas connu de fa
con th�eorique��

En r�esum�e� nous pouvons dire que s�il est sans doute possible d�obtenir la distribution
des points dans l�espace des invariants induite par une distribution uniforme dans l�espace
image� l��etape qui met en jeu les zones d�erreur est trop li�ee aux mod�eles pour pouvoir
faire les calculs de probabilit�e de fa con th�eorique� En fait� il est beaucoup plus simple et
plus int�eressant d�obtenir la probabilit�e d�un vote dans une zone de mani�ere statistique �a
partir de la biblioth�eque de mod�eles� ou directement de la table de hachage� et ceci pour une
application donn�ee� On obtient ainsi un param�etre ' que l�on appellera �etalement moyen� Il
faut bien faire attention que ' ne correspond pas forcement �a la moyenne des �etalements des
mod�eles � il faut dans le cas du hachage prendre en compte la probabilit�e 	 dans l�espace des
invariants et l��etalement r�eel apr�es discr�etisation� Une �etude de ce probl�eme dans le cas des
transformations a�nes �D est pr�esent�ee dans ���

Nous consid�ererons dans la suite que ce param�etre a �et�e d�etermin�e pour l�application que
l�on voudra�

��� Probabilit�e d�acceptation d�une association

	���� Notations

Soit k le nombre de points n�ecessaires �a la d�e�nition d�une base� On consid�ere une biblio�
th�eque constitu�ee de M mod�eles de m points chacun� et on cherche �a reconna	
tre ces objets
dans une sc�ene constitu�ee de n points al�eatoires �loi uniforme��
On note ' l��etalement moyen obtenu par les statistiques sur la biblioth�eque� aussi bien pour
l�alignement que pour le hachage� On rappelle que ' est la probabilit�e qu�un point de la
sc�ene tombe dans une zone de compatibilit�e ind�etermin�ee mais unique�

	���� Traitement de l�erreur �a l�apprentissage et alignement

Un mod�ele ayant m points dont k sont utilis�es pour former la base� il reste m � k points
�a mettre en correspondance� Dans le cas de l�alignement il y aura donc m � k zones de
recherche dans la sc�ene et pour le hachage m� k zones de compatibilit�e indexant cette base
dans la table de hachage� La probabilit�e qu�un point de la sc�ene ne tombe dans aucune de
ces zones est �� � '�m�k� donc la probabilit�e qu�il tombe dans l�une au moins de ces zones
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et qu�il vote pour cette base est

p ! � � �� � '�m�k �����

La probabilit�e calcul�ee ci�dessus est celle qu�il y ait au moins un vote pour une paire
d	u �a un point �par rapport �a une base� image� On s�assurera par des m�ethodes appropri�ees
�compteur dans la paire ou s�eparation des aires se chevauchant dans la table de hachage�
qu�il n�y ait qu�un seul vote e�ectif par paire� ceci pour pr�eserver la justesse de l�algorithme�

	���� Traitement de l�erreur lors de la reconnaissance

Dans le cas d�une discr�etisation de pas constant pour la table de hachage� Lamdan et Wolfson
�� proposent l�analyse suivante �

� Chaque base a m� k entr�ees dans la table� La probabilit�e de voter pour une entr�ee est
� ! m�k

N
o�u N est le nombre de cases de la table�

� La zone avec laquelle on vote a un �etalement moyen de '� et recouvre en moyenne
b ! 'N cases de la table� On vote donc en moyenne b fois�

� La probabilit�e de ne voter aucune fois sur b pour une case indexant cette paire est
��� ��b� et donc celle de voter au moins une fois pour la paire consid�er�ee est �

pW ! � � �� � m� k

N
�b �����

	���� Equivalence des m�ethodes

Toujours dans le cas d�un pas de discr�etisation constant� on peut r�e�ecrire les probabilit�es ��
pW ! �� �� � ��N 
�

p ! �� �� � '�N� �����

Dans le cadre d�une utilisation normale de l�algorithme� le nombre de cases indexant une
base dans la table doit 	etre inf�erieur au nombre de cases de la table m� k 
 N " de m	eme�
le volume moyen d�une zone d�erreur doit 	etre inf�erieur au volume de la table ' 
 �� Dans
le cas contraire� il parait di�cile de pouvoir reconna	
tre quoi que ce soit� Ces pr�ecisions
autorisent les d�eveloppements limit�es en � et ' des formules ��� ��

pW ! N '� � � �N 
����

� � N 
��
� �� %O����

p ! N '� � � �N 
����

� � N 
��
� '� %O�'��

La di��erence relative des probabilit�es est alors �

pW � p

pW
!

� � '

�
%O��� % '�� �����
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ce qui montre que ce sont quasiment les m	emes probabilit�es� Dans le cas o�u N� ! m�k � �
et N ' ! b� �� on a m	eme identit�e des probabilit�es �a l�ordre �

pW ! p ! �m� k�'��� �m� k�'

�
� %O�'�� �����

Dans le cas o�u la table de hachage a un pas de discr�etisation non constant� il su�t de
remarquer qu�on peut toujours rediscr�etiser la table de hachage avec un pas constant bien
choisi pour faire notre analyse� On peut donc conclure que
Sous des hypoth	eses tr	es peu restrictives� la probabilit�e qu�un point pris au

hasard dans la sc	ene vote pour une base est

p ! �� �� � '�m�k ! '�m� k��� � �m� k�'

�
� %O�'��

	���	 Probabilit�e d�acceptation d�une association

Crit	ere d�acceptation

On accepte l�association d�une base mod�ele et d�une base image si elle met plus de � points
en correspondance� On peut �egalement �ecrire  ca comme la fraction des votes sur le nombre
maximum de votes sup�erieure �a un seuil � �x�e �� ! 	

m�k �� ce qui est plus raisonnable si le
nombre de points par mod�ele n�est pas constant�

Probabilit�e th�eorique

D�es qu�on a choisi une base image� il reste n � k points images qui vont voter soit sp�eci�
�quement pour l�association avec la base mod�ele que l�on est en train de tester s�il s�agit
d�alignement� soit au travers de la table de hachage� Comme la probabilit�e qu�un point vote
pour une base donn�ee est p� la probabilit�e que j points sur n� k votent pour la m	eme base
suit la loi binomiale �

B�n�k�p��j� !

�
j

n� k

�
pj�� � p�n�k�j

La probabilit�e d�acceptation d�une association de bases est donc

q !
X
j�	

B�n�k�p��j� ! � �
	X

j�	

�
j

n� k

�
pj��� p�n�k�j ! Ip�� % �� n� � � �����

o�u Ip�a� b� est la fonction B	eta incompl�ete normalis�ee�
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Approximation

Dans l�hypoth�ese p 
 �� c�est �a dire '�m � k� 
 �� et n � k � �� on peut approcher la
binomiale B�n�k�p� par la loi de Poisson de param�etre � ! �n � k�p� Dans la pratique� les
conditions d�application sont toujours v�eri��ees et on obtient �

q � �� e�

	X

j�	

�j

j*
�����

��	 Complexit�e moyenne

	���� Nombre moyen de fausses associations par base image

Hachage g�eom�etrique

Pour former une base mod�ele� on choisit k points parmi m� Pour chacun des M mod�eles de
la biblioth�eque� il y a donc

�
k

m

�
possibilit�es� ce qui fait un total de M

�
k

m

�
bases index�ees dans

la table de hachage� Le nombre de fausses associations suit ainsi la loi binomiale B�M�km��q�
et le nombre moyen de fausses associations est

'fgh ! M

�
k

m

�
q

Hachage simple

Il s�agit de trouver le nombre moyen d�objets qu�un invariant al�eatoire indexe� Soit I le
nombre d�objets index�es par la table� et 'i l��etalement statistique moyen de celle�ci� Par
d�e�nition�la probabilit�e qu�un point indexe un objet est 'i� et donc la probabilit�e que ce
point indexe j objets est donn�e par la binomiale B�I�
�i�� Le nombre moyen d�objets index�es
est alors �

'fi ! 'iI

Alignement

Avec les modi�cations que nous lui avons apport�es au chapitre �� l�algorithme d�alignement
s��enonce �
Pour chaque base image� d�eterminer �a partir des invariants l�ensemble des bases mod�eles
compatibles� Pour chacune de celles�ci� calculer la transformation du mod�ele dans l�image et
rechercher des correspondants aux m� k points restants du mod�ele�
Observons l��etape de recherche des bases mod�eles compatibles � celle�ci s�e�ectue par un
hachage simple� et dans ce cas les objets index�es dans la table sont les bases mod�eles I !
M
�
k

m

�
� L��etalement moyen 'i exprime directement la proportion moyenne d�objets index�es�

Par exemple� pour les transformations a�nes� il n�y a pas d�invariant �donc en r�ealit�e pas
de hachage� d�o�u 'i ! �� Pour les transformations rigides �D ou �D il y a par contre

��



respectivement � et � invariants� et 'i est calcul�e selon le principe de la section ����
Pour chaque base image� on a donc 'fi ! 'iM

�
k

m

�
bases mod�eles possibles� Pour chacune

de celles�ci� on a vu que la probabilit�e d�acceptation est qal� La probabilit�e que j bases soit
accept�ees suit la binomiale B� 
fi�qal� et le nombre moyen de fausses associations est donc

'fal ! M

�
k

m

�
'iqal

	���� Nombre d�hypoth�eses �a v�eri
er

Dans l�algorithme initial� on e�ectue la recherche des associations pour chacune des
�
k

n

�
bases

images possibles� Le nombre moyen de v�eri�cations s��ecrit alors

Hgh ! M
�
k

m

��
k

n

�
qgh

Hal ! M
�
k

m

��
k

n

�
'iqal

En �etant plus r�ealiste� on peut se permettre d�arr	eter la recherche d�es la premi�ere bonne
solution� On fait bien entendu la v�eri�cation des hypoth�eses retenues par le hachage ou
l�alignement dans la foul�ee�

Nombre moyen de bases image 	a envisager

Supposons que l�image contienne un objet avec un taux d�occultation c� c�est �a dire que l�on
ne voit que ��� c�m points de cet objet �sur m d�e�nissant le mod�ele��

�
k

���c�m

�
bases sur les�

k

n

�
possibles dans la sc�ene conduisent donc �a une reconnaissance correcte� La probabilit�e de

choisir l�une de ces bases est

r !

�
k

���c�m

�
�
k

n

�
et celle de trouver une bonne base �a l�essai t est r�� � r�t���
Le nombre moyen de bases �a consulter est donc �

Bmoy !
�

r
!

�
k

n

�
�

k

���c�m

�
La fraction des votes � ! 	

m�k
servant de seuil �a l�acceptation d�un association doit 	etre

inf�erieure �a la fraction visible �� � c� de l�objet �a reconna	
tre� En e�et� si �� � c�m points
de l�objet sont visibles� on ne peut obtenir que ��� c�m� k votes� Le cas le pire est obtenu
pour l�occultation maximum � ��� c�m ! � % k� soit

r !

�
k

	�k

�
�
k

n

�

��



Nombre de v�eri�cations

Avec l�arr	et de l�algorithme d�es la premi�ere bonne solution� ce nombre devient

Hgh ! M
�
k

m

��
k

n

�
qgh

� k
��k�

Hal ! M
�
k

m

��
k

n

�

�iqal

� k
��k�

�����

On remarquera que qgh

� k
��k�

et 
�iqal
� k
��k�

constituent les taux moyen d��elagage de l�arbre de recherche

des associations pour le hachage g�eom�etrique et l�alignement�

Approximations

k restant faible� on peut approximer
�
k

m

�
par mk

k
d�o�u en notant qgh ou 'iqal par q �

H � �Mmknk
q

�k*�� k
! Mnk

q

�k*��k
�����

	���� Complexit�e moyenne

Etape de �ltrage

Si l�on utilise le hachage g�eom�etrique� on doit consulter Bmoy � nk

�kmk bases images� chacune
d�entre elle n�ecessitant le vote �en temps constant� de O�n� points� L��etape de hachage pur
a donc avec ou sans traitement de l�erreur une complexit�e

C�
gh ! O

�
nk��

�kmk

�

Avec l�alignement� on doit tester l�appariement de Bmoy bases images avec en moyenne

'iM
�
k

m

�
� 'iM

mk

�k�
bases mod�eles� chacun de ces test n�ecessitant la recherche de correspon�

dants pour les O�m� points du mod�ele� La complexit�e de cette �etape est donc �

C�
al ! O

�
Mmnk

'i
�k*��k

�

Etape de v�eri�cation

En g�en�eral� une v�eri�cation demande un temps O�m�� En e�et� s�il n�y a qu�un seul objet �a
reconna	
tre � au plus m points sont appari�es� Comme la v�eri�cation consiste dans la plupart
des cas �a calculer la transformation aux moindres carr�es entre tous les points appari�es et
v�eri�er ensuite que l�erreur �nale entre points appari�es ne d�epasse pas l�erreur de mesure� la
complexit�e reste en O�m�� La complexit�e de l��etape pour les deux algorithmes est donc

C� ! O

�
Mmnk

q

�k*��k

�

��



��
 Utilisation Pratique des formules

Etant donn�e une application� on calcule statistiquement le param�etre 'gh ou 'al� Ceci permet
de d�eterminer la probabilit�e p qu�un point au hasard vote pour une base� On peut alors tracer
la surface d�e�nie par le nombre moyen de v�eri�cations en fonction du seuil d�acceptation �
et du nombre de points de la sc�ene Hgh��� n� ou Hal��� n�� et d�eterminer graphiquement la
zone du plan ��� n� o�u ce nombre est tr�es inf�erieur �a �� On peut d�ores et d�ej�a conclure que
si l�on travaille dans cette zone� il n�y aura �quasiment� aucun faux positif�
Si cela ne su�t pas� il vaut mieux tracer ensuite le taux moyen d��elagage de l�arbre d�interpr�e�
tation q���n�

�k��k
� ce qui donne une bonne indication de la qualit�e du �ltrage r�ealis�e� On peut ainsi

d�eterminer le seuil ��n� d�acceptation des associations qui permet d�obtenir un �ltrage d�une
valeur donn�ee�
Si toutefois cela ne convient pas� et qu�on ne puisse obtenir qu�un �ltrage tr�es m�ediocre
�proche de ��� c�est que l�on a atteint les limites de notre mod�elisation de l�erreur� et il faut
alors soit utiliser des mod�eles probabilistes ���� ��� ����� soit changer d�algorithme�

	���� Exemple d�application

Nous allons nous focaliser ici sur l�algorithme d�alignement propos�e par J� P� Thirion dans
��� � il s�agit de recalage rigide �D entre des images scanner du m	eme patient� Dans un souci
de simplicit�e� nous ne consid�ererons dans notre analyse aucune restriction sur l�appariement
des bases 'i ! �� Le calcul de 'al est lui aussi tr�es simpli��e puisque l�auteur consid�ere des
zones de recherche d�un rayon constant �egal �a � ! ��� en voxel�� Etant donn�e que l�image a
un volume de V ! ����� voxels� on obtient facilement

'al !
����

�V ! ��� ����

Comme il s�agit de recalage entre deux images� il n�y a qu�un seul mod�ele �M ! ��� d�e�ni
par m ! ��� points� et on a le m	eme nombre n ! ��� de points dans la sc�ene� Il faut bien
entendu k ! � points pour d�e�nir une base�
Le calcul de p ne pose aucun probl�eme � p ! �������� On trace ensuite directement le nombre
de faux positifs en fonction de � � seuil sur le nombre de points appari�es ��gure �����

On se rend compte qu��a partir de � points appari�es en plus de la base� on une chance
sur ��� environ que ce soit une conspiration * On voit donc que l�alignement peut 	etre une
m�ethode tr�es e�cace�

��� R�esum�e

Dans le processus de calcul du nombre de faux positifs� nous avons tout d�abord vu qu�il �etait
n�ecessaire de mener une �etude statistique particuli�ere �a chaque application a�n de d�eterminer

�Le voxel est la g�en�eralisation �a � dimensions de la notion de pixel� Il est parfois consid�er�e comme une
longueur c�est alors son c�ot�e qu�il faut prendre en compte�
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Figure ��� � Nombre pr�evu de faux positifs � Log�	�Hal� en fonction du seuil � sur le nombre
de points appari�es �

l��etalement moyen '� A partir de ce param�etre� nous pouvons d�eterminer la probabilit�e de
vote pour une base en consid�erant le traitement de l�erreur �a l�apprentissage� dont la forma�
lisation est identique �a celle de l�alignement� ou lors de la reconnaissance� En fait� nous avons
montr�e que ces deux analyses am�enent intrins�equement au m	eme r�esultat dans le domaine
de validit�e des algorithmes� De l�a d�ecoule tr�es simplement la probabilit�e d�acceptation d�une
association puis le nombre moyen de faux positifs et la complexit�e moyenne� On remarquera
qu�on calcule au passage le nombre moyen de bases images �a consulter avant de trouver l�une
des bonnes�

Le nombre de faux positifs peut alors servir de crit�ere pour l��etablissement d�une �etape
de v�eri�cation� voire pour l�acceptation ou le refus de l�algorithme� On peut �egalement d�eter�
miner pour une application donn�ee le seuil sur le nombre de votes �a partir duquel on a une
certaine qualit�e de �ltrage de l�arbre d�interpr�etation ou nombre maximum de faux positifs�
Un exemple d�evelopp�e sur une application en imagerie m�edicale montre que l�alignement est
dans ce cas tout �a fait pr�ecis�

Si cette fois�ci l�analyse th�eorique ne m�ene �a aucun algorithme particulier� elle permet
toutefois de d�eterminer de fa con automatique certains param�etres comme le seuil d�acceptation
sur le nombre de votes� Nous avons donc fait un pas de plus vers des m�ethodes enti�erement
automatis�ees�

��



Chapitre �

Conclusion et perspectives

Nous avons obtenu en �n de compte des algorithmes tout �a fait utilisables et traitant l�erreur
de fa con �a produire un r�esultat exact dans le cas des erreurs born�ees� Nous avons de plus
automatis�e le choix d�un certain nombre de param�etres dans ces m�ethodes�

Nous nous sommes particuli�erement attach�e aux algorithmes d�alignement et de hachage
g�eom�etrique pour les transformations rigides en trois dimensions en raison de leur utilit�e pour
le recalage d�images m�edicales� Ils semblent en e�et particuli�erement adapt�es tant pour le
suivi temporel d�un patient que pour le recalage inter�patient ou patient�atlas anatomique�
Pour cette derni�ere application� il reste cependant une �etude �a mener avant de pouvoir
tenter d�appliquer nos algorithmes � il faut d�eterminer l�erreur initiale que l�on doit prendre
en compte� En e�et� si l�erreur uniforme et born�ee convient bien pour mod�eliser les erreurs
de discr�etisation dues �a l�image� il est beaucoup moins s	ur que cette mod�elisation convienne
pour simuler des transformations presque rigides�

Une autre voie permettant d�aborder le probl�eme est l�utilisation de mod�eles probabilistes
� la m	eme �etude serait en quelque sorte �a refaire� mais avec une mod�elisation gaussienne de
l�erreur�

Loin de clore le probl�eme� notre �etude ouvre donc au contraire de nouvelles voies de
recherche et de nouveaux espoirs dans le cadre de l�imagerie m�edicale�

��



Annexe A

Quaternions et rotation au moindres

carr�es

A�� Les quaternions

A���� D�e
nition

Les quaternions sont les �el�ements d�une alg�ebre de dimension � sur IR que l�on notera Q�
C�est aussi le premier corps non commutatif qui fut trouv�e �par Hamilton en ������ On peut
construire cette alg�ebre de di��erentes fa cons� mais celle qui nous int�eressera ici consid�ere un
quaternion q � Q comme un couple q ! �a� v�� o�u a � IR est la partie r�eelle et v � IR� la
partie dite pure� Les op�erations d�e�nies pour former l�alg�ebre sont �

� L�addition � �a�� v�� % �a�� v�� ! �a� % a�� v� % v��

� La multiplication interne � �a�� v�� � �a�� v�� ! �a�a�� � v�jv� 
� v��v� % a�v� % a�v��
o�u &�� et &� �j� 
� d�esignent les produits vectoriel et scalaire usuels sur IR�

On d�e�nit en plus le conjugu�e et la norme

� �a� v� ! ��a� v�
� jqj� ! kqk�Q ! 'q � q ! a� % kvk�IR� ! kqk�IR�

ce qui permet d��ecrire l�inverse tr�es simplement

q�� !
'q

jqj�

pour q �! �� On remarquera que la norme est compatible avec le produit � jq�q�j ! jq�j�jq�j�
On pourra trouver une pr�esentation beaucoup plus compl�ete et exhaustive des quater�

nions et de leurs propri�et�es dans ��� et ����

��



A���� Rotations de IR
�

Parmi les applications lin�eaires de IR�� les rotations vectorielles sont les isom�etries positives
�elles conservent le produit scalaire et l�orientation�� Muni de la loi de composition� cet en�
semble forme un groupe non commutatif qui peut 	etre repr�esent�e par l�ensemble des matrices
�� � sur IR v�eri�ant

RtR ! I et det�R� ! �

Une seconde repr�esentation� toujours non minimale� est fournie par les quaternions �voir
paragraphe suivant�� On peut encore utiliser les angles d�Euler ou le vecteur rotation ��� De
l�utilisation de ce dernier d�erive la formule de Rodrigues � une rotation d�angle � autour du
vecteur n s��ecrit

R�n��� ! I % sin �(n% ��� cos ��(n�

o�u l�on note � l�op�eration qui �a un vecteur n associe la matrice �antisym�etrique� (n telle que
pour tout vecteur v on ait (nv ! n�v� Si le composantes de n sont �nx� ny� nz�� la matrice (n
a la forme �B� � �nz ny

nz � �nx
�ny nx �

�CA
A���� Quaternions et rotations

Soit q un quaternion unitaire� On v�eri�e ais�ement qu�il existe � � �� �� et n vecteur unitaire

de IR tels que q !
�
cos

�
�

�

�
� sin

�
�

�

�
�n
�
� L�application

Rq � Q �� Q
p ��� q � p � 'q

est un automorphisme int�erieur de Q qui conserve les quaternions purs� Sa restriction �a IR�

est la rotation vectorielle de IR� d�angle � autour du vecteur n� Inversement� on peut associer
�a toute rotation de IR� deux quaternions unitaires q et �q�

A�� Minimisation aux moindres carr�es

Poss�edant un ensemble de points xi et leur image suppos�ees yi� on veut trouver la rotation
R qui minimise l�erreur quadratique de superposition entre yi et Rxi� Le crit�ere est donc

C !
X
i

kyi �Rxik�

��



En notant q l�un des deux quaternions unitaires associ�es �a R et en identi�ant les xi et les yi
�a des quaternions purs �partie r�eelle nulle�� on obtient

C !
P

i jyi � q � xi � 'qj�
!

P
i jyi � q � q � xij�

!
P

iAi�q�tAi�q�
! qt

P
iA

t
iAi�q

! qtBq

en notant Ai la matrice � � � v�eri�ant Ai�q ! yi � q � q � xi et B !
P

iA
t
iAi � L�application

simple des lois sur les quaternions fournit en �ecrivant la matrice par blocs

Ai !

�B� � �yi � xi�t

�yi � xi� � (yi % (xi�

�CA

At
iAi !

�B� kyi � xik� �yi � xi�t� (yi % (xi�

� (yi % (xi��xi � yi� �yi � xi��yi � xi�t � � (yi % (xi��

�CA
En d�eveloppant les termes et en simpli�ant gr	ace �a la formule de Gibbs� on obtient

At
iAi !

�B� kyi � xik� ��yi�xi�t

��yi�xi� kyi % xik�I � ��xiyti % yix
t
i�

�CA
Ce qui permet d��ecrire la matrice B avec les notations

� !
P
�kxik� % kyik��

� !
P

� xijyi 

� !

P
xi�yi

# !
P
�xiy

t
i % yix

t
i�

B !

�B� � � �� ���t

��� �� % ���I � �#

�CA �A���

Rappelons que le probl�eme est de minimiser C ! qtBq sous la contrainte jqj ! �� La
solution est donn�ee par le vecteur propre unitaire associ�e �a la plus petite valeur propre de B�
Si cette r�esolution s�e�ectue fort bien num�eriquement� il n�y a pas actuellement de solution
explicite de fa con formelle�

A�	 Superposer deux triplets de points en rep�ere �

barycentrique

On consid�ere trois points xi en rep�ere barycentrique� donc appartenant �a un certain planM
d�e�ni par son vecteur normal m ! �x��x���kx��x�k� et leurs correspondants yi� �egalement
en rep�ere barycentrique� appartenant au plan S d�e�ni par s ! �y��y���ky��y�k�

��a�b 
 bat� � ajb � I

��



Supposons que les plans M et S soient confondus �les xi et les yi sont coplanaires�� avec
une orientation identique � m ! s� Nous allons trouver explicitement la rotation minimisant
l�erreur de superposition� L�analogie avec le cas �D permet de proposer deux quaternions
rotation que l�on v�eri�era 	etre vecteurs propres de B� Des consid�erations de sym�etrie permet�
tront ensuite de d�eterminer les autres valeurs propres de B qui s�av�ereront 	etre sup�erieures
�a la premi�ere� Ceci permettra de conclure notre d�emonstration�

A���� � � � points en deux dimensions

Le crit�ere �a minimiser pour la recherche de la rotation vectorielle est �

C !
X
i

kyi �Rxik� avec R !

�
cos � � sin �
sin � cos �

�

Pour obtenir les angles optimaux� on d�erive C par rapport �a �

�C

��
! � 	 sin �

�X
i

� xijyi 

�
% cos �

�X
i

jyi� xij
�

! �

d�o�u les solutions ��� cos �
q
�
P

� xijyi 
�� % �
P jyi� xij�� ! �P � xijyi 


sin �
q
�
P

� xijyi 
�� % �
P jyi� xij�� !

P jyi� xij
Supposons maintenant que les � points soient dans l�espace� mais coplanaires� La rotation
propos�ee en �D est de direction normale au plan� En appelant k le vecteur normal au plan
dans le sens direct� on propose donc comme rotation ��a la norme pr�es� les quaternions

q� !

����� � % cos �
sin ��k

et q� !

����� � � cos �
sin ��k

ce qui s��ecrit avec nos notations

q��� !

�����
q
�� % k�k� � �

�

A���� Deux vecteurs propres de B

V�eri�ons tout d�abord q� �

�B � �I�q� ! � 	
��� �� � �� � ���

q
�� % k�k� % �� ! �k�k�

��� � �
q
�� % k�k� � �� ! �#�

Or � !
P
xi�yi est colin�eaire �a m ! s donc orthogonal aux xi et aux yi� ce qui montre que

#� ! �� On obtient donc

�B � ��I�q� ! � 	 �� ! � � �
q
�� % k�k�

��



En ce qui concerne q�� la d�emarche est identique et on a

�B � ��I�q� ! � 	 �� ! � % �
q
�� % k�k�

Donc q� et q� sont des vecteurs propres de B associ�es aux valeurs propres �� et ��� Nous
allons maintenant exprimer ces valeurs propres de fa con di��erente�

�� � k�k� � �
P

i � xijyi ��
�� �

P
i xi�yij

P
i xi�yi �

�
P

i�j � xijyi �� xj jyj � �
P

i�j � xijxj �� yijyj � �
P

i�j � xijyj �� xj jyi �
�
P

i�j � xi�xj jyi�yj � �
P

i�j � xijxj �� yijyj �

Notons r le second terme � On remarquera qu�il ne d�epend que des positions relatives des xi
entre eux et des yi entre eux� Il ne change donc pas lors d�une rotation � c�est une constante
du probl�eme� tout comme �� Le premier terme se simpli�e beaucoup en introduisant les
valeurs de x� et y� en rep�ere barycentrique � x� ! �x� � x� et y� ! �y� � y�� On obtient

�� % k�k� ! r % � � x��x�jy��y� 

! r % �kx��x�k�ky��y�k � mjs 


L�hypoth�ese m ! s n��etant pas intervenue dans la d�erivation de cette expression� celle�ci est
donc toujours valable�

�� % k�k� ! r % �kx��x�k�ky��y�k � mjs 
 avec r !
X
i�j

� xijxj 
� yijyj 
 �A���

Introduisant cette expression dans nos valeurs propres� on trouve une formule qui ne d�epend
plus de la position initiale des xi par rapport aux yi�

���� ! � � �
q
r % �kx��x�k�ky��y�k

A���� Les deux autres valeurs propres

Notons maintenant � et � les deux valeurs propres non nulles de # en supposant qu�elles
existent� et n�� n� les vecteurs propres unitaires associ�es� Ces derniers sont dans M ! S
d�apr�es la formulation m	eme de #� On v�eri�e ais�ement que q��� !

����� �n��� est alors vecteur

propre de B associ�e �a la valeur propre ���� ! � % ��� ����
Or q� et q� correspondent �a des rotations de � autour d�un axe situ�e dans le planM ! S" ce
sont donc des sym�etries par rapport �a des droites pour ce plan� En particulier� elles am�enent
m sur �s� On peut donc retrouver les valeurs propres �� et �� en consid�erant les rotations
d�axe m �ou s� dans le cas m ! �s� Le raisonnement utilis�e pour trouver �� et �� dans leur
premi�ere forme ne tenant compte que de � �� m �� s� on trouve

���� ! � � �
q
�� % k�k�

ce qui s��ecrit en tenant maintenant compte de � mjs 
! �� dans l�expression A��

���� ! � � �
q
r � �kx��x�k�ky��y�k

��



A���� Conclusion

Quelque soit la position initiale des xi par rapport aux yi� on peut toujours d�ecomposer
la rotation recherch�ee A� minimisant l�erreur de superposition aux moindres carr�es� en une
rotation A� qui am�ene le vecteur m sur s� puis une rotation A� qui se situe dans le cadre
de ce que nous venons de faire� Les valeurs propres �etant �ecrites sous forme invariante par
rotation des xi� elles sont valables dans tous les cas�

Th�eoreme  Les valeurs propres de la matrice B sont

�� ! � � �
q
r % �kx��x�k�ky��y�k �� ! � % �

q
r % �kx��x�k�ky��y�k

�� ! � � �
q
r � �kx��x�k�ky��y�k �� ! � % �

q
r � �kx��x�k�ky��y�k

avec les notations

� !
P�

i�� �kxik% kyik� r !
P���

i���j�� � xijxj 
� yijyj 


L�ordre de ces racine est �� � �� � �� � ��� La valeur du crit�ere au minimum est donc ��	
et le quaternion recherch�e est le vecteur propre unitaire associ�e �a cette valeur propre�

Les rotations amenant m sur s s��ecrivent comme combinaison lin�eaire ��a la norme pr�es�
des deux rotations de base

p� !

����� �% � mjs 

m�s

p� !

����� �m% s

Il y a toutefois une singularit�e en m ! �s� que nous avons exploit�ee pr�ec�edemment� et pour
laquelle ceci n�est pas valable� Il su�t dans ce cas d�une rotation de � par rapport �a n�importe
quel vecteur du plan�
En dehors de cette singularit�e� la rotation d�angle le plus faible est donn�ee par p�� Notons R�

la rotation �equivalente� et x�i ! R�xi� La rotation R� amenant au minimum est alors donn�ee
par

q� !

�����
q
��� % k��k� % ��

� �
avec

�� !
P�

i�� � x�ijyi 

�� !

P�
i�� x

�
i�yi

Corollaire  On peut toujours d�ecomposer la rotation recherch�ee R en R ! R�R� o�u R�

est une rotation amenant m sur s	 et R� est une rotation d�axe s�

��



Annexe B

Exemples de recalage en imagerie

m�edicale

A partir d�images scanner X� on extrait automatiquement les lignes de cr	ete et les points
extr�emaux� L�exemple de deux images du cr	ane du m	eme patient est pr�esent�e ci�dessous�
Les mod�eles sont alors recal�es avec la m�ethode d�alignement " la superposition est montr�ee
page suivante� Un second exemple d�images recal�ees montre les points extr�emaux� la derni�ere
image �etant simplement un zoom� Les images sont gr	acieusement pr	et�ees par J�P� Thirion�
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