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Introduction

Ce stage de D	E	A	 a �t� r�alis� au sein du projet Epidaure� � l�Institut National de
Recherche en Informatique et Automatique �I	N	R	I	A	� de Sophia�Antipolis	 Ce projet est
sp�cialis� dans l�imagerie m�dicale� et ses activit�s se divisent en deux grandes cat�gories�

� le traitement des images m�dicales �d�bruitage� �ltrage� segmentation� reconstruction�
visualisation� recalage� 			� qui a pour �nalit� une aide au diagnostique	

� la simulation de chirurgie �cranio�faciale ou h�patique�	

Dans toutes ces applications� on retrouve souvent l�utilisation de mod�les d�formables �Snakes
ou mod�le t�tra�drique � �lasticit� lin�aire� qui sont de type param�trique	 Ces mod�les� tr�s
performants au niveau du temps de calcul� ont cependant le d�faut de ne pas pouvoir chan�
ger de topologie� ce qui pourrait s�av�rer int�r�ssant pour la segmentation �pour segmenter
plusieurs composantes connexes d�une m�me structure anatomique�� et surtout pour la si�
mulation chirurgicale� lors des �tapes d�incision	
C�est pourquoi je me suis int�ress� � l��laboration et au d�veloppement d�un mod�le d��
formable implicite� en essayant de conserver un champ d�application le plus large possible	

Le premier chapitre de ce rapport est consacr� � une �tude bibliographique des principaux
mod�les de surface implicites d�velopp�s jusqu�� ce jour	 Une fois cette �tape termin�e� un
nouveau mod�le a �t� imagin�� en accord avec le cahier des charges �x� � l�avance	 Le chapitre
� pr�sente ce mod�le� ainsi que tous les travaux e�ectu�s sur la courbure pour trouver la
force interne ad�quate	 Dans le chapitre suivant� plusieurs forces externes sont propos�es pour
s�adapter � plusieurs types d�applications	 En�n� le chapitre 
 pr�sente l�interface utilisateur
d�velopp�e au cours du stage	






Chapitre �

Bibliographie sur les surfaces implicites

��� Introduction

Il existe deux mani�res de repr�senter des surfaces dans un espace � trois dimensions �ou
des courbes en deux dimensions�	

Premi�rement� il y a la repr�sentation param�trique	 Une surface dans l�espace est alors
d��nie par une fonction F d�un ouvert U de IR� dans IR� de la forme �

F � �u� v� � U � IR� ��� �X �u� v��Y�u� v��Z�u� v�� � IR� ��	��

Cette repr�sentation est tr�s utilis�e en vision par ordinateur car elle permet la d�termi�
nation de points sur la surface par un calcul direct �une simple substitution�	 Par contre
la formulation de surfaces relativement complexes demande une formule analytique assez
lourde	 D�autre part� une surface param�trique est �g�e au niveau de la topologie� ce qui
peut poser de gros probl�mes dans certaines applications telles que la simulation d�objets
fortement d�formables	

Deuxi�mement� une surface peut �tre d��nie de mani�re implicite	 Dans ce cas elle est
consid�r�e comme la surface isopotentielle �iso�surface� d�un champ scalaire d��ni sur IR�

tout entier	 Si on appelle F la fonction de champ �

F � �x� y� z� � IR� ��� F�x� y� z� � IR ��	��

Alors la surface S est d��nie par �

S � fM�x� y� z� � IR��F�M� � �g ��	
�

Une surface d��nie de mani�re implicite engendre les notions d�int�rieur�ext�rieur �dans le
cas des surfaces ferm�es�� et de droite�gauche �pour les surfaces non�ferm�es�� bas�es sur le
signe de F dans ces r�gions	 Il en d�coule deux propri�t�s essentielles� les surfaces implicites
sont de topologie absolument quelconque �pour une fonction F donn�e� la topologie peut
changer suivant l�iso�valeur choisie�� et ne s�auto�intersectent pas �la �gure �	� en donne une
justi�cation en deux dimensions�	

De plus� il n�est pas n�cessaire de poss�der une formulation analytique de la fonction de
champ	 En e�et� la d�termination de points sur la surface se fait par d�tection du passage
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Fig� �	� � Propri�t�s des surfaces implicites

par z�ro de F �ce qui constitue d�ailleurs une des di�cult�s majeures de cette repr�sentation�
gr�ce � des algorithmes qui fonctionnent tout aussi e�cacement sur une version �chantillon�
n�e du champ scalaire	 Mises � part les di��rences de d��nitions entre les deux mod�les cit�s�
ils impliquent des approches di��rentes lors des applications� en particulier dans le domaine
qui nous int�resse pour ce travail� la simulation et l�utilisation d�objets d�formables	 En e�et�
alors que l�approche param�trique va consister � confectionner un maillage de la surface� et
� d�former ce maillage lors de la simulation� l�approche implicite permet d�appliquer une
d�formation sur l�ensemble du champ scalaire �en y appliquant par exemple une �quation
di��rentielle�� puis �ventuellement construire un maillage de la surface pour la visualiser	

Comme nous allons le voir� il existe de nombreuses mani�res de mod�liser des surfaces
implicites� suivant les domaines d�applications convoit�s par les auteurs	 Les paragraphes
suivants proposent une �tude bibliographique men�e sur une trentaine d�articles et ouvrages�
visant � pr�senter les principales m�thodes de mod�lisation de surfaces implicites� ainsi que
les principes de d�formation et de visualisation propre � chaque mod�le	
La visualisation des surfaces implicites �tant un probl�me �pineux� de nombreuses m�thodes
ont �t� propos�es	 Certaines sont absolument ind�pendantes du mod�le utilis�	 Je les regrou�
perai en �n de chapitre	 Par contre je vais consacrer le paragraphe �Principe de visualisation�
de chaque mod�le � la pr�sentation de ceux propres � chaque mod�le	

��� Surfaces implicites g�n�r�es par un squelette

Pour obtenir la repr�sentation implicite d�une surface� il faut cr�er un champ de potentiel
scalaire dont on pourra extraire l�iso�surface correspondant � une iso�valeur donn�e	 Il existe
plusieurs moyens d�y parvenir	 Un des mod�les les plus utilis�s est celui que l�on pourrait
nommer Squelette�Potentiel	

����� Principe de mod�lisation

Dans ce mod�le� le champ scalaire F est engendr� de la mani�re suivante � on d��nit
un squelette Q � partir de plusieurs composantes �l�mentaires qui peuvent �tre des points�
droites� courbes� �gures g�om�triques� surfaces� volumes� etc			 ��TG�����Gas�
���BW����� et

�



on associe � chaque composante un champ qui est en g�n�ral une fonction strictement d��
croissante de la distance du point � la composante du squelette	 On regroupe souvent tous
les mod�les implicites bas�s sur la notion de distance sous l�appellation Distance Surfaces	
La surface S est alors d��nie par�

S � fM�x� y� z� � IR��F�M� �
X
qi

fi�ri� � cg ��	
�

O ri est la distance du point M � la composante qi du squelette� et fi le potentiel associ� �
cette composante	

C�est au niveau des fonctions fi que de petites di��rences apparaissent entre les auteurs	
Mais l�id�e g�n�rale est souvent la m�me	 Cette id�e est expos�e tr�s clairement dans �TG����
o Nicolas Tsingos et Marie�Paule Gascuel s�int�ressent surtout � la mod�lisation et la vi�
sualisation d�objets d��nis par des surfaces implicites	 Ils d��nissent alors la fonction de
potentiel � l�aide des trois param�tres mis en �vidence sur la �gure �	� ci�dessous�

Isovaleur

Potentiel

Distancee R

k

Fig� �	� � Fonction potentiel et ses param�tres de contr�le

� R est le rayon d �in�uence� au del� duquel le potentiel s�annule� ce qui r�duit le temps
de calcul	

� e est l��paisseur de la surface autour du squelette lorsque ce dernier est isol�	

� k est la raideur � d��nie comme la pente de la fonction potentielle en e	 Cette raideur
contr!le le m�lange des potentiels	

Le logiciel int�ractif qu�ils pr�sentent leur permet alors de construire un objet en assemblant
des morceaux de squelette et en leur attribuant des potentiels ad�quats	

Mais il existe une alternative aux Distance Surfaces particuli�rement int�r�ssante au
niveau des points de jonction entre les �l�ments du squelette �points justement o les Distance
Surfaces pr�sentent quelques d�fauts�	 Ce sont les Convolution surfaces introduites par Jules
Bloomenthal et Ken Shoemake dans �BS���	 Le principe est d�op�rer une convolution du
squelette avec une gaussienne 
D	 La fonction F est alors obtenue par�

F�p� �X
qi

fi�p� ��	��

�



Avec

fi�p� �
Z
qi

exp

��kqi � pk�
	

�
dqi ��	��

Les propri�t�s de distributivit� du produit de convolution garantissent alors que deux com�
posantes disjointes du squelette juxtapos�es engendreront la m�me surface que si elles ne
formaient qu�une seule composante connexe	 On contourne ainsi le probl�me de sur�paisseur
rencontr� lors de la fusion de deux Distance Surfaces �les contributions des fi s�ajoutent�	 La
"�xibilit� du mod�le peut �tre augment�e en ajoutant une fonction de pond�ration lors de
la convolution� ce qui permet de faire varier l��paisseur de la suface le long du squelette� et
ceci ind�pendamment dans les trois directions de l�espace	

����� Principe de d�formation

Si le mod�le Squelette�Potentiel repr�sente un outil puissant de mod�lisation �assez
intuitif d�ailleurs puisqu�on y retrouve l�id�e d�un squelette rigide avec de la �mati�re molle�
autour�� il pr�sente en plus d�int�r�ssantes possibilit�s pour simuler des d�formations	 On
pense en e�et tout de suite � l�ajout ou � la supression de composantes du squelette� � la
modi�cation de l�iso�valeur� et en�n� et surtout� � la modi�cation des trois param�tres de la
fonction potentielle ��paisseur� raideur� rayon d�in�uence�	 Mais l�int�r�t de cette m�thode
ne s�arr�te pas l�	 En e�et les trois param�tres cit�s plus haut permettent d�attribuer des
propri�t�s physiques � l�objet mod�lis�	 Ainsi Marie�paule Gascuel dans �Gas�
� utilise la
raideur k pour simuler le comportement �lastique �lin�aire ou non�lin�aire suivant la forme
de fi� de deux corps en mouvement qui entrent en collision	 Ceci lui permet non seulement de
calculer les d�formations relatives des deux objets� mais aussi d�en d�duire des forces de pres�
sion et le comportement dynamique de l�ensemble du syst�me	 Le principe de fonctionnement
est le suivant�

� Deux objets sont en mouvement	

� On d�tecte la collision en d�terminant la zone d�interp�n�tration des deux corps �uti�
lisation des Bounding Box ��KB�����	

� On emp�che l�interp�n�tration en d�formant les objets en fonction de leurs propri�t�s
physiques �raideur�	 On obtient ainsi une surface de contact	

� On d�duit de cette surface de contact les forces de pression et �ventuellement de torsion	

� On int�gre les �quations pour conna#tre les nouvelles composantes des mouvements	

C�est l��tape de d�formation qui nous int�resse le plus dans ce paragraphe	 Une fois la
collision d�tect�e� on ajoute � chaque fi un terme de correction de champ gji calcul� � partir
du potentiel fj du deuxi�me objet	 C�est cette id�e d�ajouter une composante de champ �de
mani�re globale ou locale� qui pr�sente le plus d�int�r�t pour la simulation de mouvements
de d�formations	

L��quivalent dans le cas des Convolution Surfaces est de reconvoluer certaines compo�
santes du squelette avec de nouvelles gaussiennes �cf	 propri�t�s du produit de convolution�	

�



Ceci permettra� en plus� des d�formations plus puissantes comme l��tirement dans une di�
rection privil�gi�e� ou la torsion	

����� Principe de visualisation

Dans �TG���� Nicolas Tsingos propose une version int�ractive de la notion de graine
introduite dans �BW���	 Le but est de calculer des points sur la surface	 La m�thode comporte
deux �tapes� l�initialisation des graines et leur migration	
Initialisation� �Figure �	
� on �xe une bo#te d��paisseur e autour de chaque composante du
squelette� un �chantillonnage de la bo#te nous donne les graines� et on projette ces graines
orthogonalement sur le squelette pour en d�duire les directions de migration	 Au niveau des
jonctions entre les morceaux du squelette� certaines graines sont d�sactiv�es lorsqu�elles ne
sont pas dans une zone o le potentiel de leur squelette domine	 Migration� �Figure �	
�

e’

cba
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Fig� �	
 � Initialisation des graines

les graines valides se d�placent selon leur direction de migration et trouvent leur place au
point d�intersection avec la surface par dichotomie	 Une fois sur la surface� les graines sont

Fig� �	
 � Migration des graines

utilis�es pour une visualisation en �cailles �petits triangles centr�s sur la graine�� ou une
polygonisation	

��� Surfaces implicites g�n�r�es par des particules

Si on veut un mod�le qui se rapproche encore plus de la r�alit� physique des mat�riaux�
on peut penser � mod�liser un corps � partir d�atomes li�s par des forces	 Ce concept est
applicable aux surfaces implicites� gr�ce aux Syst
mes de Particules �Particle Systems�

�



introduits tout d�abord par W	T	Reeves en ���
 � mais sans int�raction entre les particules��
puis plus r�cemment par G	 Miller et A	 Pearce en ���� et par D	 Tonnesen en ����	

����� Principe de mod�lisation

L�id�e de d�part est d�utiliser un ensemble de particules reli�es par des forces d�attraction�
r�pulsion pour engendrer un champ scalaire� et donc une surface implicite dont on pourra
simuler les d�formations en appliquant les lois de la m�canique et de la dynamique	 Suivant
l�application� on pourra choisir un mod�le plus ou moins compliqu�� c�est���dire qui prend
en compte un nombre plus ou moins grand de propri�t�s de la mati�re	

Dans ce mod�le� tout le travail r�side dans la formulation des forces d�int�raction entre
les particules	 Le minimum est de d��nir une force d�attraction�r�pulsion ou force interne
fij exerc�e par la particule i sur la particule j ��MD�����DG�����Mur����	 Cela permet de
mod�liser la r�pulsion � petite �chelle� qui emp�che les particules de fusionner �et la mati�re
de s�e�ondrer�� et l�attraction � grande �chelle qui assure la coh�sion du mat�riau	 Mais en
g�n�ral les auteurs rajoutent d�autres forces comme les forces de pression ou de friction	

Dans �DG��� M	 Desbrun et Marie�Paule Gascuel introduisent un formalisme un peu
particulier d�riv� des Smoothed Particle Hydrodynamics �SPH� introduites par J	J	
Monaghan dans �Mon���	 Si on consid�re un ensemble de particules j� ayant une position
rj � une masse mj � une vitesse vj � une densit� de masse �j et un champ physique fj � alors la
valeur et la d�riv�e de ce champ physique en tout point de l�espace sont d�termin�es de la
mani�re suivante�

f �r� �
X
j

mj

fj

�j
Wh�r � rj � ��	��

rf �r� �
X
j

mj

fj

�j
rWh�r � rj � ��	��

La fonction Wh assure une dispersion homog�ne des particules en lissant leur fonction de
r�partition	 Le champ physique f�r� prend alors la forme d�un produit de convolution� avec
toutes les propri�t�s int�ressantes que cela comporte� comme on peut d�j� le noter dans la
formule ���	 Les forces �de pression et de viscosit� en particulier� entre les particules sont
ensuite calcul�es � partir du gradient du champ consid�r�	 On retrouve ici un peu l�esprit
des Convolution surfaces �voqu�es dans le mod�le Squelette�Potentiel �cf	 paragraphe
pr�c�dent�	 C�est donc tout naturellement sur le noyau de convolution Wh que le plus gros
du travail est fait a�n d�obtenir un comportement physique proche de la r�alit� et une
e�cacit� de calcul raisonnable	

En plus de la possibilit� de construire un objet implicite avec des particules� il peut
�tre int�ressant de l�ajuster sur des donn�es �images volumiques par exemple�	 Dans �Mur���
Shigeru Muraki propose un algorithme r�cursif permettant d�ajuster un syst�me de particules
�avec un nombre minimal de particules� sur un nuage de points	 La m�thode consiste tout
d�abord � initialiser avec une seule particule et � optimiser sa position et son champ par
un algorithme de minimisation d�une fonction d��nergie	 Ensuite cette particule est scind�e
en deux et on recommence le m�me sch�ma sur les deux particules	 On peut donc ainsi
obtenir la repr�sentation implicite d�un objet avec la pr�cision que l�on d�sire �la pr�cision
est control�e par le seuil d�arr�t de l�algorithme de minimisation�	

�



Une derni�re variante des syst�mes de particules est expos�e dans la deuxi�me partie de
l�article �LHdFVen� o sont utilis�s des syst�mes Masses�Ressorts pour simuler les forces
internes entres les particules	

����� Principe de d�formation

Dans �MD��� et �DG��� Mathieu Desbrun et Marie�Paule Gascuel traitent de mani�re
assez compl�te les d�formations des surfaces implicites mod�lis�es par des syst�mes de parti�
cules	 Ce principe de repr�sentation �tant tr�s proche de la r�alit� physique� on peut appliquer
aux particules les lois de la dynamique	 Ainsi� lorsqu�une force est appliqu�e� on en d�duit
l�acc�l�ration des particules �F � m��� puis par double int�gration les nouvelles positions des
particules� ainsi que les forces de r�action engendr�es par leurs d�placements �compression
ou dilatation du mat�riau�	

Mais il y a deux probl�mes particuliers � g�rer	
Le premier est celui de la d�formation � volume constant� souvent souhaitable pour les

mat�riaux incompressibles	 Le mod�le des particules y apporte une solution int�ressante	
Pour chaque particule on va d��nir un Territoire � l�int�rieur duquel le champ g�n�r� par
la particule est dominant	 Le volume de ce territoire est calcul� en utilisant des graines
�cf paragraphe sur le mod�le squelette$potentiel� qui migrent jusque sur les fronti�res des
territoires �voir �gure �	� ci�dessous�	 Ainsi� lors de la d�formation� on pourra ajuster le

territoire

Particules et leurs territoires Echantillonnage du territoire

par des graines

Approximation du volume du 

Fig� �	� � Territoires des particules et les graines utilis�es pour le calcul du volume

champ de chaque graine pour que le volume de chaque territoire reste constant	
Le second probl�me est celui de la fusion de deux corps qui rentrent en collision	 On

ne veut pas que les deux corps fusionnent d�s qu�ils sont mis � proximit� l�un de l�autre� �
cause du m�lange des champs comme on peut le voir sur la �gure suivante	 Ce probl�me est
contourn� par la gestion d�un graphe de connection entre les particules	 Si deux particules
dont les territoires entrent en collision sont d�connect�es� on emp�che les deux champs de
se m�langer en d�formant chacun des deux corps	 On peut aussi d��nir un seuil sur la force
de contact entre les deux corps� au del� duquel les particules mises en jeu sont connect�es�
permettant ainsi aux corps de fusionner	

��



������������������������

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������
��������������������������

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������
������������

Fig� �	� � Le probl�me de la fusion � distance

����� Principe de visualisation

La notion de graine introduite au paragraphe �	�	
 est applicable ici �en consid�rant les
particules comme des squelettes r�duits � des points�	
D�autre part les algorithmes utilis�s dans �LHdFVen� pour g�n�rer des syst�mes massses�
ressorts engendrent une polygonisation de la surface implicite qui permet une visualisation
e�cace sur des machines graphiques	

��� Level set methods

Toute la th�orie des Level Set Methods est d�velopp�e dans le livre de J	 A	 Se�
thian �Set���� et une application inspir�e des id�es de R	 Malladi est pr�sent�e dans l�article
�RMV���	 L�id�e fondamentale est la suivante �on se place en dimension deux pour plus de
clart��	 On dispose d�une courbe initiale ���� que l�on veut d�former au cours du temps en
une famille de courbes param�tr�es ��t�	 Alors on consid�re ���� comme la ligne de niveau
z�ro d�un certain champ scalaire 
�X� o�� et c�est cette fonction que l�on va d�former en une
famille de fonctions 
�X� t�	 Alors ��t� est la ligne de niveau z�ro de 
�X� t�	 Donc�

��t� � fX�
�X� t� � �g ��	��

Dans la plupart des applications� la fonction 
�x� o� est initialis�e comme la carte des dis�
tances de chaque point x � la courbe ����	


�x� t� �

�
�d�X� ����� si x est � l�ext�rieur de ����
�d�X� ����� si x est � l�int�rieur de ����

En d�formant 
�x� t�� on d�forme donc tous les isocontours	 On obtient l��quation de d�for�
mation en d�rivant 
�x� t� � C ��quation de la courbe de niveau C�� ce qui donne�


t � F jr
j � � ��	���

O F � X ��t���n avec �n � r�
jr�j

	

F est donc la composante normale du vecteur vitesse de chaque point d�un isocontour	 Sui�
vant les applications F peut �tre constant� ou proportionnel � la courbure� ou aux di��rentes
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d�riv�es de la courbure	 F peut en�n �tre une combinaison lin�aire des di��rents termes cit�s
pr�c�demment	
Dans son livre� J	 A	 Sethian propose une �tude tr�s appro�ondie de la fonction F et des
sch�mas num�riques � utiliser pour �viter la formation de coins� de points de rebroussement
et d�oscillations lors de l��volution des courbes de niveau	

��	 Surfaces implicites g�n�r�es par une fonction Int�rieur

Ext�rieur

Ce que je nomme fonction int�rieur�ext�rieur est en fait une fonction qui ne peut prendre
que deux valeurs� une � l�int�rieur de l�objet et l�autre � l�ext�rieur	 Si on travaille en niveaux
de gris� ce sera par exemple � et ���	 Pour �viter certains probl�mes num�riques� on va lisser
cette fonction �par exemple en la convoluant avec une gaussienne� pour la rendre continue	
Dans ce cas l�objet sera d�limit� par la surface de niveau ���	

Ce genre de repr�sentation est utilis� par T	 A	 Galyean et J	 F	 Hughes dans �GH��� �avec
�	� et �	� au lieu de � et ����� pour son logiciel de sculpture int�ractive en trois dimensions	
La sculpture se fait � l�aide de plusieurs instruments pr�d�termin�s� par retrait de mati�re
�c�est � dire par modi�cation de la valeur de certains voxels�	 Pour se rapprocher encore plus
de la r�alit�� il y a aussi la possibilit� de rajouter de la mati�re	

��� Visualisation des surfaces implicites

Comme annonc� dans l�introduction� ce paragraphe est r�serv� � la pr�sentation des m��
thodes de visualisation qui sont applicables � toutes les surfaces d��nies de mani�re implicite�
quel que soit le mod�le utilis�	 Elles sont au nombre de trois� et comportent quelques points
communs	

����� Le lanc� de rayons ou Ray tracing

L�id�e de base du lanc� de rayons est de d�terminer l�intersection d�une surface implicite
avec une droite	 Cette droite repr�sente la direction de l�espace dans laquelle on regarde	
Ainsi� en lan%ant des rayons dans toutes les directions� on obtient un ensemble de points sur
la surface� qui permet de la visualiser	

Pour pr�senter cette m�thode un peu plus pr�cisement� je m�appuirai sur l�article de
D	 Kalra et A	 H	 Barr �KB���	 La plupart des m�thodes de lanc� de rayons imposent des
hypoth�ses assez contraignantes sur les propri�t�s de la fonction de champ F 	 L�int�r�t du
travail de Kalra et Barr est de n�imposer que l�existence �et la connaissance� des constantes
de Lipschitz de F�X� et de G�t� � dF��t���

dt
� o �t� � est la droite rep�sentant le rayon	

On rappelle qu�une fonction f est dite L�Lipschitzienne dans une r�gion R si�

�L � IR j �x� � R� x� � R� kf�x��� f�x��k 	 Lkx� � x�k ��	���

A partir du moment o l�on dispose de L �constante de Lipschitz de F�X�� et de M
�constante de Lipschitz de G�t��� on peut appliquer l�algorithme	
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La premi�re partie de l�algorithme consiste � creer les Bounding Boxes c�est � dire un
ensemble de bo#tes qui contiennent la surface	 Pour cela� on prend au d�part une bo#te qui
contient la surface toute enti�re �toute l�image par exemple�� et on la d�coupe en sous�bo#tes	
Pour chaque sous�bo#te�

� Si les sommets de la bo#te sont de signes di��rents� alors la surface coupe la bo#te et
on la garde	

� Si les sommets sont du m�me signe� et que F�X�� 
 Ld �o X� est le centre de la bo#te
et d le rayon de la sph�re circonscrite � la bo#te�� alors la surface ne coupe pas la bo#te
et on la jette	

� Si les sommets de la bo#te sont de signes di��rents et que F�X�� 	 Ld� il faut red��
couper la bo#te pour lever l�ambigu&t�	

Cette premi�re �tape permet d�augmenter l�e�cacit� du lanc� de rayon proprement dit	
La deuxi�me partie se d�roule selon le principe suivant� un rayon donn� va intersecter

une ou plusieurs bo#tes d�termin�es � la premi�re �tape	 On prend la plus proche	 Le rayon
la coupe en t� et t�	

� Si t��t� 	 � et jG�tm�j 
 Md �tm est le milieu de �t�t���� alors il y a un seul point
d�intersection� d�termin� par un algorithme de Newton	

� Si t��t� 
 � et jG�tm�j 
Md� il n�y a pas de point d�intersection et on passe � la bo#te
suivante	

� Si jG�tm�j 	 Md� on divise l�intervalle �t�� t�� en deux et on recommence avec chaque
sous�intervalle	

Il faut remarquer que l�algorithme est d�autant plus e�cace que les constantes de Lipschitz
sont pr�cises et locales	 Il ne faut donc pas h�siter � les calculer pour chaque bo#te	

����� Marching Cubes

LeMarching cubes algorithm est pr�sent� par W	 E	 Lorensen et H	 E	 Cline dans �LC���	
On peut le r�sumer de la mani�re suivante� les huit sommets de chaque voxel se voient
attribuer un signe suivant qu�ils se trouvent � l�int�rieur ou � l�ext�rieur de l�objet	 Ceci
fournit ��� possibilit�s que l�on peut r�duire � �� cas en consid�rant les sym�tries	 Pour
chaque cas� une triangulation g�n�rale est propos�e et adapt�e par interpolation lin�aire	
Une des caract�ristiques int�ressantes de cette algorithme est de pouvoir suivre la surface
d�un voxel vers certains de ses voisins	 De nombreuses m�thodes existent pour trouver un
premier voxel sur la surface� recherche syst�matique� tirage au sort� 			

Mais le gros probl�me de ce type d�algorithme est qu�il faut orienter les surfaces et surtout
propager l�orientation d�un voxel � l�autre pour assurer de bonnes propri�t�s topologiques
�ces probl�mes ont �t� mis en �vidence pour la premi�re fois dans �D'����	 Une grosse partie
du travail de J�P	 Thirion et A	 Gourdon ��TG�
�� a �t� de developper une th�orie leur
permettant de d�montrer que les isosurfaces �ou les lignes� intersections de deux isosurfaces�
g�n�r�es par leur algorithme �Marching lines� poss�dent toutes les propri�t�s topologiques
convoit�es	
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����� Polygonisation

Le principe de la polygonisation est d�approximer une surface par un ensemble de po�
lygones dont les sommets sont des points de la surface	 Ce principe se rapproche de celui
pr�sent� dans le chapitre pr�c�dent	 Mais la m�thode peut �tre ra�n�e� comme c�est le cas
dans les articles de L	 Velho ��Velen�� et de J	 Bloomenthal ��Blo�
��	 Une fois l�espace d��
compos� en voxels� on selectionne ceux qui intersectent la surface	 Alors chacun de ces voxels
est � son tour divis� en six t�tra�dres �ou ��simplex� de la mani�re suivante�

� Choisir une des diagonales du cube et la tracer	

� Tracer la projection orthogonale de cette diagonale sur chaque face	

� Chaque t�tra�dre est alors construit comme le montre la �gure suivante�

Fig� �	� � D�composition d�un cube en t�tra�dres

L�intersection d�un t�tra�dre et d�un plan peut �tre soit un triangle� soit un quadrilat�re	
Dans ce dernier cas� il est coup� en deux suivant la plus petite des diagonales	 On obtient ainsi
une triangulation de la surface	 Dans �Velen�� L	 Velho se sert de cette triangulation comme
point de d�part pour un algorithme de ra�nement adaptatif	 En e�et� une polygonisation
est une bonne approximation d�une surface lorsque la surface est assez plate	 Par contre�
dans des zones � forte courbure� la pr�cision s�av�re souvent insu�sante	 Ainsi� l�algorithme
de ra�nement calcule la variation de la courbure le long des ar�tes de chaque triangle du
maillage� et lorsque cette variation d�passe un certain seuil au moins le long d�une des trois
ar�tes� un point est rajout� au milieu de chaque ar�te du triangle 	 Si ces points ne sont pas
sur la surface� ils y sont projet�s orthogonalement	 Le maillage est ensuite remis � jours en
reliant les points milieux entre eux	 Un triangle est ainsi d�compos� en quatre �voir Figure
�	��	 L�algorithme est ainsi appliqu� recursivement sur le nouveau maillage	

��� Conclusion

Les domaines d�application des surfaces implicites sont vastes	 Elles sont aujourd�hui
utilis�es en segmentation� en reconnaissance de forme� en animation� ainsi que pour la mo�
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Fig� �	� � Ra�nement du maillage dans les zones � forte courbure

d�lisation� la simulation et la d�formation des mat�riaux	 Elles constituent un outil tr�s
puissant en vision par ordinateur de par leurs propri�t�s topologiques	 Cela reste un sujet
de recherche tr�s ouvert et de nouvelles m�thodes de mod�lisation� de d�formation et de
visualisation ne manqueront pas de voir le jour rapidement	
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Chapitre �

La force interne� travaux sur la courbure

��� Introduction

L��laboration d�un mod�le d�formable pour des applications en s�gmentation ou en simu�
lation n�c�ssite la d��nition de plusieurs �ingr�dients�	 Il faut choisir le principe de mod�li�
sation �� base de surfaces implicites� bien s(r 			�� le principe de d�formation �forces internes
et externes� et celui de visualisation	 Le but de ce paragraphe est d��tudier le comportement
du mod�le choisi lors de l�application de di��rentes forces internes	

Il est � noter que tous les travaux expos�s dans ce paragraphe ont �t� e�ectu�s en dimen�
sion deux� pour des raisons de place m�moire et de rapidit� de calcul	

��� Le mod
le implicite utilis�

����� Une image binaire liss�e

Le mod�le implicite utilis� est celui d�une fonction binaire �int�rieur�ext�rieur�� l�g�re�
ment liss�e par un �ltrage gaussien� dont les valeurs varient contin(ment entre � et ���	 Le
contour auquel on s�int�r�sse est la ligne de niveau ��� de cette image �voir �gures �	� et
�	��	

0

255

128

Fig� �	� � Repr�sentation d�un cercle avec le mod�le implicite choisi
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Fig� �	� � Plusieurs exemples d�images avec leurs isocontours correspondants

����� L�utilisation des Level Set Methods

Comme nous l�avons vue dans le paragraphe �	
� la formule 
t � F jr
j � � peut �tre
consid�r�e comme l��quation fondamentale des Level Set Methods	 F correspond � la com�
posante normale de la vitesse de chaque point de l�image	 Par exemple en prenant F � 	��
on a alors une image qui se d�forme sous la seule in"uence de son gradient et qui va donc se
contracter ou se dilater suivant le signe de F 	 Ceci est repr�sent� sur la �gure �	
	

Fig� �	
 � D�formation d�une image sous la force de son gradient

Mais ce mode de d�formation pose des probl�mes de stabilit� d(s � la formation de coins�
comme le montre la �gure �	
	

Ce genre de probl�me peut �tre �vit� en rajoutant un terme qui va lisser les zones � forte
courbure �K� et donc interdire la formation des coins	 F est alors de la forme F � �� �K	
On g�re ainsi la �douceur� de l�image en modi�ant le param�tre �	

��� Modes de d�formation de l�image

Les fonctions F pr�sent�es dans le paragraphe pr�c�dent ont en commun le fait de provo�
quer un mouvement permanent de l�isocontour� quelle que soit la forme initiale de celui�ci	
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Fig� �	
 � Formation de coins lors de l��volution sous la force du gradient

Pour une application en segmentation on peut y trouver des avantages �voir �RMV�����
mais il faut n�anmoins d�velopper une force suppl�mentaire pour )stopper) ce mouvement	
Par contre en simulation� de telles fonctions F sont inutilisables	 Voici donc les di��rentes
solutions propos�es pour rem�dier au probl�me	

����� La courbure

En prenant F � �K� et en le reportant dans l��quation ��	���� on trouve l��quation
di��rentielle suivante�


t��t � 
t � �t�Kjr
j ��	��

K est la courbure de la ligne de niveau passant par le point consid�r�	 Elle se calcule �
partir des d�riv�es partielles du premier et second ordre de l�image � l�aide de la formule
suivante �le calcul complet est pr�sent� dans l�annexe A��

K � r� r
jr
j �

xx


�
y � 	
x
y
xy � 
yy
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x
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x � 
�

y�
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��	��

O les d�riv�es partielles sont calcul�es par la m�thode des di��rences �nies centr�es� en
utilisant les masques ci�dessous�


x �
�
�

�
�� � �

�

y �

�
�

�
B� ��

�
�

	
CA


xy �
�
	

�
B� � � ��

� � �
�� � �

	
CA 
xx �

�
� �	 �

�

yy �

�
B� �
�	
�

	
CA

��	
�

��



Les r�sultats de la d�formation �taient pr�visibles� les fortes oscillations sont attenu�es
en premier� et toute courbe ferm�e �volue vers un cercle qui lui�m�me se contracte pour
dispara#tre en un point	 Ces r�sultats ont �t� d�montr�s par Grayson dans �Gra���	 De telles
d�formations sont pr�sent�es sur la �gure �	�	

Fig� �	� � Images d�form�es en utilisant la courbure

Le probl�me du mouvement permanent de l�isocontour n�est donc pas r�gl�	

����� La d�riv�e de la courbure

Dans le but d�obtenir un contour dont l��volution se stabilise� j�ai ensuite consid�r� la
d�riv�e de la courbure prise le long de chaque isocontour	 En se r�f�rant aux travaux de
Monga� Lengagne et Deriche ��OMD�
��� on montre que la courbure peut s��crire sous la
forme�

K �
�tTHt

k�gk ��	
�

O �g �






 
x


y






 est le gradient de l�image� �t est le vecteur tangent au contour et H est la

matrice du Hessien de l�image� H �

�

xx 
xy


xy 
yy

�
	 Alors en d�rivant cette formule dans la

direction du contour� Monga� Lengagne et Deriche ont montr� que�

dK
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Alors il ne reste plus qu�� faire quelques op�rations sur les matrices � l�aide de Maple
�logiciel de calcul formel�� pour trouver �nalement� en fonction des d�riv�es partielles de
l�image� la formule suivante�
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Les masques utilis�s pour les di��rences �nies sont les m�mes que pour la courbure� avec
en plus les d�riv�es du troisi�me ordre �les calculs complets de ces masques sont regroup�s
dans l�annexe B��


xxx �
�
�

�
�� 	 � �	 �

�

yyy �

�
�

�
BBBBBB�

��
	
�
�	
�

	
CCCCCCA


xxy �
�
�

�
B� �� �	 ��

� � �
� �	 �

	
CA 
xyy �

�
�

�
B� �� � �

	 � �	
�� � �

	
CA

��	��

Plusieurs probl�mes apparaissent � ce niveau	 Tout d�abord� le calcul de la d�riv�e de la
courbure correspond � des d�riv�es d�ordre trois de l�image� avec toutes les instabilit�s
num�riques que cela implique	 Ce probl�me a �t� pour une grande part r�solu en calculant
la d�riv�e de la courbure sur une version �ltr�e de l�image consid�r�e* le reste des calculs
�tant fait sur l�image d�origine� a�n de ne pas perdre d�informations	 Pour cela j�ai utilis�
des �ltres gaussiens discrets� dont les coe�cients sont ceux de la lieme ligne du triangle de
Pascal �l est la longueur du �ltre�	 Pratiquement� selon le pas de temps utilis�� des �ltres de
longueur variant de 
 � �
 ont �t� n�c�ssaires � la stabilisation du processus	

Une fois les instabilit�s num�riques �cart�es� les premiers essais ont �t� e�ectu�s sur un
cercle	 La courbure d�un cercle �tant par d��nition constante le long de celui�ci� on pouvait
s�attendre � ce que le contour n��volue pas	 Ceci fut con�rm� lors de la simulation� permettant
au passage de mettre � l��preuve la stabilit� num�rique de l�algorithme	
Pourtant sur des images autres que le cercle� les r�sultats n��taient pas signi�catifs� ce qui
m�a pouss� � examiner de plus pr�s le comportement th�orique de ce genre de d�formation	
Voici ce que j�ai remarqu� �ces explications s�appuient sur la �gure �	���

� Consid�rons une oscillation de notre contour	 La courbure est maximale en haut de
l�oscillation et minimale �n�gative� en bas	 En ces points la d�riv�e de la courbure est
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nulle et donc ils ne bougeront pas ��gure �	���a��	 On voit d�j� apparaitre le probl�me�
comment r�sorber une oscillation sans en modi�er les points extr�maux+

� Entre le minimum et le maximum� la courbure ne fait qu�augmenter� et donc sa d�riv�e
est positive	 De m�me� de l�autre cot� de l�oscillation� elle est n�gative ��gure �	���b��	

� On en d�duit alors la d�formation de cette oscillation� qui va �tre translat�e� mais
surtout ampli��e ��gure �	���c��	

Courbure Max
K’=0Courbure min

K’=0

(a) +-

+ -

+-

+ -

+
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+ -

+

+
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-
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+
+ -

-
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(b) (c)

Fig� �	� � Les probl�mes de l��volution sous l�action de la d�riv�e de la coubure

Voici ce que produit ce genre de ph�nom�ne sur un cercle� volontairement l�g�rement
perturb�	 Les oscillations se propagent autour du cercle en s�ampli�ant� comme on peut
le voir sur la �gure �	�	

Fig� �	� � Images d�form�es en utilisant la d�riv�e de la courbure

Il faut donc se tourner vers un autre mode de d�formation	
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����� La courbure moyenne sur un intervalle� notion d��chelle

Pour rendre la courbure constante� on peut aussi faire tendre la courbure vers la courbure
moyenne de l�image calcul�e sur un certain voisinage	 C�est ce qu�on fait en choisissant pour
la force d��volution la forme suivante�

F �



� �

�	u� � �� �	v� � ��

u�u�Z
u�u�

v�v�Z
v�v�

K�x� y�dxdy
�
��K�u� v� ��	��

� Kmoy�u� v��K�u� v�
Comme dans le cas pr�c�dent� la courbure est calcul�e sur une image liss�e� mais dans ce

cas� un �ltre de longueur trois su�t	
Les param�tres u� et v� d�terminent la taille du voisinage consid�r�� et donc l��chelle �
laquelle les oscillations vont �tre liss�es	 Sur les �gures �	� et �	� sont pr�sent�s les r�sultats
obtenus par cette m�thode sur une image comportant des oscillations � plusieurs �chelles	

iter � � iter � ��� iter � 
�� iter � ����

iter � ���� iter � 	��� iter � 
���

Fig� �	� � Images d�form�es en utilisant la courbure moyenne avec un voisinage �	 x 	


On remarque que� dans le premier cas� certaines oscillations � moyenne �chelle sont
conserv�es alors que dans le dernier cas elles sont liss�es	 On pourra ainsi choisir la taille des
oscillations que l�on d�sire conserver	
En regardant de plus pr�s la signi�cation math�matique d�une telle force de d�formation� on
arrive � la conclusion suivante� le calcul de Kmoy n�est autre que l�application sur l�image du

masque



�� � � �
� � �
� � �

�
��	 Alors Kmoy �K peut �tre identi�� au masque



�� � � �
� �� �
� � �

�
��� qui n�est

autre que celui de la d�riv�e seconde de la courbure de l�image	
La �gure �	�� montre comment le calcul est e�ectu� sur l�image � l�aide du masque	

��
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iter � �� iter � 	�� iter � ��� iter � ���� iter � 	���

iter � 	� iter � �� iter � ��� iter � 	�� iter � ����

iter � 	� iter � �� iter � ��� iter � 
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Fig� �	� � Images d�form�es en utilisant la courbure moyenne� pour des voisinages de ��x�
 pour
la premi�re ligne� �	x	
 pour la seconde et �

x


 pour la troisi�me

Comme on peut le voir� les r�sultats de cette m�thode sont bons	 Cependant� il faut
remarquer que les masques utilis�s sont isotropes� et que par cons�quent un tel �ltrage
entra#ne une perte d�information par lissage	 Nous voudrions une force interne qui lisse
l�image dans la direction des lignes de niveau� tout en ne changeant rien dans celle du
gradient	 Ceci nous am�ne � parler de di�usion anisotrope	
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Fig� �	�� � Application du masque d�duit de F � Kmoy�u� v� �K�u� v�

����	 La di
usion anisotrope

La di�usion anisotrope est d�riv�e des techniques de �ltrage par convolution avec des
fonctions gaussiennes	 Mais dans ce cas particulier� le tra#tement n�est pas le m�me dans
toutes les directions� l�id�e �tant de lisser l�image uniquement dans la direction normale au
gradient	 Dans ce but� Perona et Malik �PM��� ont introduit l��quation de di�usion suivante�


u


t
� div�g�jruj��ru� ��	��

La convergence de cette �quation est assur�e pour les fonctions g qui ont certaines propri��
t�s �DF���	 Pour montrer cette convergence� l��quation pr�c�dente est exprim�e comme la
minimisation de la fonction d��nergie suivante�

E�u� � �
Z



��jruj�d� ��	���

O ���jruj�
jruj

� g�jruj�
L��quation �	� est une descente de gradient le long de la surface d��nergie E�u�	 En

rempla%ant g par sa valeur en fonction de � dans l��quation �	�� on trouve la formule�


u


t
� ���jruj�u�� � ���jruj�

jruj u�� ��	���

O � � ru
jruj

est le vecteur unitaire dans la direction du gradient� et � le vecteur orthogonal
au gradient	

Gr�ce � la collaboration de Karl Krissian �en premi�re ann�e de th�se dans le projet
Epidaure�� qui a programm� cet algorithme ��KMA����� j�ai pu appliquer une di�usion ani�
sotrope sur mes images� et comparer ces r�sultats avec les miens	

Les r�sultats sont bons� et on a reussi � enlever les petites oscillations en conservant les
moyennes	 Par contre� on observe un e�et d��talement des contours de l�image qui n�est pas
souhaitable par exemple lors d�une application en segmentation� on verrait l�image se lisser
au cours du temps� allant m�me jusqu�� e�acer certaines parties de l�objet simul�	

�




Fig� �	�� � Di�usion anisotropique

Il faut cependant retenir de cette exp�rience l�id�e d�anisotropie du �ltre qui doit �tre
utilis�� il faut utiliser un �ltre qui calcule la d�riv�e seconde de la courbure dans le direction
perpendiculaire au gradient	 Ceci nous m�ne tout naturellement vers le paragraphe suivant	

����� La d�riv�e seconde de la courbure le long du contour

Le but de ce paragraphe est d��tudier le comportement d�une image d�form�e sous l�action
de la d�riv�e seconde de sa courbure prise dans une direction privil�gi�e� celle des lignes de
niveau	
Si on se reporte au paragraphe consacr� � la d�riv�e premi�re de la courbure� on s�aper%oit
qu�une des m�thodes envisageables serait de d�river une nouvelle fois la formule �	�	 La
lourdeur et l�instabilit� num�rique d�une telle �quation m�ont incit� � op�rer di��remment	
Plusieurs solutions ont �t� impl�ment�es	

La premi�re� qui est aussi la plus simple� consiste dans un premier temps � calculer la
courbure en tous les points de l�image o elle existe� � partir de l�image l�g�rement liss�e	 Un
masque de d�riv�e seconde monodimensionnel est alors appliqu� sur cette image de courbure�
dans la direction perpendiculaire au gradient de l�image �c�est � dire parall�le � la ligne de
niveau passant par le point consid�r��	 Cette direction est calcul�e sur l�image elle�m�me�
comme on peut le voir sur la �gure �	��	

La formule de F est alors�
F � K�� � �K �K�� ��	���

O 

K�� � r�rK����� � r�jrKj�� rKjrKj ��	�
�

� et � sont les vecteurs unitaires dans la direction du gradient et du contour	
Les r�sultats obtenus par cette m�thode sont int�r�ssants �voir �gure �	�
�	 En particulier

on note un tr�s faible �talement de l�image� m�me au bout d�un grand nombre d�it�rations
�� comparer avec les r�sultats de la di�usion anisotrope� �gure �	���	
Le seul inconv�nient est la faible extension spatiale du �ltre �trois pixels seulement�� ce qui
entra#ne un tr�s bon lissage des hautes fr�quences �on peut envisager une application pour
le d�bruitage des isosurfaces�� mais par contre une tr�s faible e�cacit� sur les plus larges
oscillations	
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Fig� �	�� � D�termination de la direction du vecteur tangent � l�isocontour en vue du calcul de la
d�riv�e seconde directionnelle de la courbure de l�image
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iter � ��� iter � ��� iter � ���� iter � 
��� iter � ����

Fig� �	�
 � Images d�form�es en utilisant la d�riv�e seconde de la courbure
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Le nouveau probl�me � surmonter est donc d��tendre la m�thode � un voisinage de taille
sup�rieure	 On ne peut malheureusement pas simplement augmenter la taille du �ltre de
d�riv�e et l�appliquer comme pr�c�demment	 On d�sire calculer la deriv�e seconde de la
courbure le long du contour	 Dans le cas d�un �ltre de taille trois� le contour est correc�
tement approxim� par la tangente	 Mais ce n�est plus vrai pour des �ltres plus longs� qui
vont engendrer des erreurs aux points de forte courbure� qui sont justement ceux qui nous
int�r�ssent le plus ��gure �	�
�	

Fig� �	�
 � Approximation du contour par la tangente

Si on veut augmenter la taille du �ltre� il faut s�arranger pour placer celui�ci r�ellement
le long du contour� c�est � dire� pour chaque point � traiter� conna#tre un certain nombre
de ces �voisins de ligne de niveau�	 Ceci sous�entend la d�termination de toutes les lignes de
niveau de l�image� et donc un temps de calcul assez long	
Une premi�re am�lioration est directement d�riv�e du mod�le implicite choisi	 Notre image
�tant binaire liss�e� les points � � et ��� ne doivent pas �tre remis � jour	 On se restreint
donc � traiter les points de l�image o la norme du gradient est di��rente de z�ro� ou m�me
sup�rieure � un certain seuil pour �viter les instabilit�s li�es � l�incertitude num�rique sur la
direction du gradient	 On peut donc penser � ne calculer qu�un nombre r�duit d�isocontours	

Pour la deuxi�me m�thode mise en ,uvre� ce raisonnement a �t� pouss� � l�extr�me� en
choisissant de n�appliquer la d�formation que sur les points appartenant � l�isocontour qui
nous int�r�sse� l�isocontour ���	 L�id�e est de faire suivre le mouvement aux autres points
de mani�re simple et surtout e�cace	 Les premiers essais ont �t� e�ectu�s avec un tr�s l�ger
lissage des points ext�rieurs � l�isocontour ���� a�n de conserver la notion de �binaire liss�e�
au cours de la d�formation	 Dans ce cas la force interne vaut�

F �



� �

	u� � �

u�u�Z
u�u�

K�s�ds
�
�� K�u� ��	�
�

� Kmoy�u� u���K�u�
O s repr�sente l�isocontour ���	
La �gure �	�� montre comment est appliqu� le masque le masque sur les points de l�isocontour
��� de l�image	

Les r�sultats pr�sent�s sur la �gure �	�� ont �t� obtenus par cette m�thode	 Sur la pre�
mi�re ligne� les calculs sont faits avec un �ltre de longueur totale �� �� points de chaque
cot� du point trait��� jusqu�� la convergence num�rique �symbolis�e par �inf ��� puis avec des
�ltres de longueur sup�rieure	 Sur la deuxi�me ligne� les oscillations de l�image initiale �tant
larges� j�ai directement utilis� un �ltre de grande taille	
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Fig� �	�� � Calcul de la d�riv�e seconde de la courbure le long de l�isocontour 
�� pour un voisinage
de taille 
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Fig� �	�� � Images d�form�es en utilisant la d�riv�e seconde de la courbure le long de l�isocontour
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Une remarques doit �tre faite concernant ces r�sultats	 le gain en nombre d�it�rations ne
semble pas �vident	 En e�et les instabilit�s num�riques obligent � garder un pas de temps
tr�s faible	 Mais c�est au niveau du temps de calcul qu�on gagne �normement	 Contrairement
aux autres m�thodes� les calculs couteux �d�riv�e �ieme de l�image� ne sont faits que sur les
points de l�isocontour ���	 On gagne ainsi une dimension-

Mais il y a un meilleur moyen d�obliger tous les points de l�image � suivre l��volution de
l�isocontour	 La solution que je propose est la suivante	 Pour un point de l�isocontour� on
calcule son d�placement� que l�on propage ensuite vers tous les points situ�s sur la droite
perpendiculaire au contour passant par le point	 Cette propagation est obtenue en pond�rant
le d�placement du point de l�isocontour par la norme du gradient calcul�e au point courant
�voir �gure �	���	 On se rapproche ainsi de la notion de �ltrage anisotrope� qui lisse l�image
le long du contour� mais la conserve inchang�e dans la direction du gradient	

(dans la direction du gradient)Image

Ensemble des points
pour lesquels il faut
propager le deplacement 
du point central

Point central

Isocontour

Deplacement

Propagation
du
deplacement

Vue en coupe

Fig� �	�� � Conservation de l�image dans la direction du gradient

En plus de conserver la forme du mod�le implicite� cette technique a un autre avantage�
qui est d�augmenter la vitesse de d�placement	 En e�et dans le cas o seul le point sur
l�isocontour est modi��� celui�ci ne se d�placera au mieux que d�un pixel� alors que cette
nouvelle m�thode� lui permet de se d�placer d�une distance d repr�sent�e sur la �gure �	��	

Si f�x� est la courbe en trait plein� alors la courbe en pointill�s est f�x�d�	 En appliquant
un d�veloppement de Taylor � l�ordre �� on trouve f�x � d� � f�x� � df ��x� � o�x��	 En
identi�ant avec l��quation ��	���� on retrouve que d vaut �tF 	

Malheureusement� la mise en ,uvre de ce proc�d� pr�sente quelques probl�mes	 Si� pour
chaque point de l�isocontour� on propage le d�placement vers tous les points sur la droite
perpendiculaire � l�isocontour� certains vont �tre remis � jour plusieurs fois� en particulier aux
points de forte courbure	 Il faut donc op�rer en sens inverse� c�est � dire pour chaque point
de l�image� trouver le point le plus proche sur l�isocontour ���� et en d�duire le d�placement
qu�il faut lui appliquer	 Mais ce genre de recherche est couteuse en temps de calcul	 Les
r�sultats sont aussi bons qu�avec le lissage� mais on a en plus une conservation de toutes les
caract�ristiques initiales du mod�le	 Mais en attendant un algorithme plus e�cace pour la
recherche du point le plus proche sur l�isocontour� j�ai laiss� de c!t� cette technique� trop

��
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Fig� �	�� � Relation entre d�placement des pixels et d�placement du contour

longue pour la phase d�exp�rimentation du mod�le	 Dans toute la suite des travaux la force
interne utilis�e sera donc�

� La d�riv�e seconde de la courbure dans le direction de l�isocontour pour les points de
celui�ci	

� Un faible lissage pour les autres points de l�image o le gradient est sup�rieur � un
certain seuil	
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Chapitre �

Forces externes

��� Introduction

Pour qu�un mod�le d�formable soit complet� il faut lui associer une ou plusieurs forces
externes� c�est � dire d��nir comment un objet �tranger peut int�ragir et imposer des
contraintes sur l�isocontour �dimension �� ou l�isosurface �dimension 
�	 Si on vise une ap�
plication en segmentation� on a besoin que le contour soit attir� par exemple par le gradient
de l�image � s�gmenter	 Pour la simulation� on doit pouvoir contraindre le contour � passer
par un point� ou � avoir un point �xe� ou encore � revenir vers une position d��quilibre apr�s
une d�formation �c�est � dire avoir une forme de r�f�rence�	

��� Int�ragir avec un point

On peut imaginer plusieurs sortes de contraintes in"ig�es � un isocontour par un point	
En voici plusieurs exemples� avec leurs applications	

����� Faire passer l�isocontour par un point

Dans ce premier paragraphe� je vais me rapprocher d�une notion d�velopp�e par Jules
Bloomenthal et Ken Shoemake dans �BS���� les Convolution surface	 En e�et� notre mod�le
)Binaire�Liss�e) se pr�te extr�mement bien � ce genre de manipulation	 On ne parle pas
ici de d�formation ou de contraintes� mais plut!t de rajouter ou enlever un morceau de
l�isocontour	 Si on consid�re un isocontour de r�f�rence� supposons qu�on veuille le faire
passer par un point bien pr�cis	 Alors� on d�termine le point le plus proche sur l�isocontour	
Ces deux points d�limitent un segment	 Math�matiquement� ce segment est represent� par
une fonction de IR� dans IR qui vaut une fonction porte dans la direction du segment et un
dirac dans la direction perpendiculaire �on trouve parfois cette fonction sous le nom de mur

de Dirac�	 En convoluant cette fonction avec une gaussienne� dont on peut choisir la largeur
� mi hauteur� on obtient une fonction aux propri�t�s int�r�ssantes �voir �gure 
	���

� Les deux points situ�s aux extr�mit�s ont pour valeur ��� �donc l�isocontour passe par
ces deux points�	


�



� La forme de la fonction est de type )binaire liss�e)� d�o un parfait m�lange avec la
fonction potentiel de d�part �voir article sur les Convolution Surfaces�	
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Fig� 
	� � Convolution d�un mur de Dirac par une gaussienne

Deux exemples de cette technique sont propos�s ci�dessous	

Fig� 
	� � Utilisation de la convolution sur notre mod�le

����� Attirer le contour sur un point

La technique de convolution propos�e au paragraphe pr�c�dent pr�sente un int�r�t pour la
construction de formes g�om�triques plus ou moins complexes dans le cadre d�applications
comme les logiciels de dessin ou de sculpture �voir article �GH����	 Dans le cadre de la
simulation ou de la segmentation� il est pr�f�rable de mod�liser l�attraction de l�isocontour
par un point	 Cette force externe va tout naturellement se comporter exactement comme
la force de rappel interne	 Un point �x� par l�utilisateur va donc modi�er son plus proche
voisin sur l�isocontour	 L��quation du mod�le devient alors�
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t��t � 
t � �t �Fint � Fext� jr
j �
	��

O la force interne est donn�e par la formule �	�
� et la force externe par la formule�

Fext � k����MM �k �
	��

M �tant le point )attracteur) et M � son plus proche voisin sur l�isocontour ���	
Dans un premier temps� observons le comportement du mod�le sous la double action

de la force interne et de la force externe	 Pour cela� prenons un cercle que l�on soumet �
l�attraction d�un point	 On peut voir les r�sultats sur la �gure 
	
	 La longueur du voisinage
utilis� pour la force interne vaut �� points pour la premi�re ligne� 
� pour la seconde et ��
pour la derni�re	 Cette exp�rience met clairement en �vidence la relation �troite existant
entre la longueur du voisinage et le comportement dynamique du mod�le �en simulation on
peut utiliser cette longueur de voisinage pour caract�riser la raideur des mat�riaux�	

iter � �� iter � 	�� iter � ��� iter � ���� iter � 	���

Fig� 
	
 � Contour attir� par un point pour di��rentes longueurs du voisinage

Une variante� �gure 
	
� est de se servir de la technique de convolution vue au paragraphe
pr�c�dent pour attirer d�un seul coup le contour jusqu�au point� ensuite de garder ce point
�xe gr�ce � la force externe et de faire evoluer l�ensemble jusqu�� l��quilibre	

On peut aussi attirer avec plusieurs points� comme on peut le voir sur la �gure 
	�	
Une application possible de cet exemple serait� en segmentation� de proc�der � une pre�







iter � � iter � ��� iter � 
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iter � 	��� iter � ���� iter � inf���� iter � inf�	�� iter � inf����

Fig� 
	
 � Attraction instantan�e par la m�thode de convolution� puis �volution avec un point �x�

mi�re attraction par quelques points �les extrema de courbure par exemple�� qui servirait
d�initialisation � un autre algorithme	

iter � �� iter � ��� iter � 	�� iter � ��� iter � ��� iter � inf

Fig� 
	� � Cercle attir� par huit points situ�s aux sommets et aux milieux des ar�tes d�un carr�

En�n� une premi�re approche de simulation est pr�sent�e sur la �gure 
	�	 On �xe trois
points� deux sur le cercle �pour d�limiter la zone de d�formation� et un � l�int�rieur	 La
premi�re ligne repr�sente la phase de d�formation	 Ensuite on retire le point � l�int�rieur� et
on observe le retour � la position d��quilibre	 Mais ce retour est lent� car il est uniquement
engendr� par la force interne de rappel	 Il manque ici une notion de forme de r�f�rence�
lacune que je me propose de combler dans le paragraphe suivant	







iter � ��� iter � 
�� iter � ��� iter � ��� Stabilisation

Fig� 
	� � Animation� cercle attir� par un point� puis retour � l��quilibre

��� Forme de r�f�rence et m�moire de forme

Au lieu d�attirer un isocontour vers des points� il s�agit ici de l�attirer vers une forme de
r�f�rence� c�est � dire vers une courbe	 Le principe est une simple g�n�ralisation du cas du
point	 A chaque it�ration� en chaque point M de l�isocontour est appliqu�e une force �gale
� la composante normale du vecteur

����
MM � �M � est le plus proche voisin de M sur la courbe

de r�f�rence�	 Donc dans ce cas� la force externe est�

Fext �
����
MM ���n �
	
�

Forme de reference

M M’

Fext

isocontour 128

Fig� 
	� � �volution vers une forme de r�f�rence

Je propose pour illustrer ces propos deux exemples� l��volution d�une forme vers une autre
��gure 
	� et 
	��� et le retour vers une forme initiale apr�s d�formation ��gure 
	�
�	


�



Fig� 
	� � Cercle attir� vers deux quadrilat�res

Fig� 
	� � Cercle attir� vers une forme de foie

Ces r�sultats mettent en �vidence plusieurs caract�ristiques int�r�ssantes du mod�le	
D�abord� sur la �gure 
	�� l�isocontour se scinde bien en deux pour aller s�appliquer sur les
deux composantes de la forme de r�f�rence	 Ensuite� aucune attention particuli�re n�a �t�
porter � la forme initiale du contour	 On voit sur la �gure 
	� que la forme de r�f�rence
d�passe vers l�ext�rieur du cercle en deux endroits� et que cela n�a aucune in"uence sur le
r�sultat �nal	 Ce genre d�initialisation ne conviendrait pas pour la technique de segmentation
d�velopp�e par Malladi� Sethian et Vemuri dans �RMV���	

On observe un petit probl�me au bas de la derni�re image de la �gure 
	�� qui met en
�vidence les limites de cette force externe	 Si on observe de plus pr�s� on constate que pour
les points sur le contour jaune� le vecteur

����
MM � est perpendiculaire � la direction locale du

gradient� donc la force externe est nulle �ou trop faible pour compenser la force interne�
��gure 
	���	 La convergence vers la forme de r�f�rence va tout de m�me se faire� mais tr�s
lentement	

On voit en blanc sur cette �gure l�alternative � ce probl�me	 On raisonne un peu di���
remment� en consid�rant que chaque point de l�isocontour subit l�attraction du point de la
forme de r�f�rence situ� dans la direction orthogonale � l�isocontour	 Le probl�me revient
donc � d�terminer l�intersection d�une droite et d�une courbe	 Un algorithme tr�s e�cace�
propos� par Bresenham� tra#te ce probl�me� en y ajoutant m�me une certaine libert�	 En
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Direction du gradient

Solution pour contourner 
le probleme

Forme de reference

Isocontour 

Plus courte distance

Fig� 
	�� � Probl�me de l��volution vers une forme de r�f�rence

partant d�un point et dans une direction donn�� l�algorithme parcourt la droite point � point�
et teste � chaque fois si une condition est remplie	 Cette condition peut �tre l�appartenance
du point � la forme de r�f�rence� voici r�solu le probl�me rencontr� pr�c�demment	 Mais cela
ouvre la voie � plusieurs autres applications	 Ce test peut porter sur la norme gradient d�une
image � segmenter� ou le passage par z�ro du laplacien	
J�en ai donc pro�t� pour faire quelques applications � la segmentation	 Les images que l�on
peut voir sur les �gures 
	�� et 
	�� sont des images synth�tiques de ce que l�on peut obtenir
en seuillant le gradient d�une image r�elle	 L�isocontour de d�part est donc attir� par les
points de plus fort gradient de l�image � segmenter	
Dans le premier cas� j�ai pris une image de gradient id�ale� c�est � dire un contour sans
trou	 Dans ces conditions� l�isocontour converge vers la forme de r�f�rence quelle que soit la
position initiale	 Ceci peut bien s(r �tre appliqu� pour la simulation �m�moire de forme�	

iter � � iter � 	� iter � �� iter � ��� iter � 	�� iter � 
��

Fig� 
	�� � Attraction du contour par une image de gradient seuill� de bonne qualit�

Pour les ��� premi�res it�rations� la force interne utilise un voisinage de �� points pour
�viter la formation d�oscillations lors du d�placement rapide du contour	 Les �� derni�res
utilisent un voisinage de 
 seulement� permettant ainsi au contour d�aller jusque dans les
coins de la forme de r�f�rence	

J�ai ensuite e�ectu� la m�me exp�rience avec une image de r�f�rence plus r�aliste� form�e
presque exclusivement de points ou de petits segments	 Il faut alors choisir un voisinage de


�



grande taille pour la force interne ��� points� car certains points seulement seront attir�s�
et le r!le de la force interne est alors de faire suivre les autres	 Comme dans le premier cas�
au bout d�un certain nombre d�it�rations la longueur du voisinage est reduite� pour a�ner
la segmentation	

iter � � iter � �� iter � ��� iter � 	�� iter � 
��

iter � � iter � �� iter � 	�� iter � ��� iter � ��� iter � ����

Fig� 
	�� � Attraction du contour par une image de gradient de mauvaise qualit�

Pour la deuxi�me application ��gure 
	�
�� la force qui d�forme l�objet est d�riv�e de
la m�thode du paragraphe 
	�	�	 Le point situ� au bout de l�instrument g�n�re un poten�
tiel gaussien n�gatif qui repousse l�isocontour en faisant baisser la valeur des points qui se
trouvent dans son voisinage	 Lorsque l�instrument se retire� cette force est mise � z�ro et
l�isocontour revient � l��quilibre� attir� vers sa position d�origine qui est prise comme forme
de r�f�rence	

Fig� 
	�
 � Simulation d�un instrument qui d�forme un objet
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Un dernier cas particulier de cette application est illustr� par la �gure 
	�
� o l�instrunent
va jusqu�� d�couper le foie en deux morceaux	 Apr�s le retrait de l�instrument� j�ai appliqu�
quelques it�rations avec uniquement la force interne pour montrer que les deux composantes
connexes �voluent ind�pendemment	

Fig� 
	�
 � D�coupe d�un objet � l�aide d�un instrument
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Chapitre �

L�interface utilisateur

Avant de passer � la conclusion de ce travail� je tenais � dire un mot sur les programmes
et langages de programmation utilis�s lors de cette �tude	 Le logiciel est enti�rement bas�
sur des interactions entre C et Tcl.Tk	 Les algorithmes sont programm�s en C� et la gestion
des images� des fen�tres� et de l�environnement interactif machine�utilisateur est �crite en
Tcl.Tk	 Une interface de base m�a �t� fournie par Johan Montagnat �en premi�re ann�e de
th�se au sein du projet �pidaure�	 Cette interface �comme on le verra lors du descriptif�
permet de visualiser des Inrimages� format d�images tridimentionnelles propre � l�INRIA�
selon trois coupes� dans les plans verticaux� horizontaux et transversaux	 Si on se limite�
comme je l�ai fait lors de ce stage� � des images bidimensionnelles� une seule des coupes est
utilis�e	
A partir de cette interface de base� j�ai pu rajouter des fonctionnalit�s par l�interm�diaire de
boutons ou de slider� au fur et � mesure de mes besoins	

Voici tout d�abord la premi�re fen�tre qui va permettre de choisir l�image sur laquelle
on veut travailler� mais qui poss�de aussi un �diteur de texte et un compilateur pour les
commandes Tcl.Tk ��gure 
	��	

L’utilisateur peut directement envoyer
des commandes Tcl/Tk

Permet de charger
les images

Message de retour ou d’erreur

Fig� 
	� � La fen�tre YAV

Et voici la fen�tre contenant l�image et toutes les possibilit�s d�int�raction avec le mod�le
��gure 
	��	
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Fig� 
	� � L�interface utilisateur
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Conclusion

Nous voici au moment de faire le bilan de ces cinq mois de travaux	 Le mod�le issu de
ces recherches poss�de des caract�ristiques importantes qui m�ont guid� tout au long de son
�laboration	
La premi�re est bien s(r le choix d�une repr�sentation implicite� dont la propri�t� la plus
int�ressante est d��tre totalement insensible aux changements de topologie	
La seconde caract�ristique importante est l�abscence de squelette ou de tout autre �l�ment
de construction qui pourrait � un moment ou un autre limiter les possibilit�s de d�formation
et surtout de �ssion du mod�le en plusieurs composantes	
Ensuite� il fallait une force interne qui fasse tendre toute forme initiale vers une position
d��quilibre	 Ceci excluait totalement les forces de dilatation ou contraction permanente uti�
lis�es par Sethian� qui ne sont pas du tout adapt�es � la simulation de d�formation	
En�n� en l��tat actuel des choses� nous avons � disposition des forces externes permettant de
couvrir nombre d�applications� depuis la segmentation jusqu�� la simulation	

Mais ce mod�le m�rite d��tre appro�ondi et d�velopp�	
Avant toute chose� il faudra mettre en ,uvre la version d��nitive de la force interne� c�est �
dire trouver un moyen e�cace de d�terminer� pour chaque point de l�image� son plus proche
voisin sur l�isocontour ���	 Le premier cap � franchir sera celui de la troisi�me dimension�
rendue n�cessaire par les nouvelles techniques d�acquisition d�images m�dicales volumiques�
mais surtout de plus en plus accessible gr�ce � la puissance des ordinateurs	 Or toutes les
fondations et les developpements th�oriques pr�sent�s� ainsi que les algorithmes program�
m�s sont g�n�ralisables en dimension trois	 Ceci montre en particulier l�avantage d�cisif des
mod�les implicites sur leurs homologues param�triques� par exemple le passage d�un Snake

� un )Snake �D) n�cessite beaucoup plus que le simple ajout d�une dimension � tous les
tableaux	
Ensuite� je pense qu�il faudra introduire dans ce mod�le une notion de comportement dyna�
mique global� qui permettra de passer d�une mod�lisation )de surface) �avec e�et de peau��
vers une vrai structure volumique �je pense � cela en particulier pour la simulation chirurgi�
cale�	 De nombreuses solutions � ce probl�me sont propos�es dans la litt�rature� mais il me
semble que le sujet reste tr�s ouvert	
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Annexe A

Calcul de la courbure

Par d��nition la courbure de la ligne de niveau passant par un point d�une image est
donn�e par la formule�

K � r� r
jr
j �A	��

Or r�
jr�j

n�est autre que �n� le vecteur normal � l�isocontour	 Donc

K � r��n �A	��
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D�o en additionnant les deux� on obtient la formule�
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Annexe B

Calcul des masques de d	riv	es partielles

Le calcul des d�riv�es partielles d�une fonction par la m�thode des �l�ments �nis revient
� �ltrer l�image par des masques	 La d�termination de ces masques se fait de la mani�re
suivante�
Soit f une fonction de IR� dans IR� notons fx la d�riv�e partielle de f par rapport � x� en
appliquant un d�vellopement de Taylor de f�x � h� y� et de f�x � h� y� � l�ordre un� on
obtient� �

f�x � h� y� � f�x� y� � hfx�x� y� � o�h��
f�x� h� y� � f�x� y�� hfx�x� y� � o�h��

�B	��

En soustrayant ces deux �quations on trouve que

f�x� h� y�� f�x� h� y� � 	hfx�x� y� �
 fx�x� y� �
f�x� h� y�� f�x� h� y�

	h
�B	��

D�o en prenant h � �� on a le masque fx � �
�

h
� � ��

i
Le raisonnement est exactement

le m�me pour fy	 Et fxy n�est autre que la composition des deux�

fxy �
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�
�� �B	
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En poussant le d�veloppement de Taylor � l�ordre deux� on fait appara#tre la d�riv�e
seconde� �

f�x� h� y� � f�x� y� � hfx�x� y� �
h�

�
fxx�x� y� � o�h��

f�x� h� y� � f�x� y�� hfx�x� y� �
h�

�
fxx�x� y� � o�h��

�B	
�

Et cette fois en additionnant les deux lignes� il vient�

f�x� h� y� � f�x� h� y� � 	f�x� y� � h�fxx�x� y�

�
 fxx�x� y� �
f�x� h� y�� 	f�x� y� � f�x� h� y�

h�

�B	��

D�o on tire le masque� fxx �
h
� �	 �

i
	 Le calcul de fyy� ainsi que de la d�riv�e crois�e

fxy� se font de la m�me mani�re	
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En�n� en passant � des d�veloppement � l�ordre trois de f�x�h� y�� f�x�	h� y�� f�x�h� y�
et f�x� 	h� y�� on trouve�

������
�����
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fxxx�x� y� � o�h	�

�B	��

En faisant la premi�re ligne moins deux fois la deuxi�me plus deux fois la troisi�me moins la
quatri�me� on trouve�

f�x� 	h� y�� 	f�x� h� y� � 	f�x� h� y�� f�x� h� y� � 	h�fxxx�x� y�

�
 fxxx�x� y� �
f�x� 	h� y�� 	f�x� h� y� � 	f�x� h� y�� f�x� h� y�

	h�

�B	��

Ce qui donne le masque fxxx �
h
� �	 � 	 ��

i
	

La composition de ce masque avec ceux calcul�s pr�cedemment donne tous les outils
n�cessaires pour le calcul de la courbure et de sa d�riv�e	
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