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Equation de Navier-Stokes
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Figure 3. Visualisation de léclatement d'un filament de basse pression dans la turbulence a Re = 400 000. Le
femps est adimensionné par le temps de refournement des grandes échelles.

Douady, Couder, Brachet (1991)
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Théorie de Kolmogorov (1941)

e Hypotheéses sur le comportement des accroissements de vitesse :

ST( T, t) = B(T + 7 t) — 6(F; 1)

e 1- les accroissements sont stationnaires (temps et espace)

Def Un processus aléatoire {Y(t),t € R} est dit stationnaire si pour tout 7 € R,
(S,Y) () :=Y(t+7)2Y(#), teR.

e 2- les statistiques ne dépendent que de v et €, pour L > r > n.

2
L . . . Qv
Def La dissipation visqueuse locale est €(Z,t) = %V (Zz : &U’. + 82‘7)
] 1

. . 3 .
et la dissipation moyenne statistique est e=E { / e(Z + h, t)}

e 3- dans une zone dite inertielle, L > r > n, elles ne dépendent plus que de €
(turbulence pleinement développée, limite v — 00).
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E{(év(r;Z,t))’} = gp (i) (er)P/3, si n < r < L (zone inertielle)
N
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(noté “H-ss") si pour tout \ > 0,

a

(DaaX) () == 2" HX(\t) = X(t), t>0.

[6u(r)]?
[/ 0v(r)]

Par argument dimensionnel : € >~ v

1
—h=H = 3 unique.
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Mesure accessible en un seul point.
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e H-ss ou spectre en k~5/3
— nécessitent une structure singuliere de la vitesse au cours du temps.
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Mise en évidence de l'intermittence statistique

Autres prédictions de K41 :
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Mise en évidence de l'intermittence statistique

Autres prédictions de K41 :

o E{(5u(r; &))"} = Cpler)?/?; ou(r)

e —— est indépendant de r.
(er)l/3

Et dans les expériences ?

Lois des Zp : mesures et théories pdf des accroissements de vitesse et intermittence
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Expérience GReC dans de I'hélium 3 4,5 K, Re= 5 - 10°
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Esquisse d’'interprétations de I'intermittence

e Formalisme multifractal.
Objection (de Landau) 3 K41 : E {e(r)P/3) # (Ee(r))"/?.

Modification : introduire une régularité locale variable de la vitesse.

Su(\F: Z, 1) = \'ED 5y (7 £, ¢), pour |7] — 0.

e Si I'on suppose que |'exposant h est valable sur un ensemble aléatoire de |'espace
de dimension D(h) (non forcément entiére), le comportement générique modélisé
devient

E{(6v(r; Z,1))P} ~ &/ 3r Gp = inf(ph — D(h))

e Estimation : interprétation thermodynamique (Frisch, Parisi; Arnéodo et coauteurs)

e Limite de la théorie : interpréter la struture fractale...?
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Esquisse d’interprétations de l'intermittence

e Cascades multiplicatives.
La probabilité P.(In |dv|) varie d’une échelle r a I'autre.
Il a été proposé de décrire comment elle se déforme d'une échelle a I'autre.

P,,(In|év|) = G*nr2)=nrll o p_(In |5v|),

2

ou Gy ry = Grln(ra)—n(ry)] est |e propagateur de |'échelle r1 a rs.

e Conséquence : auto-similarité étendue (ESS), soit séparation de p et r.
E {(6v(r; Z,t))P} ~ e P™") avec H(p) = —1In G(p),

G est la transformée de Laplace de G, G(p) = [ e P"G(n)dn.

Propriété de multi-scaling, lois et (p)n(r)

® |dées de Novikov, Castaing; interprétation en signal Chainais, Abry.

e Limite : pas de géométrie du tout. Décrit |'intermittence statistique.
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Quelques approches de l'intermittence “spatio-temporelle”

e Description par des modeles de vortex
Vortex de Lundgren (1982) = spectre en k—°/3

e Etudes de singularités géométriques oscillantes

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

coupe par une sonde

vitesseradiale
mesuree




Turbulence et structures

e Exemple d'un modeéle-jouet de signal “turbulent” avec structures organisées.

signal composd d’'objets

amplitude

temps



Turbulence et structures

e Exemple d'un modele-jouet de signal “turbulent” avec structures organisées.

amplitude f(t)

|dfrdt?

signal composd d’'objets

amplitude

fragment de la serie temporelle et position des motifs 10"

temps

loglogvperiodogram de Welch en log-log (et droite de pente -5/3) log des pdf des increments
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e Exemple d'un modeéle-jouet de signal “turbulent” avec structures organisées.

signal composd d’'objets

[¢}]
o
>
=
o
@
temps
- - log des pdf des increments
fragment de la serie temporelle et position des motifs 10" : loglogvperiodogram d‘e Welch en log-log (et droite d‘e pente -5/3) 15~ . . 9 P

2 N
107E 5 i\

amplitude f(t)
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Signal obtenu par superposition de chirps, h(t —t;)|t — t;|*, «a € C.

e | 'organisations spatiale peut ainsi conduire a I'intermittence statistique.
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— étude stabilité / instabilité de structures

— caractérisation des structures (écoulement global, turbulence)

— recherche (détection, analyse,...) dans dans la turbulence développée
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tourbillon derriere une ailette ou une marche.

e Mesures de vitesses lagrangiennes et mise en évidence de tourbillons.
Mordant, Pinton, O. Michel 2001 ; La Porta, Bodenschatz, et al. 2001

e Mesure directe de |la vorticité présente dans les tourbillons.
Lund 1987 ; Baudet, Pinton, Ciliberto 1992 ; Baudet, Michel 1999

e Mesures de quantités globales révélant ( 7) I'intermittence.
Pinton, Holdsworth, Bramwell 1998
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e Etude des caractéristiques tourbillons
expérience de P. Petitjeans, Y. Cuypers et coauteurs (ESPCI)

Etirement

=1 cm/s

Etirement A
- [njection

De colorant Re; = 100
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Séquence de formation / instabilité / explosion d'un vortex.




Turbulence et structures

e Etude des caractéristiques tourbillons
expérience de P. Petitjeans, Y. Cuypers et coauteurs (ESPCI)

Analyse spectrale des signaux : pour un vortex isolé.

pente =-1.818- origine =-2.5539
T T T
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e Etude des caractéristiques tourbillons
expérience de P. Petitjeans, Y. Cuypers et coauteurs (ESPCI)

Analyse spectrale des signaux : pour un vortex isolé.

pente =-1.818- origine =-2.5539
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e Etude des caractéristiques tourbillons
expérience de P. Petitjeans, Y. Cuypers et coauteurs (ESPCI)

Analyse spectrale des signaux : pour la suite des explosions.

Cing explosions successives de vortex
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Une bille est mise dans un écoulement turbulent et suivie par sonar Doppler.
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e Vitesse lagrangienne, suivre U(7(t);t) au cours du temps t (Mordant et al.).

Une bille est mise dans un écoulement turbulent et suivie par sonar Doppler.
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Turbulence et structures

e Vitesse lagrangienne, suivre U(7(t);t) au cours du temps t (Mordant et al.).

Une bille est mise dans un écoulement turbulent et suivie par sonar Doppler.
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Remarque : nécessité de méthodes d'analyse non-stationnaire.
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e Vitesse lagrangienne, suivre ¥(7(t);t) au cours du temps t (Mordant et al.).
Remarque : nécessité de méthodes d'analyse non-stationnaire.

décompositions temps-fréquence (ici spectre de Wigner) ou suivi de cible
Wx(t, f) = /X(t +7/2)X(t —7/2)e 2™/ 7dr. (filtrage de Kalman)




Turbulence et structures
e Vitesse lagrangienne, suivre U(7(t);t) au cours du temps t (Mordant et al.).
Remarque : nécessité de méthodes d'analyse non-stationnaire.

décompositions temps-fréquence (ici spectre de Wigner) ou suivi de cible
Wx(t, f) = /X(t +7/2)X(t —7/2)e 2™/ 7dr. (filtrage de Kalman)
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e Mesure de la vorticité, & = V A ¥ par diffusion de son (Baudet, Michel)
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e Mesure de la vorticité, & = V A ¥ par diffusion de son (Baudet, Michel)
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Turbulence et structures

e Mesure de la vorticité, & = V A ¥ par diffusion de son (Baudet, Michel)
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Turbulence et structures

e Mesure de la vorticité, & = V A ¥ par diffusion de son (Baudet, Michel)
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Pour plus de détails récents : these de Cédric Poulain, LEGI (UJF Grenoble) 09/2003
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Idée de l'auto-similarité - le signal révele la méme chose a chaque échelle.

Def Un processus aléatoire { X (¢),t > 0} est dit auto-similaire d'indice H
(noté “H-ss") si pour tout \ > 0,

(DuX) () = A TX(\t) £ X(t), t>0.
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ANALYSES DE MELLIN ET LAMPERTI

Idée de l'auto-similarité - le signal révele la méme chose a chaque échelle.

Def Un processus aléatoire { X (¢),t > 0} est dit auto-similaire d'indice H
(noté “H-ss") si pour tout \ > 0,

a

(DaaX) (t) = 27X (\t) = X(t), t>0.

2.6

Lol N !‘ W‘




Mellin et Lamperti
e Auto-similarité et échelle de Mellin

Les dilatations d'indice H, {Dy ., A € RS}, forment un groupe continu
d’opérateurs unitaires de L2(R}, ¢t =27~ 1de).



Mellin et Lamperti
e Auto-similarité et échelle de Mellin

Les dilatations d'indice H, {Dy ., A € RS}, forment un groupe continu
d’opérateurs unitaires de L2(R}, ¢t =27~ 1de).

e Son générateur hermitien tel que Dy \ =e

27 (CX)(t) = (—H + td/dt) X (t).



Mellin et Lamperti
e Auto-similarité et échelle de Mellin

Les dilatations d'indice H, {Dy ., A € RS}, forment un groupe continu
d’opérateurs unitaires de L2(R}, ¢t =27~ 1de).
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Mellin et Lamperti
e Auto-similarité et échelle de Mellin

Les dilatations d'indice H, {Dy ., A € RS}, forment un groupe continu
d’opérateurs unitaires de L2(R}, ¢t =27~ 1de).

127w AC
’

e Son générateur hermitien tel que Dy \ =e est

27 (CX)(t) = (—H + td/dt) X (t).

e Les fonctions propres de C sont les chirps de Mellin

dEs 5(t) dt

= (H +i2n8)— = Egg(t) =711
Eu () (H +1i275)~ w,5(t)

e Décomposition dans la représentation de Mellin

+00 rES
MaX)(@) = [ 1O o X0 = [ Bas0(MaX)(8)45

— o0

Interprétation : 3 a le sens d'une échelle, associée a I'invariance par dilatation.



Mellin et Lamperti

Théoreme de Lamperti

Définition de Lp.

Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti Ly d'un processus
stochastique {Y (t),t € R} est définie par :

(LurY)(t) =t"Y(Int), t > 0.



Mellin et Lamperti
Théoreme de Lamperti

Définition de Lp.
Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti Ly d’'un processus
stochastique {Y (t),t € R} est définie par :

(LurY)(t) =t"Y(Int), t > 0.
Définition de L5 1.

Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti inverse Ly~ ' d’un
processus stochastique { X (t),t > 0} est définie par :

(Le ' X)(t) =e X (), t € R.



Mellin et Lamperti
Théoreme de Lamperti

Définition de Lp.
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Mellin et Lamperti

Théoreme de Lamperti

Définition de Lp.
Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti Ly d’'un processus
stochastique {Y (t),t € R} est définie par :

(LurY)(t) =t"Y(Int), t > 0.

Définition de L.
Etant donné H > 0, la transformation de Lamperti inverse Ly~ ' d'un
processus stochastique { X (t),t > 0} est définie par :

(Le ' X)(t) =e X (), t € R.

Théoréme de J. Lamperti (1962).
Si {Y(t),t € R} est un processus stationnaire alors sa transformée de Lamperti
{(LyY)(t),t > 0} est auto-similaire d’indice H .

Inversement, si {X(t),t > 0} est auto-similaire d'indice H, alors sa trans-
formée de Lamperti inverse {(Ly ' X)(t),t > 0} est stationnaire.
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lllustration : naviguer entre stationnarité et auto-similarité.

Mouvements browniens (H = 1/2)
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Mellin et Lamperti

lllustration : naviguer entre stationnarité et auto-similarité.

Mouvements browniens (H = 1/2)

“Chirp” de Mellin
tH—I—’L'27Tﬁ

v = LAAAAANA NN
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1270t

Sinusoide e

Processus d'Ornstein-Uhlenbeck
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Mellin et Lamperti

Réinterprétation du Théoreme de Lamperti

La transformation de Lamperti garantit essentiellement |'équivalence unitaire
des opérateurs Dy ) et S;.

Lo "Dy Ly =8uy e LgS, Ly ' =Dy

De méme, la transformation met en regard :
e |les descriptions des propriétés d'un signal en fonction de I'échelle

— outils envisagés ici : construits sur la transformée de Mellin.

e les descriptions des propriétés d'un signal en temps

— domaine connu (méthodes et modeles de I'analyse des signaux
stationnaires, temps-fréquence,...)
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Mellin et Lamperti
Schéma de réflexion - utiliser Ly

Soit une opération (notée T') sur un processus auto-similaire X.

X (t [,HT,CH_lX
Hfsz (TX)
Lyt nﬁH
Y(t)=(La X)) () -
stationnaire - (TY)

e L'analyse de Mellin est en fait I'image de celle de Fourier,

1 oo 1 , 2
(FLa™'X)(8) = / (LX) (w)e ™2™ dy

/ T X (2 — (M X)(8)
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et cx(e™) est une fonction de corrélation.
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Utiliser Lz pour I’'analyse spectrale

e Covariances caractérisées en Rx(t,s) : =K {X(t)X(s)} = (ts)Hex(t/s)

et cx(e”) est une fonction de corrélation. cx(t/s) =7, ~1x(E—s)

e Analyse spectrale de Mellin.

=x(8) = Mpg=ocx)(P) (Fry)(w) =Ty(v)
— F/LH_lX(ﬁ)

e Décomposition (de type Cramér)...

— OO

+00
L H+4+127o o '

... de processus H-ss : d§(o) décorrélés ...pour un processus stationnaire :
d&(f) décorrélés

E{d¢(8)dE(0) | = Ex(8) 6(8 — 0)dpdo
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Filtres covariants en échelle

Définition 1. — Un systeme covariant en échelle G
commute avec toute dilatation filtre LTI H
GDu.x = DuG (VA>0)(VH € R). HS, = S, H
Filtre linéaire covariant — convolution multiplicative
+00 N
(6X) (1) = / g(t/s)X(s)ds/s. (HY)(t) = / h(t — )Y (s)ds
O — 00
Propriété principale — préserve |'auto-similarité. ..préserve la stationnarité.

Relations de filtrage en échelle. X (t) = (GA) ().

— exW) = [ pVweatwdu/

avec la corrélation de Mellin

PN = [ gOglu)u M duu
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Représentation en sortie de filtre

Représentation générale d’un signal H-ss.
+o0o
X0 = [ gt/s)avis)/s,
0

dV (t) bruit blanc transformé de Lamperti

E{dV (t)dV (s)} = o?t*"F15(t — s)dtds

Corrélation de Mellin pour les processus H-ss.

X(t) = / " g(t/5)dV(s)/s,

implique alors
cx(A) = O'2>\_H/ g Aw)g(uw)u " du/u
0
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Exemple du modele paramétrique de Noret

e Solution de I'équation de Langevin lampertisée :

tdX (t) + (o — H)X (t)dt = dV (t) = t"TT/24B(¢)
e Représentation intégrale (g(u) = v/’ =% si u > 1)

Xa’H(t):/o (t/s)"=*dV (s)/s

— modele H-ss d'ordre 1, a deux parametres.

Rx, ,(t,s) = o?(ts)! (2)_ si s>t
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Exemple du modele de Noret

Synthése d'un EC dordre 1 par son spectre multiplicatif
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Mellin et Fourier

Analyse conjointe en Mellin et Fourier

Exemple de la fonction de Weierstrass-Mandelbrot, définie par

W(t) _ Z >\_nH(1 - ei)\"t>ei¢n.

nez

e Dans la version aléatoire, les ¢,, sont i.i.d. dans [0, 27| ;
elle est une superposition de modes incohérents aux fréquences en \™".

e Propriété d'invariance d’échelle discrete,
W(A\*t) £ A*E W (1),

e Décomposition de Mellin? Elle existe, pour ¢,, = nu (Berry, Lewis)

—I'(—H —m/In\) (. (gam/n
W(t) — Z ( In \ / )6[ (H+m/1 A)/2]EH,m/ln>\(t)'

m
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Analyse conjointe en Mellin et Fourier

Pour une fonction de Weierstrass-Mandelbrot aléatoire, H = 0,3 et A = 1, 07.

WMF process reassigned spectrogram
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Conclusion

e Richesse et complexité des signaux de turbulence
1. statistique non simple (£ gaussienne)
2. invariance d'échelle mais comme symétrie brisée

3. des caractéeres non stationnaires dans les mesures

e Nécessité d'analyses non stationnaires, en échelle et aussi non linéaires
1. temps-fréquence / temps-échelle
2. tests sur les ordres supérieurs

3. quelles méthodes rendant compte des structures ?

e Multiplicité des concepts et des approches
Commentaire final sur ce qu’est une échelle.

— échelle des ondelettes,
— échelle de |I'analyse de Mellin.

Publicité : http ://www.ens-lyon.fr/“pborgnat



