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Introduction générale

Des mesures effectuées sur des individus de manieére répétée au cours du temps sont
appelées données longitudinales au sens des méthodes statistiques. Les données longitu-
dinales peuvent étre collectées au cours d’un suivi des individus dans le temps, ou de
maniére rétrospective en extrayant des mesures sur chaque individu & partir d’enregistre-
ments passés. La grosse majorité d’exemples de ce type de données est issue des domaines
de la biologie et de la santé (essais cliniques), mais il en existe dans d’autres domaines,
comme la sociologie (études de panel). Ces données requiérent des méthodes statistiques
spécifiques car I’ensemble des observations relatives & un individu est généralement cor-
rélé, et cette corrélation doit étre prise en compte pour faire correctement de I'inférence
statistique. Un ouvrage complet est dédié a 1’analyse de données longitudinales (Diggle et
al., 2002). Le modeéle linéaire mixte est le modele de base pour 1’analyse de ce type de don-
nées (Diggle et al., 2002 ; Verbeke et Molenberghs, 2000). L’introduction d’effets aléatoires
permet de séparer les différentes sources de variation : celle due a la sélection aléatoire
d’un échantillon d’individus pour effectuer I’étude et celle due aux erreurs engendrées par
le processus de mesure.

L’objectif de cette thése est de développer des méthodes d’analyse de données longi-
tudinales qui présentent un certain nombre de caractéristiques particuliéres :
e les données sont structurées en phases successives,
e les données sont influencées par des covariables pouvant varier dans le temps,
e les données présentent une hétérogénéité inter-individuelle.
Cette problématique statistique est issue d’une problématique biologique qui va étre dé-
taillée, mais elle aurait trés bien pu étre suscitée par des données provenant d’autres
domaines, comme des données de suivi de patients dans le domaine biomédical.

En foresterie, pour la gestion des plantations, il est intéressant de connaitre les intérac-
tions entre les arbres et ’environnement. Autrement dit, il est important de comprendre
comment pousse un peuplement d’arbres en fonction des conditions environnementales.
Les questions qui viennent immédiatement en téte sont entre autres : quel est l'effet des
conditions climatiques 7 Quelle est son importance selon I’dge des individus? Y a t-il une
hétérogénéité de la croissance plus ou moins forte entre les différents individus ? Si oui, du-
rant quelle période de croissance ? Les données botaniques étudiées pour répondre a cette
problématique sont des données relatives & la croissance en longueur d’arbres forestiers.
Ces données longitudinales ont la particularité d’étre récoltées rétrospectivement, la lec-
ture de la croissance s’effectuant une fois les arbres abattus. D’un point de vue biologique,



I’objectif est donc d’analyser la croissance en longueur d’arbres forestiers en fonction de
facteurs climatiques, et ceci pour différents adges des arbres.

L’idée la plus immédiate est de modéliser les données avec la famille des modéles li-
néaires mixtes sur toute la période de croissance. Apreés comparaison de divers modeéles
sur la base de critéres de sélection tels que les criteres AIC et BIC (Burnham et Ander-
son, 2002), il s’avére que le modele linéaire mixte qui réalise le meilleur compromis entre
ajustement aux données et parcimonie posséde une structure complexe, avec de nombreux
parametres : tendance polynomiale d’ordre élevé, effet aléatoire sophistiqué avec un inter-
cept et une pente aléatoires, matrice de variance-covariance complexe avec une structure
de corrélation autorégressive d’ordre 1,...I1 s’avére que la structure du modéle sélectionné
est beaucoup trop complexe pour étre interprétée d’un point de vue biologique, de maniére
claire.

Toutefois, les botanistes sont en mesure de suggérer des hypothéses pour la modé-
lisation des données, hypotheses également mises en évidence par ’analyse exploratoire
des données botaniques et des données climatiques. La croissance d'un arbre est consti-
tuée d’une succession de phases liées & sa morphogenése! : "effet de base" ol la croissance
augmente rapidement, stabilisation quand elle atteint sa phase adulte, puis "dérive" carac-
térisée par une diminution progressive de la croissance. De plus, la croissance est sensible a
des facteurs climatiques et principalement aux stress hydriques. Cependant cette sensibi-
lité est plus ou moins importante selon 1’age de I’arbre. De méme des facteurs non observés,
modélisés par des effets aléatoires, doivent étre pris en compte, comme les attaques de
parasites dont peuvent étre victimes de jeunes arbres. Cela peut entrainer au sein d’un
méme peuplement ot tous les individus sont soumis aux mémes conditions environnemen-
tales, une hétérogénéité de la croissance entre ces individus. A partir de ces considérations
biologiques, nous souhaitons donc modéliser des données longitudinales qui sont structu-
rées en phases successives, qui sont soumises a l'influence de covariables climatiques et
qui présentent une hétérogénéité inter-individuelle. De plus, 'influence des covariables
climatiques et ’hétérogénéité inter-individuelle varient selon la phase de croissance.

Certaines méthodes existantes pour ’analyse multiphasique ne sont pas appropriées
dans notre cas. Par exemple en zootechnie, pour ’analyse multiphasique de D'efficacité
de la reproduction chez des vaches laitiéres (Grossman et al., 1995) ou pour I’étude de
courbes de croissance multiphasique chez le vison (Sorensen et al., 2003), des fonctions
logistiques multiphasiques sont utilisées. Une fonction logistique est définie sur chacune
des phases et les paramétres sont estimés avec un algorithme itératif, basé sur une adap-
tation de l’algorithme des moindres carrés dans un cadre non-linéaire. Cette méthode de
modélisation d’un phénoméne multiphasique n’est pas satisfaisante dans notre cas car la
modélisation n’est axée que sur les phases et aucune hétérogénéité entre les individus n’est
modélisée.

Par conséquent, nous proposons une nouvelle famille de modeéles statistiques : les
modéles linéaires mixtes multiphasiques. Le modéle linéaire mixte multiphasique
est un modele de type Markov caché qui combine :

!La morphogenése correspond au développement des formes et des structures d’un organisme.



e une chaine de Markov pour modéliser la succession de phases,

e des modeles linéaires mixtes associés aux états de la chaine de Markov sous-jacente.
Pour chacune des phases, la tendance et les covariables sont modélisées par des effets
fixes, et un effet aléatoire modélise I’hétérogénéité entre les individus.

Le modéle linéaire mixte multiphasique que ’on pourrait également traduire par "Markov
switching linear mixed model" dans le contexte Markov caché est une nouvelle combinaison
markovienne de modeles. Il existe, en effet, dans la littérature de nombreux modeéles
de type Markov caché qui combinent de maniére markovienne des modéles, comme les
"Markov switching autoregressive model" pour lesquels les observations dans chacun des
états sont modélisées par un processus autorégressif (Ephraim et Merhav, 2002). De méme,
Churchill (1989) a introduit des modeéles de type Markov caché basés sur une combinaison
markovienne de chaines de Markov d’ordre m. Ces modéles supposent une dépendance
markovienne d’ordre m entre les observations conditionnellement aux états cachés, et ils
ont été utilisés pour la détection de régions homogenes dans les séquences d’ADN (Muri,
1997). Martin (2002) a également proposé des modéles de mélange de modeles linéaires
mixtes (cas particulier ou la chaine de Markov est d’ordre 0) pour I’analyse de données
de puces d’ADN.

Organisation du document :

Le chapitre 1 est dédié a la présentation et a ’analyse exploratoire des jeux de données
botaniques étudiés et des données climatiques correspondant a la période de croissance
des données botaniques. L’analyse exploratoire des données botaniques met en évidence
les hypothéses décrites précédemment pour la modélisation statistique proposée. Prendre
en compte des covariables climatiques dans la modélisation souléve un probléme de chan-
gement d’échelle entre le pas de temps annuel des données botaniques constituant la va-
riable réponse du modele et le pas de temps journalier des covariables climatiques. Pour
résoudre ce probléme, nous proposons un modéle bioclimatologique relativement rudimen-
taire, résultant de considérations a la fois biologiques et climatologiques afin d’obtenir des
covariables climatiques ayant le méme pas de temps annuel que les données botaniques.

Dans le chapitre 2, sont présentés le modele linéaire mixte et le modéle de chaine
de Markov cachée, qui composent le modéle linéaire mixte multiphasique. Les méthodes
d’estimation des parameétres de ces deux modeéles sont exposées, en vue de leur utilisation
pour l'estimation des paramétres du modele linéaire mixte multiphasique au chapitre 3.
Les différentes méthodes d’estimation sont comparées et leurs propriétés sont soulignées.

Le chapitre 3 est consacré au modeéle linéaire mixte multiphasique et aux méthodes
d’estimation proposées pour l'estimation de ses parameétres. Deux familles de modeéles
linéaires mixtes multiphasiques sont présentées. Elles different par la modélisation de
leffet aléatoire : la séquence observée peut étre modélisée avec un unique effet aléatoire
ou avec un effet aléatoire différent sur chacun des états.

L’estimation des paramétres de ces modeéles n’est pas aisée. En effet, le modeéle linéaire
mixte et la chaine de Markov étant deux modéles & structure cachée, la combinaison
des deux structures cachées (les effets aléatoires et les états) ne permet pas 1’écriture



analytique de I’étape E de l'algorithme EM. Nous envisageons également un algorithme
de type EM qui prend en compte les effets aléatoires. Cet algortihme itératif est composé
de trois étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape de restauration est
probabiliste et s’implémente par un algorithme "avant-arriére" sachant les effets aléatoires.
L’étape de maximisation s’écrit sans difficulté. Cependant il est nécessaire de prédire
a chaque itération une nouvelle valeur des effets aléatoires. Cette étape de prédiction
pose probléme car I’étape de restauration probabiliste détermine I’ensemble des séquences
d’états possibles.

Pour contourner ces difficultés, nous proposons comme alternative & I’algorithme EM
un algorithme itératif en trois étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape
de restauration peut étre déterministe ou effectuée par simulation. L’algorithme basé
sur une restauration déterministe est inspiré de l'algorithme de Baum-Viterbi (Jelinek,
1976), particuliérement adapté pour I'estimation des modéles ayant une structure "gauche-
droite", utilisés pour les applications a la croissance des plantes. L’algorithme basé sur
une restauration par simulation est inspiré de I'algorithme SEM (McLachlan et Krishnan,
1997). Compte tenu des relations d’indépendance conditionnelles spécifiques au modele
linéaire mixte multiphasique, ’étape de restauration déterministe avec l’algorithme de
Viterbi nécessite ’hypothése supplémentaire d’intégrer les effets aléatoires au calcul de la
séquence d’états optimale. L’étape de restauration par simulation utilise un algorithme
"avant-arriére" sachant les effets aléatoires. De méme, I’étape de maximisation nécessite
cette méme hypothése pour le calcul de la probabilité jointe de la séquence observée et
de la séquence d’états restaurée. Par conséquent une étape de prédiction est nécessaire
pour calculer les valeurs prédites des effets aléatoires, valeurs utilisées pour les étapes de
restauration et de maximisation.

Le chapitre 4 est consacré a 'application de la modélisation et des méthodes d’es-
timation proposées pour I'analyse de la croissance en longueur d’arbres forestiers. Deux
jeux de données botaniques présentés au chapitre 1 sont modélisés avec le modele linéaire
mixte multiphasique ayant un effet aléatoire différent sur chaque état. Les paramétres des
modeles sont estimés par 1’algorithme de type Baum-Viterbi. Pour chaque jeu de don-
nées, le nombre d’états (c’est-a-dire de phases de croissance) est sélectionné sur la base
de critéres de sélection de type AIC et BIC. Il est intéressant de déterminer, de maniére
globale, lequel des trois éléments intervenant dans la modélisation — le nombre de phases,
les covariables climatiques et l'effet aléatoire individuel — est prépondérant. Une fois le
nombre d’états sélectionné, pour chaque phase de croissance, on compare 'influence des
différentes sources de variation : covariables climatiques et effet aléatoire. Un travail de
validation est effectué en vérifiant que la segmentation met bien en évidence des phases
séparées par des ruptures nettes.



Chapitre 1

Présentation et analyse exploratoire
des données botaniques et
climatiques

1.1 Introduction

Ce premier chapitre a pour but & la fois de présenter les jeux de données étudiés et de
mettre en évidence des hypothéses pour la modélisation statistique proposée. Nous avons
travaillé avec deux types de données : des données botaniques et des données climatiques
correspondant a la période de croissance des données botaniques. La variable d’intérét sera
représentée par les données botaniques qui constitueront la variable réponse du modeéle
statistique développé. Les données climatiques permettront de construire des covariables
a priori supposées pertinentes pour la modélisation statistique.

Dans un premier temps, nous décrirons les jeux de données botaniques et les jeux
de données climatiques aprés avoir introduit quelques définitions de botanique. Aprés la
présentation des jeux de données, une analyse exploratoire est nécessaire afin de mettre en
évidence certaines propriétés et suggérer des hypothéses pour la modélisation statistique.
Une analyse exploratoire des données botaniques sera réalisée en précisant les méthodes
employées pour I'exploration de ce type de données spécifiques. Enfin, nous présenterons
I’analyse exploratoire des données climatiques et nous proposerons un modéle bioclimato-
logique pour obtenir des covariables climatiques ayant le méme pas de temps annuel que
les données botaniques.



Chapitre 1. Présentation et analyse exploratoire des données botaniques et climatiques
1.2 Présentation des jeux de données botaniques et
climatiques

1.2.1 Quelques définitions de botanique

La plante est une structure organisée dans l’espace et le temps. La structure glo-
bale d’une plante peut étre décomposée en un certain nombre d’entités botaniques, qui
correspondent a différents niveaux d’organisation emboités les uns dans les autres. Le dé-
veloppement de la plante se construit par répétition de ces entités botaniques élémentaires
au cours de trois processus fondamentaux : la croissance, la ramification et la réitération®.

L’objectif biologique de cette étude étant d’analyser la croissance d’arbres forestiers,
en fonction de facteurs environnementaux, et pour différents stades ontogéniques® des
arbres, nous précisons, a partir de la revue critique de Caraglio et Barthéléemy (1997), les
modalités d’expression du processus de croissance des plantes :

On distingue deux types de croissance : la croissance primaire et la croissance se-
condaire. Pour toutes les plantes, la croissance primaire correspond a la croissance en
longueur de la tige. Uniquement pour certaines plantes (les dicotylédons?), la croissance
secondaire, aussi appelée croissance cambiale, correspond a la croissance en épaisseur de la
tige et résulte du fonctionnement du cambium* mettant en place des structures ou forma-
tions anatomiques secondaires. Méme si dans ce travail nous n’étudions que la croissance
primaire, nous reparlerons dans les perspectives de la croissance secondaire.

La croissance primaire ou croissance en longueur d’une tige est le résultat de deux
mécanismes : 1’organogenése et 1’allongement. L’organogenese se déroule & 'apex ou ex-
trémité de la tige, au niveau du méristéme terminal®. Celui-ci est constitué de cellules &
intense activité mitotique, et initie de nouvelles portions de tige & sa base, et des ébauches
foliaires sur ses flancs. L’allongement d’une tige est la manifestation directement obser-
vable de la croissance primaire. Il est essentiellement le résultat d'un allongement cellulaire
qui prend naissance un peu en arriere du déme apical.

Si aucune phase de repos prolongée n’est observée au cours de ’allongement de la tige,
alors la croissance est qualifiée de continue (Figure 1.1). C’est le cas du Palmier a huile
(Elaeis guineensis Jacq., Arecaceae) ou du Cocotier (Cocos nucifera L., Arecaceae). Au

'Duplication d’'une partie ou de la totalité de I'architecture (Oldeman, 1974).

2L’ontogenése est le déroulement de I’histoire d’un individu, & partir du germe jusqu’a I’aboutissement
de son cycle vital.

3Les dicotylédons sont des végétaux & fleurs a feuilles larges, caractérisés par la présence de deux
cotylédons (petites feuilles primaires de ’embryon) opposeés.

41 épaississement du tronc est causé par deux assises génératrices périphériques. La premiére externe
se situe dans I’écorce et s’appelle ’assise génératrice subéro -phellodermique. Elle assure le renouvellement
de lécorce qui se desquame en vieillissant (cela est trés visible sur le platane par exemple). La seconde est
I’assise génératrice ligneuse, c’est le cambium. Elle assure la croissance en épaisseur du tronc en fabriquant
le bois.

’Les méristémes, localisés aux extremités des axes (tiges et racines) se définissent comme un ensemble
de cellules embryonnaires a forte activité mitotique qui générent de nouveaux tissus (épiderme, tissus
conducteurs...) et organes (Nougaréde, 2001 ; Heuret, 2002).



1.2. Présentation des jeux de données botaniques et climatiques

contraire, si une tige se met en place par une alternance de périodes d’allongement et
de périodes de repos, la croissance est qualifiée de rythmique (Figure 1.1). La portion de
tige mise en place au cours d'une période d’allongement ininterrompue est appelée unité
de croissance, dénotée UC. La portion de tige mise en place au cours d’une saison de
végétation est appelée pousse annuelle, dénotée PA. Si la PA est allongée en une seule
vague de croissance, elle est alors constituée d’une seule unité de croissance et elle est
qualifiée de monocyclique. Si elle est allongée en plusieurs vagues de croissance successives,
elle est alors constituée de plusieurs unités de croissance et elle est dite polycyclique (Figure
1.2). Une PA, composée de deux, trois et parfois méme quatre UC, sera respectivement
qualifiée de bicyclique, tricyclique et tétracyclique.
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F1a. 1-1 — Croissance continue (a) ou rythmique (b) de l'axe feuillé (Heuret, 2002).

Remarquons que tous les arbres forestiers étudiés ont une croissance rythmique. Cette
rythmicité temporelle se traduit par une rythmicité structurelle. Des marqueurs mor-
phologiques, qui traduisent le fonctionnement passé des méristémes, permettent le plus
souvent de repérer a posteriori les arréts de croissance. Ces marqueurs sont les cicatrices
laissées par les cataphylles, petites écailles protégeant les bourgeons. Ils peuvent aussi
étre caractérisés par la diminution de la longueur des entre-noeuds®. Selon les espéces,
la reconnaissance de ces marqueurs est possible sur un nombre d’années variable, ce qui
permet de reconstituer a posteriori la croissance de ’arbre sur des périodes plus ou moins
longues.

6Un axe est constitué d’une succession d’entre-noeuds séparés par des noeuds. Les noeuds sont les
lieux d’insertion des feuilles (Heuret, 2002).
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Fic. 1-2 — Croissance annuelle monocyclique (a) ou polycyclique (b) de l'axe feuillé
(Heuret, 2002).

1.2.2 Les jeux de données relatifs au chéne sessile (Quercus pe-
traea (Matt.) Liebl., Fagaceae)

Deux jeux de données sur le chéne sessile ont fait ’'objet d’une étude botanique précise
(Heuret et al., 2000). L’objectif de cette étude était d’établir un modeéle descriptif des
différentes composantes de la croissance en hauteur du chéne sessile.

Tous les arbres observés proviennent de la forét privée de Louppy-le-chateau, dans le
département de la Meuse. Les deux peuplements, 4gés respectivement de 15 et de 29 ans,
sont issus de régénération naturelle et sont situés non loin I'un de l'autre. Pour les deux
peuplements, les arbres étudiés ont subi les mémes interventions sylvicoles” pour des ages
identiques.

Les arbres du premier peuplement sont issus de la glandée de 1983. Ils ont été abattus
en janvier 1998 et les observations portent sur un échantillon de 46 individus. Les arbres
du second peuplement sont issus de la glandée de 1969. Ils ont été abattus en mars 1998 et
les observations portent sur un échantillon de 19 individus. Comme beaucoup de ligneux
des régions tempérées, le chéne a une croissance rythmique et son systéme aérien est
constitué d’une succession d’UC. Le chéne sessile est polycyclique et peut former de une
a quatre UC au cours d'une méme saison végétative. Entre chaque phase d’allongement,
il y a une période de repos durant laquelle le méristéme, qui va générer I’'UC suivante
est protégé par les cataphylles. Ainsi, sur des portions d’axes relativement jeunes, les

"La sylviculture peut étre définie comme ’ensemble des interventions humaines qui orientent la crois-
sance d’un peuplement et des individus qui le composent, vers des objectifs qui peuvent étre : la production
de matiere ligneuse (bois d’oeuvre, bois d’industrie...), la protection du sol contre ’érosion, la conservation
de la biodiversité...(Meredieu, 1998).
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cicatrices laissées par les cataphylles permettent de repérer les arréts de croissance et
donc de délimiter les UC (Figure 1.3). Sur des portions de tige plus agées, les cicatrices
laissées par les différents organes foliaires s’estompent et il est parfois difficile de localiser
tous les arréts de croissance.

Cicatrice de cataphylle

F1c. 1-3 — Arrét de croissance inter-annuel délimité par les cicatrices de cataphylles chez
le chéne sessile.

Le protocole de mesure est le suivant. Sur l'arbre abattu, les UC de ’axe principal
sont délimitées par I'observation des marqueurs morphologiques. La prise de mesures
s’effectue de la base vers le sommet de I'arbre, et une coupe transversale est effectuée
a la base de chacune des UC repérées, afin de déterminer son 4ge par lecture de son
nombre de cernes®. Le troncon de bois séparant deux coupes, et comportant logiquement
un arrét de croissance, est ensuite fendu longitudinalement en passant par la moélle. Cette
opération permet de vérifier la présence d’un arrét de croissance. Si sur un trongon donné,
un arrét supplémentaire n’ayant pas été identifié & partir des marqueurs morphologiques
externes est repéré par ’analyse de la moélle, la longueur des UC est alors mesurée entre
deux arréts successifs visualisés sur la moélle, et les données sont corrigées. Le caractére
monocyclique ou polycyclique d’une PA est déduit de son nombre d’'UC constitutives. Les
longueurs des PA sont obtenues en faisant la somme des longueurs de toutes leurs UC.

8Un cerne (ou anneau de croissance) est un cercle concentrique formé chaque année par le cambium,
visible sur la section radiale d’un tronc grace a la différence d’aspect et de coloration entre le bois final
(ou d’été) et le bois initial (ou de printemps).
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Notons que contrairement a ce qui s’observe pour d’autres espéces tempérées, pour le
chéne sessile les marqueurs morphologiques utilisables dans une analyse rétrospective de
la croissance s’estompent rapidement du fait de la croissance en épaisseur. Par conséquent,
pour les arbres agés de 15 ans, les données de longueurs de PA relatives aux premiéres
années de croissance de certains individus manquent. Pour les arbres de 29 ans, compte
tenu de la difficulté de repérage des UC a la base des arbres, la longueur des UC n’a été
mesurée qu’a partir de 1.5 m du sol. C’est pourquoi nous n’avons au mieux les premiéres
longueurs de PA qu’a partir de 1974.

La figure 1.4 (resp. figure 1.5) représente ’évolution de la longueur des PA au cours
du temps pour les individus agés de 15 ans (resp. 29 ans).

140

Longueur de la PA [cm)

F1G. 1-4 — Longueur des PA en fonction des années chez les chénes sessiles 4gés de 15 ans.

1.2.3 Les jeux de données relatifs au pin laricio (Pinus nigra
Arnold ssp. laricio Poiret Maire var. corsicana)

Quatre jeux de données sur le pin laricio on été étudiés dans le cadre d’une thése
en biologie forestiere (Meredieu, 1998) portant sur la croissance et la ramification du
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F1G. 1-5 — Longueur des PA en fonction des années chez les chénes sessiles agés de 29 ans.

pin laricio. L’objectif était d’élaborer pour la sous-espére pin laricio un ensemble de mo-
déles permettant de prévoir ’évolution des caractéristiques d’'un peuplement donné et des
arbres qui le composent. L’étude de ces données a permis en particulier d’approfondir la
connaissance du développement architectural aérien du pin laricio.

Ces jeux de données correspondent & quatre peuplements de pin laricio de Corse,
sélectionnés dans la forét domaniale d’Orléans, et trés semblables du point de vue de la
sylviculture. Avant d’étre plantés en forét, les arbres ont été élevés en pépiniére jusqu’a
I’age de 2 et 3 ans. Lorsqu’ils ont été abattus, ils étaient 4gés respectivement de 6 ans (dont
2 ans en pépiniére), 12 ans (dont 3 ans en pépiniere), 18 ans (dont 3 ans en pépiniére)
et 23 ans (dont 3 ans en pépiniére). Les hauteurs successives des UC pour chaque arrét
de croissance visible sur le terrain ont été mesurées pour chacun des individus. Ainsi, le
premier jeu de données est composé d’un échantillon de 31 individus 4gés de 6 ans dont
on a pu relire la croissance sur toutes les années. Le second jeu de données comporte
29 individus 4gés de 12 ans dont on a pu relire la croissance sur au mieux 11 ans. Les
troisieme et quatriéme jeux de données contiennent respectivement 30 arbres agés de 18
ans et 13 arbres agés de 23 ans. Leur croissance a été relue au mieux respectivement sur
17 et 21 ans.

Précisons enfin que le pin laricio est monocyclique, sa pousse annuelle étant allongée

13
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en une seule vague de croissance sur les mois d’avril et mai.
Les figures 1.6, 1.7, 1.8 et 1.9 représentent 1’évolution de la longueur de la PA en
fonction du temps chez les pins laricios a4gés respectivement de 6, 12, 18 et 23 ans.

i ]
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&
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F1G. 1-6 — Longueur des PA en fonction des années chez les pins laricios 4gés de 6 ans.

1.2.4 Mise en forme des jeux de données

A partir des données brutes observées sur les arbres forestiers, des séries contenant
des informations sur la croissance des troncs des arbres ont été extraites avec le logiciel
AMAPmod. Ce logiciel a été créé dans le cadre du projet AMAPmod au sein de 'UMR
AMAP (botAnique et bioinforMatique de I’ Architecture des Plantes) du CIRAD (Godin et
al., 1997, 1999). Ce projet vise a développer un ensemble de méthodes et d’outils logiciels
destinés a ’analyse de la structure et de la croissance des plantes.

Remarquons également que le nombre de branches par pousse est disponible pour les
pins laricios et que le nombre de cycles de croissance I'est pour les chénes sessiles. Pour
chaque individu, une série multivariée contenant les informations relatives au tronc de
I’arbre observé peut donc étre construite. Nous verrons dans les perspectives comment
utiliser toute 'information contenue dans ces séries multivariées.

14
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F1G. 1-7 — Longueur des PA en fonction des années chez les pins laricios agés de 12 ans.

A noter que toutes les séries sont décrites avec un pas de temps annuel, puisque la
pousse de ’arbre est annuelle. Des difficultés s’ensuivent pour faire correspondre les jeux
de données climatiques avec un pas de temps journalier.

1.2.5 Les jeux de données climatiques

En plus des jeux de données botaniques, nous disposons des jeux de données clima-
tiques correspondant & la période de croissance des données botaniques. Toutes les données
climatiques ont été fournies par Météo-France. Les données relatives au chéne sessile pro-
viennent du poste de St Dizier pour les années allant de 1969 a 1997. Les données se
rapportant au pin laricio sont issues du poste de Chambon-la-forét qui est localisé en
ambiance forestiére, pour les années allant de 1976 a 1996. Ces deux jeux de données
contiennent, a I’échelle journaliére, les informations suivantes : la hauteur totale des pré-
cipitations cumulées sur la journée en millimetres, les températures minimale et maximale
en degrés Celsius, ainsi que la durée d’ensoleillement en minutes uniquement pour le poste
de St Dizier.
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F1G. 1-8 — Longueur des PA en fonction des années chez les pins laricios agés de 18 ans.

1.3 Analyse exploratoire des données

Avant tout travail de modélisation statistique des données, un travail d’analyse ex-
ploratoire est indispensable, d’une part pour résumer et structurer I'information contenue
dans les données, d’autre part pour mettre en évidence certaines propriétés de ’échantillon
et suggérer des hypotheses sur le modeéle statistique.

1.3.1 Analyse exploratoire des données botaniques

Les données botaniques étudiées ont comme point commun de pouvoir étre qualifiées
de données longitudinales au sens des méthodes statistiques. Toutefois, contrairement
au domaine biomédical ou les données longitudinales sont récoltées au cours d’un suivi
médical régulier, nos données de croissance de plantes sont collectées rétrospectivement,
la croissance des arbres étant reconstituée a l’aide de mesures faites a posteriori, une fois
les arbres abattus.

Dans I'analyse de données longitudinales, les exemples classiques de la littérature
(Diggle et al., 2002 ; Verbeke et Molenberghs, 2000) sont constitués d’un grand nombre
de séries trés courtes (beaucoup de sujets et seulement entre 5 et 10 observations par
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F1G. 1-9 — Longueur des PA en fonction des années chez les pins laricios agés de 23 ans.

sujet). Ici nous disposons parfois d’un nombre faible de séries (du fait de contraintes ex-
périmentales) qui sont en revanche observées sur une période plus importante (de 15 a 30
observations). Ainsi, a l’aide de techniques de filtrage linéaire utilisées notamment pour
I'étude de séries chronologiques (Chatfield, 2003 ; Diggle, 1990), on souhaite savoir quelles
informations peuvent ressortir d’'une décomposition entre une tendance et des fluctuations.

Un filtre linéaire transforme une série chronologique {z;} en une autre série chronolo-
gique {y;} par 'opération linéaire :

+s

Yr = g ArTtyrs

r=—q

avec {a,} un ensemble de poids.

On souhaite séparer les différentes sources de variation, a savoir ce qui varie lentement,
et que 'on appelle la tendance, de ce qui varie rapidement, et que 'on nomme les fluc-
tuations locales ou encore les résidus. La tendance est obtenue en appliquant aux données
un filtre dit passe-bas (ne laissant passer que les basses fréquences). Il s’agit d’un filtre
linéaire tel que ) a, = 1, symétrique (s = g et a, = a_,) avec des poids décroissant
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Chapitre 1. Présentation et analyse exploratoire des données botaniques et climatiques

a partir de la valeur centrale. Les fluctuations locales sont obtenues en retranchant la
tendance aux données, ce qui revient a appliquer aux données un filtre dit passe-haut (ne
laissant passer que les hautes fréquences). Si z; représente la valeur filtrée a I'instant ¢,
alors :

+q
2t — Ty — E ApTtyp.

r=—q

Dans ce chapitre, trois jeux de données sont étudiés : deux sur les chénes sessiles, et un
autre sur les pins laricios 4gés de 6 ans (Figures 1.4, 1.5 et 1.6). Pour ces trois exemples,
nous avons choisi un filtre symétrique de demi-largeur r égale a 2. Les coefficients du filtre
sont les probabilités d’une loi binomiale de parametres 4 et 0.5; x; est la longueur de
la PA a l'instant ¢, et y; est la valeur filtrée a l'instant t. Les effets de bords sont gérés
en donnant aux valeurs manquantes la valeur de la plus proche extrémité (Brockwell et
Davis, 2002).

Les figures 1.10, 1.11 et 1.12 (resp. 1.13, 1.14 et 1.15) représentent la tendance (resp.
les fluctuations locales) extraite des données sur les chénes agés de 15 ans, les chénes agés
de 29 ans, et les pins 4gés de 6 ans.

La tendance refléte ’aspect endogene de la croissance des arbres. Pour les pins de 6 ans,
la tendance traduit I'effet de base (Figure 1.12). Cela correspond a la phase d’établissement
de 'arbre qui se caractérise par une forte augmentation de la longueur des PA au cours
des premiéres années de croissance. L’effet de base est également présent au cours des
premiéres années sur le graphe de la tendance des chénes de 15 ans (Figure 1.10). Pour
les chénes agés de 29 ans, l'effet de base n’est pas présent, car, contrairement au cas des
chénes de 15 ans, les données pour les premiéres années de croissance manquent.

Les fluctuations locales refletent I'influence des facteurs externes sur la croissance des
arbres. Sur les deux graphes des fluctuations locales relatifs aux chénes (Figures 1.13 et
1.14), les courbes sont souvent synchrones entre individus, signifiant qu'une année est
bonne ou mauvaise en terme de croissance, pour la majorité des arbres. Cela traduit un
effet année trés certainement dii au climat. En revanche, pour les pins de 6 ans, 'effet
année n’est pas observable, le nombre de pics vers le haut étant a peu prés égal au nombre
de pics vers le bas pour une année donnée. Enfin, sur ces graphes des fluctuations locales,
nous constatons que 'amplitude des fluctuations n’est pas constante; elle parait méme
proportionnelle & I'accroissement de la tendance chez les chénes de 15 ans. Cela traduit
une variance non constante. Il faudra par conséquent tenir compte de cette caractéristique
en introduisant de I’hétéroscédasticité dans la modélisation de la structure de variance-
covariance.

A la suite de cette analyse exploratoire des données botaniques, nous pouvons émettre
un certain nombre d’hypotheses pour la modélisation statistique :
La croissance d’un arbre semble se décomposer en phases successives bien distinctes. Pour
les jeunes pins, seule une phase de "jeunesse" est observée alors qu’une phase de "jeunesse"
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F1c. 1-10 — Tendance extraite des données des chénes sessiles agés de 15 ans.

et une phase "adulte" sont observées pour les chénes sessiles. La phase de jeunesse est
marquée par l'effet de base, et les fluctuations locales, non synchrones entre individus, ne
permettent pas de mettre en évidence un effet année. A contrario, au cours de la phase
"adulte", les fluctuations locales souvent synchrones entre individus traduisent un effet
année trés certainement lié au climat. Des covariables climatiques doivent donc étre prises
en compte dans la modélisation.

Enfin, des effets aléatoires doivent étre introduits dans la modélisation. En effet, ils per-
mettent de séparer les différentes sources de variation (celle due aux effets aléatoires et
celle due au terme d’erreur) et, par la méme, ils permettent de mieux structurer la ma-
trice de variance-covariance des observations. Ils permettent également de prendre en
compte I'hétérogénéité entre les individus en modélisant des facteurs non observés comme
les maladies ou les attaques de parasites que peuvent connaitre par exemple les jeunes
arbres.

19



Chapitre 1. Présentation et analyse exploratoire des données botaniques et climatiques
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FiG. 1-11 — Tendance extraite des données des chénes sessiles dgés de 29 ans.

Nous souhaitons donc modéliser des données longitudinales qui ont trois caractéris-
tiques principales :

- elles sont structurées en différentes phases successives,
- elles sont soumises a I'influence de covariables climatiques dans certaines phases,

- elles présentent une hétérogénéité inter-individuelle et une hétéroscédasticité dans la
structure de variance-covariance.

Le modeéle statistique doit donc modéliser la succession de phases de croissance et, sur
chacune des phases, les observations doivent étre modélisées avec un modele linéaire mixte
qui combine effets fixes et effets aléatoires. Sur chacune des phases, la tendance reflétant
un niveau de croissance moyen et des covariables climatiques seront modélisées par des
effets fixes, et un effet aléatoire "individu" modélisera I’hétérogénéité inter-individuelle.
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FiG. 1-12 — Tendance extraite des données des pins laricios 4gés de 6 ans.

Toutefois, prendre en compte des covariables climatiques dans la modélisation souleve
un probléme de changement d’échelle entre le pas de temps annuel de la variable réponse
du modele et le pas de temps journalier qu’il est nécessaire d’adopter pour les covariables
climatiques. Pourquoi un pas de temps journalier 7 Nous allons & présent discuter de ce
choix d’échelle ainsi que de la méthode proposée pour calculer des covariables climatiques
au pas de temps annuel.
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F1a. 1-13 — Fluctuations locales extraites des données des chénes sessiles 4gés de 15 ans.

1.3.2 Analyse exploratoire des données climatiques

Le choix de I’échelle

Plusieurs méthodes pour modéliser la croissance secondaire (c’est-a-dire la croissance
cambiale) en fonction du climat ont été proposées en dendrochronologie? (Monserud, 1986,
Guiot, 1986). Ce sont des méthodes d’analyse pour séries chronologiques qui sont prin-
cipalement basées sur des modeéles ARMA. En 1989, Fritts et Swetnam ont proposé de
modéliser 'influence du climat avec des régressions multiples et des analyses en compo-
santes principales. Ils calculent des covariables climatiques ayant un pas de temps annuel
a partir de données climatiques ayant un pas de temps mensuel.

9La dendrochronologie est 'étude de chronoséquences des cernes de croissance d’arbres.
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F1G. 1-14 - Fluctuations locales extraites des données des chénes sessiles 4gés de 29 ans.

Cependant, les mois de I’année ne sont pas liés aux cycles biologiques de ’arbre ; de
plus, une moyenne mensuelle lisse trop les données. Par exemple, une moyenne mensuelle
des précipitations peut facilement cacher une importante sécheresse suivie de quelques
jours de treés importante pluviométrie, ou méme dissimuler une importante sécheresse
a cheval sur deux mois. De méme, une moyenne mensuelle des températures minimales
ne permet pas d’observer un gel, ou tout autre phénoméne ponctuel. Certaines étapes
du cycle biologique des arbres, comme le débourrement — moment d’épanouissement des
bourgeons et période ot la croissance de I’arbre est trés sensible aux conditions climatiques
— peuvent avoir lieu sur des périodes de deux ou trois semaines, & cheval sur deux mois.
Pour toutes ces raisons, le mois n’est pas une unité de temps appropriée pour prendre
en compte les facteurs climatiques pouvant influer sur la croissance des arbres. Pour des
raisons biologiques et physiologiques, le jour reste la seule unité de temps pertinente pour
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Fia. 1-15 — Fluctuations locales extraites des données des pins laricios 4gés de 6 ans.

détecter des événements climatiques ou tout événement ponctuel. Nous proposons donc
ce choix d’échelle pour les données climatiques.

Les covariables climatiques

[’eau est un facteur limitant pour la plante : si la plante manque d’eau, & partir d’'un
certain temps, sa croissance va plus ou moins en étre affectée. D’aprés les botanistes,
la pluviométrie est le principal facteur susceptible d’influencer de fagon significative le
développement des arbres forestiers tels que le chéne sessile ou le pin laricio. Toutefois,
un stress hydrique sera d’autant plus préjudiciable pour la pousse de I'arbre qu’il se pro-
duit lorsque les températures maximales sont élevées. Par conséquent, nous avons choisi
d’étudier le facteur pluviométrie couplé aux températures maximales. Mais il pourrait éga-
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lement étre intéressant d’étudier 'effet des températures minimales car un gel printanier
peut également affecter le début de I'allongement de la PA.

Le facteur pluviométrie couplé aux températures maximales

Le chéne sessile et le pin laricio commencent leur premier cycle de croissance approxi-
mativement fin avril et ce dernier s’étale ensuite sur deux a trois semaines. Le chéne
sessile, qui peut avoir jusqu'a quatre cycles annuels, séparés par des phases de repos plus
ou moins longues, les répartira jusqu’a début septembre. Les matiéres carbonées issues de
la photosynthése serviront alors & alimenter les réserves de ’arbre en vue de la pousse prin-
taniére de I’année suivante. Le pin laricio est monocyclique : lorsqu’il aura développé les
éléments qu’il avait préformés I’année précédente, il entamera une phase d’organogenése
durant laquelle il préformera les éléments de la pousse suivante en mettant notamment
en place les ébauches foliaires qui deviendront des feuilles le printemps suivant. Le pin
laricio est par conséquent beaucoup plus sensible aux conditions printaniéres que le chéne
sessile.

Il faut distinguer deux périodes durant lesquelles un stress hydrique peut étre pré-
judiciable a la croissance de l’arbre : les périodes correspondant a l'allongement et a
lorganogenése. Si un stress hydrique est détecté pendant la période d’allongement, alors
il est susceptible d’influencer la PA de ’année en cours. En revanche, s’il est détecté au
cours de la période d’organogenése pendant laquelle ’arbre préforme ce qu’il allongera au
moment du prochain débourrement, alors il est susceptible d’influencer la PA de ’année
suivante.

La détermination précise de chacune des périodes n’est pas aisée et est matiére a
discussion. Selon 'avis des botanistes, nous choisirons pour les chénes sessiles les mois
allant de mars & septembre comme premiére période critique pour un stress hydrique. La
fin du dernier cycle d’allongement et 'organogenése pour la PA de 'année suivante se
chevauchant, nous choisirons la période allant de fin aott a fin septembre pour la seconde
période critique. Pour les pins laricios, les mois de mars, avril et mai constitueront la
période critique pour un stress susceptible d’influencer la PA de I'année en cours. Les
mois de juillet et aotit seront choisis comme période critique pour un stress se produisant
au moment de I'organogenése et susceptible d’influencer la longueur de la PA de 'année
suivante.

Dans un premier temps, il nous parait important de définir différents points de vue de
la covariable climatique stress hydrique, quitte ensuite & en éliminer un certain nombre
pour ne conserver que les plus pertinents. Les deux premiéres covariables auxquelles on
pense naturellement sont les deux indicatrices qui signalent la présence ou ’absence d’un
stress hydrique pour chacune des deux périodes considérées. Nous proposons également
des covariables qui quantifient le stress hydrique sur chacune des périodes, ou encore qui
décomptent le nombre de jours pendant lesquels il y a stress hydrique. Cependant, les
données climatiques ayant un pas de temps journalier, la difficulté majeure est de calculer
des covariables ayant un pas de temps annuel, et pouvant étre mises en correspondance
avec la variable réponse du modéle au pas de temps annuel.
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Le modéle bioclimatologique proposé

Les techniques de statistique exploratoire usuellement employées lorsque le nombre de
variables explicatives est trés élevé relevent des analyses multivariées telles que ’analyse
en composantes principales (ACP) ou ’analyse en composantes multiples (ACM). Cepen-
dant, ces outils sont ici inapplicables car ’arbre a une importante inertie, et n’est donc
sensible, hormis pour le gel, qu’a des cumuls climatiques sur un nombre variable de jours,
et & une date variable. Appliquer une ACP a des données au jour le jour n’est absolument
pas approprié. Nous proposons par conséquent un modele bioclimatologique relativement
rudimentaire, résultant de considérations & la fois biologiques et climatologiques. Le but
ici n’est pas de construire un modele bioclimatologique sophistiqué mais juste un modeéle
prenant en compte les principales contraintes biologiques de I'arbre et permettant de cal-
culer des covariables climatiques au pas de temps annuel. La formalisation de ce modeéle
et le calcul des différents points de vue de la covariable stress hydrique sont présentés
ci-dessous :

Présence/Absence

Dans un premier temps, nous détectons la présence ou I'absence d’un stress hydrique
pour chacune des années de croissance de ’arbre, et ce pour les deux périodes qui nous
intéressent. Pour cela, nous avons choisi de détecter tous les stress survenus au cours d’une
année calendaire et de sélectionner ensuite ceux qui peuvent potentiellement influencer la
longueur des PA en fonction de la date & laquelle ils sont détectés.

Pour écrire de facon mathématique ce que représente un stress hydrique pour 'arbre,
nous devons tenir compte de I'inertie de ’arbre : un manque d’eau sur une courte période
n’est pas nuisible a la croissance de ’arbre car il va puiser dans ses réserves; en revanche
au dela d’un certain seuil ou la quantité d’eau est insuffisante, il est en situation de stress
hydrique et cela peut devenir préjudiciable pour son développement. Un stress hydrique
peut ainsi étre traduit mathématiquement par une fonction affine par morceaux. Cette
fonction est basée sur des cumuls de précipitations exprimés en millimeétres, selon les jours.
e Le premier morceau est une fonction constante du temps sur une certaine durée, et
traduit la période ot I'arbre ne regoit pas d’eau et durant laquelle il puise dans ses réserves.
e Le second morceau est une fonction affine croissante, de pente variable. Elle traduit
la période ou ’arbre recgoit a nouveau une certaine quantité d’eau qui s’avere insuffi-
sante : il est alors en situation de stress hydrique. La période d’inertie et la pente de cette
fonction seuil peuvent varier. En effet, si les températures maximales sont supérieures a
une température seuil, alors la fonction seuil est contractée d’un facteur dépendant de la
température seuil.

On note f, la fonction traduisant un stress hydrique et jouant le réle de seuil pour la
détection des stress; g désigne la fonction du cumul des précipitations, et ¢ est I'indice
temporel désignant un jour.

La fonction f dépend de :
- t le temps,
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- v le nombre de jours pendant lesquels le cumul des précipitations reste constant (absence
de pluie),

- p la pente de la fonction affine croissante,

- 7 le nombre de jours pour lesquels la fonction affine croissante est définie et pendant
lesquels nous effectuons la détection de stress,

- T la température seuil au dela de laquelle les températures maximales sont susceptibles
d’aggraver un stress hydrique,

- n la constante intervenant dans le facteur de contraction appliqué a f lorsque les tem-
pératures maximales sont supérieures a 7'.

La fonction du cumul des précipitations g ne dépend que du temps. Pour simplifier, on se
raméne a g(1) = 0.

Sur Uintervalle [1,7 + a, la fonction f s’écrit sous la forme :

0 t=1,..q,
f(t705ap77—)_{p<t_&) t:Oz—Fl,...,O&"’T-

Une pente égale & 1 ou 2, signifiant que I’arbre doit recevoir au moins 1 ou 2 millimétres
d’eau par jour pour ne pas étre hydriquement stressé, parait raisonnable.

En outre, pour détecter un stress hydrique pour une année donnée, nous tragons g la
fonction du cumul des précipitations en fonction des jours et nous la "balayons" avec la
fonction seuil f. Cela revient en quelque sorte & passer un filtre sur les données de cumuls
de précipitation, en décalant au fur et & mesure d’une unité la fonction f.

Si nous notons f; la fonction seuil correspondant & un décalage de k, alors pour tout k :

f(tapr) = g(k+1) t=k+1,...k+a,
kL0, 0,T) = gk+1)+pt—Fk—a) t=k+a+1,. . k+a+T.

De plus, si les températures maximales sont supérieures & T sur [k + 1,k + o+ 7],
on note N le nombre de degrés moyen au dessus de T' sur cette période, et fj est alors
contractée d'un facteur 7 x [N'] ou [ N] est la partie entiére supérieure de N. La fonction

seuil est alors fj <t; TINT P [N, ﬁ)

Il suffit ensuite de comparer pour chaque k la position relative des fonctions g et f
afin de détecter s’il y a stress hydrique ou pas. S’il existe au moins un k pour lequel la
fonction g se trouve en dessous de f sur la période de détection, alors il y a eu stress
hydrique et la valeur 1 est attribuée a 'indicatrice.

A titre d’illustration, la figure 1.16 (resp. 1.17) représente la détection d’un stress
hydrique pour les mois de mars, avril et mai de 'année 1996 (resp. de 'année 1997) avec
les données climatiques relatives aux chénes sessiles. Sur chacune des figures, la fonction
g est tracée en bleu et la fonction f est tracée en rouge. Le seuil f correspond & un choix
des parametres, o égal & 21, p égal a 1, T" égal a 28, et 1 égal a 1. Puisque, sur chacun des
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graphes, la fonction g se trouve a un moment donné au dessous de f, cela signifie qu’apres
une période sans eau de 21 jours, 'arbre n’a pas recu une quantité d’eau suffisante et
connait donc une situation de stress hydrique pour la période en question des années 1996
et 1997.

Remarquons que les stress détectés par le modeéle sont validés a posteriori en vérifiant
qu’ils sont bien cohérents avec les observations météorologiques.

1339
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Nombre de jours

F1G. 1-16 — Détection de stress hydriques pour les mois de mars, avril et mai de I’année
1996 pour les chénes sessiles.

Quantification

Le modéle permet de construire une variable présence/absence d’un stress hydrique,
mais il est aussi possible de construire d’autres covariables climatiques qui sont des points
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de vue différents sur la méme covariable stress hydrique. Par exemple, le stress peut étre
quantifié avec un pas de temps annuel. Pour cela, pour chacun des stress détectés pour les
différents décalages k au cours d’une année, nous calculons un taux de déficit moyen d’eau
par jour par rapport & une situation de non stress sur la période de détection. Autrement
dit, pour un stress détecté correspondant a un décalage de k, nous calculons d’abord I’aire
Ay, comprise entre les fonctions g et f. Le calcul de A, peut s’effectuer de deux maniéres
différentes.

e La premiére méthode consiste & ne calculer que la partie de ’aire lorsque g est au dessous

de f.
Pour tout k,
k+o+T
Av= Y {fGap) =g} (fi(tap) = g(1)),
t=k+a+1

ou I () désigne la fonction indicatrice.

e La seconde méthode consiste a tenir compte sur la plage de détection des passages de la
fonction g au dessus de f avant de repasser au dessous. On calcule toute ’aire comprise
entre f et g sur la plage de détection, en comptant positivement (resp. négativement)
Iaire lorsque g est au dessous de f (resp. g au dessus de f), ce qui s’écrit :

k+a+T1

Av= > (fe(op) —g(1).

t=k+a+1

Le taux de déficit moyen d’eau sur la période de détection est alors donné dans les deux
cas par :

Nombre de jours de stress
Le nombre de jours de stress correspondant & Dy, est donné par :

k+a+T1
Ne= Y T(fe(t,p) =g (1)
t=k+a+1
Nous pouvons aussi quantifier avec un pas de temps annuel un stress hydrique ayant
lieu au cours de la période d’allongement (resp. d’organogenése), en prenant le maximum
des taux de déficit moyens calculés pour les stress détectés durant la période ou a lieu
I'allongement (resp. l'organogenése). Si Dy, est le plus grand des Dy, le nombre de jours
correspondant au stress quantifié est alors Ny, .

29



Chapitre 1. Présentation et analyse exploratoire des données botaniques et climatiques

Nous sommes donc en mesure de calculer des tableaux de covariables climatiques rela-
tives au stress hydrique et ayant un pas de temps annuel, identique a celui de la variable
réponse. Rappelons que ’analyse exploratoire des données botaniques a suggéré de modé-
liser une succession de phases, 'influence de covariables climatiques et une hétérogénéité
entre les individus. D’une part la succession de phases peut étre modélisée avec une chaine
de Markov, et d’autre part sur chacune des phases, les données peuvent étre modélisées
par un modele linéaire mixte. La tendance reflétant le niveau moyen de croissance sur la
phase et les covariables climatiques peuvent étre modélisées par des effets fixes, et ’hé-
térogénéité inter-individuelle peut étre modélisée par un effet aléatoire "individu". Nous
proposons donc de combiner une chaine de Markov et des modeéles linéaires mixtes asso-
ciés aux états de la chaine de Markov sous-jacente de sorte que le modeéle obtenu, de type
Markov caché, satisfasse les trois hypothéses mises en évidence par ’analyse exploratoire.
Ce nouveau modele sera appelé modeéle linéaire mixte multiphasique.
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F1G. 1-17 — Détection de stress hydriques pour les mois de mars, avril et mai de I’année
1997 pour les chénes sessiles.
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Chapitre 2

Modéles statistiques étudiés et
méthodes d’estimation associées

2.1 Introduction

Le modele linéaire mixte multiphasique résulte de la combinaison de deux types de
modeles statistiques : la chaine de Markov cachée et le modéle linéaire mixte.
Avant de définir de maniére précise le modele linéaire mixte multiphasique et d’exposer
les méthodes d’estimation proposées pour les parameétres de ce modeéle au chapitre 3, nous
présentons dans ce chapitre les deux modéles statistiques qui le composent et les méthodes
d’estimation des parametres de ces deux modéles. Une attention particuliére sera portée
a lestimation des paramétres par I’algorithme EM. En effet, la chaine de Markov cachée
et le modéle linéaire mixte étant deux modeles & structure cachée, I'algorithme EM —
bien que ne constituant pas la seule méthode d’estimation possible — est bien adapté pour
I’estimation des paramétres de ces modeles. Il sera de plus appliqué au chapitre 3 pour
I’estimation des parameétres du modele linéaire mixte multiphasique.

2.2 Le modéle linéaire mixte

Le modele linéaire mixte, noté L2M (pour Linear Mixed Model) est une extension du
modele linéaire classique ot 'on autorise l'introduction d’effets aléatoires. L’histoire du
modeéle mixte remonte a Ronald Fisher, et plus précisément, a ses travaux sur I’analyse de
variance et sur le coefficient de corrélation intra-classe. C’est le papier d’Eisenhart dans
Biometrics en 1947 qui a établi une distinction claire entre effets fixes et effets aléatoires.
La modélisation des effets pouvant intervenir dans I’explication du phénomeéne étudié s’est
alors enrichie, la partie explicative du modele s’est raffinée, combinant linéairement ces
deux types d’effets. Le modeéle linéaire mixte s’est développé par la suite autour de dif-
férentes influences parmi lesquelles la génétique animale (C. R. Henderson, D. Gianola,
R. L. Quaas, R. Thompson). Les L2M sont en effet trés largement utilisés pour des pro-
bléemes de génétique quantitative animale et des problemes d’élevage, pour lesquels les
effets aléatoires sont corrélés du fait que des individus ont des génes en commun. Des
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auteurs comme P. Diggle, K. Y. Liang, S. Zeger et N. Laird ont développé les L2M pour
la biostatistique. D’autres auteurs ont développé des méthodes pour ’estimation des pa-
rametres de ces modeles : H. O. Hartley et J. N. K. Rao (1967) ont proposé la méthode
d’estimation par maximum de vraisemblance pour une large classe de modeéles englobant
les L2M; Patterson et Thompson (1971) ont mis au point l’estimation par maximum
de vraisemblance restreint (REML). Cette nouvelle méthode d’estimation pour les para-
meétres des L2M fait disparaitre momentanément les effets fixes pour ne maximiser que la
vraisemblance concernant les composantes de la variance et indépendante des effets fixes.
Actuellement, le modeéle linéaire mixte a des applications dans de nombreux domaines,
notamment en biologie, en médecine et en agronomie. Il est de plus l'outil de base pour
I'analyse de données corrélées telles que les données longitudinales (Diggle et al., 2002;
Verbeke et Molenberghs, 2000).

Nous définirons dans un premier temps la notion d’effet aléatoire. Suivra un exemple
de modélisation mixte combinant des effets fixes et des effets aléatoires. Ensuite, deux
approches pour introduire le modéle linéaire mixte seront présentées et illustrées par des
applications a l’analyse de données longitudinales.

2.2.1 La modélisation avec effets aléatoires

Les modéles linéaires mixtes permettent d’étudier la variabilité que présentent des
données, de fagon beaucoup plus précise et plus élaborée que le simple modéle linéaire
classique (Searle et al., 1992). Au cours d’une expérience, diverses sources de variations
peuvent influencer les valeurs de la variable réponse. Ces différentes sources de variation
sont modélisées par des facteurs qui peuvent avoir deux natures : fixe ou aléatoire. On
parle alors de facteur a effets fixes et de facteur & effets aléatoires :

e les facteurs a effets fixes ont en général un nombre fini de niveaux et les données se
répartissent sur ces différents niveaux. On souhaite en retirer une information concernant
I’effet de chaque niveau sur la variable d’intérét.

e les facteurs a effets aléatoires ont un nombre potentiellement infini de niveaux et les
données (en nombre fini) se répartissent sur un échantillon aléatoire de ces niveaux. La
facon dont chacun des niveaux influe sur le résultat ne présente pas d’intérét. En revanche,
on souhaite connaitre la part de variabilité induite par ces effets.

Prenons ’exemple de notre problématique botanique ot ’on souhaite modéliser des
longueurs de pousses annuelles en prenant en compte 'influence du climat et ’hétéro-
généité inter-individuelle. La covariable climatique est représentée par le facteur stress
hydrique. 11 s’agit d’un facteur a effets fixes (méme s’il n’a pas un nombre fini de niveaux)
car les précipitations ne sont pas sélectionnées de maniére aléatoire a partir d’'une distribu-
tion des valeurs des précipitations. En revanche, les individus d’un jeu de données ont été
sélectionnés de maniére aléatoire. Il est donc justifié de tenir compte dans la modélisation
de la variabilité induite par cette sélection aléatoire en introduisant des effets aléatoires
individuels.
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L’introduction d’effets aléatoires permet de séparer la variation totale en deux parties :
la variation due aux effets aléatoires et la variation affectée aux erreurs. L’introduction
de différentes composantes de la variance permet ainsi d’apporter plus de précisions sur
la variation totale.

Un exemple de modélisation mizte

Pour illustrer la notion d’effet aléatoire, nous présentons un autre exemple de modéli-
sation statistique mixte faisant intervenir a la fois des effets fixes et des effets aléatoires.
Cet exemple est inspiré de 'ouvrage de Searle et al. (1992).

On considére un essai clinique ayant pour objectif de tester efficacité d’un placébo
et de 3 médicaments prescrits pour réduire la pression artérielle. Un échantillon de 24
individus ayant une pression artérielle élevée est choisi pour cette étude. Les 24 individus
sont répartis en 4 groupes de 6 personnes. On administre le placebo aux individus de
I'un des groupes et chacun des 3 médicaments aux individus de chacun des 3 groupes
restants. Pour chaque personne, on mesure pour 5 dates différentes la pression artérielle
apres la prise du médicament. On dispose donc d’'un ensemble de données longitudinales,
composé de 24 séries de longueur 5. Dans cet exemple, deux facteurs peuvent avoir un
effet sur le résultat de ’expérience : le médicament administré et 'individu concerné. On
souhaite mesurer 'efficacité des médicaments sur la diminution de la pression artérielle.
Le médicament est un facteur a effets fixes & 4 niveaux. De plus, les 24 individus ont été
choisis aléatoirement parmi I’ensemble des individus ayant une pression artérielle élevée.
L’effet de chacun des individus sur le résultat a peu d’importance, et il importe de mesurer
la variabilité des données induite par ces individus. Ceci représente une des composantes
de la variation totale et le facteur "individu" est considéré comme un facteur a effets
aléatoires.

Dans cet exemple simple, la nature de chacun des facteurs est évidente. Dans la pra-
tique, les modélisations sont souvent bien plus compliquées et la nature des facteurs n’est
pas toujours facile a identifier (Searle et al., 1992).

Le modeéle linéaire mixte peut étre introduit de plusieurs fagons; deux approches sont
présentées ici. Chacune de ces approches sera illustrée par un exemple relatif & 'analyse
de données longitudinales. Cette présentation s’appuie largement sur les bases théoriques
du modele linéaire mixte décrites par J. L. Foulley (2002).

2.2.2 Définition d’un modéle linéaire mixte
Approche de Rao et Kleffe (1988)

Un modele linéaire mixte est un modeéle linéaire s’écrivant sous la forme :

Y =X[+e¢, (2.1)

ou
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- 'Y de dimension N X 1 est le vecteur aléatoire a expliquer,
- 8 de dimension p x 1 est le vecteur des parameétres & estimer,
- X de dimension N X p est la matrice d’incidence connue de [,
e ~ N(0,T') de dimension N X 1 est le vecteur aléatoire d’erreur.
La variable aléatoire € se décompose en une combinaison linéaire de variables aléatoires

structurales (i.e. lices a la structure du dispositif expérimental) non observables &;; k =
0,1,..., K :

K
e=Y Uil =U¢,
k=0

ol

- U = (Uy,Uy,... Uy, ... Ug) de dimension N x ¢, est une concaténation de matrices
d’incidence connues Uy de dimension (N X gx), avec Zf:o qr = q,

LE=(€),6, .6, ..., &) de dimension ¢ x 1, est le vecteur correspondant des variables
structurales &, = {&,;};0 = 1,2,...,q, tel que { ~ N(0,%¢). Les ¢, sont de dimension
qr X 1.

On suppose que ¢ est une fonction linéaire de parametres 6,,;m = 1,..., M, s’écrivant
sous la forme ¥¢ = Z%zl 0,.F,,, ou les matrices F}, sont des matrices carrées d’ordre
q. Dans le cas général, 0, et F}, ne sont pas soumis & des contraintes particuliéres si ce
n’est qu’ils doivent assurer la positivité de X;. On obtient alors une structure linéaire
pour la matrice de variance-covariance I' = U¥:U’. Cette propriété est caractéristique de
ce que 'on entend sous le vocable de "modéle linéaire mixte" qui est tel qu’a la fois, son
espérance u = X3, et sa variance I' = Z%zl I').0,,, avec I, = UF,,U’, sont des fonctions
linéaires des parametres.

Les variables aléatoires &, apparaissent en fait comme un moyen de structurer la matrice
de variance-covariance I' de la variable réponse.

En pratique cette modélisation correspond par exemple & un modéle linéaire mixte a K
facteurs aléatoires indépendants :

K
k=0

avec

- &y = e (le terme d’erreur) ; Uy = Iy ou [y désigne la matrice identité de dimension N,
<&, ~ N(0,031,,) et E(§,,&) = 0,Vk # | (autrement dit, les &, sont indépendants entre
eux). Ainsi ¢ = S0 021,

Par conséquent

et
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K
=Y o:UU

k=0

sont linéaires en les parameétres 3 et o2,

Illustration

Cette approche a été reprise par Diggle et al. (2002). Pour mieux modéliser les diffé-
rentes sources de variation aléatoire présentes dans des données longitudinales, ils prennent
en compte dans leur modele trois sources de variation aléatoire :
e les effets aléatoires : quand les individus sont sélectionnés de maniére aléatoire, cela
peut entrainer une hétérogénéité entre les individus.
e 'autocorrélation : pour chaque individu, au moins une part de la mesure effectuée peut
étre interprétée comme une réponse a un processus stochastique variant dans le temps.
Ce type de variation est vu comme une corrélation entre deux mesures faites sur le méme
individu, dépendant de l'intervalle de temps entre les deux mesures. Typiquement, la
corrélation diminue quand l'intervalle de temps augmente.
e l'erreur de mesure : le processus de mesure peut induire lui méme une variation dans
les données.

Il existe plusieurs maniéres d’incorporer ces trois sources de variation dans différents
modeles. Dans le cadre de la décomposition d’un profil individuel, Diggle et al. proposent
la formulation suivante :

Y, =Xif+ e

Les notations de ce modele sont identiques a celles de (2.1), si ce n’est qu’elles sont
relatives a l'individu 7 ; Y; est alors de dimension n; x 1.
Le terme ¢; ~ N(0,I;) peut se décomposer sous la forme :

gi = Ui&; + €y + €25

ou
- Ui&; est la partie des effets aléatoires relatifs a 'individu i, §; ~ N (0, D),

* €(2)i est une composante d’autocorrélation traduisant qu'une partie au moins du profil
individuel observé est la réponse d’un processus stochastique temporel; €2); ~ N(0, 7°H;)
ou H; est la matrice d’autocorrélation qui dépend de ¢ uniquement a travers le nombre
n; d’observations et & travers les instants ¢;; auxquels les mesures sont faites. On suppose
de plus que le (7, k:)éme élément h;j, de H; est modélisé sous la forme

hije = g (ti; — tir]) ,

avec g (.) une fonction décroissante du temps telle que ¢ (0) = 1. Cela signifie que la cor-
rélation entre €(z);; et £(2), dépend uniquement de I'intervalle de temps entre les mesures
vij et yir, et qu’elle décroit si la longueur de cet intervalle augmente. Habituellement,
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les fonctions ¢ (.) sont les fonctions dites d’autocorrélation exponentielle et gaussienne
définies respectivement par g (u) = exp (—¢u) et g (u) = exp (—¢u?) ou ¢ est connu et
o > 0.

~eqy ~ N(0, 021I,.) est lerreur de mesure. Elle traduit la variation aléatoire supplémen-
taire liée au processus de mesure.

On suppose que &;, £(1); et £(2); sont indépendants. Par conséquent I'; = U; DU; 4 V; avec
V;‘ = 7-2Hi + O'ZInl..

Selon les caractéristiques des données que 1’on souhaite modéliser et selon I'importance
que 'on souhaite leur donner, le terme ¢; peut se décomposer de différentes maniéres, ce
qui donne lieu a différents modeéles linéaires simples ou différents modeéles linéaires mixtes.

. 3 modéles linéaires :

Yi = XiB + ey,
Y = XiB + <y,

Yi = XiB +eqy + €@

. 3 modeéles linéaires mixtes :

Y, = XiB + U, + €y
Y = Xif + Ui&; + €2

Y = XiB + Ui +eyi + €(2)i

Les trois premiers modéles supposent ’absence d’effets aléatoires. Le second de ces mo-
deéles suppose une unique source de variation aléatoire traduite par une autocorrélation
que 'on modélise par un processus purement aléatoire. A contrario, les trois derniers
modeles prennent en compte des effets aléatoires. Le premier de ces trois modeéles est le
modeéle linéaire mixte classique, au sens ou il est le plus utilisé y compris pour des appli-
cations autres que ’analyse de donnés longitudinales. Le dernier des six modeéles, proposé
par Diggle et al. (2002), est spécifique a 'analyse de données longitudinales. Il a pour ori-
ginalité de prendre en compte une structure d’autocorrélation, usuellement utilisée pour
I’analyse de séries chronologiques. Toutefois, d’autres types de données qui ne sont pas
corrélées dans le temps, comme des données de cluster, seraient modélisés en supprimant
de ce modele le processus temporel.

Dans leur ouvrage, les auteurs envisagent différents modéles en combinant les diffé-

rentes sources de variation, mais ils n’estiment aucun modéle qui comprend & la fois une
autocorrélation et des effets aléatoires qui ne sont pas de simples intercepts aléatoires.
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Selon eux, dans les applications, l'effet de 'autocorrélation est dominé par la combinai-
son des effets aléatoires et de 'erreur de mesure. En revanche, Verbeke et Molenberghs
(2000) discutent de structures de covariance appropriées lorsque le modele posséde des
effets aléatoires autres que de simples intercepts.

Approche marginale de modéles hiérarchiques

Cette approche en deux étapes est due a Lindley et Smith (1972) et a fortement inspiré
Verbeke et Molenberghs (2000) dans leur ouvrage dédié aux modeéles linéaires mixtes pour
les données longitudinales. Notre présentation s’appuie largement sur celle de Verbeke et
Molenberghs.

De par leur caractére déséquilibré!, beaucoup de données longitudinales ne peuvent
pas étre analysées avec des techniques de régression multivariée. Verbeke et Molenberghs
proposent une alternative en deux étapes inspirée du fait que souvent des fonctions de
régression linéaire ajustent bien les profils longitudinaux. Dans une premiére étape, pour
chacun des individus, on résume le vecteur des données répétées par le vecteur des co-
efficients estimés par régression linéaire. Dans une seconde étape, les techniques de ré-
gression multivariée sont utilisées pour mettre en relation ces coefficients estimés avec des
covariables connues (telles que le traitement...). Le modeéle linéaire mixte pour données
longitudinales résulte alors de la combinaison des deux modeéles obtenus au cours des deux
étapes.

Etape 1

On note Y; = (Yi1, Yo, ... ,Y}ni)' le vecteur aléatoire de dimension n; X 1, contenant les
variables aléatoires relatives aux n; mesures pour 'individu 7. On suppose que Y; vérifie
le modele de régression linéaire suivant :

ol

- U; de dimension n; X ¢ est une matrice de covariables connues, modélisant la maniére
dont la réponse évolue dans le temps pour I'individu 7,

- B, de dimension g x 1 est le vecteur des coefficients inconnus de la régression linéaire,

- £; de dimension n; X 1 est le vecteur des termes d’erreur. En général, on suppose que les
g; suivent une loi normale N (0, 021,.) et qu'ils sont indépendants.

Etape 2
On modélise la variabilité observée entre les individus avec un modeéle de régression mul-
tivariée de la forme :

Bi = KiB + &, (2:3)

Lau sens ot 'on ne dispose pas du méme nombre de mesures pour tous les individus, et/ou au sens ot

les mesures ne sont pas effectuées a des dates fixes.
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ol

- 3; est le vecteur des coefficients estimés de la régression linéaire spécifique a 'individu 7.
Notons qu’en pratique, c’est Bl qui est utilisé dans (2.3); il est le vecteur des coefficients
estimés obtenus en ajustant le modele (2.2) avec une régression linéaire.

- K; de dimension ¢ X p est une matrice de covariables connues,

- 8 de dimension p x 1 est le vecteur des parametres inconnus de la régression,

Les ¢, de loi normale N (0, D), avec D une matrice de variance-covariance de forme générale
symétrique, sont de dimension ¢ X 1 et sont supposés indépendants.

En remplagant (2.3) dans (2.2), on obtient

Y, = U, K8+ Uk, + &5,

ou encore,

Y, = X8+ Uk, + ¢, (2.4)

avec X; = U;K;, de dimension n; X p.

Le modele (2.4) est appelé modele linéaire mixte ou 5 est le vecteur des effets fixes
et & est le vecteur des effets aléatoires relatifs & l'individu i. Il s’agit également de la
définition d’un modéle linéaire mixte donnée par Laird et Ware (1982) qui, dans un cadre
général, supposent que ¢; ~ N(0,3;), ou 3; est une matrice de variance-covariance qui ne
dépend de i qu’a travers sa dimension n; (i.e. 'ensemble des parametres inconnus de ¥; ne
dépend pas de 7). Ils supposent également que tous les ; et tous les &; sont indépendants
entre eux.

Illustration

Une illustration immédiate de cette approche réside dans la modélisation de profils
longitudinaux par les modeles a coefficients aléatoires (Laird et Ware, 1982 ; Verbeke et
Molenberghs, 2000). Ce modeéle peut étre présenté a partir des données de croissance
faciale mesurées chez 11 filles et 16 gargons a 4 ages équidistants (8, 10, 12 et 14 ans) et
présentées par Pothoff et Roy (1964). Ces données ont été analysées en détail par Verbeke
et Molenbergs (1997) et par Foulley et al. (2000).

Pour analyser ces données, on ajuste une droite de régression pour chacun des indivi-
dus. Le modéele de régression linéaire propre & chaque individu s’écrit :

Yijk. = Air + Birtj + €iji,

ou ¢ désigne l'indice du sexe (i = 1, 2 selon que I'individu est de sexe féminin ou masculin),
j est celui de la mesure (j = 1,2,3,4), t; est 'age correspondant, et k désigne I'indice de
I'individu intra sexe (k=1,...,11 pouri=1; k=1,...16 pour i = 2).

Ainsi y;;1, est la 7™ mesure faite sur le k"¢ individu de sexe i et A;;, et B;, sont respec-
tivement l'intercept et la pente propres a 'individu £ de sexe i.

Si on considere & présent que les individus représentent un échantillon aléatoire des
enfants de chaque sexe, les A;; et B;, sont des variables aléatoires qui suivent une loi
normale :
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A; o 0'(21 Oa
(o)~ ((5)- (5 %))

Cela revient a décomposer I'intercept et la pente en la somme de deux parties :

Ak = a; + ag,

et
By, = B; + big,

c’est-a-dire en une espérance propre a chaque sexe (respectivement «;, 3,) et en un écart
individuel (respectivement a;, b;) considéré comme aléatoire par rapport a I’échantillon-
nage des individus, et propre & l'individu k£ de sexe 1.

Le modeéle se réécrit sous la forme :

Yije = (i + Bity) + (air + birt;) + €ijrs

ou (a; + (3,;t;) est la partie fixe et (a;, + bixt;) est la partie aléatoire.

Avec cette formulation, un modéle linéaire mixte se définit alors comme un modeéle
linéaire dans lequel tout ou partie des paramétres associés a certaines unités expérimen-
tales sont traités comme des variables aléatoires du fait de I’échantillonnage de ces unités
dans une population plus large.

Ce type d’analyse en deux étapes présente toutefois deux inconvénients. Tout d’abord
il y a une perte d’information en résumant le vecteur y; des mesures pour l'individu ¢
par le vecteur (,. Ensuite, on introduit une variabilité aléatoire en remplacant dans le
modele (2.3) le vecteur 3, par le vecteur des parameétres estimés EZ De plus, la matrice
de variance-covariance de Bl dépend du nombre de mesures disponibles pour l'individu
¢ ainsi que des dates auxquelles les mesures ont été effectuées, et ceci n’est pas pris en
compte dans I’étape 2 de ’analyse.

Par la suite, nous retiendrons la premiére définition d’un L2M, dans laquelle la varia-
tion totale est décomposée en différentes sources de variation.

Définissons a présent le modele de chaine de Markov cachée qui donne sa structure au
modele linéaire mixte multiphasique.
2.3 Le modéle de chaine de Markov cachée

Les modeéles de chaines de Markov cachées ont été introduits en 1966 par Baum et
Petrie. Cette classe de modeéles est construite a partir de la classe des chaines de Markov,

en faisant ’hypothése qu'une séquence n’est pas directement générée par une chaine de
Markov mais indirectement par des lois de probabilité attachées aux états de la chaine
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de Markov. Ces modeles ont une utilisation dans de nombreux domaines. LL’une des pre-
miéres applications de ces modeéles et 'une des plus importantes, & partir de 1970, est la
reconnaissance automatique de la parole. Jelinek et al. (1975) ont utilisé ces modeles pour
la modélisation acoustique de phonémes. L’utilisation des chaines de Markov cachées en
reconnaissance de la parole est également trés largement traitée dans ’article de Rabi-
ner (1989). Les premiéres applications a ’analyse des séquences d’ADN ont été réalisées
par Churchill (1989). Depuis quelques années, ces modeéles sont trés employés pour les
problémes d’alignements multiples de séquences d’ADN (Krogh et al., 1994 ; Churchill et
Lazavera, 1999 ; Durbin et al., 1998). Les arbres de Markov cachés, définis a 1’origine par
Crouse et al. (1988), qui sont une extension simple des chaines de Markov cachées, ont
été utilisés en traitement du signal basé sur I’analyse en ondelettes.

Une chaine de Markov cachée est un couple de processus stochastiques {S;, Yy;t = 1,2, ...} :
e le processus sous-jacent {S;;t = 1,2, ...}, est appelé régime, ou processus d’état ou encore
processus caché car il est non observable. Le processus caché est une chaine de Markov
homogene (autrement dit on suppose que P (S; = j|S;_1 = i) est indépendant du temps
t), d’ordre 1, & valeurs dans 'espace d’états fini S = {1, ..., J}, de vecteur des probabilités
initiales II, et de matrice des probabilités de transition P :

J
avec » ., m; =1 et,

P = (p’bj = P(St :j‘st_]_ = Z) ,Z,j = ]_,...,J),
avec Z;]:lpij = 1.

e le second processus {Y;;t = 1,2, ...}, appelé processus d’observation ou d’émission, est
une séquence de variables aléatoires conditionnellement indépendantes sachant les états
cachés. Dans un cadre général, le processus {Y;} peut étre continu ou discret, univarié
ou multivarié. Ici, nous supposons qu’il est discret et univarié. Chaque observation Y; est
a valeurs dans l'espace des observations {1,...,U}. Conditionnellement aux états s;, les
observations Y; sont générées de maniére indépendante selon la matrice des probabilités
d’observation B :

B=(b;u)=PY,=ulS;=j);u=1,..,U;j=1,.,J),
avec 3.0 by (u) = 1.

Dans le contexte de notre problématique botanique, le processus caché cherche a mo-
déliser la succession des phases de croissance, et le processus d’observation est la séquence
botanique étudiée, a savoir la séquence des longueurs de pousses annuelles.

Notation :
Par la suite, St = st (resp. Y = y!) désignera la suite des réalisations S; = s1,..., Sy = s
(tesp. i = 1. Vs = 1),
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Le couple de processus {S;,Y;;t = 1,2, ...} est une chaine de Markov cachée d’ordre 1
si la relation de dépendance suivante est vérifiée :

P (St = 8¢, Yy = ?Jt|5f_1 = 51&1_1>Y1t_1 = yi_l) = P(Yi =y, S = St|St—1 = St—l)
- bst (yt>p3t—15t'

A tout instant, la distribution de chacune des variables aléatoires Y; ne dépend donc
de la chaine de Markov qu’a travers 1’état s;. Ceci peut se représenter sous forme d’un
graphe des indépendances conditionnelles. Donnons au préalable la définition d’un graphe
d’indépendance conditionnelle.

Définition d’un graphe d’indépendance conditionnelle

Le graphe d’indépendance conditionnelle (Lauritzen, 1996; Smyth et al., 1997) est
un modele graphique qui représente les relations d’indépendance conditionnelle entre des
variables aléatoires. Chaque sommet du graphe est une variable aléatoire. S’il existe un
arc ayant pour origine Y et pour extrémité 7, alors de maniére naive, nous disons que Y
"influence" Z.

Si A, B et C sont trois variables aléatoires sommets d’un graphe orienté et sans cycle,
alors A est parent de B s’il existe un arc ayant pour origine A pointant sur B. Le sommet
C est enfant de B s’il existe un arc ayant pour origine B et pointant sur C. Le sommet A
est dit ancétre de B s’il est, soit parent de B, soit 'ancétre d’un parent de B (définition
récursive). Le sommet C' est dit descendant de B s’il est, soit enfant de B, soit enfant
d’un descendant de B (définition récursive).

La notation

A1 B|C
signifie que A est indépendant de B sachant C.

La structure d’une chaine de Markov cachée d’ordre 1 est définie par le graphe d’in-
dépendance conditionnelle de la Figure 2.1.

Le caractere directionnel du parameétre d’index (le temps ¢) fait que le graphe est
naturellement un graphe orienté. Les sommets de ce graphe sont les variables aléatoires
S ou Y;. On parameétre les arcs verticaux par les probabilités d’observation et les arcs
horizontaux par les probabilités de transition. D’aprés I'orientation des arcs, la variable
aléatoire S, influence directement Y; et la variable aléatoire S;_; influence directement
S;. Les réciproques ne sont pas vraies. Dans ce type de graphe, I’absence d’arc entre
deux sommets signifie que les deux variables aléatoires concernées sont indépendantes
conditionnellement aux autres variables. Ainsi on a les deux relations :

St L {517Y17 (XS] St—?aﬁ—?vyi—l} |St—17 t > 07

}/;‘ 1 {Sla}/lv "'7St—1;}/;5—1} |Sta t>0. (25)
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i

Fic. 2-1 — Graphe d’indépendance conditionnelle d’une chaine de Markov cachée d’ordre
1.

Une variable aléatoire est donc indépendante de toutes les autres variables aléatoires a
I’exception de ses descendants connaissant ses parents. La relation d’indépendance condi-
tionnelle (2.5) signifie que si 'on supprime le sommet S;, les variables aléatoires S;_,
(v > 0) sont séparées des variables aléatoires S;, (v > 0) et la variable aléatoire Y; est
isolée. Cela peut s’exprimer en disant que I’état a I'instant ¢ étant connu, la connaissance
des valeurs prises par les variables aléatoires S;_, n’influe pas sur les valeurs prises par
les variables aléatoires Y; et S;,,. Cette propriété peut se résumer par la factorisation
suivante, écrite dans le cas particulier d’'une séquence de longueur 7' :

P(S{ =s1,Y{" =yl) = P(Si=5)P Y1 =ulS =s)

T
X HP (St = St|St—1 = St—l) P (Yt = ytISt = St)
t=2

T
= 77'51681 <y1> HpstflstbSt (yt) '

t=2

Il s’agit de la factorisation de la loi jointe d’une séquence observée de longueur 7.

Remarquons enfin qu’un modeéle de mélange ou il n’y a pas de dépendance entre les
variables aléatoires non observables successives est une chaine de Markov cachée d’ordre

0.
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2.4 Meéthodes d’estimation des paramétres des mo-
déles statistiques étudiés

Une fois les deux modéles statistiques qui composent le modeéle linéaire mixte multi-
phasique introduits, intéressons nous a présent & ’estimation des paramétres inconnus de
ces modeles, en vue de la présentation des méthodes d’estimation pour le modeéle linéaire
mixte multiphasique au chapitre suivant. Comme le modeéle linéaire mixte multiphasique
combine les parameétres de la chaine de Markov sous-jacente et ceux des modeéles linéaires
mixtes associés aux états de la chaine de Markov, il suppose deux types de variables non-
observables : les états de la chaine de Markov et les effets aléatoires. Il donne par consé-
quent un cadre propice a l'utilisation de l'algorithme EM (Expectation-Maximization)
pour l'estimation des parameétres par maximum de vraisemblance. Aprés une présenta-
tion de 'algorithme EM dans un cadre général de données incomplétes, nous rappellerons
d’abord les méthodes d’estimation des parameétres d’un modeéle linéaire mixte et ensuite
les méthodes d’estimation des paramétres d’une chaine de Markov cachée. Alors que ’al-
gorithme EM constitue la méthode d’estimation classique pour une chaine de Markov
cachée, il est une des méthodes d’estimation possibles pour le modéle linéaire mixte.

2.4.1 Présentation de ’algorithme EM

L’algorithme EM (McLachlan et Krishnan, 1997) est une méthodologie statistique
qui s’applique principalement & l’estimation par maximum de vraisemblance pour des
problémes aux données incomplétes, le terme de "données incomplétes" englobant de
nombreuses situations : données manquantes, données censurées, variables latentes, para-
metres aléatoires. Cet algorithme a été introduit par Baum et al. (1970) dans le contexte
des chaines de Markov cachées, puis il a été étendu a des modeles plus généraux par
Dempster, Laird, et Rubin (1977). Cet algorithme itératif déterministe permet d’appro-
cher I'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque la maximisation directe de la
log-vraisemblance du modele est difficile et se trouve simplifiée par 'augmentation des
données. Il est ainsi appelé car chaque itération est composée de deux étapes : une étape
E (pour Expectation) et une étape M (pour Maximization).

Nous noterons Y la variable aléatoire ayant pour réalisation y le vecteur des données
observées. On suppose que la loi de Y dépend d’un paramétre 6 appartenant & 1’espace
des parameétres ©. On souhaite estimer # par maximum de vraisemblance. Le vecteur des
données observées y est interprété comme vecteur de données incomplétes. Il peut étre
complété par le vecteur z des données manquantes (non-observées) pour former le vecteur
x des données complétes au sens ol une solution simple existe pour I'estimation de 6 par
maximum de vraisemblance.

Si L (#) désigne la vraisemblance du parameétre 6 associée au vecteur y et si f (y, z; 0)
désigne la vraisemblance du parametre associée aux données complétes, alors dans un
cadre discret, les deux vraisemblances sont liées par la relation
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LO)=>_ f(y,%0).

Remarque : Par la suite, nous parlerons de (log-) vraisemblance pour les données com-
plétes, en omettant de préciser qu'il s’agit de la (log-) vraisemblance du parameétre associée
aux données completes.

Nous noterons 8% 1a valeur du parameétre 6 a itération k.

L’itération k de l'algorithme EM se définit par les deux étapes suivantes :

Etape E (Expectation)
L’étape E consiste a calculer () <6’|6’(k)> , l'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance

du parameétre 6 pour les données complétes a l'itération k, connaissant le vecteur des

observations (les données incomplétes) et la valeur des parametres a 1’étape courante
ok .

Q (9l9(’“)> =E {bgf (y, 2 0) |y; H(k)} -

Etape M (Maximization)
On choisit 8%V de telle sorte que

Q (9<k+1>|9<k>> >Q (9\9<k>) , pour tout € ©.

Cela revient a actualiser la valeur courante du paramétre en maximisant par rapport &
la fonction obtenue a I’étape E :

6%+ — arg max Q <0|0(k)> .
0cO

La propriété d’accroissement monotone de la fonction de vraisemblance au cours des
itérations est caractéristique de l'algorithme EM et a été montrée par Dempster et al.

(1977). Pour toute suite (Q(k)> générée par l'algorithme EM,
k>0
L (9“””) > <9<k>) | VE,

ce qui signifie qu’a chaque itération k, la nouvelle estimation du parameétre 6%+ ameliore
I’estimation précédente 0%) du point de vue de la vraisemblance.

En général, la vraisemblance des données observées possede plusieurs points station-
naires qui peuvent étre des maxima locaux, ou bien un maximum global, ou encore des
points selle. La convergence vers I'un d’entre eux dépend de la valeur initiale du parameétre
0(©). Si la fonction de vraisemblance L () est unimodale, alors toute suite d’itérations EM
converge vers I'unique maximum global, et ce quelle que soit la valeur initiale 6.
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Remarquons également que la convergence de la séquence de vraisemblance {L (9(k)) }
vers un point stationnaire L* n’implique pas automatiquement la convergence de la sé-

quence {Q(kﬂ)} vers un point stationnaire 6*.

Enfin, la vitesse de convergence de I'algorithme EM dépend principalement de la pro-
portion d’information manquante sur ¢, étant donné que 1’on observe uniquement y au lieu
d’observer conjointement y et z. Comme cette proportion peut varier pour les différentes
composantes de 6, cela explique une vitesse de convergence variable pour ces composantes.
Si la log-vraisemblance des données observées se calcule aisément, elle constitue le meilleur
moyen pour évaluer la convergence de I'algorithme.

Diverses variantes de 1’algorithme EM ont été développées pour contourner certaines
difficultés rencontrées dans la mise en oeuvre des étapes E ou M (McLachlan et Krish-
nan, 1997 ; Foulley, 2002). L’algorithme GEM (Generalized EM) (McLachlan et Krishnan,
1997) et I'algorithme OSL (One Step Late) (Green, 1990 ; McLachlan et Krishnan, 1997)
conviennent entre autres lorsque ’étape M de maximisation pose probléme. En effet, lors-

qu’il est impossible de maximiser globalement la fonction () <9|9(k)> par rapport a 6, au-
trement dit lorsque I’étape M n’admet pas de solution explicite, une version généralisée de
I’algorithme EM, appelé GEM, choisit 8%+ de sorte que Q <9(k+1)\9(k)> >Q (9|9(k)> ,VEk.

k+1)

La valeur actualisée du parameétre 6 ne maximise pas la fonction () <¢9|9(k)> , elle I'aug-

mente simplement. Lorsqu’a ’étape M, 0%+1) doit s’obtenir par exemple en résolvant un
systéme d’équations complexe en le paramétre 6, alors 'algorithme OSL propose d’évaluer
le systéme d’équations en Q(k), valeur du parameétre a 1’étape courante.

Lorsque I'étape E ne s’écrit pas de maniére analytique et qu’une intégration numé-
rique est difficile & mettre en oeuvre, on a recours a des algorithmes itératifs de simula-
tion tel que l'algorithme SEM (Stochastic EM) (McLachlan et Krishnan, 1997 ; Foulley,
2002). Cet algorithme a été introduit par Celeux et Diebolt (1985) en vue de 'estimation
par maximum de vraisemblance des parameétres d’une loi de mélange. Le principe réside
dans la maximisation de la log-vraisemblance des données complétes a partir, non pas de
son expression analytique, mais d’une évaluation numérique de celle-ci via le calcul de
log f (y, 2(k), 9) ot z®) est un échantillon simulé de données manquantes, tiré dans leur
distribution conditionnelle. Outre la simplicité du procédé, celui-ci offre 'avantage d’évi-
ter le blocage de I’algorithme en des points stationnaires stables mais indésirables (Celeux
et al., 1996). Cette idée a été reprise par Wei et Tanner (1990). Ces auteurs ont proposé
I’algorithme EM de Monte Carlo, dénoté MCEM pour calculer la fonction @) («9|0(k)) de
I’étape E — qui ne s’écrit pas de maniere analytique — par le biais d’une approximation de
Monte-Carlo. Notons que ’algorithme SEM, qui simule une seule séquence d’états par in-
dividu, est un cas particulier de I'algorithme MCEM qui en simule plusieurs par individu.
La propriété de croissance monotone de la fonction de vraisemblance n’est plus valable
pour ce type d’algorithmes par simulation.
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2.4.2 Estimation des parameétres d’un modéle linéaire mixte

Rappelons briévement les hypotheses d’'un modele linéaire mixte dans un cadre géné-
ral :

Y = X3+ Ut +e, (2.6)

ol

e N(0,0‘%Vb),

Vie{l, ., K} E ~ N(0,0—?Aj). Les ¢, sont indépendants entre eux et indépendants
de €. Ainsi £ ~ N(0, D) avec D diagonale par blocs, D = {U?Aj}jzl,...,K'

Par conséquent,

E(Y)= X5,
et

K
var(Y) = ogVo + UDU' = oV =T,
]:

avec V; = U;A;U7, Vi € {1,..., K}
Nous noterons o2 = (03,0%,...,0%) le vecteur des composantes de la variance et || le

déterminant de la matrice I'.

La fonction de vraisemblance pour le vecteur des observations y (de taille N) s’écrit :

, 1 1 A
f(y;ﬁao- ) :WQXP{_ﬁ@_‘Xﬁ) I (y—Xﬁ)},

et la log-vraisemblance :

- S-XB T - XE). (2)

N 1
log f (y; 8,0%) = =5 log (27) — 5 log (|T'])
Nous souhaitons estimer a la fois le vecteur des effets fixes 3, et les K + 1 composantes
de la variance, 0%, j =0, ..., K.

Les méthodes d’estimation des parameétres d’'un modéle linéaire mixte sont exposées
dans l'ouvrage de Searle et al. (1992) consacré aux modeles linéaires mixtes. Nous présen-
tons ici deux algorithmes d’estimation : I’algorithme EM, et la méthode dite de Henderson.
Ils permettent de déterminer les estimations des parametres d’un L2M par maximum de
vraisemblance (ML — Maximum Likelihood) et par maximum de vraisemblance restreint
(REML — Restricted Maximum Likelihood). Aprés une bréve présentation des méthodes
ML et REML, nous présentons également brievement la méthode de Henderson et nous
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décrivons de maniére précise ’algorithme EM dans le cas particulier de I'estimation ML
des parameétres d'un L2M dans un contexte de données longitudinales.

Estimation par maximum de vraisemblance :

On dérive la log-vraisemblance (2.7) par rapport & /3 et par rapport aux K + 1 para-
metres UJQ- ;7 =0,...K. Les équations obtenues n’étant pas linéaires en les paramétres 032,
un algorithme itératif est mis en oeuvre. A partir de valeurs initiales de 0]2-, on itére la réso-
lution des K + 1 équations relatives aux composantes de la variance jusqu’a convergence.
Puis, a I’aide des valeurs des composantes de la variance obtenues, on résout 1’équation
relative aux effets fixes pour avoir I'estimation de [5.

Estimation par maximum de vraisemblance restreint :

Cette méthode d’estimation spécifique aux L2M a été développée par Patterson et
Thompson (1971). On supprime provisoirement les effets fixes pour ne maximiser que
la partie de la vraisemblance concernant les composantes de la variance. Pour éliminer
la partie des effets fixes, on projette le modéle sur 'orthogonal du sous-espace vectoriel
engendré par les colonnes de X. L’estimation par maximum de vraisemblance restreint
n’est autre que I’estimation par maximum de vraisemblance dans le modeéle projeté. Apres
une estimation itérative des composantes de la variance, on estime le vecteur des effets
fixes .

L’estimation REML a également une interprétation bayésienne (Harville, 1974). Elle re-
pose sur le concept de vraisemblance marginale. Aprés élimination de (8 par intégration de
la fonction de vraisemblance, on obtient la vraisemblance marginale des 0?. Le systeme
des K + 1 équations obtenues par dérivation de cette log-vraisemblance marginale est
identique au systéeme d’équations obtenues par projection du modele sur I'orthogonal de
X.

Cette méthode d’estimation a ’avantage sur la méthode ML de tenir compte de la perte de
degrés de liberté occasionnée par I'estimation des effets fixes. Toutefois, dans notre étude,
nous privilégierons ’estimation ML car nous sommes amenés a comparer des modeéles qui
different par la structure de leurs effets fixes et la comparaison de la log-vraisemblance de
tels modeles n’est pas fondée pour une estimation REML.

Remarquons que les méthodes d’estimation par ML et REML ne se situent pas sur un
méme plan que la méthode dite de Henderson et I'algorithme EM. En fait, I’algorithme
EM et la méthode de Henderson (basée sur la résolution des équations de Henderson) sont
des alternatives a la résolution itérative des systémes d’équation obtenus dans le cadre de
I’estimation ML et REML.

La méthode de Henderson

Henderson et al. (1959) ont proposé des équations permettant d’obtenir simultané-
ment la prédiction BLUP (Best Linear Unbiased Predictor) de &, et 'estimation BLUE
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(Best Linear Unbiased Estimator) de /5 (estimation équivalente au maximum de vraisem-
blance sous les hypothéses de normalité adéquates). Ces équations sont également appelées
équations du modeéle mixte (MME — Mixed Model Equation). Toutefois, la résolution des
équations de Henderson nécessite de connaitre les valeurs des composantes de la variance
032. Pour calculer les estimations ML et REML, Harville (1977) a proposé un schéma ité-
ratif alternant, pour des valeurs de 032., la résolution des équations de Henderson et, pour
des valeurs de 5 et &, la résolution des équations relatives aux composantes de la variance.
Laird (1981) a montré que si Vo = Iy et si la matrice D est diagonale par blocs, alors

I'algorithme EM est équivalent a I’algorithme de Henderson décrit par Harville (1977).

L’algorithme EM

Le L2M étant un modele a structure cachée (le vecteur des effets aléatoires £ est
non-observé), 'algorithme EM, présenté a la section 2.4.1 peut également s’appliquer a
I’estimation des parameétres de ce modele. Il permet de déterminer les estimations ML
et REML (Laird et Ware, 1982). Le vecteur z = (y/,£’) est alors le vecteur des données
complétes. Notons qu’il existe deux schémas itératifs possibles pour ’estimation ML avec
I’algorithme EM. Le premier donne a chaque itération des nouvelles valeurs a chacun des
parametres, alors que le deuxiéme itére uniquement pour des estimations successives des
0'J2-, et estime 3 a la convergence. Pour l'estimation REML ot on ne se préoccupe du (3
qu’apres ’estimation des composantes de la variance, on utilise le second schéma.

Comme l'algorithme EM sera présenté au chapitre 3 pour l'estimation d’'un modele
linéaire mixte multiphasique, nous choisissons d’exposer en détail I’algorithme EM pour
I’estimation d'un L2M. De plus, comme nous étudions des données longitudinales, nous
allons écrire I'algorithme EM dans le cas particulier de ’estimation ML des parameétres
d’un L2M modélisant la séquence d’observations y, relative a l'individu a (e = 1,...N o
N est le nombre d’individus) de longueur 7.

On suppose que l'observation y,; relative a I'individu a & I'instant ¢ est modélisée par
le L2M suivant :

ya,t :6+§a+5a,t L= 17"‘7Ta7 (28)

ou

- (3 est le terme des effets fixes,

<&, ~ N(0,7%) est I'effet aléatoire relatif a I'individu a,

+ €4 ~ N(0,0?) est le terme d’erreur. Les €, sont supposés indépendants entre eux et
indépendants de &,.

Par conséquent, y,; ~ N (3,72 + o?).

Remarquons que 72 (resp. 02) est ici 'équivalent du 0% (resp. ¢2) décrit pour le modele
(2.6). On est de plus dans le cas particulier ou il n’y a qu’un seul effet aléatoire (K = 1).

SiY, = (Ya1,...,Yar,) est le vecteur aléatoire correspondant a une séquence de lon-
gueur 7, et ayant pour réalisation le vecteur v, = (Ya,1,-.-;Ya,1,) , alors (2.8) s’écrit sous
la forme matricielle suivante :
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Ya = Xaﬁ + Uaga + Eay

ou
- X, et U, de dimension 7T, x 1 sont respectivement les matrices d’incidence de f et &,.
X, et U, sont identiques et sont composés uniquement de 1.

- €4 = (€a1,€a2,--Ear,) de dimension T, x 1 est le vecteur aléatoire d’erreur, ¢, ~
N(0,V,) oa V, = 0?17, .

Avec les notations définies ci-dessus, la matrice de variance-covariance de Y, s’écrit sous
la forme :

var (Y,) = 72U U! + V.
Nous noterons Ty, = 72U, U! + V.

Ecriture de la densité des données complétes
Par la suite 0 = (3,72, 02) désigne le vecteur des parameétres a estimer.

Pour la spécification du probléeme aux données complétes, nous supposons que la sé-
quence y, est observée ainsi que 'effet aléatoire £,. La densité des données complétes pour
une séquence de longueur 7; s’écrit :

J War €3 0) = f (Wal€43 0) f (€45 0)

Explicitons le terme de la densité de la séquence des observations conditionnellement a
effet aléatoire : f (y4|&,;0)-
Nous savons que

Yol€o ~ N(XoB + Uakor 0°In,). (2.9)
La covariance entre deux observations sachant 1’effet aléatoire est donc donnée par :

o? sit=t,
&=

0  sinon.

cov (ya,ty Ya,t/

Par conséquent, les observations de la séquence sont conditionnellement indépendantes
sachant D'effet aléatoire et,

Ta

F Waléa; 0) = T ] f Waslas0)-

t=1

De plus, d’apres (2.9), y.4|&, ~ N(B +&,,0?), alors,

A 2
f(ya,t|§a;9)= 1 exp (_(ya,t B fa)>

V2oro 202
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La densité des données complétes pour une séquence de longueur 7, s’écrit donc :

(yas = B— &) 1 &
f (Y 6430 {H ~ exp (— o ) } — oxp (— 272) .

Il s’ensuit que la log-vraisemblance associée aux données complétes s’écrit :

(Yar — B — &)
202 '
Etape E

Cette étape consiste a calculer ’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des
données completes connaissant la séquence des observations et la valeur des parameétres a
I'itération k.

T,
10 f (Ya, €43 0) = _¥

log 2m —

. _ o gw) - _Tatl) _ L ey g
B (10g f (40,€450) Ve = 90 0 S log2r —log ™ — o5 B (€21Ya = i 0V
1 2 (k)
+ Z —logo — o F ((ya,t — B = &) Ya=ya; 0 ) 7
(2.10)
avec
<(yat B =) Ya = va; H(Q)) = Y2 — 2B — 20as E(E,|Ya = ya; 0P)) + 57
+ E(E2]Ya = ya; 0M) + 28B(E, Yo = ya; 0).
Etape M

Cette étape consiste & maximiser ’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance
des données complétes en chacun des parameétres a estimer.

Estimation du paramétre 3
L’annulation de la dérivée de (2.10) par rapport & 5 conduit a :

o (ya,t — B(&,|Ya = Ya; 9“”))
T, ’

6(k+1) _

£a

Y, ) est donnée par :

De plus, la loi du vecteur (

52



2.4. Méthodes d’estimation des paramétres des modeéles statistiques étudiés
&, N 0 72 2U!
Y, fotd X8 )\ U, T, '

ElYa = Yo ~ N (PPULNY, — X,B), 72 — T*UT,'U,) . (2.11)

Ainsi

Il s’ensuit que :

B (&alYa = ya) = T°U T, (Yo = XuB), (2.12)

?il (ya,t o ,7_2(q)U(;1—\;1(k) <Ya _ Xaﬁ(k)>>

(k+1) _
B T

(2.13)

Estimation du paramétre 72
[’annulation de la dérivée de (2.10) par rapport a 72 conduit 4 :

T2 = (£3|Ya = Yai G(k)) :

De (2.11) et (2.12), nous déduisons :

E(GYo=ys) =7 —7UL, U+ 7" (Yo — XoB) T, UUT, (Yo — XoB8) . (2.14)

D’ou

PR 20 A p-l®)

i) (Ya - Xaﬁ““’)' ;' 0y, Ui (Ya - Xaﬁ(’“)) . (219)

Estimation du paramétre o
L’annulation de la dérivée de (2.10) par rapport a o2 conduit a :

5y B (oa = B =€) 1Ya = 3o 09

2(k+1)
o T

Remarquons que y,:—B8—E, = €4+. Nous souhaitons donc déterminer £ (5§’t Yo = ya; G(k)> .

La loi du couple ( iﬁ’t ) est donnée par :

Eat 0 0'2 O,
(52) = (s ) (2 12)
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ou
0

C' = | o? | estle vecteur de dimension 7}, x 1, composé de T, — 1 zéros et de la valeur
0

o? sur sa t™¢ ligne.
Ainsi

E(Ea,t|y;1 = ya) = C/F(;l (Y;L - Xa/B) .

Il s’ensuit que :

E(5§7t|Ya =y,) =02 = CT'C+ (Y, — X,B)T,'CC'T* (Y, — X.5), (2.16)
et

EtTil o2(k) _ C/(k)rgl(k)c(k) + <Ya _ Xaﬁ(k)),Fgl(k)C(k)C’(k)Fgl(k) (n _ Xaﬁ(k)>

o2+

Ta
(2.17)

Remarquons qu’en supposant que les N individus sont indépendants, la généralisation
de I’algorithme EM pour ’ensemble des N séquences est immédiate. Il suffit de rajouter
au numérateur et au dénominateur de (2.13), (2.15) et (2.17) une sommation sur l'indice
a variant de 1 & V.

L’algorithme EM est un algorithme performant car il se généralise aisément & des
contextes difficiles. Toutefois il peut s’avérer trés lent et méme si on est str de faire
croitre la valeur de la fonction de vraisemblance et de rester dans ’espace des paramétres,
il peut tout a fait rester coincé en un maximum local de la fonction. La méthode de Hen-
derson reste sans doute la méthode la plus performante pour I'estimation des parameétres
d’un L2M car elle ne nécessite pas d’inversion lourde de matrices, et en particulier pour
la, matrice de variance-covariance I" (la résolution des équations de Henderson nécessite
I'inversion de matrices souvent diagonales).

2.4.3 Estimation des paramétres d’une chaine de Markov cachée

Les états d’une chaine de Markov cachée n’étant pas observables, le probleme de ’esti-
mation des parameétres peut étre considéré comme un probléme aux données incomplétes.
La principale méthode d’estimation des paramétres par maximum de vraisemblance est
I’algorithme EM qui, pour les chaines de Markov cachées, est également connu sous le nom
d’algorithme de Baum-Welch (Baum et al., 1970). Toutefois, d’autres algorithmes peuvent
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fournir des estimations par maximum de vraisemblance. Deux versions stochastiques de
lalgorithme EM, I'algorithme SEM (Stochastic EM) (Celeux et Dielbolt, 1985 ; Foulley,
2002) et 'algorithme EM a la Gibbs — introduit par Robert et al. (1993) dans le cadre des
chaines de Markov cachées — consistent a simuler les données non observées (c’est-a-dire
les états cachés), sachant la valeur courante du parametre et la séquence observée, puis
a maximiser la log-vraisemblance des données complétes. Ils difféerent par la maniére de
simuler les états cachés : 'algorithme SEM simule les états selon leur loi jointe alors que
lalgorithme EM a la Gibbs simule les états cachés état par état selon la loi conditionnelle
d’un état sachant les autres.

L’algorithme SEM consiste a :
T(k+

- simuler la séquence des états cachés s; ) selon 1a loi jointe conditionnelle

P (ST = STl = yf;0%),
- choisir 00 = arg aclog f (577, 416).
S

L’algorithme EM a la Gibbs consiste & :
- simuler chaque état caché sgkﬂ) selon la loi

P <St = 5t|5f_1 - Si_l(k+1)75£1 _ StTﬁ)vY]T _ le;H(k;)> 7
- choisir A% = arg max log f <sip(k+l),y1T; 9).
€

Ces deux algorithmes peuvent étre considérés comme des versions "maximum de vraisem-
blance" de I’échantillonnage de Gibbs (Geman et Geman, 1984) bien que, dans ce cadre,
il n’y ait pas de loi invariante connue ou postulée & I’avance.

Un autre algorithme itératif permet également d’estimer les paramétres d’une chaine
de Markov cachée. Il s’agit de I’algorithme de Baum-Viterbi qui restaure la séquence
d’états globalement optimale et estime les parametres par une procédure de maximisa-
tion. L’équivalence asymptotique des estimateurs obtenus avec ’algorithme EM et 1’algo-
rithme de Baum-Viterbi a été montrée par Merhav et Ephraim (1991). De plus, Juang et
Rabiner (1990) ont prouvé la propriété de croissance monotone de la log-vraisemblance
des séquences d’états optimales associées aux séquences observées.

Nous débutons cette section en présentant ’algorithme EM pour I'estimation ML des
parameétres d’'une chaine de Markov cachée d’ordre 1 (Baum et al., 1970; Ephraim et
Merhav, 2002). Par la suite, nous détaillons 1’algorithme SEM et I’algorithme de Baum-
Viterbi car I'algorithme itératif proposé au chapitre suivant pour I’estimation des para-
meétres d’'un modeéle linéaire mixte multiphasique est une alternative a ’algorithme EM
dont ’étape de restauration est soit déterministe (I’algorithme est alors de type Baum-
Viterbi), soit effectuée par simulation (I’algorithme est alors de type SEM).
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Estimation avec I’algorithme EM

Rappelons les hypotheéses d’une chaine de Markov cachée d’ordre 1 {S;,Yy;t =1,2,...} :
-{Si;t=1,2,...} est le processus d’état & valeurs dans 'espace d’états fini {1, ..., J},
-{Y;;t =1,2,...} est le processus d’observation (ou d’émission) & valeurs dans ’espace
des observations fini {1,...,U}.
- 0 'ensemble des paramétres du modeéle comprend :

- les probabilités initiales (7;;7 =1,..., J ),

- les probabilités de transition (p;;;i,j = )

- les probabilités d’observation (b;(u);j = 1 S Jiu L U).

Nous restreignons la présentation au cas d’une seule séquence d’observations y! de lon-
gueur 7T

Ecriture de la densité des données complétes

Pour la spécification du probléme aux données complétes, nous supposons qu’a la fois
la séquence y! et la séquence des états sT sont obervées. La vraisemblance des données
complétes s’écrit donc :

flsi,y1:0) = P (ST =s1,Y]" =yi;0)
= P(51=s1;0) P (Y1 =y:[S1 = s1;0)
T
X HP(St = St|St_1 = S¢—1, 9) P(Y; = yt|St = S¢, 0)

T

= 7T31bs1 (yl) HpStflstbSt (yt) :
t=2

La log-vraisemblance des données complétes s’écrit :

T
log f(s1,y136) Z[ s1 = j)logm; +Z {Z[<St1 =1, 5¢ :j>}10gpij

+ZZ{Z[(St:jayt:u)}IOgbj(u)> (2.18)

ou I () désigne la fonction indicatrice.
Etape E

On calcule I'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes
connaissant la séquence des observations et la valeur des paramétres a l'itération k.

26



2.4. Méthodes d’estimation des paramétres des modeéles statistiques étudiés

QI6™) = E{log f(sT.ul:0)YT = yT;6% |
= > PSS =Y =y;6%) log T,

J

T
+ Z {Z P (St—l =1,5 = j|Y1T = le§ 9<k)> } log pi;

1,J t=

+3°) {ZP (Y = w8 = 0T = yf:0%) } logbj(u). (2.19)

t=1

L’espérance conditionnelle Q(G\H(k)) s’écrit comme la log-vraisemblance des données com-
pletes (2.18) pour laquelle les variables indicatrices sont remplacées par les probabilités
conditionnelles sachant les données observées et la valeur courante des parameétres.

Les quantités Lg-k)(t) =P (St =YL = of; H(k)>, P (St =74,S1 =YL =yT; H(k)> et
P (Yt =u,S; = j|YI =yT; H(k)> sont calculées de maniére récursive par un algorithme
"avant-arriere" (Devijver, 1985 ; Ephraim et Merhav, 2002), appelé algorithme "forward-
backward", et décrit ci-dessous.

Algorithme "avant-arriére"

Cet algorithme a initialement été décrit par Baum et al. (1970). Les récurrences
"avant" et "arriére" n’étant pas numériquement stables, Levinson et al. (1983) ont proposé
d’utiliser des facteurs d’échelle pour renormaliser les quantités "avant", de sorte que leur
somme vaille un, puis d’utiliser les mémes facteurs d’échelle dans la phase "arriére". En-
suite Devijver (1985) a montré que cet algorithme pouvait étre justifié par la méthodologie
des modeéles & espace d’états.

L’algorithme "avant-arriére" se décompose en deux calculs récursifs, le premier de 1 & T’
(passe "avant") et le second de T a 1 (passe "arriére"). Il repose sur la décomposition
suivante :

L) = P (S =y = yl;0%)
P (YtTl = ytT 1|8 = j?e(k))
= P (S = jivi = 41:6%)
P (Y = gy = ots0®)
k k
= BP () FP (1), (2.20)

avec
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P <Y;t£1 = ytTJr1|St = jQG(k)>

f%ﬁﬂzyﬁﬁﬁzﬁﬂw>

BM(t) =

et
FO() = P (S = v = yi:0V)

J

Les quantités F' j(k) (t) (appelées probabilités filtrées) sont calculées dans la passe "avant"
alors que les quantités Bj(-k) (t) ou les quantités Lg-k) (t) (appelées probabilités lissées) sont
calculées dans la passe "arriére".

Remarque : Pour alléger I’écriture des diverses expressions, dans la présentation de
I’algorithme, nous ne préciserons pas que toutes les probabilités sont calculées sachant
6*) 1a valeur des parameétres a I'étape k. Nous omettrons également 'exposant (k) dans
les écritures de L;(t), Fj(t) et B;(t).

Récurrence "avant"

Elle est initialisée pour t =1et j =1,...,J par

F(1) = P(S; = j|Yi = w)

Py =uy]S1 =) .

ST Py =)

_ bj (yl)

= e, (2.21)

ou Ny = P(Y; = 1), facteur de normalisation, est égal a :

N =) P(Yi=u|S = j)P(Si =)

j=1

bj (y1) ;.

I
-M“

7j=1

Pourt=2,....T et j =1,..., J, la récurrence "avant" s’écrit :
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Fj(t) = P (S = j|Y{ = 1)
L P(Si=i S =i Y= =)
PO =ul T =)

P (Y = y|S: = Jj) - -
= P(S;=j|Si1=i)P (S =iV ' =y}
P(Yt:ytlY“—yi1 2 =V =9 P (S = =)

Fi(t—1), (2.22)

IIMK.

ou le facteur de normalisation N; = P (Y; =y|Y{ = yi’l), est égal a :

<

N=) P(S=j4Yi=wlY{" =y

j=1

= Zb] Y szy

J=1

<

Ainsi pour implémenter cette récurrence "avant", il faut d’abord calculer les quantités
P(Si=j3Y=wlY{ " =y") = b (n) Z;]:l pijFi(t — 1); ensuite nous déduisons par
sommation le facteur de normalisation Ny, et enfin nous obtenons les quantités "avant"
en effectuant la normalisation Fj(t) = P (S; = j, Y, = u|Y{ " = yi7') /N..

Récurrence "arriére"

Elle consiste & calculer soit B;(t) = P (YL, = yf 1S = j) /P (YL, =y Y] = y}) soit
L;(t) = P (S; = j|Y{" = y{) pour chaque état j en reculant de T" & 1.

La récurrence "arriére" est initialisée pour t =T et j =1, ..., J par

Ly(T) = P (Sr=jlY{" =yi) = Fy(T)

Par conséquent, B;(T") = 1.
Pourt=T—1,....,1et j=1,...,J, nous avons la récurrence suivante :
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Bj(t) _ P (YE’H = ytT+1|St = j)
P (Y;le = ytT+1|Y1t = yi)
_ 21}7:1 P (Yﬁz - ?Ja2aYt+1 = Yi1, St41 = k[ Sy = j)
a P (Y;‘,zz = ytTJr27 Y1 = e[V = yi)
B S P (Y, = yhol i1 = k) P (Yigr = ys1|Sis1 = k) P(Spi1 = K|S, = j)
a P (Ygz = ytj:ﬂ’YltH = yiﬂ) P (Yt+1 = yt+1’Y1t = Z/i)

J

1
= Z By(t + 1)by (y441) pj
1 T

De (2.20), nous déduisons :

—1@} Fy(0), (2.23)

Fi(t + 1)Nopy
1) = RV T o/e T
Gk(t * ) by, (yt+1)

= P (Si1 = kY =y1).

De plus, d’apres (2.22) :

J

Cette quantité est appelée probabilité prédite et peut étre extraite et stockée en mémoire
lors de la récurrence "avant".

Etape M

Cette étape consiste & maximiser ’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance
des données complétes qui vient d’étre calculée a ’étape E. Nous cherchons la valeur des
parameétres qui maximise cette quantité.

Estimation du paramétre 7;
Nous cherchons a maximiser Z;}:l Lgk)(l)log m; sous la contrainte Z}]:1 m; = 1. Nous

notons @, = ijl L;k)(l) log ;.
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La condition

0Qr 0Q~ 0Q~
Q, Q,..., @ = (0,0,...,0)
om Oms ory
s erit (k) (®) (*)
o e o)
T o Ty
Nous en déduisons :
LM Al
J()_leljl()_l jzl, ,J,
T D e Ti
car
J J
ST L) =3P (s =iy =500 =1
=1 =1
De plus
Q.  L(1)
52 = — 5— <0
T T
Donc

Estimation du paramétre p;;
Nous cherchons & maximiser Z‘j]:l 2322 P <St = 7,81 =4V =yT; H(k)> log p;; sous la

. J . L e .
contrainte i—1Dij =1 Selon le méme principe de maximisation que pour le parametre
7;, nous obtenons :

(k+1) 3:11 P <5t+1 =7J,5 = 7I|Y1T = yip; e(k)>
i =

— - ij=1,..J
P (S =i =yl 0)

De plus L (1) = P (8 =iV = y156%) = S5, P (Sun = . S = iyT = y300),
et par identification avec (2.23), nous déduisons :
. . : )
P (St-H =7,5 = Z|Y1T = le; 9(k)> = j—pij F'(k)(t)-
+1
Par conséquent

T— k k k k
o _ X LV DR EO@/GR ey
pij = T—1 7 (k) ,] = 1,...,J.
o L)
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Estimation du paramétre b;(u)
Nous cherchons a maximiser Y°0_ S°7 P (Yt =u, Sy = j|Y{f = yi; 9“”) sous la contrainte

U . o o .
> u—1 bj(u) = 1. Selon le méme principe de maximisation que pour les parameétres 7, et
Ppij, nous obtenons :

S P (Yt =u, S, = j|YT =y 0®
S P (Yt =, 8, = j[Y{ = yT; g(k))
Y P (Yt —u, S = j[VT = le;g(k:)>

i P <St = jIY{" = yl; 0(’“)>

S LW I (e =)
S L)

b§~k+l) (U) _

Estimation avec I’algorithme SEM

L’algorithme SEM est une version stochastique de l'algorithme EM introduite par
Celeux et Diebolt (1985) pour des modeéles de mélange de lois exponentielles, visant &
pallier les inconvénients de EM, comme la dépendance du point de départ et la convergence
vers des points stationnaires qui ne sont pas des maxima locaux de la log-vraisemblance.
L’algorithme SEM consiste & introduire une perturbation aléatoire a chaque itération de
lalgorithme EM pour tenter d’éviter une mauvaise convergence (points selles, maxima
locaux "peu intéressants",...). En revanche, la propriété d’accroissement monotone de la
fonction de vraisemblance de I’'EM n’est plus vraie pour SEM.

Cet algorithme est une procédure itérative alternant deux étapes. Si 6%) est la valeur
courante du parameétre, 'itération k de I'algorithme SEM est décrite par les deux étapes
suivantes :

Etape S : on simule la séquence des états cachés sf(k) = (sgk) s sgf )> selon la loi jointe

conditionnelle P (ST = sty =T, H(k)>.
Etape M : on maximise par rapport a 6 la log-vraisemblance des données complétes pour

réactualiser la valeur du parameétre. Autrement dit, on choisit 0%+ de sorte que

plk+1) _ 1 ( T (k) T.9> '
arg max og f s s ¥r;

Explicitons de maniére plus précise ces deux étapes :
Etape S

L’étape S de ’algorithme SEM consiste en premier lieu a calculer la loi jointe condition-
nelle des états cachés sachant la séquence observée yi et la valeur courante du parameétre
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6*%) . Cette loi se calcule, dans notre cas, & nouveau par une récurrence "avant-arriére"
analogue a celle décrite par Baum et al. (1970) pour 'algorithme EM.

La loi jointe des états cachés P (ST = sT|Y{" = yI') se déduit de la décomposition des lois
conditionnelles :

P (S =slSi =500 Y =)

P (ST = IV =4l) = P(Si= sy =) P(S:= sl = 51, Y =)
X
X P (Sp=srlSTU = STLYT =Ty, (229)

ou de maniére analogue

P(ST=siY" =y]) = P(Si==sl59 =s3,Y] =)
x P (Sg = 5|87 = sl Y = le)
X..P(Sy = s4|Sy =50, Y7 =)

x..P(Sr=srlY]" =yl). (2.25)

La loi jointe sera ainsi completement déterminée si I’on connait, pour chaque instant ¢,
les probabilités conditionnelles P (St = 5|9t =5 YT = yf) ou les probabilités condi-
tionnelles P (S; = s,|S%; = stq, YL = uf).

Qian et Titterington (1990) utilisent la décomposition (2.24) et fournissent une formule
de récurrence "avant-arriere" permettant de calculer les probabilités conditionnelles de
chaque état s, sachant les états précédents si7!, la séquence yl et la valeur du paramétre

6.

Chib (1996) présente un algorithme "avant-arriere" pour calculer les probabilités
P (S = s|SE, = sl,1, Y{" = yI) alaide des probabilités prédites P (S; = j|Y{ ' = yi71),
et des probabilités filtrées P (S; = j|Y{ = y}) calculées au cours de la récurrence "avant"
décrite a I'étape E de I'algorithme EM. Nous utiliserons donc la décomposition (2.25) de
la loi jointe.

Les probabilités conditionnelles de chaque état s; sachant les états suivants stTH, la sé-
quence y! et la valeur du paramétre , ne dépendent que de I’état suivant s, des t
premiéres observations y!, et du parameétre 6. En effet,
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P (St = j|SZ|—1 = StT+1aYT = yfﬁ)
P (S =J,50 =5, Y =yl 7‘9)
P (Shy =i, Y =yl,0)
P (Sho = st0, Yk = ulhalSern = 5641:0) P (Sip1 = se41|Se = j;0) P (S = 4, Y} = 4t 0)

P (St+2 = St+27 Y;+1 = yt+1|St+l = St+1; 9) (Se41 = 8041, Y = 913 0)
P (St11 = s111|S; = j;0) P (Sy = j|Y{ = y1;0)
P (Ser1 = s |[Y] = y1;0)
pj8t+1Fj(t)
Zi pi8t+1Fi(t) ’
ot F}(t) est la probabilité filtrée et P (Syi1 = si1|YY = yh50) = >, Dis,yy F5(t) est la pro-

babilité prédite, toutes deux issues de la récurrence "avant" de I’algorithme "avant-arriere"
présenté a l’étape E de 'EM.

L’itération k de I’étape S de I’algorithme SEM est décrite par I’algorithme "avant-arriére"
suivant (il s’agit d’une récurrence "arriére" qui se calcule a ’aide de la récurrence "avant"
présentée dans le cadre EM) :

Pourt =T et j = 1,...,J, on calcule grace a 'algorithme "avant" décrit dans le cadre
EM

P (8r = = yf:0W) = L(1) = FP(T),

On géneére ensuite un nombre aléatoire entre 0 et 1 et on regarde a quel état il correspond
sur la fonction de répartition de la loi de probabilité {P (ST =YL =yl G(k)> i=1,...0 }

Pourt=T—-1,...,1et j=1,...,J, on calcule

P (St+1 = s{h|Sk = J) FO(1)
S P (S = sihls = i) FO)

(k)
(St—ﬂ f =8t Y] = 39(“) =

On génére ensuite un nombre aléatoire entre 0 et 1 et on regarde a quel état il correspond
sur la fonction de répartition de la loi de probabilité

(k) .
{ (St—J| +1—3tT+1vYT f?e(k))h]:lw-«]}-

Etape M
Sachant la suite des états cachés slT(k), I’étape M consiste a maximiser en 6 la log-
vraisemblance des données complétes donnée par

64



2.4. Méthodes d’estimation des paramétres des modeéles statistiques étudiés

log f(s1™, u{;6)

:ZI< —j)logwj+2{§:l<stl_zs§k) )}logpm

J ] =2
T
+> ) {ZI (Sﬁk) =J Y = U) } log bj(u).
7 u t=1

Selon les mémes principes de maximisation que pour I’étape M de ’algorithme EM, nous
en déduisons les formules de réestimation suivantes :

altt = (sg’“) :j> j=1,..,J,

T-1 k k) .

o T )

Pij - _ k .

tT=11 1 (55 ) = Z)

Zt 1 ( =) Y= U)
Zt 1 ( —]>

b§k+1) (U)

Les formules de réestimation, obtenues a 1’étape M de ’algorithme EM, sont similaires
a celles obtenues a I’étape M de I'algorithme SEM, a la différence prés que les probabilités
conditionnelles des variables aléatoires S; et Y; sachant yI et 0" pour I’algorithme EM
sont remplacées par les indicatrices des valeurs des états simulés & l'itération k& pour
I’algorithme SEM. L’étape M de SEM consiste donc a faire de simples comptages : nombre
d’états simulés prenant une valeur particuliére, nombre de transitions entre états simulés
et nombre de fois ol une observation est émise depuis un état simulé prenant une valeur
particuliére.

Estimation avec 1’algorithme de Baum-Viterbi

Souvent utilisé pour la reconnaissance de parole par chaines de Markov cachées, 1’al-
gorithme de Baum-Viterbi a été introduit pour la premiére fois par Jelinek (1976). Il
est, comme les algorithmes EM et SEM, un algorithme itératif de type restauration-
maximisation. Il restaure la séquence d’états globalement optimale et estime les para-
meétres par une procédure de maximisation. Il porte ce nom car chaque itération fait
intervenir I’algorithme de Viterbi (Forney, 1973) ainsi qu’une étape de réestimation de
type Baum (Baum et al., 1970). Dans une premiére étape, la séquence d’états globale-
ment optimale est restaurée par l'algorithme de Viterbi, et dans une seconde étape, les
parameétres sont estimés par maximisation de la probabilité jointe de la séquence observée
et de la séquence d’états globalement optimale qui a été restaurée.
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Le principe de 'algorithme de Baum-Viterbi pour I’estimation du parametre 6 repose
sur une double maximisation

maxmax P (S) = s1, Y] =y;;0),
51

alternant une maximisation par rapport a la séquence d’états s7, et une maximisation
par rapport au parameétre 6.

Si 6%) est la valeur courante du parametre, 'itération k de ’algorithme de Baum-
Viterbi est composée d’une étape de restauration déterministe et d’une étape de maximi-
sation de type Baum.

Etape 1 : restauration déterministe
La séquence d’états globalement optimale, notée slT(k)

P (S;f =sT V! = le;H(k)) par rapport & s7 avec l'algorithme de Viterbi détaillé ci-
dessous.

est estimée en maximisant

L’algorithme de Viterbi

Le premier algorithme de restauration globale dans le cas de processus a structure cachée
est dit & Viterbi (1967). La justification de cet algorithme a ensuite été donnée par Forney
(1973) et s’appuie sur la théorie des graphes. L’algorithme de Viterbi permet de détermi-
ner la séquence d’états globalement optimale, c’est-a-dire celle qui explique au mieux la
séquence observée pour un modele donné. Cet algorithme de programmation dynamique
repose sur une propriété de décomposabilité de la fonction & optimiser.

Comme le processus d’état {S;} est une chaine de Markov, nous avons la décomposition
suivante :

i (ST =L ¥ =) = e max P (V=0 ST = oS =)
x max P (S)=s, Y] = yi)} : (2.26)

Si nous notons

a;(t) = max P (St =g, 8 =5t v = yi) ,

S1y.-43St—1

alors, (2.26) se réécrit :

S1ye-58T J St4150:,ST

mox P (ST = o1 =) = max{ max, P, = o ST = alS= ) 1)}

L’algorithme est initialisé pour t =1et j =1,...,J par
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aj(1) = PYi=wulSi=j)P(S =)
= b () m;. (2.27)

L’équation de programmation dynamique s’écrit pour t =2,....T et j =1,...,J :

aj(t) = max P (St =, 8 =5 v = y’i)

8100038t —1

= PYi=ulS = j)max {P(S; = j|Si = 1)

X max P (St—l = 7:7 S§_2 - 83_27 }/it_l = yils_l)}

5150005t —2

= by () max {pyyo(t — 1)} (2.28)

Les sous-séquences d’états optimales s! se terminant dans un état donné se déduisent ainsi

es J sous-séquences d’états optimales s7 ~ se terminant dans les différents états calculés
des J d’états optimales s\ ' se t t dans les différents états calcul
a I’étape précédente. L’état précédent optimal est donné par

Y;(t) = arg max {pijou(t —1)}.
La vraisemblance de la séquence d’états optimale associée & la séquence obervée y! est
égale a
max {o(T)}
et ’état final optimal est donné par
S = arg max {o;(T)}.

La séquence d’états optimale est alors extraite par une procédure de chainage arriere
("backtracking"). Pour t =7 —1,...,1

S¢ = wgtH (t + 1) .

Remarquons que 'algorithme de Viterbi est ’équivalent de I’algorithme "avant" (dé-
crit dans le cadre EM) en termes de programmation dynamique (en oubliant I’étape de
normalisation dans l’algorithme "avant"). En effet, les équations (2.27) et (2.28) sont si-
milaires aux équations (2.21) et (2.22), si ce n’est que les sommations ont été remplacées
par des maximisations.

Etape 2 : maximisation de type Baum
La mnouvelle valeur du parameétre gUk+1)

P <SIT — Srf(’“)7 Y =yl 0) par rapport a 6 :

est ensuite obtenue en maximisant
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oY) — arg %leaé(P <S§F = sr{(k), Y =yl 9) .

L’étape de maximisation de ’algorithme de Baum-Viterbi est similaire a 1’étape de maxi-

misation de I’algorithme SEM, & la différence prés que la séquence slT(k) est une séquence

d’états simulée pour I'algorithme SEM alors que slT(k)

optimale pour I'algorithme de Baum-Viterbi.

est la séquence d’états globalement

Principe et propriété

Le principe de l'algorithme de Baum-Viterbi consiste a itérer les étapes 1 et 2 jusqu’a
ce qu’un point fixe soit atteint ou qu'un critére d’arrét soit satisfait. La propriété caracté-
ristique de cet algorithme est la propriété de croissance monotone de la log-vraisemblance
des séquences d’états optimales associées aux séquences observées. Cette propriété a été
démontrée par Juang et Rabiner (1990). La preuve est principalement basée sur le théo-
réme de convergence globale de Zangwill (1969). Ce théoréme de convergence globale est
un résultat général applicable au cas ou l'espace d’états caché est un espace de variables
indépendantes, ce qui est notre cas. Avant d’énoncer ce théoréme et de démontrer la
propriété, nous donnons quelques définitions et notations.

Soit © un sous espace ouvert de ’espace euclidien RP. Un modele de Markov caché 6
est un point de © et pour tout # € ©, nous avons la relation § — (7 (0), P (0), B (0))
ou m, P et B désignent respectivement le vecteur des probabilités initiales, la matrice
des probabilités de transition et la matrice des probabilités d’observation. De plus, on
suppose que O est un compact et que f (slT, yl; 9) est continue sur © et différentiable sur
son intérieur de sorte que f (slT, yl; 9) est bornée supérieurement.

Un algorithme T sur © est un tracé de points de © dans des sous ensembles de ©.
Quand le tracé est point par point, 7" est simplement une transformation. On dit que
l'algorithme 7" sur © est fermé si § € ©, p € ©, 0, — 6, p, — p et p, € T(6,)
impliquent que p € T (). La fermeture est une généralisation de la continuité. Pour un
tracé point par point, la continuité implique la fermeture.

Soit ) I'ensemble des points fixes de 7. Une fonction g sur © est appelée fonction
ascendante pour l'algorithme T si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1) g: ® — R’ C R est continue,

2) g(p) > g(0) pour p € T'(0) et 0 ¢ €,

3) g(p) =g (0) pour pe T (0) et 6 € Q.

Théoréme de convergence globale (Zangwill, 1969) :

Soit {0;};-, la séquence générée par un algorithme 7' telle que 6,41 € T (;), avec
0y € ©. On suppose que T est fermé et que 2 C O est I’ensemble des points fixes de T'.
Alors :

i)  est fermé,

i1) tous les points d’accumulation de {6;} sont dans €2 et g (6;) converge de maniére
monotone vers g (6°) avec 0* € (2, si g est une fonction ascendante.

Démonstration de la propriété de convergence monotone de l’algorithme de Baum-Viterb:
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Nous notons

T
ma‘Xf (81 7y1 ’ 9) - maX {7-(-81 Hpsf 18t st (yt)}

si =2
et

yr T, T.
0= argm@ax{nl?xf(sl,yl,g)}.

Pour montrer que I’algorithme de Baum-Viterbi converge de maniére monotone au sens
de la (log-) vraisemblance de la séquence d’états optimale associée a la séquence observée,
nous appliquons le théoréme de convergence globale de Zangwill. Il suffit de prouver que
I’algorithme T :  — 0 est fermé et que la fonction g () = max,r f (sT,yf;0) est une
fonction ascendante pour ’algorithme.

L’algorithme T' est fermé car nous supposons que

yl? Zf Slayla )

et par conséquent max,r f (slT,yif; 9) est contintiment différentiable en 6 pour presque
tous les y{ dans un espace mesurable totalement fini.

Reste a prouver que la fonction g est une fonction ascendante pour 'algorithme T'.
Comme 6 € T (6), il suffit de montrer que g (6) > g (0).
Soient 57 et 5T les deux séquences d’états optimales telles que

§f = argmaxf (31 h ,6’) ,

51

5= argmaxf (sl,yl ,9).

st

g (0) =max f (s1,y130) > f (57, u1:0). (2:29)

1

De plus, nous pouvons écrire
f(3Lui30) = maxf (3, y50)

= max {maxf (s1.y1; 6')} (2.30)

!
6 31

max f (s1,y1:0) =g(0). (2.31)

31

WV

L’inégalité (2.29) est stricte sauf si 57 = 57, lorsque 6 € T (6). L’inégalité(2.31) est stricte
a moins que 6 soit le maximum de (2.30) ou que 6 € T (0).
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Par conséquent le théoréeme de convergence globale de Zangwill est vérifié : la fonction
g(0) = max,r f (s{, yl; 9) converge de maniére monotone vers g (6*) ot #* est un point
fixe de T.

Pour conclure ce paragraphe sur ’algorithme de Baum-Viterbi, notons que cet algo-
rithme est également utilisé pour l'identification de mélanges indépendants; il est alors
connu sous le nom d’algorithme CEM (Classification EM) (Celeux et Govaert, 1992).
L’algorithme CEM converge en un nombre fini d’itérations et toujours rapidement. Tou-
tefois, il a le désavantage de fournir des estimations biaisées, méme avec des échantillons
de grande taille, en particulier si les composantes du mélange sont peu séparées ou si
les probabilités marginales des états cachés sont assez différentes, dans le cas de modeéles
stationnaires (Celeux et Clairambault, 1991).

Commentaires

Les trois algorithmes présentés pour l'estimation par maximum de vraisemblance
des paramétres d’une chaine de Markov cachée sont des algorithmes itératifs de type
restauration-maximisation. Ils différent principalement par la nature de ’étape de restau-
ration : restauration probabiliste, restauration par simulation et restauration déterministe.
En effet, au cours de I’étape E de 'algorithme EM, un algorithme "avant-arriére" permet
une restauration probabiliste de toutes les séquences d’états possibles. A contrario, ’étape
S de l'algorithme SEM simule une séquence d’états, et la premiére étape de ’algorithme de
Baum-Viterbi restaure de maniere déterministe la séquence d’états globalement optimale.
L’é¢tape M de l'algorithme EM maximise, en chacun des parametres a estimer, I’espérance
conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes connaissant le vecteur des
observations et la valeur des parameétres a 1’étape courante. L’étape M des algorithmes
SEM et Baum-Viterbi consiste & maximiser, en chacun des parametres a estimer, la log-
vraisemblance des données complétes, les données manquantes étant remplacées par la
séquence d’états simulée pour 'algorithme SEM et par la séquence d’états globalement
optimale pour I'algorithme de Baum-Viterbi.

Contrairement a ’algorithme SEM, 'algorithme EM et ’algorithme de Baum-Viterbi
convergent de facon monotone : la fonction de log-vraisemblance des données observées
croit de maniére monotone pour l'algorithme EM, et la fonction de log-vraisemblance des
séquences d’états optimales associées aux séquences observées croit également de maniére
monotone pour ’algorithme de Baum-Viterbi.

A noter que l'algorithme "avant-arriere" décrit dans le cadre EM peut étre utilisé
pour une autre fonction que sa fonction premiére décrite précédemment. En effet, comme
alternative a l'algorithme de Viterbi qui calcule la séquence d’états 57 maximisant glo-
balement P (S{ = s, V(" = y]), il est possible de calculer une séquence d’états optimale
sur la base d’'un critere local, c’est-a-dire de déterminer pour chaque instant t 1’état le
plus vraisemblable
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5 =argmax P (9; = j|Y{ =y ) = argmax L; (t).
j j

L’algorithme "avant-arriere" peut directement étre appliqué pour calculer la séquence
d’états optimale sur la base d'un tel critére local. Le calcul de la séquence d’états par
I’algorithme de Viterbi a comme propriété d’optimalité de maximiser la probabilité de
la séquence d’états entiere, alors que le calcul de la séquence d’états par ’algorithme
"avant-arriere" a comme propriété d’optimalité de maximiser le nombre moyen d’états
"corrects".
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Chapitre 3

Le modéle linéaire mixte
multiphasique : présentation et
méthodes d’estimation proposées

3.1 Introduction

D’un point de vue statistique, notre but est d’analyser des données longitudinales
présentant les caractéristiques particuliéres suivantes :

e les données sont a priori structurées en phases successives,
e les données sont influencées par des covariables pouvant varier dans le temps,
e les données présentent une hétérogénéité inter-individuelle.

Pour modéliser ce type particulier de données, nous proposons une nouvelle famille de
modeles appelés modéles linéaires mixtes multiphasiques. Ce modéle a la particu-
larité d’avoir une double structure cachée car il résulte du "mariage" des deux modeéles a
structure cachée présentés dans le chapitre 2 : la chaine de Markov cachée et le modeéle
linéaire mixte. Deux familles de modéles linéaires mixtes multiphasiques qui different par
le choix de la modélisation de l'effet aléatoire seront présentées. Par la suite, nous nous
intéresserons au probléme de ’estimation des parameétres de ce modeéle. Aprés avoir mis
en évidence les difficultés liées a la double structure cachée du modéle pour I’estimation
des parametres par 'algorithme EM, nous envisagerons un autre algorithme de type EM
prenant en compte les effets aléatoires. Cet algorithme itératif, sachant les effets aléa-
toires se compose de trois étapes : restauration probabiliste, maximisation et prédiction.
Meéme si ’étape de restauration probabiliste et ’étape de maximisation sachant les effets
aléatoires s’écrivent sans difficulté majeure, se pose le probléme de la prédiction des effets
aléatoires. Nous proposerons comme alternative a l’algorithme EM un algorithme itératif
en trois étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape de restauration pourra
étre déterministe et alors I’algorithme sera de type Baum-Viterbi ou bien elle pourra étre
effectuée par simulation et ’algorithme sera alors de type SEM.
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3.2 Une nouvelle famille de modéles : le modéle li-
néaire mixte multiphasique

Nous définissons un modele linéaire mixte multiphasique comme un modele de type

Markov caché qui combine :

e une chaine de Markov pour modéliser la succession de phases,

e des modeles linéaires mixtes associés aux états de la chaine de Markov sous-jacente.
Pour chacune des phases, la tendance et les covariables sont modélisées par des effets
fixes, et un effet aléatoire modélise I’hétérogénéité entre les individus.

Si nous appelons modéle linéaire multiphasique, un modeéle de chaine de Markov cachée
dans le cas particulier ol les observations sont modélisées avec des modéles linéaires, alors
un modele linéaire mixte multiphasique est un modéle linéaire multiphasique pour lequel
on "rajoute" des effets aléatoires aux modeles linéaires. Une autre fagon de définir ce
modele consiste a dire qu’il résulte de la combinaison markovienne de modéles linéaires
mixtes. Il pourrait également s’appeler "Markov switching linear mixed model" dans le
contexte Markov caché ot il existe de nombreux modéles de type Markov caché combinant
une chaine de Markov et divers modéles (Ephraim et Merhav, 2002). Un modéle linéaire
mixte multiphasique hérite donc de la structure cachée de chacun des deux modéles qui
le composent : les effets aléatoires et les états cachés.

La figure 3.1 résume les liens qui existent (en terme d’effets aléatoires et de combinaison
markovienne) entre quatre modeéles : le modeéle linéaire (LM), le modele linéaire mixte
(L2M), le modele linéaire multiphasique (LM multiphasique) et le modéle linéaire mixte
multiphasique (L2M multiphasique).

Effets aléatoires

LM » L2M

Combinaison
markovienne

LM multiphasiqgue —— L2M multiphasique

F1Ga. 3-1 — Liens en termes d’effets aléatoires et de combinaison markovienne entre les
modeles LM, L2M, LM multiphasique et L2M multiphasique.

- les fleches horizontales représentent 'introduction d’effets aléatoires,
- les fleches verticales représentent 'introduction d’une combinaison markovienne (c’est-
a-dire les modeles sont combinés de maniére markovienne).
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3.2. Une nouvelle famille de modeéles : le modéle linéaire mixte multiphasique

Nous présentons deux familles de modeéles linéaires mixtes multiphasiques qui différent
par le choix de la modélisation de Ieffet aléatoire : la séquence observée peut étre modélisée
avec un unique effet aléatoire ou avec un effet aléatoire différent sur chacun des états.

Notations :

Par la suite :

- a désigne l'individu et N est le nombre d’individus,

- T,, est la longueur de la séquence observée relative a l'individu a,

- Ya+ €st I'observation relative a 'individu a a I'instant ¢,
ASap;a=1,...,N;t=1,...,T,} est une chaine de Markov d’ordre 1, & J états, indexée
par le temps t.

3.2.1 Un seul effet aléatoire pour toute la séquence d’observa-
tions

L’observation y,¢, relative a I'individu a se trouvant dans 1'état s,; a l'instant ¢, est
modélisée par le modeéle linéaire mixte suivant :

y&,t‘sa,tZSa,t = Bsuyt + Tsa,té-a + Ea,ty = ]-7 SS) Taa (31)

ol

- B, , est le terme des effets fixes pour I'état s,

&, ~ N(0,1) est Deffet aléatoire relatif a I'individu a pour toute la séquence,

* Ts,. est le coefficient multiplicateur de 'effet aléatoire £, relatif a I’état s, ;. Le coefficient
Ts., €5t strictement positif et 7,, &, ~ N (0, Tga,t)'

« €at|Sat = Sar ~ N(0,02 ) est le terme d’erreur relatif a 'individu a se trouvant dans

Sa,t

I’état s, a 'instant ¢. Les ¢, sont supposés indépendants entre eux et indépendants de

£qr

Par conséquent y,4|Su: = Sar ~ N(B,, ,, 72  + U?M).

Sa,t? ' Sa,t

La séquence observée est modélisée avec un unique effet aléatoire, la variance induite
par cet effet aléatoire pouvant différer pour chacune des phases. Ce choix de modélisation
donne plus d’importance a I'individu qu’a I’état.

La figure 3.2 représente le graphe d’indépendance conditionnelle d’un modéle linéaire
mixte multiphasique avec un unique effet aléatoire pour la séquence relative a I'individu a.
Remarquons que d’apres les notations définies a la section 2.3, la relation d’indépendance
conditionnelle entre les observations, l'effet aléatoire et les états, s’écrit sous la forme :

t—1 yt—1 QTa Ta
Ya,t i {Sa71 >Ya,1 7Sa,,t+17 Ya7t+1} |Sa,t7€a'

Si on supprime les sommets S, ; et £, du graphe d’indépendance conditionnelle, alors la
variable aléatoire Y, est isolée de toutes les autres variables aléatoires. Autrement dit,
sachant S, ; et £,, la variable aléatoire Y, ; est indépendante de toutes les autres variables
aléatoires.
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FiG. 3-2 — Graphe d’indépendance conditionnelle d’'un modeéle linéaire mixte multipha-
sique avec un unique effet aléatoire pour la séquence relative a I'individu a, et de longueur
T,.

Du point de vue de I'application botanique, cette modélisation correspond par exemple
a un arbre qui, d’'une facon générale, a une bonne croissance par rapport a la population
sur toute sa période de croissance, mais modulée sur ses différentes phases de croissance.

3.2.2 Un effet aléatoire différent pour chaque état

Une seconde famille de modéles linéaires mixtes multiphasiques peut aussi étre propo-
sée. Dans le modele (3.1), la séquence observée est modélisée avec un unique effet aléatoire.
I1 est possible de modéliser chaque phase avec un effet aléatoire différent. L’équation (3.1)
devient alors :

ya,t|5a,t=8a,t = ﬂsa,t + ga,sa,t + ga,tﬂ t = 17 (RS Ta7 (32>

ol les notations sont identiques a (3.1) si ce n’est que &, |Sas = sar ~ N(0,77 ) est
'effet aléatoire relatif a I'individu a se trouvant dans I’état s, & I'instant ¢.

On suppose que &, , et €a7sa,t/ sont indépendants dés lors que s,; # Sq¢. Autrement dit,
on suppose que les &, ;,j = 1,...J sont mutuellement indépendants.

Comme pour le modéle avec un unique effet aléatoire, on a

ya,t|5a,t = Sat ™~ N(BS(LN T2 + Uga,t)'

Sa,t
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La loi d’'une observation sachant 1’état est donc identique pour les deux modeéles. En
revanche, la loi d’une observation sachant 1’état et 'effet aléatoire est différente pour
chacun des deux modéles :

- pour le modeéle avec un unique effet aléatoire, noté par la suite modele 1 :

ya,t|S(l,t - S(l,t? ga ~ N(/Bsa_’t + Tgayt a’ O-ia?t)J

- pour le modéle avec autant d’effets aléatoires que d’états, noté par la suite modéle 2 :
Ya,tlSat = SatsEasey ~ N(Bs,, + arsars Uia,t)-
On peut remarquer que :
£ (umn) = D2 F (SaaelSuw =) P(Sus =),
J

ce qui signifie que D'effet aléatoire &
alors £, ; ~ N(0,73),j =1,...J.

suit un mélange de lois gaussiennes. Si S,; = j,

a,Sa,t

Contrairement au cas du modele 1, il n’est pas possible d’établir un graphe d’indépen-
dance conditionnelle pour le modéle 2. En effet, pour une phase j donnée, 'effet aléatoire
§,,; est identique sur toute la phase et lie toutes les observations de la phase entre elles.
Par conséquent, les observations sont liées par phases. Mais les instants délimitant les
J phases n’étant pas connus, il est impossible de représenter sur un graphe les relations
d’indépendance conditionnelle entre les différentes variables aléatoires du modeéle 2.

La figure 3.3 représente la structure d’un modeéle linéaire mixte multiphasique a trois
états pour la séquence relative a I'individu a, de longueur T,, et modélisée par un effet aléa-
toire différent sur chaque état. Nous avons choisi de montrer un modele "gauche-droite",
c’est-a-dire constitué d’une succession d’états transitoires et d’un état final absorbant.
Cette structure caractérisée par une matrice des probabilités de transition triangulaire
supérieure est particulierement adaptée pour les applications & la croissance des plantes.

Les (m; = P (S1 = j);j = 1,2,3) sont les probabilités initiales associées aux trois états
et les (p;; = P (Siy1 = j|Sr =1);i=1,2,3,j =1,...,3) sont les probabilités de transition
entre les états.

Ce choix de modélisation, avec un effet aléatoire différent sur chaque état, met plus
I’accent sur I’état que sur I'individu et correspond, par exemple en botanique, & un arbre
qui peut bien pousser par rapport a la population sur certaines périodes de croissance, et
qui ensuite peut moins bien pousser ou trés mal pousser sur d’autres périodes.

3.3 Méthodes d’estimation

Etudions & présent le probléme de Pestimation des parameétres d’un modele linéaire
mixte multiphasique. Ces paramétres sont de deux types. Il y a, d’une part, les parameétres
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Sat Sa2 Cas

£l

Fic. 3-3 — Structure "gauche-droite" d’un modeéle linéaire mixte multiphasique a trois
états pour la séquence relative a l'individu a, de longueur T;, et modélisée avec un effet
aléatoire différent sur chaque état.

liés & la chaine de Markov sous-jacente et, d’autre part, les paramétres associés aux J
modeéles linéaires mixtes.

Les parametres markoviens comprennent :
- les probabilités initiales associées aux J états : (1; = P(S1=j);j=1,...,J),
- les probabilités de transition entre les états : (p;; = P (S = j|Se =14) ;4,5 =1,...,J).

Les paramétres relatifs aux modeles linéaires mixtes sont constitués des J ensembles
{5j,7'?,0?;j = 1,...,J}.

Le modele linéaire mixte multiphasique suppose ainsi deux types de variables non-
observables : les états de la chaine de Markov et les effets aléatoires des modeéles linéaires
mixtes. L’algorithme EM est donc a priori approprié pour I’estimation des parameétres par
maximum de vraisemblance. Au chapitre 2, est présenté 'algorithme EM pour I’estima-
tion des parameétres de chacun des deux modeéles qui composent le modéle linéaire mixte
multiphasique et qui ne comportent chacun qu'un type de variable non-observable. Avant
de mettre en évidence les difficultés qui apparaissent a ’étape E de 'EM pour chacun
des deux modeles linéaires mixtes multiphasiques, et qui sont liées a la double structure
cachée des modeles, présentons dans un premier temps ’algorithme EM dans le cadre
particulier d'un modele linéaire multiphasique.
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3.3.1 Estimation des paramétres d’un modéle linéaire multipha-
sique avec ’algorithme EM

Cas d’une seule séquence d’observations

Rappelons que le modele linéaire multiphasique est une chaine de Markov cachée pour
laquelle les observations sont modélisées avec des modeles linéaires. L’algorithme EM a été
présenté au chapitre 2 (section 2.4.3), dans un cadre non-paramétrique pour ’estimation
des parameétres d’une chaine de Markov cachée. Appliquons les résultats obtenus au cas
particulier ou 'observation y,, se trouvant dans I’état s,; a I'instant ¢ est modélisée par
le modele linéaire suivant :

YarlSusmsus = Bous + €0ty =1, T, (3.3)

ou

- fB,,, est le terme des effets fixes pour 'état s,; dans lequel se trouve l'individu a a
I’instant t,

- €4, st le terme d’erreur relatif a I'individu a se trouvant dans I’état s, a I'instant ¢ et
Eat|Sat = Sar ~ N(0,0% ). Les €, sont supposés indépendants entre eux.

Sa,t

Par conséquent y, ¢|Sas = Sa4 ~ N(f 2.

g
Sa,t’? " Sa,t

Notations :
Par la suite :

- yle désigne la séquence des observations Ya1s---, Ya,1, Telative a 'individu a aux dates
successives t = 1, ..., T,,

. s:‘f“l désigne la séquence des états cachés relative a 'individu a aux dates successives
t=1,...T,,

-0 = (7}, pij, By, a?), i,j =1,...,J est le vecteur des paramétres a estimer,

-y = (8, U?), j =1,...,J est le vecteur des parameétres a estimer relatifs aux J modeéles
linéaires,

- A= (7mj,pij), 4,5 = 1,..., J est le vecteur des parameétres markoviens & estimer.

L’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes connaissant
la séquence des observations et la valeur des parameétres a l'itération k, dans le cadre
d’une chaine de Markov cachée, s’écrit dans notre cas particulier ou la loi d’observation
est la loi normale N (ﬂ i a?), sous la forme :
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E (10g flyls, sl 0)|Ye = yls; 9("’))

J
= Y P(Sur = jIV,5 = ys1:6%) logm;
j=1
3 {3 (s s 0 ) e,
,j=1
J T, 1
2
__10g27T—I—ZZP = |Y1_ya1;9<k>>(_1ogaj 53 (Vs — 5)), (3.4)
j=1 t=1 J

car

E <(ya,t - 53‘)2 ’YaTiI = yiﬁ, Sat = J; 9<k)> = (ya,t - 5;’)2 :

oo 1k , . .
Les quantités Lg]) (t) = P(Sap = jIY, 8 = yos; o)) et P (Sa,t =, Sap-1 = i|Y,[3 = y23; 0“‘”)
sont calculées de maniére récursive par I’algorithme "avant-arriere" décrit a la section 2.4.3
(chapitre 2).

Estimation des paramétres markoviens 7; et p;;
L’expression des estimateurs des parametres 7; et p;; est identique a celle donnée a la
section 2.4.3. Voici pour rappel les expressions des estimateurs a l'itération k :

= LWy =1,

To—1 7 (k k) (k
oy _ S L+ PP O/Gaye+ )
iJ - Ta—lL(k) L) =1
(t)

t=1

F(,k) (t)y="P <Sa,t =Y} =yl H(k)> est la probabilité filtrée,
et Gék])(t +1)=P (Sa 1= kY =yl H(k)> est la probabilité prédite.

Estimation des parameétres liés aux modéles linéaires 3, et 0?
L’annulation successive de la dérivée de (3.4) par rapport a (3 jeta U? conduit aux formules
de réestimation suivantes :

Ta (k)
5(k+1) =1 La,j (t) Ya,t
J - Ta 1(k
t=1 La,])' (t)

j=1,..,
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2
T, (k) (k+1)
= LW () (y JR )
=1 "a, a,
o2k — i ’ ’ g=1,..J

t=1 a,j

Généralisation au cas de N séquences

Supposons que les N individus sont indépendants entre eux. La généralisation de ’esti-
mation des parameétres du modéle linéaire multiphasique pour ’ensemble des N séquences
observées est immeédiate et conduit aux formules de réestimation suivantes :

Estimation des paramétres markoviens 7; et p;;

N k
ey om L)

=1,...,J
N .] ) )

St _ T 21 L <t+1>p£ﬁFa’?<t>/G< +1)
’ Yo Xt L)

ij=1,..J

Estimation des paramétres liés aux modeles linéaires j3; et O'?

N T, k
ﬁ(kJrl) o Za 1 Z ( )( ) a,t
k1) _ Loy
! ) 1ZT L< (1)
N T k k+1
2(k+1) Za:l t:le(z,)()<ya B( )>
9 - N To - (k
YDMID DRI A ()

=1,

j=1,...

L’estimation des parameétres du modele linéaire multiphasique s’écrit sans difficulté
avec Palgorithme EM. A présent, transformons le modeéle linéaire multiphasique en modéle
linéaire mixte multiphasique en lui ajoutant une seconde structure cachée, a savoir un ou
plusieurs effets aléatoires non-observé(s), et intéressons nous a l'estimation des parameétres
avec 'algorithme EM.

3.3.2 Estimation des paramétres d’un modéle linéaire mixte mul-
tiphasique avec ’algorithme EM

Nous présentons, dans ce paragraphe, les difficultés rencontrées pour ’estimation des
parameétres des modeles 1 et 2, avec 1'algorithme EM. Nous nous restreignons au cas d’une
seule séquence d’observations.
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Un seul effet aléatoire pour toute la séquence d’observations

Rappelons que 'observation y, ¢, relative a I'individu a se trouvant dans ’état s,; a
I'instant ¢, est modélisée par le modele linéaire mixte suivant :

ya7t|sa,t:5a,t = Bsa,t + Tsa,té.a + €ats t= ]-a ) Ta'

Remarque :
Jusqu’a présent té yle la sé des ob ti lati

qu’a présent, nous avons noté y,4 la séquence des observations yq 1, ..., Yo7, Telative
a l'individu @ aux dates successives t = 1,...,T,. Nous réserverons cette notation pour
I'écriture de la (log-) vraisemblance, ou pour des écritures qui nécessitent une décompo-
sition de la séquence en plusieurs morceaux, comme pour la présentation de ’algorithme
"avant-arriére". En revanche, pour désigner le vecteur des observations dans une écriture
matricielle, nous choisirons pour alléger 1’écriture la notation v,,.

SiY, = (Ya1,...,Yer) estle vecteur aléatoire correspondant a la séquence relative a
I'individu a de longueur T,, et ayant pour réalisation le vecteur y, = (Y41, ---, Ya1,)’, alors
(3.1) s’écrit sous forme matricielle de la maniére suivante :

}/alsg"’cizsgﬁ — Xaﬁ + UaTga + 8@7 (3.5)

ol

- B =(By,Py -, B;), de dimension J X 1 est le vecteur des parameétres inconnus relatifs
aux effets fixes dans les J différents états,

- X, de dimension T, x J est la matrice d’incidence de . Chaque colonne de X, est
composée de valeurs nulles et de IV, ;,j = 1, ..., J valeurs égales a 1, ou N, ; est le nombre
d’observations de la séquence relative a l'individu a se trouvant dans I’état j, et vérifie
Zj:l Na,j =T,

- &, de dimension 1 x 1 est l'effet aléatoire unique pour toute la séquence,

- U, de dimension 7, x J est la matrice d’incidence de &,. U, est identique a X,

-7 = (T1,T2,...,77) de dimension J X 1 est le vecteur des coefficients multiplicateurs
de l'effet aléatoire, autrement dit, c’est le vecteur des écarts-type engendrés par l'effet
aléatoire sur les J différents états,

- €q = (€415€0a,2s -+, €at,)" de dimension T, x 1 est le vecteur aléatoire d’erreurs. Comme
tous les termes d’erreurs sont supposés indépendants entre eux, sa]Sﬁ = 35,“1 ~ N(0,V,)
ou V, est une matrice diagonale par blocs, de dimension T, x T}, composée de .J blocs
eux mémes diagonaux : V,; = 05Inq,.

Avec les notations définies ci-dessus, la matrice de variance-covariance de Y, sachant
la séquence des états s’écrit sous la forme :

var (Ya|SaT7“1 = saTj’l) =U, 70, +V,.

La covariance entre deux observations sachant la séquence d’états s’écrit :
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+ o2 sit=t,

Sa t a,t
Te _ T _ 2 : _ /
cov (yavt, Yar'|Sa = Saﬁ) =9 Tsus Sl Sqt = Sap €t t £,
TsaxTs, sinon.

Ecriture de la densité des données complétes

Nous noterons :

-0 = (Wj,p,-j,ﬁj, Tjs 032»), 1,7 =1,...,J, le vecteur des paramétres a estimer,

= (8,75, 0?), j=1,...,J, le vecteur des parameétres a estimer relatifs aux .J modeéles
linéaires mixtes,

- A= (mj,pis), %, J =1,...,J, le vecteur des parameétres markoviens a estimer.

Pour la spécification du probléme aux données complétes, supposons que les séquences
yg“l et ST“ sont observées ainsi que 'effet aléatoire ¢,. Comme &, est I'unique effet aléatoire,
il est mdependant de la séquence des états s . Ceci se traduit sur le graphe d’indépen-
dance conditionnelle (figure 3.2) par le fait qu aucune fleche ne lie directement la variable
aléatoire £, & I'une des variables aléatoires S, 1, ..., S,.7,. La densité des données complétes
s’écrit donc :

f(yle? alﬂfa’e) (ya1|§a7 al; )f(gav a17 ) )
(yalygaasa 17’7) f(gmf)/)f( a17)\) (36)

Détaillons 1’écriture des termes de (3.6).
Comme {S,;} est une chaine de Markov d’ordre 1, la loi de probabilité jointe de la
séquence des états est donnée par :

T
T, . To _ Ta . —
f ( a % )\) (Sa,l a 1 )\ - 7.‘—Sa,l Hpsu,,tflsa“,t'

Il reste a expliciter le terme de la densité de la séquence des observations conditionnelle-
ment a la séquence des états et a leffet aléatoire : f (yf“l 50> Eas 7)
T ~ N(X,B,U,m7'U! +V,). Par conséquent,

Nous savons que Y,|S13 = s[4 ~

Y, |Sa 1= Sa, 175 ~ (Xaﬂ + Uanay %) (37)

La covariance entre deux observations sachant la séquence des états et 'effet aléatoire est
donnée par :

COV(ya t> Ya,t/

2 : Y
_ (T ) = O S t=1,
a115a 0  sinon.

Par conséquent, les observations sont conditionnellement indépendantes sachant la sé-
quence des états et l'effet aléatoire et,
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T

f(yﬁ alvgavv) Hf(ya,t|5a,ta§a;7)'

t=1

) N _ 2 .
D’apres (3.7), Yol Sat = Sap:€a ~ N (5Sa,t + 75018 Usa,t)7 alors :

2
( ’ 5 ) <ya7t - Bsa t - Tsa,tga)
Ya,t|Saits Sar Y /— exXp | —
O-Sa t 20—3(1 t

La densité des données complétes s’écrit donc :

2
ya,t - Bsa t TSa,té(l)
0) = —<
f(yala alagaﬂ ) H\/ﬁgsut 203‘”

1 ¢2 lT—[
X exp (__a) Tsan DPsot—15a,
vV 2T 2 o

Il s’ensuit que la log-vraisemblance des données complétes s’écrit :

2 (T, +1 £
log f(yat, s04,€,30) = logm,, + > 10gps,, s, — T) log 27 —
t=2
(v 5 &)
T, _ _
@ ya,t Sa,t 7—Sa,t (l)
+ Z —logo,,, — 5,2 :
t=1 Sa,t
ce qui peut se réécrire :
J J  Ta
lOg f(ya 1> a 17 gaa 8) = Z I(‘S&,l = ]) lOgﬂ'j + Z Z I (Sa,t—l = i, Sat = .]) logpij
j=1 Q=1 t=2
(T.+1) &

—Tlog%r—E

J T B )2
D WICTES) (—1ogaj—(y“’t 62302 i) ) (3.8)

j=1 t=1 J

Etape E de ’algorithme EM
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Cette étape consiste a calculer ’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des

données complétes connaissant la séquence des observations et la valeur des paramétres a
I’itération k.

B (log f(yls, 51, € OV = yis:00))

J Ty
= ZLc(z’fj)(l) 10g T+ Z Z P (Sa,t =7 Sa,tfl = Z|Ya7:il - ya 1 0 k)) lngU
j=1

ij=1 =2
T,+1 1
— (—;) log 2w — §E’ <€Z|Y(IT‘11 = 3/5,“1% e(k))
J T 2
e ) ya,t_ﬁ'_T'ga
+E{ZZI(Sa’t:]) <—10g0']_( 2J2 ! ) )D{f‘f: Zﬁ,@k)}
j=1 t=1 73
avec
L) = P (Sar = VT = yl3:00)
De plus
J T
a ) Ya,t — ﬁ -7 5
E{Zzusa,t =) <—1ogaj ! L ) ) v —yff‘ls@““)}
j=1 t=1 aj
J T, 2
at — P — Ti&, .
=740 (—log g - e 52 L ) Yl = Yalts Sar = J§9(k)>
j=1 t=1 Uj
J T
o 1
= > 3w (—log 0j = 5k ((ya,t —75€) IV = ya, Sas j59(k)>) '
7j=1 t=1 J

Par conséquent

E (1og f (i, 55, €4: 0) V5 = yT:0%))

J
:ZLEL’,C_])( log,ﬁ]_‘_ZZP( t—]a a,t—1 — Z‘Yl_yal?ek))logpw
7=1

i,j=1 t=2
T, +1 1
_ ( ;_ )10g271'—§E (f'ZD/;Ea _yal’g(k>
J Tq 1
k 2 a " .
+ ZZL((Z’])@) (_ lOgO'j o FE <(ya,t - Bj - Tjga) |Y(Z11 = ygjlv Sa,t — j,e(k))> 5
7j=1 t=1 J

(3.9)
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avec

2 .
B ((oa = 8, = 7€) IV = i3, S = 5:6%)
= 42, = WauBy = 20 B (&Y} = i, Su = j50W) + 53
+73B (€1 = . Su = 526%)

+ 28,75 B (&Y =yl Sax = j3600)

A ce stade, apparaissent trois difficultés que nous allons expliciter les unes apres les autres :
(1) le calcul de L((lkj) (1),

(2) le calcul de £ <§Z|Y£{ = ygj“l; Q(k)),
(3) le caleul de B (&Y, = yli, Sue = j0) et de B (€Y7 = yl4, Suu = j360V).

(1) Calcul de Lgkj) (1)

Le calcul de Lgk])(t) avec l'algorithme "avant-arriére", décrit au chapitre 2 dans le
cadre de I'estimation d’une chaine de Markov cachée, n’est plus valable ici. En effet, pour
une chaine de Markov cachée, les observations sont conditionnellement indépendantes
sachant les états alors que pour un modéle linéaire mixte multiphasique, ot il y a en plus
la présence de l'effet aléatoire, les observations sont conditionnellement indépendantes
sachant les états et 'effet aléatoire.

Le calcul ne peut donc pas s’effectuer tel quel, car I'effet aléatoire lie toutes les obser-
vations entre elles, et il est impossible de découper la séquence en deux sous-séquences :
I'une pour les instants allant de 1 & t et 'autre pour les instants allant de ¢t + 1 & T, (cf
figure 3.2).

(2) Calcul de E (§§|Y§; =yl 9<’f>)
Comme
E (€] = yin; o) = B (B (€] =yl ST = sl 09 v = s 00)).

nous souhaitons tout d’abord déterminer (f’i]Y;Tf = ygj“l, 3:“1 = sanl; G(k)>.

§a

n’SaTﬁ = 52,“1
€a N 0 17U,
Y, |STh = sty A\ XoB )\ UL T ’
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3.3. Méthodes d’estimation

avec I'y = U, 77U, + V.

Par conséquent,

Y =yln Sl = sl ~ N(FUT, (Y, — X,B),1 = T'UL,  Uar), (3.10)

a,

et il s’ensuit que :
E (&Y, = 434, Saq = 544) = 1=T'U, D Uam+ (Yo — Xo8) T Uatm' Ui Tt (Yo — Xof3) -

Nous noterons Q, = 1 — 7'U/ T U, + (Y, — X, 8) T U 77U T (Yy — Xof3) .

Ainsi,
: <§Z|Yﬁ B ygﬁ;m“) = b (QalYff = yffi;e(k)>
— Z h (85‘11) P (Sg:al = SZ‘,G1|YQ,1}11 — yg—:al’ e(k)) 7
sTa
a,l
ou

- 3" 7, désigne la somme sur toutes les séquences d’états possibles (il y en a J'= si toutes
Sa,l

les probabilités de transition sont strictement positives),
Ta

- h (s:‘f’“l) est la valeur de @), pour la séquence d’états s,4.
La probabilité conditionnelle P (SZ‘i = siﬂYﬁ = yZ‘ﬁ; 0(]“)) se décompose sous la forme
suivante :
T, To | oTa T, Ta T,
P (Yal = ya,1|Sa,1 = Sa,l) P (Sa,1 = Sa,l)
T, T,
P (Ya1 = ?Ja,1)
Dans le cadre d’observations conditionnellement indépendantes sachant les états, la pro-
babilité P (Y;Tf = ygfl) se calcule comme le produit des facteurs de normalisation obtenus
au cours de 'algorithme "avant-arriére" décrit au chapitre 2. Ici, les observations étant
conditionnellement indépendantes sachant les états et 'effet aléatoire, cette probabilité
ne peut pas se calculer telle quelle.

T, T To _ To\ _
P (S = s.alY, i =yay) =

Par conséquent, le calcul de <§§]Y5‘f = yfﬁl; H(k)> n’est pas possible.

(3) Calcul de E (5ayyf}; =y, Sy = i 9<k>) et de E (ggmﬁ — yls, Sur = J; 9<k>)

La difficulté vient du fait que I’on conditionne non pas par rapport a toute la séquence
d’états, mais seulement par rapport a l’état a I'instant ¢. Connaissant la loi de D'effet
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Ta

a1, 1l est possible de déterminer la loi

aléatoire &, et la loi conditionnelle Y,'#|S™ = s
conditionnelle de &,|Y,s = yl4, ST% = sI%. Cependant, les lois conditionnelles de &,|Y,"s =
yle STe = sTa et de €,|V,[s = ¢4, S, = j sont différentes car I'effet aléatoire est commun

a toutes les observations et donc a tous les états. Par conséquent, 'effet aléatoire et les
états ne sont pas conditionnellement indépendants sachant la séquence d’observations.
Nous pouvons décomposer P (£a\Yff = ygfl, Sat = j) sous la forme suivante :

P (Sar = j1Y 3 = yia. &) P (Vs = ylalé,) (&)
P (Sae=jIV5 =yl3) P (Y5 = yl)

P(&|VE =yl, Sy =j) =

Les quantités L, ; (t) = P (S = j|Yff = yi‘ll) et P (Y;T‘f = y:i“l) ne pouvant pas étre cal-
culées, le calcul des espérances conditionnelles FE <§a|Yff = ygj, Sat = 7J; O(k)> et

E <§§|Yff = Yo%, Sar = J; 9<k)> ne peut pas s’effectuer.

Apres avoir explicité les trois difficultés rencontrées pour 'écriture de I'étape E de
I’algorithme EM, nous pouvons conclure que cette étape ne s’écrit pas de maniére analy-
tique pour le modele 1. Par conséquent, nous écartons l'algorithme EM comme méthode
d’estimation pour les parametres du modele 1. Nous verrons a la section 3.3.4 la méthode
d’estimation proposée comme alternative.

Un effet aléatoire différent pour chaque état

Rappelons que 'observation y, ., relative a I'individu a se trouvant dans ’état s, a
I'instant ¢, est modélisée par le modéle linéaire mixte suivant :

Sa,t:Sa,t = ﬁsa,t + €a7sa’t + ga,ta t = 17 t TCL?

qui peut s’écrire sous forme matricielle de la maniére suivante :

ya,t

Ta = Xaﬂ + Uagil + Eq;

Sa,

Ya‘s{f,al:

ol les notations sont identiques a celles de (3.5) si ce n’est que fil = (5@,1: a2 s fa“])/,
de dimension J X 1 est le vecteur des .J effets aléatoires relatifs aux J états pour I'individu
a. Pour j=1,...,J,&,; ~ N(O,T?).

Comme les &, ; sont supposés indépendants entre eux, alors §aj?1|SZja1 = sty ~ Ny (0,D)
ou D est une matrice diagonale de dimension J x J ayant pour termes diagonaux les T?
pour j =1,...,J.

Avec les notations définies ci-dessus, la matrice de variance-covariance de Y, sachant la
séquence des états s’écrit sous la forme :

var (Y,|S14 = s24) = U, DU, + V.
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La covariance entre deux observations sachant les états s’écrit :

+ o2 L Sit= ',
T T 2 . _ !
cov (yaﬂt, ya7t/|Sa’“1 = safl) =9 Tsus Sl Sqt = S €t t £,
0 sinon.

Sat

Ecriture de la densité des données complétes
Comme pour le modéle 1, nous noterons :

0= (77'],]9”,5]7 4 ?), i,j =1,...,J le vecteur des parameétres & estimer,

-y = (BT > ], j), j =1,...,J le vecteur des parameétres a estimer relatifs aux J modeéles
linéaires mixtes,

- A= (m,pi;), %, J = 1,....J le vecteur des parametres markoviens a estimer.

Pour la spécification du probléme aux données complétes, supposons que les séquences
ygﬁ et san‘l soient observées ainsi que le vecteur des effets aléatoires ¢7,. La densité des
données complétes s’écrit :

f(yah Za1> ilﬂe) (ya1|§a1a Sqa137 )f(fih aTala%/\)
F(anlél v sani ) (&0 alsaa57) f (sam; A) - (3.11)

Détaillons 1’écriture de chacun des termes de (3.11).

Comme pour le modele 1, la loi de probabilité jointe de la séquence des états est donnée
par :

Ty

Ts . _ | |
f( a17 )‘ - 7T8a,1 psa,tflsa,t‘

t=2

Par hypothese,

2 ; —
cov (6. e g5 _gm)  f T S sw= s,
Qa,8q,t’ avsa,t’ CL,l - CL,l - O SinOIl

Autrement dit, les £, . , sont conditionnellement indépendants sachant la séquence des
états : ¢, ,,, et &, , sont indépendants des lors que sq¢ # Sqv. Les §, ;,7 = 1,..., J sont
mutuellement indépendants et , ; ~ N (0, ’7']2)

Par conséquent, la densité du vecteur des effets aléatoires conditionnellement a la séquence
des états s’écrit simplement comme le produit des densités des J effets aléatoires &, ; :
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F st = f (&) =T] £ (&)
j=1
1 2

Il reste a expliciter le terme de la densité de la séquence des observations conditionnelle—
ment au vecteur des effets aléatoires et a la séquence des états : (ya 1|§a 15 Sa. L 7)

Nous savons que Y,|S™ = sl* ~ N (X,6,U,DU’ +V,). Par conséquent,
a,l a,l a

Ya’&ip 1—5a1NN<X 5+U£alav) (3-12)

La covariance entre deux observations, sachant le vecteur des effets aléatoires et la sé-
quence des états, est donnée par :

o sit=t,

COV (Ya,t: Yo €01 Sat = Sa1) = { Osayt sinon

Par conséquent, les observations sont conditionnellement indépendantes sachant le vecteur
des effets aléatoires et la séquence des états, et

To
£ (il st3i7) =TT (atloses s0in)
t=1

De plus, d’apres (3.12), Sat ~ N (65[“ + &asarr U§a7t>, alors :

a,8q,t"

2
1 (ya,t - ﬁsa t 5(1,Sa,t>
exp | —

2
V2mos,, 203, ,

f (ya,t|€a,su7t> Sa,ts ’7) -

La densité des données complétes s’écrit donc :

(yat_ﬁ _6 )2
T ) Sa,t Sa,t
f(yal? al? al? - {H \/%O’satexp <_ 2o_gat

e -

Il s’ensuit que la log-vraisemblance des données complétes s’écrit :
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T,
- (T + J)
log f (yi“l, sanl,gj,l; 0) = log Tsqs T Zlogpsa’tflsaﬁt — ——log2m
t=2
(vt = B~ E0r,)
T _ _
< yavt Sa,t 3a,t>
+ Z —logoy,, — 5,2
t=1 Sa,t

J 52'
+Z —logT; — 275> :

j=1 J

ce qui peut se réécrire :

J T,
I (841 =7)logm; + Z ZI(Sa,tfl = 1,544 = j)log pi;

ij=1 t=2

log f (yas. suh €0130) =

<.
I M&
i

o

J
) log 27

Shadba

(Y — B; — 5a,j)2>

I (Sqt=17) <—log oj — 5
— 20]-

Sy
—logT; — 57 |- (3.13)
J

<
Il
i

+
M-

+
M-

<
I
—

Etape E de ’algorithme EM

L’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes, connaissant
la séquence d’observations et la valeur des parameétres a l'itération k, s’écrit de la maniere
suivante :
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E<logf(ya17 aalv al’ )|Ya,1,1(11 yalvgk)>

J
L 1ogm+ZZP( v = iV = yl5:0%) ) log py

i,j=1 t=2
J
—)lOgZﬂ'

qwmg

+
Mk
||P1HM +

1 9 ‘
L(k)(t) <_10g 0= 53k ((ya,t — B = €ag) IYai = Ya'ts Sar = J 9<k)>)

1t J

1
(‘10%73‘ - WE (fiﬂyff = Z/Z‘i;e(k)>> ,
J

1

<.
Il

+

B

1

<.
Il

avec

2 .
b <(y(z,t - Bj - ga,j) |Ya7,1(11 - y(z}llv Sa,t =1 e(k))
= yg,t - 2ya,tﬁj - 2ya,tE (ga,j|yaz,1(11 - yg:ala Sa,t = j) 9(k)> + 6?

+ B(E IV =yl San = 5:0%) +28,B (€,,VT =yl Sae = ;09

Comme pour le modeéle linéaire mixte multiphasique avec un seul effet aléatoire, trois
difficultés apparaissent :
(1) le calcul de L(k)-(t),

(2) le calcul des E( 2 -|Y5i1 yal,H ) J=1.,J,

(3)le caleul des B (€175 = w3, Sur = 5:6%) etdes B (2,10 = ol 500 = 5:6%) 1 =
1,...,J.

(1) Calcul de Lgkj) (1)

Tout comme pour le modele 1, le calcul de L((ij) (t) ne peut plus s’effectuer avec 1’algo-
rithme "avant-arriére" décrit au chapitre 2 car, avec la présence des effets aléatoires, les
observations sont conditionnellement indépendantes sachant le vecteur des effets aléatoires
et la séquence des états. Le calcul n’est donc pas possible.

(2) Calcul de E <5§J|Yf; = yTa:0 ’f>) j=1.,J

Nous souhaitons déterminer dans un premier temps £ (52 j]Yan =yl ST“ = s;‘f“l, ok )
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. ga,j
La loi du vecteur ( Y] SaTﬁ _ 3571

Eaj 0 T3 ciu;,
( }/a’SZ}i — ngal NTa+1 Xaﬁ ) UaCj Fa )

est donnée par :

ou
Ty =U,DU. +V,,
0
- C; = T? est le vecteur de dimension J x 1, composé de J — 1 zéros et ayant la

valeur ’7' sur sa j°™¢ ligne.

Par conséquent,

é.a,jn/:zz}lz = yg:lasal - Sal (OJIU; a (Y X 6) T - O],Ut,z alU C) (314)
et il s’ensuit que :

E (&I =yla, Sly = sla) = 73—CiUL ' U Ci+ (Ve — XoB) T, ULCCLULT (Y, — X f3)

]aa ]aa

Nous noterons R, = 73 — C{UT MU C; + (Yo — Xof) T UC;CLULL (Yo — Xuf).

J-a-a Jj-a" a

Ainsi,
B,V =yliio®) = B (R =yl 00)
= Zg (Sg,al) P (Sg:al = 55,“1 Yatl,jlll ya 1 9 >
sTa
a,l
ou

DI Ty désigne la somme sur toutes les séquences d’états possibles (il y en a J7= si toutes
les probablhtes de transition sont strictement p051tlves)

g (saT’“l) est la valeur de IR, pour la séquence d’états Sa,l

Tout comme pour le modele 1, la probabilité conditionnelle P (STl = sa | \Yan = yg“l, otk )

ne se calcule pas. Par conséquent, le calcul des F (fajj]Yff = ya:‘l; otk ) ,7=1,...,J n’est

pas possible.
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(3) Caleul des E (&, ¥ =yl Sae = ;0% et des B (€2, VT; = yl5, Sup = j50) j =
L J

Comme pour le modeéle 1, la difficulté vient du fait que I'on conditionne seulement par
rapport a I’état a 'instant ¢, et non pas par rapport a toute la séquence d’états. On peut
décomposer P (Sa’jmﬁ = ygﬂl, Sat =17 ) sous la forme suivante :

P (Sa,t = ]|Yf‘f = yg:ah a,j) P (Y:J,T:(lz = yg:al|£a,j) f(ga,j)
P (Sar = j1Yat = vat) P (Yai = vat)

P (&Y =yl Sar = J) =

Comme dans le cadre du modele 1, les quantités L, (t) = P (Su: = J \Yaﬁ‘ = ygfl) et
P (Y;T‘f = yf“l) ne pouvant pas étre calculées, le calcul des espérances conditionnelles

E (é’a’j]}/ff = yfj‘l, Sat =17Ji H(k)> et &/ <§37j|Yg‘f = ygj’l, Sat = J; Q(k)> n’est pas envisageable.

Ainsi I’étape E de I’algorithme EM ne s’écrit pas, non plus, de maniére analytique pour
le modéle 2. Par conséquent, nous écartons ’algorithme EM comme méthode d’estimation
des parametres des modeles 1 et 2.

Toutefois, les quantités Ly ; (t) = P (Say = j|Y, 1 = ya4) et P (Y, = y.4), qui posent
probléme pour I'écriture de ’étape E de I’algorithme EM, peuvent se calculer si on ra-
joute la présence de l'effet aléatoire dans le conditionnement. Par conséquent, nous avons
envisagé d’écrire un autre algorithme de type EM, sachant I'effet aléatoire pour le modéle
1 et sachant le vecteur des effets aléatoires pour le modele 2. Cet algorithme itératif est
composé de trois étapes : restauration probabiliste, maximisation et prédiction.

3.3.3 Estimation par un algorithme itératif avec restauration
probabiliste et sachant les effets aléatoires

Toutes les notations sont identiques a celles de la section 3.3.2, et nous restreignons la
présentation au cas d’une seule séquence d’observations.
Dans cette section nous écrivons, pour les deux modéles, les étapes de restauration et
de maximisation sachant les effets aléatoires, et nous présentons la difficulté liée a la
prédiction des effets aléatoires qui nous aménera & proposer a la section suivante d’autres
algorithmes itératifs, de type Baum-Viterbi et de type SEM.

Un seul effet aléatoire pour toute la séquence d’observations

~(k
Si 8% est la valeur courante du parameétre et Si ) la valeur prédite courante de 'effet
aléatoire, I'itération k de l'algorithme est décrite par les trois étapes suivantes :

Etape de restauration : on restaure, de maniére probabiliste avec un algorithme "avant-
arriere" sachant 'effet aléatoire, I’ensemble des séquences d’états possibles. On calcule
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I’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes (3.8) sachant la
séquence des observations, la valeur des parameétres & 'itération k, et la valeur prédite de
leffet aléatoire a l'itération k :

~(k)
2 (1og f(y7 5T, £ IV = 75,80 100)

Etape de maximisation : on maximise par rapport a 0 Pespérance conditionnelle cal-
culée a I’étape de restauration pour réactualiser la valeur du parametre. Autrement dit,
on choisit ¥+ de sorte que

a !

~(k)
9(k+1) = arg max E (10g f(ya 1S a, 17 6&7 9) |Y(1T(11 yg}la 0(@)

. Lo e (|
Etape de prédiction : on calcule la valeur prédite 5((1 ' a partir de #**Y | la valeur du
parameétre calculée a I’étape de maximisation :

~(k41)
(&, =FE (&!Yf‘f = yoa; 9(’““)) :

Nous allons & présent décrire en détail chacune de ces trois étapes.

Premiére étape : restauration probabiliste

D’aprés I'expression de la log-vraisemblance des données complétes (3.8), nous écri-
vons :

~(k
E <10gf(ya 15 alagaa 9)|Yan ygah ((1 );H(k)>

J J
Z logﬂ]JrZZP( Sat-1 = ’L|Y 1 —yapf 0(k>10gpij
Jj=1 3,j=1 t=2

(T 1)

1 /(N 2
log 27 — 3 (fik)>

J T,
Yait — B; — 75 ~(k)
+E{zz e o [l
j— J

1

avec

~(k
L) = P (Sur = jIVT = 15,800

a?]
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De plus,

2
E ZJ: i ]’( _ ) _1 L (ya‘7t _ 6] B Tjg(I) |YTa J— Ta E(k) e(k)
Sat = J 0g 0 952 al = Ya,1:Sa 3

j=1 t=1 J

J T, 2
" (Yar — B85 — 75€0)"
= ZZL;(,j)(t)E <_10g0j_ 2]02 ! |YaT1 yal? =J, 5a 79(k
J

j=1 t=1

=1 t=

T

1 ~(k)
L/(k <— log 0 — 252 (’ya,t - 5 Tgf ) )
1 J

Par conséquent

~(k)
<E(bgf@£ﬁ,ap£weﬂxﬁ AR

J
~(k)
= ZL;(?)< ) logm; + Z ZP< at = J>Sat—1= Z’YTa = Ya, 2 Ea e(k)> log pi;
j=1

i,0=1 t=2
T, +1 1 /~(k)\2
- B togan— 5 (&)
J Ta N 1 k) 9
#3250 (<oeos - 5oz (0= 5, - 7E) ). 319
7j=1 t=1 j

Le calcul de L, ;(t) = P (Sat = j\Yaf = ya ' ) se calcule avec un algorithme "avant-
arriere" similaire & celui décrit au chapitre 2.

Il est possible de décomposer Ly, ;(t) de la maniére suivante :

L8 = P (Sar = i1V = ui5.&, )
P <Y:3;?+1 = yg?;g_yﬂsa,t =J Ea) ot . =
= T T - P (Sa,t = ]|Ya,1 = Ya1s 5(1)
P (Ya,g+1 = ya,‘?+1|ch,1 = yé,h&a)
= B;,j (t)F(;,j (t), (3.16)

avec

P (Yaj,z‘l—&—l = yzf?+1|5a,t =J ga)

~ )
T _ T t gt
P (Ya,ngl - ya?§+1|Ya,1 - ya,hga)
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3.3. Méthodes d’estimation

et
Fa,'7](t) = P (Sa7t = j|Yaf,1 = yZ,l? 5&) °

Les quantités I, ;() sont calculées dans la passe "avant", alors que les quantités By, ;(t)
ou les quantités L;, ;(t) sont calculées dans la passe "arriere".

Récurrence "avant"

Elle est initialisée pourt =1et j =1,...,J par

F,,(1)=P (Sa,l = jlYa1 = Yar. &, )
_P<Y1_ya1|Sal )
< = Ya,1;

7 (valSus = 3:8) 1 (&) 7
N |

ou

JWalSa1 = 7, £,), densité de Pobservation y,1]S,1 = J, &, est la densité de la loi normale

N(ﬂj + ijaa 0?)7

- N 1, le facteur de normalisation est égal a :

N(Iz,l = P<Ya71 = ya,laga)
J

=" 1 (verlSur = 5i8) £ (&) 7y

Jj=1

Pourt=2,...T, et j =1,...,J, la récurrence "avant" s’écrit :
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Fug(t) = P (Sus = lVis = i)
Zj:lp (Sa’t = Js Sat-1 =1, Yar = Yas|Ya1" = van L )

P (Ya,t - ya,t|Yat,Il = yé,_lla g.a)
1

P(Yat_yat‘yatll _yal 7~ )

xZP(Y

i1

— (yat|Sat Zp” ’ (317)

<

]’£> (Sat = J|Sa— 1—Z)P(Sat l_Z’Y;tll_ya1’~)

ou N}y = P(Yay = yay|Yo1' = yb 1, £,), le facteur de normalisation est égal a :

J
ZP< = YoV =yl )
7j=1

J

:Zf<yat|8at >szg ),

7j=1
avec f <ya,t|Sa,t =7, %CL), densité de la loi normale N <6j + Tjga, a?).

Remarquons que cette récurrence "avant" est similaire a la récurrence "avant" décrite
au chapitre 2 (section 2.4.3), si ce n’est qu’il y a en plus la présence de leffet aléatoire
dans le conditionnement des probabilités d’observation et que I'on injecte, pour l'initia-
lisation f (@), la densité de l'effet aléatoire prédit. En effet, f (Ea) est présent dans
Pécriture de F, (1) et de fait dans I'écriture de N ;. Sans le conditionnement par l'ef-
fet aléatoire (récurrence "avant" classique), f (Yat|Sa: = Jj), densité de y,¢|Sar = Jj est
la densité de la loi normale N (6],7'] + 0% ), alors qu’en conditionnant par 'effet aléa-
toire, f (ya7t|5a7t =7, éa), densité de yus|Sar = j,&, est la densité de la loi normale

N <ﬂj + Tjéa,o_?>.

Récurrence "arriére"
Elle consiste a calculer soit

B;,j(t) =P (Yajéll =Y, t+1’Sllt ) /P (Yajgl+1 =Y, t+1|Yat,1 - yfz,l?fa) )
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soit Ly, ;(t) = P ( = jIV. =yas, 3 ) pour chaque état j, en reculant de T, a 1.

La récurrence "arriére" est initialisée pour t =T, et j =1, ..., J par

Ly (T2) = P (Sam, = 1V =yl &,) = Fiy(T).

Par conséquent, B, ;(T,) = 1.

Pourt=1T,—1,...,1et j=1,...,J, nous avons la récurrence suivante :

B,,)
P <Yﬁl+1 = yg}%—l—l‘sa,t = j7§a>
P (Ya’-z,}/l—&-l = yﬁﬂ“ﬁ,l = yé,l?%a)
Ziﬂ P (Yaj,;?lz = yf;”, Yoit1 = Yar+1, Saps1 = K| Sar = J, Ea)
- P(YaTtJrQ_yatHaYatH—yat+1| 1—%17% )
Zizlp (Y;%+2 = y§?+2|5a7t+1 k f ) < att+1 = Yat41|Sapt1 =k 5 ) (Sat+1 = K| Sar =

7)

P (%7;‘12 =Y, t+2|Y;,J1r1 ?J(tz+117§ ) P (Ya,t+1 = ya,t+1|yat,1 = yé,laga)

Z Bt 4 0f (gorlSarr = k&, ) oy

!
Nat+1

La récurrence "arriére" est similaire & la récurrence "arriere" décrite au chapitre 2
si ce n'est qu’il y a en plus la présence de 'effet aléatoire dans le conditionnement des
probabilités d’observation.

Sur le méme principe que pour la récurrence "arriére" décrite au chapitre 2, nous déduisons
de (3.16) que :

J
1 L (t+1) -
L (t) = Yo e ( S ) F ot

GJ( ) th,t—‘rl {k F(;k(t—l— 1>f Y 7H—1| Jt+1 fa DPjk a,]( )

I E ) |
:{k1m }Fa,j(t>>

avec
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F o+ 1)N;
f (ya,t+1|Sa,t+1 - ka g@)

= P (Sa7t+1 = k‘Yat,l = yZ,pfa)

wet+1) =

Et, d’apres (3.17) :

J
e 1) =) pkl (),
j=1

cette quantité (la probabilité prédite) pouvant étre extraite et stockée en mémoire lors de
la récurrence "avant".

Seconde étape : maximisation

Cette étape consiste & maximiser ’espérance conditionnelle de la log-vraisemblance
des données complétes qui vient d’étre calculée & I’étape de restauration. Nous cherchons
la valeur des parametres qui maximise cette quantité.

Estimation des paramétres markoviens 7; et p;;

L’étape de maximisation pour les parameétres relatifs & la chaine de Markov est similaire
a celle de I’étape M de I'algorithme EM, a la différence prés que les probabilités filtrées,
les probabilités lissées et les probabilités prédites sont en plus conditionnées par la valeur
prédite de Peffet aléatoire & .- Les formules de réestimation & I'itération k sont les suivantes :

=My =1,

To—1 k k k k
o) _ X Loy (E+ D) EP@)/GRF e+ )
% - Tu—1 1/(k) L) =4
Lo (1)

t=1 a,t

ou
F;(f) (t)y=P (S,Lt =iy =yl £ H(k)) est la probabilité filtrée,

et G;(’];-) (t+1)=P (Sa7t+1 = k[Y) =y, £, 0“”) est la probabilité préedite.

Estimation des paramétres liés aux modéles linéaires mixtes (3;, 7; et a?
L’annulation successive de la dérivée de (3.15) par rapport a Bj, T et JJZ conduit aux

formules de réestimation suivantes :

~(k
tTil L;(k‘) (t) <ya,t - T(k)gi ))
(k+1) »J J 1 7
5]' - Ta L,(k)(t) j It AR A
t=1 "a,j
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" k k) =(k)
(k+1) tT:1 L;(,j) (t) (ya,t - 55 )> &a )
T = 3 7=1..J

" k ~(k)
L (&)

~(k)\ 2
B L90) (s — A0 — 72

02(k+1) =l
J - To 7/(k)
La,j (t)

t=1

Troisiéme étape : prédiction
A Titération k, une fois les étapes de restauration et de maximisation calculées, se
pose la question de la réactualisation de la valeur prédite de 'effet aléatoire £, servant a

I’itération suivante. Il est donc nécessaire d’effectuer une étape de prédiction pour calculer
(k+1
la nouvelle valeur 5 )

Nous avons

~(k+1)
& = (& =yls00)
= E<E (€G|Ya7,1lll :ygjl’sal _Sa1> |Y:1T(11 yalllaek+1>
D’aprés (3.10) :
giml) _F (T’U;F (Y — Xuf8) |V = yaal;g(kﬂ))

- Z h' (Sg:ll> P <SZ:¢11 = Sg:a1|Ya,1,1f ya, 1 e(k >
Sach

ou
Ty =Um'U) 4V,
- h (sanl) est la valeur de 7'U/T';! (Y, — X,3) pour la séquence d’états saT:’l.

Mais comme nous l'avons vu & la section précédente, la probabilité conditionnelle

~(k+1
P (Sanl = si“lh/ﬁ = yZ“l; H(k)> ne se calcule pas. Par conséquent, le calcul de 5((1 : pose

probléme.

: . . o ~(k+1 .
Toutefois, nous pourrions envisager de simplifier le calcul de 5((1 : en calculant sim-
plement

~(k+1
=B (samf’f = i, ST = sl 0 )

— )Pt (Ya _ Xaﬁ(kﬂ)) '
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Or, I'étape de restauration probabiliste détermine I’ensemble des séquences d’états pos-
sibles. Par conséquent, on ne connait pas la séquence d’états 82’“1 et on ne peut donc pas

déterminer les matrices U, et I'y D,

Ainsi, envisager un algorithme de type EM sachant la valeur prédite de 'effet aléatoire
permet ’écriture des étapes de restauration et de maximisation & la condition de savoir
prédire & chaque itération une nouvelle valeur de 'effet aléatoire. Or cette étape pose
probléeme du fait de la nature probabiliste de la restauration. Cet algorithme n’est donc
pas possible pour le modéle 1.

Un effet aléatoire différent pour chaque état

. =J(k .
Si 0™ est la valeur courante du parametre et & a,(1 ' 1a valeur prédite courante du vecteur
des effets aléatoires, I'itération k de 'algorithme est décrite par les trois étapes suivantes :

Etape de restauration : on restaure, de maniére probabiliste avec un algorithme "avant-
arriere" sachant le vecteur des effets aléatoires, I’ensemble des séquences d’états possibles.
On calcule 'espérance conditionnelle de la log-vraisemblance des données complétes (3.13)
sachant la séquence des observations, la valeur des parameétres a l'itération k, et la valeur
prédite du vecteur des effets aléatoires a l'itération k :

~J(k)
5 (log £y, s, €1 0V =y, 6 500

Etape de maximisation : on maximise par rapport a 6 espérance conditionnelle cal-
culée a I'étape de restauration pour réactualiser la valeur du parameétre. Autrement dit,
on choisit %+ de sorte que

~J(k)
9(k+1) = argmaXE (lng(ya 1 aa17 al?e)‘}/;thll = ya 1’ Sa,l 79(k)>

. ~(k+1
Etape de prédiction : on calcule les valeurs prédites fi,j ), j=1,...J a partir de 6 k“

la valeur du parametre calculée a I’étape de maximisation :
~(k+1) Ta (k+1)
éa,j =FE <€a,j’Y:1,l ya 15 9 ) .

Décrivons en détail chacune des trois étapes.
Premiére étape : restauration probabiliste

D’apreés I'expression de la log-vraisemblance des données compleétes (3.13), nous écri-
vons :
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~J (k)
E<logf(ygal7sz;a17 al’ )|YaT1 ycj;uhgal ’0(k>

~J (k)
=Y L%) 1ogwj+ZZP( = i Sear = iV =yl 6 109 ) log

Jj=1 i,j=1 t=2

T.+J
_ %bggﬂ

<

To

J
1 ~(k)\ 2
DI IALCY CIEEC (AN
j=1 t=1 g;

J
T Z ( log7; — 271_2 (égfj)>2) ’ (3.18)

J
avec

. ~J(k)
LZ’(JIC)(t) =P (Sa,t = j’Yf:i’ — yg}’i?&aJ 7g(k)) .

La probabilité Ly ,(t) = P <Sat j\YaTi‘ = yal, ¢’ > se calcule avec un algorithme

"avant-arriére" similaire a ’algorithme "avant- arrlere” du chapitre 2 et a ’algorithme
"avant-arriére" décrit dans le cadre du modéle 1.

Il est possible de décomposer Ly, ;(t) de la maniére suivante :

~J
L) = P (Sar = IV = v, €0,
Loxd
P (Yatl,;g+1 - y(jzj%+1|5a,t - jvéa,l) r(s . Yt . =
- P YTa T Yt . ~J ( a,t — j| a,l — ya,l’fa,l)
a,t+1 — ya,t—l—l‘ a,l — ya,l’ Sa,l
= B (DFL (1), (3.19)

avec

T, T, . xJ
P (Ya,t+1 = ya,t+1|5a,t = ]750,,1)

~ )
Ta _ ,Ta t ot J
P (Ya t+1 — ya,tJrl ‘Ya,l - ya,lv ga,l)

B//?J (t) —

et
) ~J
Fcltlj(t) =P (Sa,t = J|Yat,1 = yi,pfa,l) .

Les quantités F;;(t) sont calculées dans la passe "avant", alors que les quantités By, (1)
ou les quantités L, ;(t) sont calculées dans la passe "arriére".
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Récurrence "avant"
Elle est initialisée pour t =1et j =1,...,J par

FL(1) = P (801 = j1Yar = 5un &)

P (Yau = yaalSen = 3.801) P (€01) P (Sux = )
P <Y;1,1 = ya,lv%il

P <Ya,1 = Ya,1/Sa1 = J, éa,j) P(Sq1=j)P (551)
P (Yor = varé0)

f (ya,lfsa,l =7 ém) Uy H}]=1 f (ga,j)
N3l

ou

f(WarlSar = J. éaj) densité de l'observation y,1|S.1 = J, anj est la densité de la loi
normale N (3, +&,,02),
- f (éw), densité de 'effet aléatoire relatif & I'individu a se trouvant dans I’état j est la

densité de la loi normale N (0, T ?),

=J
“Ny, =P <Y = Ya1, §a71>, le facteur de normalisation est égal a :

J
. xd ~J .
Nc,zl,l - Z P (Ya,l - ya,1|Sa,1 = ]7§a,1> P (fa,l) P (Sa,l = ])

j{jzf(yalsal ) }Jﬁf( )

Sur le méme principe que pour le modeéle 1, pour t =2,...,T, et j = 1, ..., J, la récurrence
"avant" s’écrit :

~J
FL(t) = P (Sae = 31Ve0 = vhr i
1
=~ (ya,t!Sa,t = ) > piFlL(t—1), (3.20)
a,t i—1

~J
N " __ _ t—1 __ ,t—1 : . , N
ou N/, =P (Ya,t = Yot Ya1 = Yau ,£a71>, le facteur de normalisation est égal & :
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"
N(l

1 =d
ZP( yat|yatll _yfz,ll?ga,l)

J
j=1
J

Zf(yat|sat a]) ZpUF" (t—1),

=1

<.

.

avec f <ya,t|5a7t = 7J, Ew) densité de la loi normale N (ﬁj + SM., O'?).

Cette récurrence "avant" s’implémente de la méme maniére que dans le cadre du
modele 1. Elle est similaire a celle du modele 1, si ce n’est qu’a I'initialisation la densité
de leffet aléatoire £, est remplacée par le produit des J densités des effets aléatoires
§a,» €6 que, dans le conditionnemment des probabilités d’observation, la valeur prédite

de I'unique effet aléatoire Sa est remplacée par &, ., la valeur prédite de Deffet aléatoire

relatif a 1’état j.

a,j’

Récurrence "arriére"
Elle s’effectue sur le méme principe que pour le modéle 1.
La récurrence "arriére" est initialisée pour t =T, et j =1, ..., J par

. ~J
Lg,j(Ta) =P (Sa,Ta = ]|Yaj,ﬂil = ygfi,ﬁaJ) = F(;/,j(Ta)-

Par conséquent, By (T,) = 1.

Pourt=T,—1,....,1et j =1,...,J, la récurrence "arriére" s’écrit :

T T .z
P (Ya,t+1 - y(z,t+1|Sa,t =7 5&,1)

~J
Ta _ . Ta t ot
(YZL t+1 — ya,tJrl |Ya,1 - ya,17 ga,l)
1

BII

J
N” Z B;Ck(t + 1)f (ya,t+1|Sa,t+1 =k, fa,k> Djk-

at+1 k 1

Cette récurrence "arriére" est semblable & celle du modeéle 1, & la différence prés que
dans le conditionnement des probabilités d’observation, la valeur prédite de 'unique effet

aléatoire Ea est remplacée par %ajj, la valeur prédite de l'effet aléatoire relatif a ’état ;.

Seconde étape : maximisation
On cherche la valeur des parameétres qui maximise I’espérance conditionnelle de la log-
vraisemblance des données complétes qui vient d’étre calculée a I’étape de restauration.

Estimation des paramétres markoviens 7; et p;;
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L’estimation des paramétres relatifs a la chaine de Markov est similaire a celle décrite
pour le modele 1, & la différence prés que les probabilités filtrées, les probabilités lissées
et les probabilités prédites sont conditionnées par la valeur prédite du vecteur des effets

fogs 2y L C N Treia e .
aléatoires &, ;. Les formules de réestimation a l'itération k£ sont les suivantes :

a =Wy =1,

To— k k k k
() _ oer Ly (¢ + Dp B0 (0)/Ga (E+ 1)

t=1 a,j

- ij=1,.J
’ o L ()

ou iy

F'"y=p (Sa,t =Y = yh1,€ans H(k)> est la probabilité filtrée,

a,t

ot GXP(t41) =P (sa,t+1 — K[V, =yt &l 0“”) est la probabilité prédite.

Estimation des parameétres liés aux modéles linéaires mixtes (3;, 77 et o7
L’annulation successive de la dérivée de (3.18) par rapport a B, 72 et 02 conduit aux

J J
formules de réestimation suivantes :

~(k)

w k
S0 Ly (1) (v =€)

ﬁ‘gk—‘rl) = T k .j = 17 A} J7
o L)
(k) 2
Tj?(k:+l) _ <§i;> j=1,.., 7,

3 ~(k)\ 2
I L//(k) (t) <ya,t - ﬁgk) - éa,j)

2(k+1) _ =L
J Ty L//(k) (t)

t=1 a»j

o g=1..J

Troisiéme étape : prédiction

Tout comme pour le modele 1, envisager un algorithme de type EM sachant la valeur
prédite du vecteur des effets aléatoires permet I’écriture des étapes de restauration et
de maximisation a condition de savoir prédire & chaque itération une nouvelle valeur du
vecteur des effets aléatoires. Cette étape pose probléme car ’étape de restauration est
probabiliste.

k+1)

. L1 ~( : ..
En effet, si nous voulons prédire les nouvelles valeurs {, ; *,j = 1,...J, nous écrivons

~(k+1)
ga,j = F <£a7j|Ya7} — ygﬁ; 9(k+1)>
= B (B (& = v, STy = sT3) [V = yil3:044)

D’apres (3.14) :
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~(k+1) B
= B (U (- X8 IV = gl o)
= D9 (stn) P (S0 = sial¥s =yl o)
sla
a,l
ou
Ty =U,DU, 4+ V,,
0
- C; = T? est le vecteur de dimension J X 1, composé de J — 1 zéros et ayant la
0

2 eme 13
valeur 75 sur sa j ligne,

g (sanl) est la valeur de CJU.I',* (Y, — X, ) pour la séquence d’états sanl.

~(k+1
La probabilité conditionnelle P (S:;Fﬁ = sialmff = y:f‘l; H(k)> ne se calculant pas, f((w- ) ne
se calcule pas non plus.

Toutefois, comme pour le modéle 1, nous pourrions envisager de simplifier le calcul de
~(k+1
i’j : en calculant simplement
~(k+1)

a,j a,l

_ C]/-(k+1)UZLF;1(k+1) (Y; _ Xaﬂ(kJrl)).

— B (&, Vs =yl ST = sTas 0

L’étape de restauration étant probabiliste, on détermine I’ensemble des séquences d’états
possibles, mais on ne connait pas la séquence d’états saT"’l et on ne peut donc pas déterminer
les matrices U, et I'y 10k+1),

Par conséquent, cet algorithme de type EM sachant le vecteur des effets aléatoires n’est
pas, non plus, possible pour le modeéle 2. Notons toutefois que certains calculs, comme ceux
des algorithmes "avant-arriére" seront utilisés par la suite, dans les méthodes d’estimation
proposées.

3.3.4 Méthodes d’estimation proposées

L’algorithme EM s’écrit pour les estimations d’un modéle linéaire mixte (section 2.4.2)
et d'un modele linéaire multiphasique (section 3.3.1), mais comme nous venons de le voir
dans la section précédente, il ne se transpose pas pour ’estimation d’un modéle linéaire
mixte multiphasique du fait de la combinaison des deux structures cachées (les effets
aléatoires et les états). Pour contourner les difficultés lices a 1'étape E de 'algorithme
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EM et a la prédiction des effets aléatoires pour un algorithme de type EM sachant les
effets aléatoires, nous proposons un algorithme itératif en trois étapes : restauration,
maximisation et prédiction. Deux types de restauration sont envisagés : une restauration
déterministe et une restauration par simulation.

Algorithme itératif avec restauration déterministe

L’algorithme itératif avec restauration déterministe proposé est inspiré de ’algorithme
de Baum-Viterbi (Jelinek, 1976 ; Ephraim et Merhav, 2002), décrit a la section 2.4.3.
En effet, I’algorithme de Baum-Viterbi est particulierement approprié, lorsque le mo-
dele posséde une structure "gauche-droite" et que la log-vraisemblance de la séquence
d’états optimale associée a la séquence observée représente une part importante de la
log-vraisemblance de ’ensemble des séquences d’états possibles associées a la séquence
observée. Cette propriété est souvent vérifiée pour les modeéles "gauche-droite" utilisés
pour les applications & la croissance des plantes. De plus, comme nous ’avons montré
au chapitre 2, I’algorithme de Baum-Viterbi posséde la "bonne" propriété de croissance
monotone de la log-vraisemblance des séquences d’états optimales associées aux séquences
observées (Juang et Rabiner, 1990).

Pour rappel, l'algorithme de Baum-Viterbi est une procédure d’estimation pour les
parametres d’'un modeéle de Markov caché. Dans une premiére étape, la séquence d’états
globalement optimale est restaurée avec l’algorithme de Viterbi (Forney, 1973), et dans
une seconde étape, les parameétres sont estimés par maximisation de la probabilité jointe
de la séquence observée et de la séquence d’états globalement optimale qui a été restaurée.
Comme nous allons 'expliquer, il est nécessaire de prendre en compte les effets aléatoires
dans le calcul de la séquence d’états restaurée et dans la maximisation de la loi jointe de
la séquence observée et de la séquence d’états restaurée.

. ~(k .
Si A% est la valeur courante du parameétre et f‘; ) la valeur prédite courante de 'effet
aléatoire, I'itération k de I'algorithme proposé est décrite par les trois étapes suivantes :

Modéle 1
Etape de restauration : on calcule avec ’algorithme de Viterbi §aT,“1(k) = <§((Iki, ey 53%),

la séquence d’états optimale associée a la séquence observée yf“l et a 'effet aléatoire prédit

~(k
fi ). La restauration est basée sur la décomposition de

Ta _ Tt Ta T
max P (Sa,al - Sajlh}/a,f - ya,ala

Sa,ly--+ySa,Tq

N(k).g(k)> ]

a )

Etape de maximisation : on maximise par rapport a 6 la log-vraisemblance des données
completes (la séquence observée, complétée par la séquence d’états restaurée et effet
aléatoire prédit) pour réactualiser la valeur du paramétre. Autrement dit, on choisit g+
de sorte que

o+ — arg max log f <§aTa1(k)>yZ'ﬁyéik); 9) :
E b bl
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. ~(k+1
Etape de prédiction : on calcule la valeur prédite fi ) a partir de §£“l(k), la séquence

d’états restaurée et a partir de 9(k+1), la valeur du parametre calculée & I’étape de maxi-
misation :

N(k‘—I—l) T, (k

ga =F <£a‘Ya7:iz = ygﬁa Sg,al = Sa,l( )? 9(k+1)) .
Modéle 2

_ La description de l'algorithme est similaire a celle du modele 1 si ce n’est que la valeur
&, est remplacée par les valeurs , ;,7 =1,..., J.

Nous allons & présent décrire en détail chacune des étapes de 1’algorithme proposé
pour les modeles 1 et 2.

Premiére étape : restauration déterministe

L’algorithme de Viterbi a été présenté a la section 2.4.3 dans le cadre d’une chaine
de Markov cachée ou les observations sont conditionnellement indépendantes sachant les
états. Toutefois cette présentation n’est plus valable telle quelle dans le cadre des modéles
1 et 2. En effet, pour le modéle 1, les observations sont conditionnellement indépendantes
sachant D'effet aléatoire et la séquence d’états, et, pour le modeéle 2, les observations sont
conditionnellement indépendantes sachant le vecteur des effets aléatoires et la séquence
d’états. Par conséquent, selon le méme principe que pour le calcul des probabilités lissées
L, ;(t) ou Ly ;(t) ot les effets aléatoires ont été intégrés a un algorithme "avant-arriere",
nous intégrons ici la présence des effets aléatoires a I’algorithme de Viterbi. Nous détermi-
nons la séquence d’états globalement optimale associée a la séquence observée et a 'effet
aléatoire prédit Sa pour le modeéle 1, et nous déterminons la séquence d’états globalement

. 2 by 2. 2. P . Z. . ~J
optimale associée & la séquence observée et au vecteur des effets aléatoires prédits &,
pour le modeéle 2.

Modéle 1
On a la décomposition suivante :

To _ To vTa_ . Ta §
max P<Saj—3“ Yoi=v.4, a)

a,1»
Sa,ly-++ySa,Tqy

— T, _ T T _ T, 7 /
- max{ max P (Yaf-‘rl - yaﬁf—i—l? Sa,(:i,—‘rl - Sa,at—&-lysa,t =D ’Sa) aj (t)} )

J Sa,t+15-- Sa,Ta

avec

o(t)= max P (Sayt =J sz,_ll = SZ,_llv Yat,l = y;,péa) .

Sa,l-++ySa,t—1

L’algorithme est initialisé pour t =1et j =1,...,J par
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0j(1) = P (Sur=7Ver =ur.&,)
= P <Y;1,1 = ya,lysa g
= f (ya,lysa,l = j? éa

2
N—
~
/N
M
vg N
3

L’équation de programmation dynamique s’écrit pour t =2,.... T, et j=1,...,J :

O/'(t) = max P(Savt:msé,_ll:Sal’Yatl_yalag)

Sa,ls--+ySa,t—1

= P (YZL,t = ya,t|Sa,t = j? %a) mlaX{P (Sa,t - j|Sa,t—1 - Z)

X max P <Sa,t—1 0, S =su i, Yarl = yi‘f,éa)}

Sa,l-++ySa,t—2

= f (ya,t|5a,t =7, %(z) max {pijai(t—1)}.

Cet algorithme de Viterbi avec effet aléatoire est semblable a 1’algorithme de Viterbi
"classique", si ce n’est qu’il y a, en plus, la présence de l'effet aléatoire dans le condition-

nement des probabilités d’observation et que 1’on injecte f (éa) lors de 'initialisation. Cet

algorithme est similaire & la récurrence "avant" avec effet aléatoire décrite a la section
3.3.3 pour le modéle 1, & condition d’oublier I’étape de normalisation et de remplacer les

sommations par des maximisations.

Remarquons que la vraisemblance de la séquence d’états globalement optimale associée
a la séquence observée et a 'effet aléatoire prédit est donnée par

T To _ ,Ta ¢
max P (ST = s,V = 0l &, )

Sa,ly-38a,Tq

Toa—1 Ta—1 v/ T. Ta
= max{ max P<Sa,Ta ],S“ = 8.4 ,Yayf:yaf‘l,fa>}

J Sa,15:-,8a,Ty—1

= max {o(T0)} -

Modéle 2
On a la décomposition suivante :
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To _ To vTu _ To g/
max P (ST = 5T,V =yl )

Sa,ls--+y8a,Tq

— Ta _ Ta Ta _ Ta o =J "
= maX{ max P <Ya,t+1 = Yat+1s Sa,t+1 = Sa,t+1|Sa7t = ]75(1,1) a5 (t)} )

J Sa,t+15-+38a,Ta

avec

O/'I(t) = max P (Sa,t =7, S,tz,_11 = s Yat,l =Y, éil) ‘

a,l > a,ly
Sa,ls--+ySa,t—1

L’algorithme est initialisé pourt =1et j =1,...,J par

. ~J
Oé;/(l) = P (SOLJ = j?Ya,l - ya,bga,l)

= P (Ya; = Ya1|Sa1 = J, gil) P <gil> P (Sa1 =)

= (ealSar = j:Euy) {f[f () } ™).
j=1

L’équation de programmation dynamique s’écrit pour t = 2,...,T, et j =1,...,J :

~J
" _ _ s oQt—1 __ _t—1 t _
o (t) = max P (Sa,t = 7,501 = Sq11 Y1 = ya71,§a71>

Sa,ly-++ySa,t—1
= P (Yor = vuslSus = €y max (P (Sue = J1Suems = )

~J
. t—2 _ t—2 t—1 _ t—1
X max P (Sa,t—l =1, Sa,l = Sa1 7Ya,1 = Ya1 7§a,1)}

Sa,1y--+ySa,t—2

= f (ya,t|5a,t = ja ga,j> miaX {pz‘jOé;,(t — 1)} .

Cet algorithme est similaire & celui du modele 1, si ce n’est qu’a l'initialisation, la
densité de 'effet aléatoire &, est remplacée par le produit des J densités des effets aléatoires
&a.j» €t que, dans le conditionnement des probabilités d’observation, I'unique effet aléatoire

prédit Ea est remplacé par anj, I’effet aléatoire prédit relatif a ’état 7.

Sur le méme principe que pour le modele 1, la vraisemblance de la séquence d’états
globalement optimale, associée & la séquence observée et au vecteur des effets aléatoires
prédits, est donnée par
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Toa _ Ta _ ,Ta ¢/
max P<Sa,1 a1aYal ya,lvgaJ)

Sa,ls--y8a,Tq

~J
= max{ max P (Sa,Ta 7, ST“ i ST“ ! YT“ yf,“pfa,l)}

J Sa,15+18a,Tq—1

max {(T,)}

Seconde étape : maximisation

Pour effectuer une maximisation au sens de I’algorithme de Baum-Viterbi, il faudrait
maximiser par rapport & Chacun des paramétres a estimer la quantité
P (Sgal = f“l, YT" yffl; 9) ol sa . désigne la séquence d’états optimale restaurée a l’étape
précédente. Cette quantité ne pouvant pas se calculer dans le cadre des modeéles 1 et 2, on

< <J
maximise P (SaT“l = sfal, YT“ = yi“l, al 6) pour le modéle 1 et P (SaTj = 5le YT“ = yZﬁ, al’ 9)

a17

pour le modeéle 2

Modele 1
La vraisemblance de la séquence observée, associée & la séquence d’états restaurée et
a leffet aléatoire prédit, s’écrit sous la forme :

f (ya17 alafaa9> <ya1’§a7sal) <é ) (STl _Sal)

ou encore

~ \ 2
(ya,t - 5’§a¢ - T§a7t£a>

202

H \/27T05at Bat
~2 T
1 £, 1
X - 3, Sat—18a,t"
{\/ﬂexp< 2)}7Ta,1gpa,t1a,t

Il s’ensuit que la log-vraisemblance de la séquence observée, associée a la séquence d’états
restaurée et & l'effet aléatoire prédit, est donnée par :

flyls.309,€,:0) =

exp | —

- (Ta + 1) ga
IOg f(ya 17 Sa, 17 5(17 9) = IOg T3u1 + E ]'ngga,tflga,t - 9 log 2T — 5
t=2
(s — 5 &)
T, _ o~
a Ya,t Sat — TSay a>
- 1 S - : )
+ ;1 0g03,, 20%(”

ce qui peut se réécrire :
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J J T
logf(yala a17§a76 :ZISalzj)logﬂ-j—}_Zzl(ga,t—l:iaga,t:j)logpij
Jj=

ij=1 t=2
~2
T,+1
( +1) log 27 — S—“

2 2

- 2
J Ta a,t_ﬁ'_ jfa
33 ) [ gy - L)

202
j=1 t=1 J

Selon les mémes principes de maximisation que pour 1’étape M de l'algorithme EM,

les formules de réestimation pour les paramétres markoviens sont données a l'itération k
par :

m Y = 161

To—1 k) k) .
(k)-‘rl)i t=1 I<~((lt_z7~fzt+1_j>

plEth — — ij=1,..,J
(5 =)

De plus, 'annulation successive de la dérivée de (3.21) par rapport a 3, 7; et a? conduit
aux formules de réestimation suivantes :

> k k) =(k)
g+ ZtTlI(A“ ) y“’t_Tg')g“) i=1....J
j ZTa ]’ <:§’(k) — .> ] o ’.“’ ’
t=1 at — J
~(k)
e S (5 =3) (- 8
T
~(k)\ 2
P 1 (59 = 5) (B)
T, . k) k) =(k)
2(k+1) _ Ztl](‘”_ )( -8 - )§“>
J]
Yl (“{kt) —J)

j=1,...

Ces formules sont similaires a celles obtenues a I’étape de maximisation de 1’algo-
rithme itératif avec restauration probabiliste et sachant 'effet aléatoire, si ce n’est que les

probabilités L:l(f;) (t) sont remplacées par les indicatrices [ <§fzkt) = j).

Modéle 2
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Chapitre 3. Le modéle linéaire mixte multiphasique : présentation et méthodes
d’estimation proposées

La vraisemblance de la séquence observée, associée a la séquence d’états restaurée et

au vecteur des effets aléatoires prédits, s’écrit sous la forme :

f (ya17 Z;ala ~Z,1;9> (ya1’£a17 ) f (%Zl) P (SaT,al = gfﬂ) )

ou encore
Ty s 2
1. = (ya,t - Bgayt - ga,'sva,t)
) a 1Sa,l | | ex -
f<yal 1 1 ) {t 1 27T0'8at p( 20%(”

{H \/_T]e p( '>}7Tsa1Hpsat 154t

Il s’ensuit que la log-vraisemblance de la séquence observée associée a la séquence d’états
restaurée et au vecteur des effets aléatoires prédits est donnée par :

~J < T, +J
log f (y TEA T INE 9) =logms,, + > _logps,, 5., — % log 2
t=2
(v — sy~ 5.,) :
T, _ — J 2
< ya’vt ga,t ga,t) é-a ]
+ Z —logos,, — 552 + Z (— log 7; — 5.2 | -
t=1 Sa,t ]:1 J
ce qui peut se réécrire :
y J J Ta
log f (y24, 3540, €04:0) = D01 (G = j)logm; + > 301 (Fas =150y = ) logpy
J=1 i,j=1 t=2
B Eu)
J T _ B3 _
(Ta + J) 4 _ ) <ya7t j a,j)
——log2ﬂ+;;](sa7t:j) —logo; — 207

J 52
+) ( log 7 — 2) . (3.22)
J=1 j

A Ditération k, les formules de réestimation pour les parameétres markoviens sont iden-
tiques a celles données dans le cadre du modeéle 1, puisque la structure de chaine de

Markov sous-jacente est identique pour les deux modéles ; seule la modélisation de I'effet
aléatoire change.

L’annulation successive de la dérivée de (3.22) par rapport a Bj, 7']2 et a? conduit aux
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formules de réestimation suivantes :

By = j=1 e,
Te k
oht1) (T2 B
- <§a,j> - 17 ) J’

Ta 1 (~k) _ . k) =)\ 2
2(k+1) _ =1 ! (S“’t B ‘7) (y“’t — 5 - 5“’j)

J o .
221 I (gﬁkt) = ])

Ces formules sont similaires a celles obtenues & I’étape de maximisation de ’algorithme

itératif avec restauration probabiliste et sachant le vecteur des effets aléatoires, si ce n’est
que les probabilités Lg(jk ) (t) sont remplacées par les indicatrices [ (Eﬁkt) = J) Les formules

pour le parametre 7']2-, relatif aux effets aléatoires, sont identiques.

Troisiéme étape : prédiction

A Titération k, a partir de § S, “( ) , la séquence d’états restaurée et a partir de G(k“), la
~(k+1
valeur du parameétre calculée a l’etape de maximisation, on calcule la valeur prédite 551 )

~(k+1
pour le modele 1 et les J valeurs prédites fi; ), j=1,...,J pour le modele 2

Modéle 1
En toute rigueur, {, = E (§Q|Yaﬁ‘ = yg""l). Cependant, nous avons mis en évidence
a la section 3.3.3 que ce calcul n’était pas possible. Comme nous connaissons la loi de
To)oTa _ =T - T, T, QTa _ = 7
V4|51 = 514, nous choisissons E (,]Y,F = y.4, 514 = 51%) comme valeur de &,.

Ainsi

~(k+1
5((1 +) =F (fa‘Yvaq,ﬂtlZ ya 1) S = ~z:al(k); 0(k+1)> .

D’apres (3.10), nous avons :

~(k+1)

avec I'y, = U, 77U, + V.

/(k+1)U/1—1 1(k+1) (Ya _ Xaﬁ(k-i-l)) 7

Modeéle 2
Sur le méme principe que pour le modeéle 1, nous calculons

~(k+1
giﬂ—"_ ) = E <£a,j|Ya7,1lll e /yg:17 S _ ~Ta(k?)70(k+l)> .

D’aprés (3.14), nous avons :
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g(k+1) _ k) p=10k) (Ya - Xaﬁ(k-i-l)) '

a,j J
avec
Ty =U,DU., 4+ V,,
0
- O = 7'? est le vecteur de dimension J x 1, composé de J — 1 zéros et ayant la
0

2 eme 13
valeur 775 sur sa j°"¢ ligne.

Algorithme itératif avec restauration par simulation

Nous envisageons a présent une étape de restauration par simulation pour ’algorithme
que nous proposons, algorithme itératif en trois étapes. L’algorithme itératif avec restau-
ration par simulation est de type SEM. Rappelons que I’algorithme SEM a été décrit a la
section 2.4.3. Dans une premiére étape, des séquences d’états sont simulées, et dans une
seconde étape, on maximise par rapport aux parametres la log-vraisemblance des données
completes (la séquence observée complétée par la séquence d’états simulée).

= (k
Si 6%) est la valeur courante du parameétre et fi) la valeur prédite courante de 'effet
aléatoire, l'itération k de I'algorithme proposé est décrite par les trois étapes suivantes :

Modéle 1

Etape de restauration : on simule la séquence d’états §£“1(k) = <§(k) e §Ezk)Ta> selon la

a,ls
(k). 9(’?)>'

loi conditionnelle P <SaT7"1 = saT7“1|Yff = yaT:‘l, 0
Etape de maximisation : on maximise par rapport a 6 la log-vraisemblance des données
completes (la séquence observée complétée par la séquence d’états restaurée et effet
aléatoire prédit) pour réactualiser la valeur du paramétre. Autrement dit, on choisit g+
de sorte que

0! = argmaxlog f (55“1('“), Yl €0, 9) -
E b bl

. ~(k+1
Etape de prédiction : on calcule la valeur prédite f((z ) a partir de éial(k), la séquence

d’états simulée et a partir de 0+ 1a valeur du parametre calculée a I'étape de maximi-
sation :

~(k+1) To _ o Ta oTa _ =Ta(k). p(k+1

ga =F (£a|Ya,1 - ya,hSa,l - Sa,l( )70( * )) :
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Modéele 2
_ La description de I'algorithme est similaire a celle du modele 1 si ce n’est que la valeur
&, est remplacée par les valeurs £, ;,j =1,..., J.

Nous allons & présent décrire en détail chacune des étapes de l’algorithme proposé
pour les modeles 1 et 2.

Premiére étape : restauration par simulation
La premiére étape est basée sur le principe de I’étape S de l'algorithme SEM dans

laquelle, & l'itération k, on simule la séquence des états cachés s, 1(k) ( SL’?, o 55@’“)

selon la loi conditionnelle P (STI = ST“ YTa = ya N G(k)) Or, la présentation de 1'algo-

rithme SEM faite au chapitre 2, dans le cadre de l'estimation des parameétres dune
chaine de Markov cachée, doit étre adaptée pour l’estimation des paramétres des mo-
deles 1 et 2. Comme les observations ne sont plus conditionnellement indépendantes
sachant seulement les états, mais sachant en plus l'effet aléatoire ou le vecteur des ef-
fets aléatoires nous prenons en compte les effets aléatoires dans la décomposition de la loi

( | att1l = Sa% +1,YT“ = :{“1,0) Nous souhaitons donc décomposer

P ( it = JlSea = skn Y = yal,ﬁa;ﬁ) pour le modele 1 et
P (St = 18T = s8I = %, €0130) powr le modele 2

Modéele 1 )
La probabilité conditionnelle P (S . = ]Sk attl = Sat +1,YaT‘f yi“l, a) peut s’écrire

sous la forme :

Ta P
P( ]’Sat—i-l at+17Ya1 ya17 )
Ta I a I I — A
P (Ya,t-‘rl = Ya 1 Sa t+2 Sq t+2‘Sa t+1 = Sa t+1) P (Sa,tJrl - 3a,t+1|Sa,t - ])

_ _ t ot ¢
at+1 — Sa,t—i—l) P <Sa,t+l = Sa,t+1, Ya71 - ya,h 5(1)

P (Yaj,;fa—&-l = 3/5,%17 Sa 2 = So!
X P (Sa,t =7, Yat,1 = Z/Z,la@)
P (Sa,t+1 = Sa,t+1|5a,t = j) P (Sa,t = j|Y;,1 = yZ,p ga)
P (Sa,t+1 = 5a,t+1’YZ1 = yZ,Dga)
Pjsasr Fag(t)

Zi Disq 141 Fé,i(t) ’

ou [ (t) = P <Sa¢ = jIYE =yl & 0), la  probabilité  filtrée et

P (Sa’tﬂ = Saur1|VE =yt 1. Eus 9) > i Disaria Fui(t), 1a probabilité prédite sont toutes
deux issues de la récurrence "avant" décrite dans le cadre du modele 1 a la section 3.3.3.
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Selon le méme principe que pour I’étape S de I’algorithme SEM, & l'itération £, on procéde
de la maniére suivante :

Pourt =T, et j =1,...,J, on calcule grace a I'algorithme "avant" décrit section 3.3.3

P<Sa,Ta GV =y 2 9('“) FN(T).

On génere ensuite un nombre aléatoire entre 0 et 1 et on regarde a quel état il correspond
sur la fonction de répartition de la loi de probabilité

, ~(k ;
{P (Sa,Ta = VT =y & );9(’“)) j=1, J}

Pourt=1T,—1,...,1et j=1,...,J, on calcule

P (Suss = stha1S0s = ) FS(1)
P (Suris = slSue = 1) E @)

(k) ~
P (S ]|Sgt+1 = 55t+17YT“ = ?Ja 1 e(k))

On géneére ensuite un nombre aléatoire entre 0 et 1 et on regarde a quel état il correspond
sur la fonction de répartition de la loi de probabilité

~ (k) .
{P< |Sat+1 at+17Y;1Tf = ?/a1> a ?H(k)> = 1>-~-J}-

Cette étape de restauration par simulation est similaire a l’étape S de l'algorithme
SEM, si ce n’est que les probabilités filtrées P (S, = j|Y =Y, 1) utilisées pour SEM,
sont remplacées par les probabilités filtrées tenant compte de leffet aléatoire

P (Sa,t = j|YZ,1 = yfz,l?&z)

Modéle 2
Selon le méme principe que pour le modele 1, la probabilité conditionnelle
~J
P (S = jlSta,, = sta Y =yla, §a’1> peut s’écrire sous la forme :
=J Pjsa, t+1F” ( )
P (Sus = j1STi10 = st Vs = ul5.600) = !
J| a,t+1 at+1 a,l ya,l fa,l Z pzsa i F// ( )
=]
o Fi(t) = P (Sa,t =Y =1 €ars 9), la  probabilité  filtrée et

~J . )
P (Sai+1 = a1 |V = Yb 1 Ears 9) > i Pisaria Fai(t), la probabilité prédite sont toutes
deux issues de la récurrence "avant" décrite dans le cadre du modéle 2 a la section 3.3.3.

Le procédé de simulation est identique & celui décrit pour le modele 1. L’étape de
restauration pour le modele 2 est semblable a celle du modele 1, & la différence prés que
les probabilités Fy, ;(t) sont remplacées par les probabilités F7,(t).
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Seconde étape : maximisation
Pour effectuer une maximisation au sens de I’algorithme de SEM, il faudrait maximiser

par rapport & chacun des parameétres a estimer la quantité P (tS'aT:‘1 = §£”1(k), Yff = yZ"l; 9)

ou 52“1(k) désigne la séquence d’états simulée & I’étape précédente. Cette quantité ne pou-
vant pas se calculer dans le cadre des modeles 1, et 2, on maximise

~(k ~J(k
P SaTj‘l = 52“1(]6), YaT‘f = yi“l, ((1 ); 9) pour le modele 1 et P (STf‘l = 52“1(]6), YaT‘f = yi“l, a7(l ); 9)

a
pour le modele 2.

Les formules de réestimation pour les parameétres des modeles 1 et 2, obtenues dans le
cadre d’'une maximisation au sens de SEM, sont similaires a celles obtenues dans le cadre
d’'une maximisation au sens de Baum-Viterbi, si ce n’est que Eﬁkt) désigne I'état simulé a

Iinstant ¢ au lieu de I’état globalement optimal & 'instant .

Troisiéme étape : prédiction

Le principe de 'étape de prédiction est similaire & celui décrit dans le cadre de l'al-
gortihme de type Baum-Viterbi, a la différence prés que §QT,“1 désigne la séquence d’états
simulée au lieu de la séquence d’états globalement optimale.

3.4 Conclusion

La double structure cachée du modeéle linéaire mixte multiphasique implique que les
observations ne sont pas seulement conditionnellement indépendantes sachant les états
comme pour une chaine de Markov cachée. Les observations sont conditionnellement in-
dépendantes sachant la séquence d’états et I'effet aléatoire pour le modele 1, et elles sont
conditionnellement indépendantes sachant la séquence d’états et le vecteur des effets aléa-
toires pour le modele 2. Du fait de ces relations d’indépendance conditionnelles spécifiques,
I’estimation des parameétres de ces deux familles de modeéles n’est pas aisée. En particulier
I’étape E de I'algorithme EM ne s’écrit pas de maniére analytique et par conséquent 1’al-
gorithme EM est écarté comme méthode d’estimation des paramétres pour la famille des
modeéles linéaires mixtes multiphasiques. Nous avons également envisagé un algorithme
de type EM sachant les valeurs prédites des effets aléatoires. Cet algorithme itératif est
composé de trois étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape de restaura-
tion est probabiliste, et s’implémente par un algorithme "avant-arriére" sachant les effets
aléatoires. L’étape de maximisation s’écrit sans difficulté. Toutefois il est nécessaire de
savoir prédire & chaque itération une nouvelle valeur des effets aléatoires. Cette étape de
prédiction pose probléme car ’étape de restauration probabiliste détermine 1’ensemble
des séquences d’états possibles.

Nous proposons comme alternative a I’algorithme EM, un algorithme itératif, en trois
étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape de restauration déterministe
ou effectuée par simulation nécessite ’hypothése supplémentaire d’intégrer les effets aléa-
toires au calcul de la séquence d’états restaurée. L’étape de maximisation nécessite cette
méme hypotheése pour la maximisation de la probabilité jointe de la séquence observée et
de la séquence d’états restaurée. Par conséquent, une étape de prédiction est nécessaire
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pour calculer les valeurs prédites des effets aléatoires, valeurs utilisées pour les étapes de
restauration et de maximisation.

Le fait que I'étape de restauration soit déterministe ou effectuée par simulation per-
met d’effectuer une étape de prédiction sans difficulté. Par conséquent, nous pourrions
envisager, pour ’algorithme avec restauration probabiliste et sachant les effets aléatoires,
une étape de prédiction pour laquelle une étape de restauration déterministe ou par simu-
lation serait effectuée, afin de restaurer une seule séquence d’états utilisée pour le calcul
de la prédiction.
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Chapitre 4

Application : analyse de la croissance
en longueur d’arbres forestiers

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’application de la modélisation linéaire mixte multiphasique
présentée au chapitre 3 pour I’analyse de la croissance en longueur d’arbres forestiers. L’ob-
jectif est tout d’abord de déterminer le nombre de phases de croissance qui composent
la période de croissance globale de I’échantillon, et de les identifier précisément par le
biais de la restauration. Ensuite, 'objectif est de sélectionner un modéle linéaire (mixte)
sur chacune des phases restaurées pour mettre en évidence l'influence éventuelle de fac-
teurs climatiques (stress hydriques) ainsi que la présence ou I'absence d’hétérogénéité
inter-individuelle a I'intérieur de la phase de croissance considérée. Nous restreignons la
présentation a la modélisation de deux des jeux de données présentés au chapitre 1 — les
chénes sessiles agés de 15 ans (Fig 1-4) et les pins laricios agés de 18 ans (Fig 1-8) — avec
le modele 2. Dans un premier temps, la démarche pour I’étude des deux jeux de données
sera décrite. Par la suite, les résultats de 'application & chacun des jeux de données seront
exposés et interprétés.

4.2 Démarche

Chaque jeu de données est modélisé avec le modéle linéaire mixte multiphasique ayant
un effet aléatoire différent pour chaque état. Comme cela a été mis en évidence au chapitre
1, pour chacune des phases, la tendance reflétant 1’évolution de la croissance sur la phase
et les covariables climatiques sont modélisées par des effets fixes et un effet aléatoire
"individu" modélise I’hétérogénéité entre les individus. La tendance sera représentée par
un simple intercept reflétant le niveau moyen de croissance sur la phase de croissance
ou par un polynéme d’ordre 1. La covariable climatique modélisant les stress hydriques
détectés pendant la période d’allongement (resp. la période d’organogenése) peut étre prise
en compte seule dans la modélisation ou bien les deux covariables climatiques, chacune
relative & Pune des deux périodes, peuvent étre prises en compte. A titre d’exemple,
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nous donnons I’écriture du modele 2 pour lequel les effets fixes sont représentés par une
tendance polynomiale d’ordre 1 et par les deux covariables climatiques, chacune relative
a I'une des deux périodes. La modélisation de 'observation y, ., relative a I'individu a se
trouvant dans I’état j a l'instant ¢, s’écrit sous la forme suivante :

ya,t|sa,t:j = aj+5jt+71jx1,t+72jx27t—1+§a,j+6a,t7 a = 17 X3 Nat = 17 -‘-7Ta;j = 17 e J7

ol

- a; et 0; sont l'intercept et la pente de la tendance polynomiale d’ordre 1,

* 71, (resp. 7,;) est le coefficient de la covariable climatique z,; (resp. ¥2; 1) modélisant
les stress hydriques détectés sur la période d’allongement (resp. sur la période d’organo-
genése). La covariable climatique modélisant les stress hydriques détectés sur la période
d’organogenése est indicée par ¢ — 1 et non par ¢ car un stress hydrique détecté au cours
de la période d’organogenese de 'année n — 1 est susceptible d’influencer la longueur
de la pousse annuelle de I’année n. Remarquons que pour ¢t = 1, x5 est connue car les
données climatiques sont connues pour ’année précédant le début de la période d’étude.
Les covariables climatiques z1; et 22,1 peuvent représenter les différents points de vue
de la covariable stress hydrique définis au chapitre 1 : indicatrice, quantification, nombre
de stress.

<&, ~ N(0, 7'?) est l'effet aléatoire relatif a 'individu a se trouvant dans ’état 7,

- eat ~ N(O, 0?) est le terme d’erreur aléatoire relatif a I'individu a se trouvant dans I’état
J a l'instant ¢,

- N est le nombre d’individus, 7T, est la longueur de la séquence observée relative a
I'individu a et J est le nombre d’états.

Remarquons que I'expression «; + ;¢ + 7121+ + V9,721 représente le terme "3;" utilisé
dans les chapitres 2 et 3 comme terme générique pour désigner les effets fixes. Selon les
notations adoptées dans la section 3.3.2, le vecteur 3 des effets fixes est dans ce cas précis
un vecteur de dimension 4.J x 1. La matrice X,, matrice d’incidence de 3 est alors de
dimension T, x 4J et la matrice U,, matrice d’incidence du vecteur des effets aléatoires
55’1 est de dimension T, x J. Les matrices X, et U, ne sont identiques que lorsque le terme
des effets fixes se résume & un simple intercept, sans covariable climatique.

Les parameétres du modeéle 2 sont estimés avec l'algorithme itératif de type Baum-
Viterbi, avec restauration déterministe, décrit a la section 3.3.4. L’implémentation de cet
algorithme a été effectuée sous le logiciel statistique libre R (Ihaka et Gentleman, 1996).
Dans le cas précis de la modélisation écrite ci-dessus, pour ’ensemble des N séquences, les
formules de réestimation pour les parameétres des J modéles linéaires mixtes, a l'itération
k, sont les suivantes :

u k . k k k ~(k)
(k+1) Zfzv:l Zthl I (:ﬁt) = ]> (ya,t - 55‘ 't~ 7§j)331,t - 7gj)x2,t—1 - fw) .
a; = j=1..J

@ k .
Zfzvz1 Zthl I (ggt) = J)
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; ~(k)
(k+1) Zivzl ;Fil I (g{akt) - J) (ya,t - a§'k) - 7%)%1,1: - 7(2];)$2,t—1 - §a,j> t
0 = j=1,..,J
J N T, I ~k) _ -\ o y ey oy
Dot 2 L (Sai = 7)1

N T, k . k k k ~(k)
k41) a=1 £at=1 I (gfzt) = .7) (ya,t - 04;. ) — (55- )Zf - ’ng)l’z,tfl - fw) Ty

f)/lj N N T k . j = 17"‘aJ7
Dot 2aia (gfzt) :]> x%t

a k . k k k 7(k)
Sl T (38 =) (e — = 0t — W — &) w2

J
o =1...J

2 N T, k J y ey oy

Za—l Zt—l I <§z(1,t) = ]) I%’til

N[0\
2(k+1) Zafl <€au) 1 7
j - N j - ) rery Yy
N T, k k k k k ~(k)\ 2
2(k+1) Za*l t=1 I (gfzt) = j> (ya,t — ozg. ) 5§. )t - ’ng):L‘l,t - ng)xzﬂt—l - fa,j> . .
/ - j=1,..
J N —T. k
Za:l Zt:l I (gfzt) = J>

Initialisation de I’algorithme
Le premier travail consiste & définir les J phases de croissance successives qui com-
posent la période de croissance globale des arbres. Cette étape est assez subjective, mais
il s’agit de découper des phases bien distinctes, délimitées par des ruptures assez nettes.
Ensuite, sur chacune de ces phases, les valeurs des paramétres du modéle linéaire mixte
qui ajuste au mieux les données, et les valeurs prédites des J effets aléatoires pour chacun
des individus sont obtenues avec des procédures de R. Ces valeurs sont alors utilisées pour
construire les J modeéles linéaires mixtes et la matrice des N x J effets aléatoires prédits,
nécessaires a l'initialisation.
L’initialisation requiert également des parameétres initiaux relatifs & la chaine de Markov
sous-jacente :
- Les J probabilités initiales sont choisies de sorte que leur somme vaut 1.
- La matrice des probabilités de transition est une matrice dont la triangulaire inférieure
est nulle, traduisant la structure gauche-droite de la chaine de Markov. Autrement dit, la
croissance de ’arbre est traduite en supposant que lorsque ’arbre se trouve dans un état,
il peut soit y rester soit passer dans un des états suivants, mais il ne peut pas revenir
dans I'é¢tat précédent. Les probabilités de bouclage p;;, 7 = 1,...,J sont déterminées en
égalant la longueur moyenne de la phase j (obtenue a partir des données) a la moyenne
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1/ (1 — pj;) d’'une loi géométrique de parametre 1 —p;;, qui est la loi d’occupation de ’état
j d’une chaine de Markov.

Principe de l’algorithme

Le principe de l'algorithme consiste a itérer les trois étapes de restauration, maxi-
misation et prédiction jusqu’a stabilisation des séquences d’états optimales restaurées et
jusqu’a convergence des parameétres et des effets aléatoires prédits.

La démarche pour ’étude de chacun des jeux de données est la suivante :

Tout d’abord, le nombre de phases de croissance composant la période de croissance
de I’échantillon d’arbres est sélectionné sur la base de critéres de sélection décrits ci-
dessous. Le nombre de phases de croissance déterminé, chaque période de croissance est
restaurée. Remarquons que la restauration est spécifique a chaque individu : comme nous
le verrons dans ’exemple des chénes sessiles, pour une année donnée, tous les individus
ne sont pas forcément dans la méme phase de croissance. Toutefois, il y a une forte
homogénéité dans la segmentation parmi I’ensemble des individus. Un critére de validation
consiste a vérifier que la segmentation met bien en évidence des phases séparées par des
ruptures nettes. Il est également intéressant de déterminer, de maniére globale, lequel des
trois éléments intervenant dans la modélisation (le nombre de phases de croissance, les
covariables climatiques, 1'effet aléatoire) est prépondérant.

Une fois le nombre de phases de croissance sélectionné et les phases de croissance restau-
rées, un modele linéaire (mixte) est sélectionné sur chacune des phases pour déterminer et
interpréter I'influence des différentes sources de variation : covariables climatiques, effet
aléatoire.

Explicitons a présent les critéres de sélection utilisés pour ce travail.

Sélection de modéles

La sélection des modeles s’effectue sur la base de critéres de type AIC (Akaike Informa-
tion Criterion) et BIC (Bayesian Information Criterion). Le principe des criteres AIC et
BIC (Burnham et Anderson, 2002) consiste & compenser la vraisemblance des paramétres
estimés associée aux données, traduisant la qualité de ’ajustement, par une fonction judi-
cieusement choisie du nombre de parameétres indépendants du modéle et éventuellement
de la taille de I’échantillon. Autrement dit, ce sont des critéres de vraisemblance pénalisée
qui sélectionnent le modeéle réalisant le meilleur compromis entre ajustement aux données
et parcimonie du modele. Ces deux critéres se définissent comme suit :

AIC = —2I 42K,
BIC = —-2L+ Klog(n),

ol

- L désigne la log-vraisemblance des paramétres associée aux données,
- K désigne le nombre de parametres indépendants du modéle,
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- n est la taille de ’échantillon.

Le meilleur modele au sens du critére AIC ou BIC est celui pour lequel la valeur du critéere
est la plus faible. Rappelons que d’aprés les abaques de Jeffreys (1961), une différence
de BIC est trés significative et permet de prendre une décision si elle est strictement
supérieure a 10.

L’utilisation de ces deux criteres dans le cadre de la sélection de modéles marko-
viens n’est justifiée que si la chaine de Markov est ergodique (formée d’une seule classe
récurrente apériodique). Or dans notre cas, la chaine de Markov sous-jacente n’est pas
ergodique puisqu’elle est composée d'une succession d’états transitoires et d’un état fi-
nal absorbant (structure "gauche-droite"). Toutefois, sur la base de ces deux critéres,
nous prendrons pour L la log-vraisemblance des données observées sachant le vecteur des
effets aléatoires prédits. Pour la séquence d’observations ygfl relative a l'individu a, la log-
vraisemblance des données observées sachant le vecteur des effets aléatoires prédits est
donnée par P (yiﬂﬁil) = ;Fil N, ot les Ni, sont les facteurs de normalisation définis
lors de la description de la récurrence "avant" a la section 3.3.3. Le nombre K est obtenu
en ajoutant au nombre de parametres markoviens indépendants le nombre de parameétres
relatifs aux J modeles linéaires mixtes. Par la suite, nous garderons la terminologie AIC
et BIC pour les deux critéres utilisés, qui ne sont pas de véritables AIC et BIC, mais qui
en sont inspirés.

4.3 Les chénes sessiles 4gés de 15 ans

4.3.1 Sélection du nombre de phases de croissance

Le premier jeu de données étudié est celui des 46 chénes sessiles agés de 15 ans (Fig
1-4). L’étude débute par la sélection du nombre de phases de croissance. Le tableau
4-1 récapitule les différentes valeurs de L, K, et des criteres AIC et BIC pour divers
modeles qui différent par le nombre d’états (c’est-a-dire de phases de croissance), par la
présence ou Iabsence de covariable climatique (notée covar clim), et par la présence ou
I'absence d’effet aléatoire individuel (modéle linéaire mixte, noté L2M ou modéle linéaire,
noté LM). Les résultats sont donnés pour une tendance polynomiale d’ordre 1 et pour la
covariable climatique représentée par la quantification des stress détectés durant la période
d’allongement. La figure 4-1 présente le cas ou I'on envisage deux phases de croissance
avec un changement de phases entre les années 1989 et 1990. La figure 4-2 présente le cas
ou l’on envisage trois phases de croissance avec un premier changement entre 1986 et 1987
et un second changement entre 1989 et 1990. Remarquons que les changements de phases
sont envisagés de maniére globale, pour la majorité des individus, mais ils pourraient se
situer une ou deux années avant pour certains individus. Envisager plus de trois phases
de croissance semble peu réaliste au vu des données.
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Nb états | LM : tendance | LM : tendance + | L2M : tendance | L2M : tendance +
covar clim covar clim
1 L =-2792.85 | L =-2773.76 L =-2792.85 L =-2773.76
K=3 K =4 K =4 K=5
AIC = 5591.69 | AIC = 5555.51 AIC =5593.71 | AIC = 5557.53
BIC = 5605.03 | BIC = 5573.30 BIC =5611.49 | BIC = 5579.76
2 L =-2600.80 | L =—2573.46 L = —2598.42 L = —-2572.96
K=7 K =10 K =10 K =12
AIC = 5215.61 | AIC = 5166.93 AIC =5216.84 | AIC = 5169.93
BIC = 5246.73 | BIC = 5211.39 BIC = 5261.29 | BIC = 5223.28
3 L =-2573.72 | L = —2557.72 L = —-2573.72 L = —2556.96
K =13 K =16 K =16 K =19
AIC =5172.91 | AIC = 5146.97 AIC =5179.43 | AIC = 5151.92
BIC = 5230.70 | BIC = 5218.10 BIC = 5250.56 | BIC = 5236.39

TAB. 4-1 — Sélection du nombre de phases de croissance chez les chénes sessiles agés
de 15 ans.

A la lecture du tableau, il apparait que Peffet aléatoire n’apporte rien dans la mo-
délisation, et ce quel que soit le nombre d’états. Entre le modéle linéaire avec covariable
climatique a 1 état et celui & 2 états, la différence d’AIC est de pres de 400, et la différence
de BIC est de plus de 300. Cela prouve que le passage de 1 & 2 états améliore trés net-
tement la modélisation. Enfin, la prise en compte d’une covariable climatique améliore le
modele de fagon significative. En effet, la différence d’AIC (resp. de BIC) entre le modéle
linéaire & 2 états sans covariable climatique et le modele linéaire a 2 états avec covariable
climatique est de prés de 50 (resp. de plus de 30). Ainsi, pour les chénes sessiles agés de 15
ans, dans la modélisation, le nombre d’états est I’élément nettement prépondérant devant
les covariables climatiques qui sont elles-mémes prépondérantes devant 'effet aléatoire.

Le critéere AIC sélectionne le modeéle linéaire multiphasique a 3 états avec covariable
climatique alors que le critére BIC sélectionne le modéle linéaire multiphasique a 2 états
avec covariable climatique. Cela confirme le fait que le critere AIC a tendance & don-
ner un modéle sur-paramétré alors que le critére BIC a tendance a donner un modéle
sous-paramétré. Le fait que le modéle a 2 états ait moins de parameétres que le modéle
a 3 états pourrait étre un argument favorable au modele 2. La comparaison entre les
séquences d’états restaurées pour 2 états et les séquences d’états restaurées pour 3 états
peut également étre un argument de décision. Nous choisissons de présenter les résultats
liés a la restauration des séquences d’états pour le modeéle a 2 états, et les résultats pour
la comparaison et la sélection de modeéles phase par phase sont donnés pour le modeéle a
3 états.

Comme nous 'avons déja mentionné a la section 4.2, la restauration des séquences
d’états est spécifique a chaque individu. A titre d’illustration, la figure 4-3 représente trois
séquences d’états globalement optimales restaurées parmi les 46. Il s’agit de la restauration
effectuée dans le cadre du modele & 2 états. Pour 'individu représenté en trait plein noir,
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4.3. Les chénes sessiles 4gés de 15 ans

Phase de croissance 1 Phase de croissance 2

]

Languadr dala Ph (om)
!

1983 1984 1985 1985 18987 1988 1280 1290 19e1 == ] 1993 1964 1985 1906

F1G. 4-1 — Deux phases de croissance envisagées pour la période de croissance des chénes
sessiles agés de 15 ans.

deux phases de croissance ont été restaurées avec un changement entre 1987 et 1988.
Pour les deux autres individus représentés par des pointillés rouge et vert, le changement
entre les deux phases de croissance restaurées a lieu entre 1989 et 1990. La restauration
de la séquence d’états globalement optimale est spécifique & chaque individu dans le
sens otl, pour une année donnée, tous les individus ne sont pas dans la méme phase de
croissance. Toutefois, aprés restauration déterministe de I’ensemble des séquences d’états
globalement optimales, une forte homogénéité dans la segmentation en phases est mise en
évidence parmi les 46 individus.

De méme, un travail de validation consiste & vérifier que les changements de phases
correspondent bien & des sauts au niveau de la longueur de la pousse annuelle. Ainsi,
pour les individus représentés en rouge et en vert, le changement de phase entre 1989 et
1990 est caractérisé par une nette variation de la longueur de la pousse annuelle. Cette
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Chapitre 4. Application : analyse de la croissance en longueur d’arbres forestiers

Phase de Phase de Phase de
croissance 1 croissance 2 croissance 3 !

Longuadr dala Ph (om)

Fi1G. 4-2 — Trois phases de croissance envisagées pour la période de croissance des chénes
sessiles agés de 15 ans.

longueur passe de 20cm en 1989 a prés de 70cm en 1990 pour I'individu en rouge, et de
25cm en 1989 a 70cm en 1990 pour 'individu en vert.

4.3.2 Comparaison et sélection de modéles phase par phase

Le nombre de phases de croissance déterminé, nous souhaitons sélectionner un modéle
sur chacune des phases de croissance afin d’interpréter la croissance des arbres sur les
différentes phases, et ce en comparant les deux sources de variation : les covariables cli-
matiques et effet aléatoire. Sur la base des mémes critéres de sélection, les trois tableaux
4-2, 4-3 et 4-4 comparent pour chacune des trois phases de croissance divers modeéles
qui différent par la présence ou 'absence d’effet aléatoire (L2M/LM) et par la présence
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4.3. Les chénes sessiles 4gés de 15 ans
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F1G. 4-3 — Restauration des séquences d’états globalement optimales pour 3 des chénes
agés de 15 ans.

ou ’absence de covariable climatique. Lorsqu’une covariable climatique est présente, on
compare les différents points de vue — indicatrice, quantification et nombre de stress — de
la covariable stress hydrique.

Phase de croissance 1

’ \ Pas de covar clim \ Indicatrice \ Quantification \ Nb stress
LM | AIC =719.48 AIC =713.10 | AIC =710.29 | AIC =706.24
BIC = 725.57 BIC = 722.23 | BIC =719.42 | BIC = 715.37
L2M | AIC = 723.48 AIC =717.11 | AIC =714.30 | AIC =710.25
BIC = 735.66 BIC = 732.32 | BIC =729.51 | BIC = 725.46

TAB. 4-2 — Comparaison et sélection de modeéles pour la phase de croissance 1.

Le modele linéaire simple, sans effet aléatoire et avec la covariable climatique carac-
térisée par le nombre de stress, est le meilleur modeéle au sens des critéeres AIC et BIC.
L’ajout d’un effet aléatoire n’améliore pas le modeéle. L’ajout de la covariable climatique
caractérisée par l'indicatrice ou par la quantification améliore le modéle, mais de facon
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Chapitre 4. Application : analyse de la croissance en longueur d’arbres forestiers

non significative. Les différences d’AIC (plus de 13) et de BIC (plus de 10) sont seulement
significatives pour ’ajout de la covariable climatique caractérisée par le nombre de stress.

Phase de croissance 2

’ \ Pas de covar clim \ Indicatrice \ Quantification \ Nb stress ‘
LM | AIC = 878.60 AIC = 858.19 | AIC = 847.13 | AIC = 725.52
BIC = 884.03 BIC = 866.35 | BIC = 855.29 | BIC = 733.67
L2M | AIC = 882.60 AIC =862.20 | AIC =851.14 | AIC = 729.52
BIC = 893.47 BIC = 875.79 | BIC =864.73 | BIC = 743.11

TAB. 4-3 — Comparaison et sélection de modeles pour la phase de croissance 2.

C’est encore le modeéle linéaire simple avec la covariable climatique caractérisée par le
nombre de stress qui est le meilleur modéle au sens des deux critéres. Cette fois, I’ajout
de I'une des trois caractérisations de la covariable climatique améliore de facon trés si-
gnificative la modélisation. La différence d’AIC (plus de 150) et de BIC (plus de 110)
entre le modéle linéaire sans covariable climatique et le modeéle linéaire avec la covariable
climatique caractérisée par le nombre de stress est la plus importante.

Phase de croissance 3

’ \ Pas de covar clim \ Indicatrice \ Quantification \ Nb stress ‘
LM | AIC = 3340.19 AIC = 3342.17 | AIC = 3310.09 | AIC = 3327.07
BIC = 3347.98 BIC = 3353.85 | BIC = 3321.77 | BIC = 3338.76
L2M | AIC = 3344.20 AIC = 3346.17 | AIC = 3314.09 | AIC = 3331.08
BIC = 3359.77 BIC = 3365.64 | BIC = 3333.56 BIC = 3350.54

TAB. 4-4 — Comparaison et sélection de modeles pour la phase de croissance 3.

Le modeéle linéaire avec la covariable climatique caractérisée par la quantification est le
meilleur modele. L’ajout de la covariable climatique caractérisée par 'indicatrice n’amé-
liore pas le modele, alors que ’ajout de la covariable climatique caractérisée par la quantifi-
cation améliore la modélisation de facon trés significatrice. La croissance est donc soumise
au climat sur cette période.

Ainsi, les chénes sessiles 4gés de 15 ans ne sont soumis a ’effet aléatoire "individu" sur
aucune des périodes. Il n’y a pas d’hétérogénéité entre les individus au cours des différentes
phases de croissance. Cela signifie que les arbres ont une croissance homogéne sur toute
leur période de croissance. Le climat influence la croissance de maniére importante sur
les seconde et troisieme périodes, alors qu’il 'influence de fagon moindre sur la premiere
période.

En plus de confirmer les résultats obtenus pour la modélisation de la période globale
lors de la sélection du nombre de phases (1effet aléatoire n’apporte rien dans la modélisa-
tion, la prise en compte d’une covariable climatique améliore la modélisation), la sélection
de modeles phase par phase permet de préciser 'importance de I'influence du climat au
cours des différents ages.
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4.4. Les pins laricios agés de 18 ans

4.4 Les pins laricios agés de 18 ans

4.4.1 Sélection du nombre de phases de croissance

Le second jeu de données étudié est celui des 30 pins laricios agés de 18 ans (Fig
1-8). Le principe de I’étude est le méme que pour les chénes. Le tableau 4-5 récapitule les
différentes valeurs de L, K, et des critéres AIC et BIC pour divers modeéles qui différent
par le nombre d’états, par la présence ou ’absence de covariable climatique et par la
présence ou ’absence d’effet aléatoire. Comme pour les chénes, les résultats sont donnés
pour une tendance polynomiale d’ordre 1 et pour la covariable climatique représentée
par la quantification des stress détectés durant la période d’allongement. La figure 4-4
présente le cas ol 'on envisage deux phases de croissance avec un changement de phases
pour la majorité des individus entre les années 1981 et 1982. La figure 4-5 présente le
cas ol 'on envisage trois phases de croissance avec un premier changement entre 1981 et
1982 et un second changement pour la plupart des individus entre 1987 et 1988. Comme
pour les chénes, envisager plus de trois phases de croissance parait peu réaliste au vu des
données.

Méme si I’hypothese ou la période de croissance est composée de trois phases de
croissance parait tout a fait plausible, la restauration déterministe des séquences d’états
globalement optimales n’a restauré que deux phases de croissance pour la totalité des
30 individus. Par conséquent, nous ne présentons que les résultats comparatifs entre les
modeles & 1 état et ceux a 2 états.

Nb états | LM : tendance | LM : tendance + | L2M : tendance | L2M : tendance
covar clim covar clim

1 L =-1983.72 | L = —1982.55 L = —1881.83 L = —1879.82
K=3 K=4 K =4 K=5
AIC = 3973.44 | AIC = 3973.11 AIC =3771.66 | AIC = 3769.63
BIC = 3986.07 | BIC = 3989.94 BIC = 3788.46 | BIC = 3787.67

2 L =-1863.23 | L = —1858.89 L = —1861.82 L = —1849.76
K=9 K=11 K=9 K=11
AIC = 3744.47 | AIC = 3739.78 AIC =3741.64 | AIC = 3721.53
BIC = 3782.34 | BIC = 3786.07 BIC =3779.51 | BIC = 3767.82

TAB. 4-5 — Sélection du nombre de phases de croissance chez les pins laricios agés de

18 ans.

Contrairement aux chénes, I’effet aléatoire améliore fortement la modélisation a un seul

état. En effet, la différence d’AIC (resp. de BIC) entre le modéle linéaire sans covariable
climatique et le modeéle linéaire mixte sans covariable climatique est de plus de 200 (resp.
prés de 200). De méme, le passage de 1 a 2 états engendre une différence d’AIC et de BIC
de plus de 200 entre le modele linéaire sans covariable climatique & 1 état et le modele
linéaire sans covariable climatique & 2 états. Ces mémes différences se retrouvent entre le
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Phase de Phase de
| croissance 1 croissance 2

Longueur dala PAjcm)

197 1580 1281 1982 1552 =i n 185 1988 1= 1965 =il 1280 1281 1982 1958 198
Annses

F1G. 4-4 — Deux phases de croissance envisagées pour la période de croissance des pins
laricios agés de 18 ans.

modele linéaire avec covariable climatique & 1 état et celui a 2 états. Enfin, Ueffet de la
covariable climatique n’est pas significatif avec un seul état alors qu’il I’est pour le modéle
linéaire mixte multiphasique a 2 états (différences d’AIC et de BIC supérieures a 20). Par
conséquent, dans la modélisation des pins laricios de 18 ans, l'effet aléatoire et le nombre
de phases de croissance sont prépondérants devant les covariables climatiques.

Les critéres AIC et BIC sélectionnent tous deux le modéle linéaire mixte multiphasique
a 2 états avec covariable climatique.

4.4.2 Comparaison et sélection de modéles phase par phase

Comme pour les chénes, les deux tableaux 4-6 et 4-7 comparent, pour chacune des
deux phases de croissance, divers modéles qui difféerent par la présence ou ’absence d’effet
aléatoire et par la présence ou l’absence de covariable climatique. Lorsqu’une covariable
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4.4. Les pins laricios agés de 18 ans

Phase de Phase de Pha_sede
| croissance 1 croissance 2 croissance 3
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F1G. 4-5 — Trois phases de croissance envisagées pour la période de croissance des pins
laricios agés de 18 ans.

climatique est présente, on compare les différents points de vue — indicatrice, quantification
et nombre de stress — de la covariable stress hydrique.

Phase de croissance 1

’ \ Pas de covar clim \ Indicatrice \ Quantification \ Nb stress ‘
LM | AIC =577.88 AIC =576.29 | AIC =569.38 | AIC = 569.95
BIC = 583.32 BIC = 584.45 | BIC = 577.53 | BIC = 578.11
L2M | AIC = 581.85 AIC =580.26 | AIC =573.26 | AIC =573.89
BIC = 592.73 BIC = 593.85 | BIC = 586.86 BIC = 587.48

TAB. 4-6 — Comparaison et sélection de modeéles pour la phase de croissance 1.

L’ajout de l'effet aléatoire n’améliore pas le modéle. Le modéle sélectionné est le mo-
dele linéaire avec la covariable climatique caractérisée par la quantification. Au vu des
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Chapitre 4. Application : analyse de la croissance en longueur d’arbres forestiers

différences d’AIC et de BIC non significatives entre le modeéle linéaire sans covariable
climatique et un modeéle linéaire avec covariable climatique, il est difficile de conclure que
les stress hydriques influencent la croissance sur cette premiére phase.

Phase de croissance 2

] \ Pas de covar clim \ Indicatrice \ Quantification \ Nb stress

LM | AIC = 3123.45 AIC = 3116.50 | AIC = 3089.49 AIC = 3103.25
BIC = 3131.36 BIC = 3128.36 | BIC = 3101.35 BIC = 3115.11
L2M | AIC = 2942.10 AIC = 2927.59 | AIC = 2871.61 | AIC = 2894.65
BIC = 2957.91 BIC = 2947.36 | BIC = 2891.37 | BIC = 2914.42

TAB. 4-7 — Comparaison et sélection de modeéles pour la phase de croissance 2.

Le modele linéaire mixte avec la covariable climatique caractérisée par la quantification
est sélectionné. L’ajout de l'effet aléatoire améliore nettement la modélisation. De méme,
les différences importantes d’AIC et de BIC entre le modeéle linéaire mixte sans covariable
climatique et le modeéle linéaire mixte avec la covariable climatique, caractérisée par la
quantification ou le nombre de stress, mettent en évidence une forte influence des stress
hydriques durant cette seconde phase de croissance. Ainsi, lorsqu’ils sont dgés de 5 a 18
ans, les pins laricios sont fortement soumis a I'influence du climat et il existe une forte
hétérogénéité de la croissance entre les individus. Les individus ne poussent pas tous de
la méme maniére au cours de cette phase la.

Contrairement aux chénes, les pins sont trés sensibles & 'effet aléatoire "individu" au
cours d’une de leurs phases de croissance. Le découpage en phases permet donc de préciser
et de comparer I'influence des deux sources de variation au cours des deux phases.

4.5 Commentaires

La modélisation linéaire mixte multiphasique facilite I'interprétation du botaniste. En
effet, des modeles linéaires mixtes (non multiphasiques) ajustant au mieux les données ont
été estimés sur toute la période de croissance. Les résultats ne sont pas présentés ici, mais
par comparaison avec les résultats présentés dans ce chapitre sur la modélisation linéaire
mixte multiphasique, il en ressort que le modele linéaire mixte associé a une phase de
croissance posséde une structure beaucoup plus simple (tendance composée d’un simple
intercept ou d’un polynéme d’ordre 1, intercept aléatoire, structure de variance-covariance
simple) que celle du modeéle linéaire mixte multiphasique estimé sur toute la période de
croissance (tendance polynomiale d’ordre élevé, intercept et pente aléatoires, structure de
variance-covariance complexe). L'interprétation du modéle linéaire mixte sur chacune des
phases est donc plus simple et la modélisation linéaire mixte multiphasique permet a la
fois de préciser et de différencier les comportements des arbres au cours des différentes
phases de croissance.
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Conclusion générale et perspectives

Bilan

L’objectif de cette thése était de développer une famille de modéles pour I'analyse de
données longitudinales structurées en phases successives, soumises & l'influence de cova-
riables pouvant varier dans le temps, et présentant une hétérogénéité inter-individuelle.
Nous avons proposé une nouvelle famille de modeéles statistiques, appelés modéles linéaires
mixtes multiphasiques. Un modéle linéaire mixte multiphasique est un modele de type
Markov caché, combinant une chaine de Markov pour modéliser la succession de phases et
des modéles linéaires mixtes associés aux états de la chaine de Markov sous-jacente. Pour
chacune des phases, la tendance et les covariables sont modélisées par des effets fixes, et
un effet aléatoire modélise I’hétérogénéité entre les individus.

Des applications de ces modeéles sont envisageables dans plusieurs domaines (biomé-
dical, agronomique,...), mais la construction de cette famille de modeéles a principalement
été motivée par des applications dans le domaine de la botanique telle que ’analyse de la
croissance d’arbres forestiers en fonction de facteurs climatiques. Or, prendre en compte
des covariables climatiques dans la modélisation souléve un probléme de changement
d’échelle entre le pas de temps annuel des données botaniques constituant la variable ré-
ponse du modele et le pas de temps journalier des covariables climatiques. Pour résoudre
ce probléme, nous avons proposé un modeéle bioclimatologique relativement rudimentaire,
résultant de considérations a la fois biologiques et climatologiques, afin d’obtenir des co-
variables climatiques ayant le méme pas de temps annuel que les données botaniques.

Dans ce travail, ont été proposées deux familles de modeéles linéaires mixtes multi-
phasiques qui difféerent par le choix de la modélisation de 'effet aléatoire : la séquence
observée peut étre modélisée par un unique effet aléatoire ou bien chaque phase de la
séquence observée peut étre modélisée par un effet aléatoire différent.

Le modele linéaire mixte multiphasique étant un modeéle a structure cachée, 1’algo-
rithme EM pouvait étre envisagé comme méthode d’estimation pour les parameétres de ce
modele. Toutefois, la double structure cachée de ce modéle entraine des relations d’indé-
pendance conditionnelles spécifiques qui font que I’étape E ne s’écrit pas de maniére ana-
lytique. L’algorithme EM a donc été écarté comme méthode d’estimation des parametres
pour cette famille de modéles. Nous avons proposé comme alternative a I’algorithme EM
un algorithme itératif en trois étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape
de restauration, probabiliste, déterministe, ou effectuée par simulation, nécessite d’inté-
grer les effets aléatoires pour le calcul des séquences d’états restaurées et nécessite donc
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d’adapter les algorithmes habituels pour la restauration des états des chaines de Markov
cachées : algorithme "avant-arriere" pour une restauration probabiliste, algorithme de Vi-
terbi pour une restauration déterministe et algorithme "avant-arriere" de simulation pour
une restauration par simulation. De méme, ’étape de maximisation nécessite de prendre
en compte les effets aléatoires pour le calcul de la probabilité jointe de la séquence d’états
restaurée et de la séquence observée. Cette étape est basée sur de simple comptages d’états
et de transition d’états & partir des séquences d’états optimales restaurées pour une res-
tauration déterministe ou a partir des séquences d’états simulées pour une restauration
par simulation. Dans le cadre d’une restauration probabiliste, I’étape de maximisation uti-
lise les probabilités lissées calculées par 'algorithme "avant-arriére". Par conséquent, une
étape de prédiction est nécessaire pour calculer les valeurs prédites des effets aléatoires
qui seront utilisées pour les étapes de restauration et de maximisation. Cette prédiction
nécessite la connaissance d’une séquence d’états pour une séquence observée ainsi que
la connaissance des parameétres estimés a l'itération courante. Elle s’effectue a partir de
la séquence d’états optimale restaurée (resp. séquence d’états simulée) dans le cas d’une
restauration déterministe (resp. restauration par simulation). Elle pose probléme lorsque
I’ensemble des séquences d’états possibles est déterminé par restauration probabiliste.

L’intérét de cette nouvelle famille de modeles a été illustré par des applications &
l’analyse de la croissance en longueur d’arbres forestiers. Trois phases de croissance ont
été identifiées pour les chénes sessiles 4gés de 15 ans. Il n’y a pas d’hétérogénéité entre les
individus au cours des différentes phases de croissance. Le climat influence la croissance
de maniére importante au cours des seconde et troisiéme phases, alors qu’il 'influence de
facon moindre sur la premiére phase. Deux phases de croissance ont été identifiées pour
les pins laricios 4gés de 18 ans. Contrairement aux chénes, les pins sont trés sensibles a
leffet aléatoire "individu" au cours de leur seconde phase de croissance. Entre 5 ans et
18 ans, les pins laricios sont fortement soumis a I'influence du climat et il existe une forte
hétérogénéité de la croissance entre les individus.

Perspectives

Comme perspectives biologiques immédiates au chapitre 4, il serait intéressant d’es-
timer les paramétres avec ’algorithme itératif avec restauration par simulation, et de
comparer les résultats avec ceux obtenus dans le cadre de ’estimation avec une restaura-
tion déterministe. Il est aussi important d’effectuer ce méme travail avec la modélisation
linéaire mixte multiphasique ayant un effet aléatoire unique pour toute la séquence d’ob-
servations, afin de juger quelle modélisation est la plus appropriée selon les jeux de données
botaniques. L’hypothése biologique sous-jacente au modeéle 1 traduit le fait qu’un arbre
avec une croissance lente (resp. rapide) par rapport a la population, sur une des phases de
croissance, a une croissance également lente (resp. rapide) durant les phases de croissance
suivantes. Cette hypothése parait biologiquement plus réaliste que celle sous jacente au
modele 2 qui envisage un comportement d’'un individu totalement différent par rapport a
la population d’une phase de croissance & ’autre. De méme, un travail de simulation de
données est indispensable pour valider les deux modélisations proposées.
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Jusqu’a présent, seules des séquences relatives & la croissance en longueur d’arbres
forestiers ont été modélisées et analysées avec les modeéles linéaires mixtes multiphasiques.
Il est tout a fait envisageable d’utiliser cette famille de modeles pour la modélisation
statistique de séquences relatives a la croissance en épaisseur des arbres (Schweingruber,
1988), en relation avec des facteurs climatiques. Les longueurs des pousses annuelles sont
étudiées pour la croissance en longueur alors que les surfaces des cernes seront étudiées
pour la croissance en épaisseur.

Un stress hydrique couplé aux températures maximales est susceptible d’influencer la
croissance d’arbres forestiers. Toutefois, un gel printanier peut également affecter le début
de I'allongement de la pousse annuelle. Par conséquent, il serait intéressant de prendre en
compte ces températures dans la modélisation afin d’étudier leur effet sur la croissance.

Enfin, pour mieux comprendre l'effet année (di aux facteurs climatiques) et leffet
ontogénique, une solution possible serait d’analyser plusieurs échantillons de la méme
espéce correspondant a des ages différents, mais ayant grandi dans des conditions similaires
et durant une période commune.

D’un point de vue statistique, il est essentiel d’étudier les propriétés de 1’algorithme
itératif en trois étapes proposé. Selon le type de restauration, déterministe ou par simu-
lation, les propriétés de convergence ainsi que le comportement des parameétres estimés
et des effets aléatoires prédits doivent étre examinés. Il serait intéressant de vérifier si la
propriété de croissance monotone de la log-vraisemblance des séquences d’états optimales
associées aux séquences observées, vérifiée par 1'algorithme de Baum Viterbi, se transpose
a lalgorithme proposé ot I'on intégre en plus les effets aléatoires.

Plusieurs suggestions concernant la nature de ’étape de restauration sont rapidement
envisageables. L’algorithme itératif avec restauration par simulation est de type SEM car
une seule séquence d’états est simulée pour un individu donné. Il serait intéressant de
faire une comparaison avec un algorithme de type MCEM (Wei et Tanner, 1990) pour
lequel plusieurs séquences d’états sont simulées pour un individu. Cela permettrait de
contourner 'inconvénient lié & une restauration de type SEM pour laquelle il peut arriver
que, pour un individu, la seule séquence simulée soit peu probable.

Une autre possibilité serait de combiner restauration déterministe et restauration par
simulation selon un principe de recuit simulé. Autrement dit, & chaque itération, la sé-
quence d’états globalement optimale est restaurée de maniére déterministe et plusieurs
séquences d’états sont simulées. Selon le principe du recuit simulé, un poids est attribué
a la séquence d’états optimale et un autre aux séquences d’états simulées. Le poids est
donné sous forme de probabilité de sorte que la somme des deux poids vaut 1. Le poids des
perturbations aléatoires joue en fait le méme roéle que la température dans les algorithmes
de recuit simulé. Au départ, un fort poids est donné aux séquences simulées afin que I'in-
troduction de perturbations aléatoires permette d’éviter de converger vers un minimum
local ou un point selle. Ensuite, on réduit le poids des perturbations aléatoires au fil des
itérations. Autrement dit, on réduit le poids attribué aux séquences d’états simulées, et
de ce fait, on augmente celui attribué a la séquence d’états optimale, afin d’atteindre un
meilleur maximum local, voire un maximum global. Aprés ’étape de restauration, I’étape
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de maximisation peut s’effectuer sur la base de simples comptages & partir des séquences
d’états restaurées. Mais se pose le probleme de la prédiction des effets aléatoires. Dans
I’algorithme itératif que nous proposons, la prédiction de D'effet aléatoire ou des effets
aléatoires — selon le modéle considéré — s’effectue a partir de la séquence d’états restau-
rée et des paramétres estimés a l'itération courante. Ici, faut-il prédire le ou les effet(s)
aléatoire(s) comme une combinaison linéaire d’effets aléatoires prédits pour chacune des
séquences d’états restaurées, en attribuant une pondération a chacun d’eux ? Ou bien tout
simplement, vaut-il mieux les prédire & partir de la séquence d’états optimale restaurée
avec les parameétres estimés a 'itération courante ?

Comme nous l'avons rappelé dans le bilan, ’étape de prédiction, qui nécessite la
connaissance d’une seule séquence d’états pour une séquence observée, pose probléme
lorsque I’ensemble des séquences d’états possibles est déterminé par restauration probabi-
liste. La solution la plus simple serait peut étre d’utiliser la séquence d’états globalement
optimale restaurée avec les parameétres estimés a l'itération courante, et ce quelle que soit
la nature probabiliste, déterministe, ou par simulation de I’étape de restauration.

Pour la modélisation linéaire mixte multiphasique, la variable réponse — par exemple la
longueur de la pousse annuelle — est supposée suivre approximativement une loi normale.
Toutefois, comme nous I’avons mentionné au chapitre 1, certaines informations concernant
le nombre de branches par pousse ou le nombre de cycles de croissance sont disponibles
pour certains jeux de données. Par conséquent, il serait intéressant de développer une mo-
délisation linéaire généralisée mixte multiphasique pour prendre en compte I'hypothese
de non normalité de ces variables réponses. Autrement dit, on souhaiterait combiner une
chaine de Markov et des modeles linéaires généralisés mixtes (McCulloch et Searle, 2001).
Les méthodes d’estimation dans les modeéles linéaires généralisés mixtes (Trottier, 1998 ;
Trottier et Lavergne, 2000) pourraient-elles s’adapter a ’ajout d’une structure cachée sup-
plémentaire (les états) 7 L’algorithme itératif en trois étapes proposé pourrait-il s’adapter
aux cas des modéles linéaires généralisés mixtes ?
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Modéles linéaires mixtes multiphasiques pour I’analyse de
données longitudinales - Application a la croissance des plantes

Nous proposons une nouvelle famille de modeles statistiques, appelés modeéles linéaires mixtes
multiphasiques, pour analyser des données longitudinales structurées en phases successives, sou-
mises & l'influence de covariables pouvant varier dans le temps et présentant une hétérogénéité
inter-individuelle. La construction de cette famille de modeéles a été motivée par des applications
dans le domaine de la botanique, mais d’autres applications dans le domaine biomédical ou
agronomique sont possibles.

Le modéle linéaire mixte multiphasique est un modéle de type Markov caché, combinant
une chaine de Markov pour modéliser la succession de phases et des modeéles linéaires mixtes
associés aux états de la chaine de Markov sous-jacente. Sont présentées deux familles de modeéles
linéaires mixtes multiphasiques qui différent par le choix de la modélisation de l'effet aléatoire.

Nous étudions le probléme de I’estimation des paramétres de ces deux modéles. L’algorithme
EM est écarté comme méthode d’estimation. Nous proposons comme alternative a 1’algorithme
EM un algorithme itératif en trois étapes : restauration, maximisation et prédiction. L’étape de
restauration peut étre probabiliste, déterministe ou effectuée par simulation.

L’intérét de cette nouvelle famille de modeéles est illustré par des applications & 'analyse de
la croissance en longueur d’arbres forestiers en fonction de facteurs climatiques.

Mots-Clés : Données longitudinales, modéle de Markov caché, modeéle linéaire mixte, effet
aléatoire, algorithme de restauration maximisation prédiction, croissance en longueur,
arbres forestiers.

Multiphasic lineard mixed models for the analysis of
longitudinal data - Application to plant growth

We propose a new family of statistical models, called Markov switching linear mixed models
or multiphasic linear mixed models, for analysing longitudinal data structured in successive
phases, influenced by time-varying covariates and presenting heterogeneity between individuals.
The construction of this family of models was justified by applications in the field of botany,
but others applications in the biomedical or agronomic field are possible.

A Markov switching linear mixed model is a hidden Markovian model that combines a
Markov chain to model the succession of phases and linear mixed models associated with the
states of the underlying Markov chain. Two families of Markov switching linear mixed models,
which differ by the choice of the random effect modelling, are presented.

The problem of estimating the parameters of these two models is addressed. The EM al-
gorithm cannot be applied. As an alternative to the EM algorithm, we propose an iterative
algorithm which decomposes in three steps : restoration, maximization and prediction. The
restoration step can be probabilistic, deterministic or achieved by simulation.

The relevance of this new family of models is illustrated by applications to the analysis of
forest trees growth according to climatic factors.

Keywords : Longitudinal data, hidden Markov model, linear mixed model, random effect,
restoration maximization prediction algorithm, plant growth, forest trees.
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