Méthodes de décomposition de domaine de type
relaxation d'ondes pour les équations de Maxwell

Yves Courvoisier!

Travail sous la direction de Martin J. Gander

Université de Genéve

Sophia-Antipolis, juin 2010

! yves.courvoisierQunige.ch



PLAN

Introduction

SWR appliquée aux équations de Maxwell
Condition de transmission classique
Convergence en un nombre fini de pas

Facteur de convergence pour |'équation des ondes

o s~ b=

Conditions de transmission:
» transparentes
> optimisées

7. Conclusion



Méthode de décomposition de domaine

Schéma explicatif pour les méthodes de décomposition de
domaines (DDM):

GRAND




Méthode de décomposition de domaine

Schéma explicatif pour les méthodes de décomposition de
domaines (DDM):

Ql Q2 Q3 Q4




Méthode de décomposition de domaine

Schéma explicatif pour les méthodes de décomposition de
domaines (DDM):

t t t t

Ql Q2 Q3 Q4




Méthode de décomposition de domaine de Schwarz
Histoire: introduit par H.
A. Schwarz en 1869 pour
I'’équation de Laplace

Fig. 10,

Au=0 onQ
u=g on 02

pour une géométrie complexe
illustrée par I'image originale.

La méthode de Schwarz alternée:

Auf(x) = 0, x € Ty, Aul(x) = 0, x € Ty,
ul(x) = wu'(x), x€ L, u3(x) = ui(x), x€ L,
u(x) = &(x),  xelo, up(x) = &(x), x¢cls.
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Méthode de décomposition de domaine de Schwarz
Histoire: introduit par H.
A. Schwarz en 1869 pour .16,
I'’équation de Laplace

Au=0 onQ
u=g on 02

pour une géométrie complexe
illustrée par I'image originale.

La méthode de Schwarz paralléle, une adaptation de P.-L. Lions
pour des besoins de parallelisation en 1989:
Auf(x) = 0, x € Ty, Auj(x) = 0, x € Ty,
uf(x) = uii(x), x€ Ly, ui(x) = u (x), xe€ Ly,
i) = gl xelo | () = g, xels,



Méthode de relaxation d'ondes

Histoire: pour la simulation de circuit, Lelarasmee, Ruehli and
Sangiovanni-Vincentelli en 1982 introduisent la méthode avec
I'exemple suivant:

v + g1(vi, va, v3) = fi,
‘./2 —|—g2(V]_, V2, V3) = f27
v3 + g3(vi, va, v3) = f3.

Fig.4. An MOS ring oscillator.
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Histoire: pour la simulation de circuit, Lelarasmee, Ruehli and
Sangiovanni-Vincentelli en 1982 introduisent la méthode avec
I'exemple suivant:

v + g1(vi, va, v3) = fi,
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- k k k—1 k—1y\

vy + gl(Vl’ Vo 5 V3 )= fi,

- k k k k—1y\ _

v2k—|— gz(vlk, vzk, v?i( )= fg, o
i+ g(v vy, v) = E

Fig. 5, The decomposition of the circuit in Fig. 4 at the kth iteration
of Algorithm 4.1.



Schwarz Waveform Relaxation method

On introduit la méthode de décomposition de domaine de type
relaxation d'ondes pour les équations de Maxwell en temps,

—€8tE+VXH—O'E:J, /LatH—i—VXE:O

sur Q x (0, T), cette méthode est paralléle par nature.

Deux idées réunies:

Probleme évolutif résolu avec une décomposition de domaine
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On introduit la méthode de décomposition de domaine de type
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Conditions de transmission classiques

On se place dans Q@ = R3 avec la

décomposition suivante: 0

- Q1 = (—o0, 1] x R2, L
- Q2 = [0, +00) x R2. w2 /



Conditions de transmission classiques

t
On se place dans Q@ = R3 avec la
décomposition suivante: 0
- Qp = (—o0, L] x R?

Variables caracteristiques: (Z = \/g impédance)
1.1 1.1 T

w£ ——(— H3) ( E3 — H2)
2 7 Q
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Qq:

&
iy SR

2!

Il
£ &
| R 4R

S

1
+

€



Conditions de transmission classiques

On se place dans Q@ = R3 avec la
décomposition suivante:

0
- Qp = (—o0, L] x R?

_ Q2 — [0’ +OO) X R2. RQ /

Variables caracteristiques: (Z = \/g impédance)

o= (—3GE - ) (SR H2)>T )

S

Il
£ &

Qq: 2:

4NN
| R 4R

1 T
w-li-:<2(ZE2+H3) 2(ZE3—H2)>

Conditions de transmission classiques:

S

Bi(E,H) =w!, By(E,H)=uw2.

Conditions de Dirichlet sur les variables rentrantes.



Solution dans I'espace des fréquences

Transformée de Laplace en temps pour |'équation de |'erreur:

—esE+VxH—-—0E=0, usH+VxE=0.



Solution dans I'espace des fréquences

Transformée de Laplace en temps pour |'équation de |'erreur:

—esE+VxH—-—0E=0, usH+VxE=0.

et une transformée de Fourier dans les directions y et z:

2
EZ 0 0 _Zeksy—ilfzzj esliiy-z :_ HS
2 §3 i 0 , 0 _eskj—a —HS #
Ox H; % —%—(es—l—a) 0 0
Ml | +es+o ke 0 0



Solution dans I'espace des fréquences

Transformée de Laplace en temps pour |'équation de |'erreur:

—esE+VxH—-—0E=0, usH+VxE=0.

et une transformée de Fourier dans les directions y et z:

N 0 0 ky ke ky N
E; ;265—1-0 esto :_ K| TE, 0
2 Es + 0 0 _es—f—a —HS esy—i-jr Es _ 0
Ox | Hy bk L (es +0) 0 0 Ha| 10
A : M "k A 0
3 % +es+o —ﬁ 0 0 3

qui a pour solution

Q (/::2, Es. f, Hs)T = (oqv1 + a2V2)e—A(X—L) + (o3vs + a4v4)e)\(X—L)’

Qo (B, B, Fo, H3)T = (Bivi + Bava)e ™ + (B3vs + Bava)e™.



Solution dans I'espace des fréquences

Transformée de Laplace en temps pour |'équation de |'erreur:

—esE+VxH—-—0E=0, usH+VxE=0.

et une transformée de Fourier dans les directions y et z:

N 0 0 ky ke ky N
E; ;265—1-0 esto :_ K| TE, 0
Ok 0 , 0 —ahons &5 ||B|_|o
Ox | Hy bk ~5 _(es+0) 0 0 Ha| 10
A : M "k A 0
3 % +es+o —ﬁ 0 0 3

qui a pour solution
€ : (E27 E3’ I:I2’ I:I3)T = (061 Vi + a2V2)e_)‘(X_L) + (a3V3 + a4v4)e)\(x—L)’

(B, Es o, H3)T = (Bivi + Bava)e ™™ + (B3vs + Bava)e™.



Facteur de contraction

On détermine les constantes «; et (3; a I'aide des conditions aux
bords.



Facteur de contraction

On détermine les constantes «; et (3; a I'aide des conditions aux
bords.
» condition a I'infini (Silver-Miiller): a; = ap = 3 = 34 = 0.



Facteur de contraction

On détermine les constantes «; et (3; a I'aide des conditions aux
bords.
» condition a I'infini (Silver-Miiller): a; = ap = 3 = 34 = 0.
» condition de transmission: elle implique une relation de
récurrence sur les interfaces,

a = (A1_1A2)6_2)\Lan_2, /Bn — (A1_1A2)6_2)\L,8n_2.



Facteur de contraction

On détermine les constantes «; et (3; a I'aide des conditions aux
bords.
» condition a I'infini (Silver-Miiller): a; = ap = 03 = 34 = 0.
» condition de transmission: elle implique une relation de
récurrence sur les interfaces,

a = (Al—lAz)e—Z)\Lan—27 IBH — (Al_lAz)e_Z)\L,Bn_2.
N —kyk, /<y2 + ps?e + uso + Z\(es + o)
K2+ ps2e+ pso + Z\(es + o) —kyk, 7

. ky k, —(k + ps®e + pso) + ZX(es + o)
| —(k2 + ps?e + pso) + ZX(es + o) ky k; ’



Facteur de contraction

On détermine les constantes «; et (3; a I'aide des conditions aux
bords.
» condition a I'infini (Silver-Miiller): a; = ap = 3 = 34 = 0.
» condition de transmission: elle implique une relation de
récurrence sur les interfaces,

a = (A1_1A2)e_2’\La”_2, /Bn — (A1_1A2)6_2)\L,8n_2.

Le facteur de contraction de la méthode est donné par:

)\ - S\/eue_AL

— (o(AT1A,) e~ L): —




Facteur de contraction

On détermine les constantes «; et (3; a I'aide des conditions aux

bords.

» condition a I'infini (Silver-Miiller): a; = ap = 3 = 34 = 0.

» condition de transmission: elle implique une relation de
récurrence sur les interfaces,

a = (A1_1A2)e_2’\La”_2, /Bn — (A1_1A2)6_2)\L,8n_2.

Le facteur de contraction de la méthode est donné par:

_5\/—
)\—I—s\/_

Solution aprés 2n itérations pour o = 0:

g2n — (AT SVER) T —2nmaL g0

1 &r,
A+ s\ /en

o A = /K[ + ps?e + psor et e = (B, E5", Hy", Hy")T

pi=(p(A7 Ay)e ) =




Convergence en un nombre fini de pas

On obtient la transformée de Laplace inverse a I'aide des
convolutions: (o = 0)

_ _ [ A—syen\ " 1, _
2n _ p—17a2ny _ p—1 1/ —2nAL 1(40
= L@ = L (SR ) )L L)
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Convergence en un nombre fini de pas

On obtient la transformée de Laplace inverse a I'aide des
convolutions: (o = 0)

= 26 = () et e e ),

A+ s\/€
La transformée de Laplace inverse du terme exponentielle:
2 (2nLy2y1/2 |k|2nL 2nL
LY (e 2 = —h([kle(t* = (22£))H?) t> ==,

(t2 — (2ak)2y1/2°
0, 0<t<2t



Convergence en un nombre fini de pas

On obtient la transformée de Laplace inverse a I'aide des
convolutions: (o = 0)

A\ — 2n
e = L&) = c—l(<7s\@> ) L7 (e L71(eD).

A+ s /en
La transformée de Laplace inverse du terme exponentielle:
/ k|2nL
—Jy(|k|c(t? — (22Ly2)1/2 | ot > 20k
E—l(e—2nL)\) _ 1(‘ ‘ ( ( c ) ) )(t2 - (%)2)1/2 c
0, 0<t< 20t

c ?

Theorem
L’erreur de I'algorithme SWR appliquée & Maxwell avec o = 0,
L > 0, et une fenétre de temps (0, T) s'annule lorsque

Tc

1
n>or c= N (vitesse de I'onde)
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Optimized SWR (0 = 0)

On modifie alors le systeme SWR:

L") = J, Q; x (0, T),
" = g, 9Q x (0, T),
u""(x,0) = up Q.

Bi(u"") = Bi(w" ), i x (0, T).
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On modifie alors le systeme SWR:

L) = J,
o =g,
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Optimized SWR (0 = 0)

On modifie alors le systeme SWR:

Lu") = J,
Ut =g,
u""(x,0) = u

. . . .
W 4 PP — I gaee Sl

Q,’ X (0
0 x (
Qi)

F,- X (O, T)

-3

)

)



Optimized SWR (0 = 0)

On modifie alors le systeme SWR:

L = J, Q; x (0, T),
uhh = g, 0Q x (0, T),
un(x,0) = Q;,

Ug
W 4 SPPLLT = WL ST T (0, T).
On approxime |'opérateur exacte (fréquences):
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Optimized SWR (0 = 0)

On modifie alors le systeme SWR:

L(u"") = J, Q; x (0, 7),
uhh = g, 0Q x (0, T),

u"(x,0) = up Q;,
W+ PP = W PP T (0, T).

On approxime |'opérateur exacte (fréquences):

wp _ |k — k2 —2k/k;

UI i _2kykz kz2 o k}% ) ou v € (C

Il faut alors choisir +; de telles sorte que 57" soient locals et
que le facteur de contraction correspondant soit petit.



Facteur de contraction optimisé

Avec le choix particulier y; = ‘k|f(pi‘s/;_) p € C, on obtient

papp ‘ ( ‘k|2 + Szuﬁ - P) |k|2+s2pel

V|k[? + s?ue+p




Facteur de contraction optimisé

Avec le choix particulier y; = ‘k|f(pi‘s/;_) p € C, on obtient

papp ‘ ( ‘k|2 + 52H6 - P) |k|2+s2pel

V|k[? + s?ue+p

Ce choix ramene la problématique de I'optimisation a
quelque chose de connu:

Equation des Ondes
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Equation des ondes

Méthode SWR pour I'équation des ondes:

Lopu? = Aul+f Qi x(0,T)

uf g 02;NQ x (0.7)
Uf(70) UO‘Q,- Qi

Oruf(,0) = u(/)|Qi Q;

Et sur les bords artificielles,
Biruf = Bl,rlug_l, sur My, Bor,u; = B2,r2uf_1, sur .
Ou le contexte est le méme que précédemment:
Q=R3 Q;=(-00,L)xR? Qp=(0,00) xR

On cherche les conditions au bord transparentes pour une
convergence en deux itérations pour ensuite les approximer
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Conditions transparents pour les ondes

Conditions transparentes sont données par |'opérateur DtN:

ex\,,n N ex w2
(8n+5i )U;ZO, ou o; :A:\/E

Conditions de transmission pour convergence en 2 itérations:
-1
(On + 57 )uf" = (On + Siex)uj(7 :
Conditions de transmission approximées:
(On + S7PP)uf = (00 + Sfpp)uj’_l.

ol o®PP approxime .



Facteur de contraction pour les ondes

Pour les conditions de transmission approximées, on obtient un
facteur de contraction:

[|k|? — &5 — g2PP
ponde — e—)\L )
\/|k|? — W2 4 gapp




Facteur de contraction pour les ondes

Pour les conditions de transmission approximées, on obtient un
facteur de contraction:

onde szwQU
P =
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Facteur de contraction pour les ondes

Pour les conditions de transmission approximées, on obtient un
facteur de contraction:

onde V ‘k|2
P =

|k|2 — ey aaPP

Rappelle Maxwell:

k| + s?ue — P AL
k|2 + s2pe + p

pPPP = '

Donc pour s = iw, on a (c = 1/,/1€)

onde

pPP =p
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Optimisation
On cherche la solution de: (principe du maximum)

min max p?P =min max p?P
pEC (s,ky , kz) PEC (iw,ky kz)

L'article [Gander & Halpern] répond a cette question avec les
suggestions suivantes.

2 . k|22
> JIK[2 -G =iy /1 - KBS

: k
> p=igr()

k , . . .
> r(ﬁ) une fonction rationnelle réelle interpolant /1 —

Vi-a®—r(a) jeyia

min  max |—————¢e , ou a

r(iwky k) | V1 — a2 + r(a)

[k|c?
w2

_ |kle



Evanescent vs Propagative

. Vl—a2—r() \/1 a2l \ _|k|C
min max ,oua=—.
r (iw7ky7k2 V ]. — 32 + r( ) w
Evanescente vs Propagative, i.e. a>1vs0<a< 1:
w V1=
min max |e " eVIT¥Ll  ys min max & (a)
r (iw,ky,kz) reR (iw,ky,kz) | /1 — a2 + r(a)




Evanescent vs Propagative

. Vl—a2—r() \/1 a2l \ _|k|C
min max ,oua=—.
r (iw7ky7k2 V ]. — 32 + r( ) w
Evanescente vs Propagative, i.e. a>1vs0<a< 1:
w V1=
min max |e " eVIT¥Ll  ys min max & (a)
r (iw,ky,kz) reR (iw,ky,kz) | /1 — a2 + r(a)

On traite le cas evanescent avec le recouvrement



Evanescent vs Propagative

V1i—a2—-r(a) _juyi2 k|c
min  max —()e"? 1-22L , 0l a= u
r(iwkykz) | V1 — a2 + r(a) w
Evanescente vs Propagative, i.e. a>1vs0<a< 1:
o T Vi—
min max |e " eVIT¥Ll s min  max G (a)
r (iw,ky kz) reR (iw,kyke) | V1 — a2 + r(a)




Interprétation de a

_ V1—2a%—r(a)
min max |———~
r(iwky.kz) | V1 — a2 + r(a)




Interprétation de a

V1—2a%—r(a)

V1-—2a?+r(a)

min  max
r (ika}/7k2)

On interpréte a:

a= Ikle = cos(0)
w




Interprétation de a

V1—2a%—r(a)

min  max

A TS

r(iwkyke) [V1— a2 4 r(a)
On interprete a:
k
a= Ikle = cos(0)
w

L
Donc on limite la recherche a des angles 6 € (6., ).



Interprétation de a

min  max
r (ika}MkZ)

On interpréte a:

[kle
= — = 9
a= cos(0)

V1—2a%—r(a)

V1-—2a?+r(a)

L

Donc on limite la recherche a des angles 6 € (6., ).

Ce qui implique:
min max
r 96[90%]

min  max
r r€[sin(6c),1]

T —r(a)
T+ r(a)

1 — cos(0)? — r(cos(6)) ‘
1 — cos(6)? + r(cos(#))

Notation: 7 :=+/1 — a2 =sin(0) € [sin(6.),1].




Choix de r

Finalement on choisit

m

_aenta) o T o
r(a) - q(—T) o CI(T)7 q E( 1 /).

ou r(a) interpole v'1 — a2 au points a.



Choix de r

Finalement on choisit

r(a) = T%, ouq= H(T —\/1- a7).

=1

ou r(a) interpole v/1 — a2 au points a;. facteur de contraction:

ﬁ T—/1—a?
pPPP = )
=1 7'—1—\/1—3,2



Choix de r

Finalement on choisit

r(a) = T%, ouq= H(T —\/1- a7).

=1

ou r(a) interpole v/1 — a2 au points a;. facteur de contraction:

ﬁ T—/1—a?
pPPP = )
=1 7'—1—\/1—3,2

Theorem
Pour m =1, on atteint le minimum de min max p?PP lorsque

\/1—a? = /sin(f.).
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Expérience numérique

Schéma numérique: Yee e v
. . . 45 5
» Champs évalués sur des mailles hy | y
7 7 s i
décallées. L /._-_SJ o
1 A
» Explicite en temps ST
» Condition aux bords Shlikd o
Yy

parfaitement conductrice

Exemple: Deux sous-domaines Q; = [0, 3 + L] et Q; = [$ — L, 1],
recouvrement 2L. Conditions de transmissions:

in in j,n—1 j,n—1
Hyl"" o [Ev]"" _ A (A" o [Ey
A [Hz} B [Ez} =A [Hz} B Ez

A, B tel que conditions caractéristiques



Conclusion

» Résultat de convergence en un nombre fini de pas (équivalent
a I'équation des ondes)

» Ondes évanescentes traitées avec le recouvrement.

» Conditions de transmission optimisées pour les ondes
propagatives.



Conclusion

» Résultat de convergence en un nombre fini de pas (équivalent
a I'équation des ondes)

» Ondes évanescentes traitées avec le recouvrement.

» Conditions de transmission optimisées pour les ondes
propagatives.

Travaux en cours:
» Implementation d'un code en C++.

» Analyse de différentes approches pour I'approximation des
conditions transparentes.
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