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Système de Maxwell (mode T.M)

∂B
∂t +∇× E = 0 dans [0,T ]× Ω

∂E
∂t − c2∇× B = − 1

ε0
J dans [0,T ]× Ω

αE · t− βB = 0 dans [0,T ]× ∂Ω

E(0, .) = E0 dans Ω

B(0, .) = B0 dans Ω

avec ∇ · E =
ρ

ε0
dans [0,T ]× Ω
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Schéma de Yee

1/

∫
C ′

i

(
∂B

∂t
+∇× E = 0

)
⇒
∫
C ′

i

∂B

∂t
+
∑
j∈AC ′

i

∫
A′j

E · t′j = 0

 |C ′
i |

∂B ′
i

∂t
+
∑
j∈AC ′

i

|A′j |Ej · t′j = 0

2/

∫
A”j

(
∂E

∂t
− c2∇× B = − 1

ε0
J

)
· n”j

⇒
∫
A”j

∂E

∂t
· n”j − c2

∫
A”j

∇B · t”j = − 1

ε0

∫
A”j

J · n”j

 |A”j |
∂Ej

∂t
· t′j − c2(B ′

2 − B ′
1) = − 1

ε0
|A”j |Jj · n”j

B'

E.t't'
n'' A'' 
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n"

E
B’
i

t’

i

B"i

E

B’

t’

n’

t"

n"

1/ |C ′
i |

∂B ′
i

∂t
+
∑
j∈AC ′

i

|A′j |Ej · t′j = 0

2/ |A”j |
∂Ej

∂t
· n”j − c2(B ′

2 − B ′
1) = − 1

ε0
|A”j |Jj · n”j

problème : n”j 6= t′j !
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Discretisation de la loi de Faraday sur le maillage primal et dual

i

B"i

E

B’

t’

n’

t"

n"

Z
C ′
i

„
∂B

∂t
+∇× E

� = 0

«
↪→ |C ′

i |
∂B ′

i

∂t
+

X
j∈AC ′

i

|A′j |E�j · t′j = 0

↪→ ∂B ′
i

∂t
+

`
∇′×E�

´
i
= 0

i
B’

B"i

E

t’

n’

t"
n"

Z
C”i

„
∂B

∂t
+∇× E

� = 0

«
↪→ |C”i |

∂B”i
∂t

+
X

j∈AC”i

|A”j |E�j · t”j = 0

↪→ ∂B”i
∂t

+ (∇”×E�)i = 0
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Discretisation de la loi d'Ampere-Maxwell sur le maillage diamant

i
B’

B"i

t’

n"

E

∫
C�

j

(
∂E

∂t
− c2∇× B = − 1

ε0
J

)
 |C�

j |
∂E�j
∂t

+ c2
(
(B ′

2 − B ′
1)|A′j |t′j + (B”2 − B”1)|A”j |t”j

)
= − 1

ε0
|C�

j |J�j

 
∂E�j
∂t

− c2 (∇�×B ′”n)j = − 1

ε0
J�j
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Discretisation de la loi d'Ampere-Maxwell sur le maillage diamant

B
′n+1 = B

′n −∆t∇′×E�n+1/2

B”n+1 = B”n −∆t∇”×E�n+1/2

E�n+1/2 = E�n−1/2 + c2∆t∇�×B ′”n − ∆t

ε0
J�n

Pour un maillage cartésien ⇓

B
′n+1
i = B

′n
i − ∆t

|C ′
i |
∑

j∈∂AC ′
i

|A′j |E
�n+1/2
j · t′ij

B”n+1
i = B”ni −

∆t

|C”i |
∑

j∈AC”i

|A”j |E�n+1/2
j · t”ij

E
�n+1/2
j · t′ij = E

�n−1/2
j · t′ij −

c2∆t

|A”j |

(
B ′
ij
− B ′

i

)
− ∆t

ε0
J�nj · t′ij

E
�n+1/2
j · t”ij = E

�n−1/2
j · t”ij −

c2∆t

|A′j |
(
B”ij − B”i

)
− ∆t

ε0
J�nj · t”ij
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Discrétisation de la divergence

Discrétisation de la divergence sur le maillage primal et dual

1

|C ′
i |

∫
C ′

i

∇ · E =
1

|C ′
i |
∑
j∈AC ′

i

∫
A′j

E · n′j

' 1

|C ′
i |

∑
j∈AC ′

i

|A′j | E�j · n′ij

:= ( ∇′· E�)i
1

|C”i |

∫
C”i

∇ · E =
1

|C”i |
∑

j∈AC”i

∫
A”j

E · n”j

' 1

|C”i |
∑

j∈AC”i

|A”j | E�j · n”ij

:= ( ∇”· E�)i
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Propriétés des opérateurs discrets :

• ∇′· (∇�×B ′”) = 0

• ∇”· (∇�×B ′”) = 0

• 〈∇′”× E�,B ′”〉′” = 〈E�,∇� × B ′”〉� + 〈E� · t′,B ′”〉∂Ω

ou,

˙
H
′”,B ′”

¸
′”

:=
1

2

0@ N′X
i=1

|C ′
i | H ′

i B
′
i +

N”X
i=1

|C”i | H”i B”i

1A
〈E�,H�〉� :=

N�X
i=1

|C�
i | E�i ·H�

˙
H
�,B ′”

¸
∂Ω

:=
1

4

X
A′
j
⊂∂Ω

|A′j |H�
j (B”j2 + B”j1 + 2B

′
j )
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Preservation de la divergence

�Discrétisation adéquate de ρ etJ
�Condition initiales satisfaisant la
loi de Gauss discrète

⇒ Loi de Gauss discrète satisfaite à
chaque instant

∇′·E�n+1/2 =
ρ′n+1/2

ε0

∇”·E�n+1/2 =
ρ”n+1/2

ε0

Discrétisation adéquate ↔ Conservation de l'équation de charge discrète

ρ′n+1/2 − ρ′n−1/2

∆t
+∇′·J�n = 0

ρ”n+1/2 − ρ”n−1/2

∆t
+∇”·J�n = 0
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Preservation de la divergence

Exemple d'une discrétisation adéquate de ρ et J :

ρ
′n+1/2
i =

1

|C ′
i |

∫
C ′

i

ρ(X, tn+ 1
2 )dX

ρ”
n+1/2
i =

1

|C”i |

∫
C”i

ρ(X, tn+ 1
2 )dX

J�ni · n′i =
1

∆t

∫ tn+1/2

tn−1/2

1

|A′i |

∫
A′i

J · n′idXdt

J�ni · n”i =
1

∆t

∫ tn+1/2

tn−1/2

1

|A”i |

∫
A”i

J · n”idXdt
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Conservation d'une énergie électromagnétique discrète

Conservation d'une énergie électromagnétique discrète :

En :=
ε

2

(∣∣∣E�n+1/2
∣∣∣2
�

+ c2
〈
B ′”n,B ′”n+1

〉
′”

)
= E0

S. LAYOUNI

Résolution des équations de Maxwell-Vlasov sur des maillages quelconques par une méthode de volumes �nis



Introduction Discretisation du système avec la nouvelle méthode Propriétés du schéma Couplage avec l'équation de Vlasov Références

Stabilité

Stabilité :

I Schéma stable sous une condition CFL

c∆t < min
i

min
A′j⊂∂C ′

i r∂Ω

√
2|A”j ||C ′

i | sin θj
(1 + | cos θj |)|∂C ′

i |

I condition CFL pour un maillage cartésien

c∆t

h
≤ 1√

2

⇒ CFL du schéma de Yee
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Convergence

Pour des fonctions régulières

||ern|| :=
√∣∣er�n+1/2

∣∣2
� +

1

2

(
|er ′n|2′ + |er”n|2”

)
≤ K (h + ∆t2)

Ou,

er
n :=

“
er
′n, er”n, er�n+1/2

”
er
�n+1/2 := E

�n+1/2 − Π�n+1/2
E

er
′n := B

′n − Π
′n
B

er”n := B
”n − Π”n

B

Π�n+1/2
E :Projection du champs électrique exact sur le maillage diamant

Π
′nB :Projection du champs magnétique exact sur le maillage primal

Π”nB :Projection du champs magnétique exact sur le maillage dual
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Convergence

Π′n+1B−Π
′nB

∆t
+∇′×Π�n+1/2E = r ′n

Π”n+1B−Π”nB
∆t

+∇”×Π�n+1/2E = r”n

Π�n+1/2
E−Π�n−1/2

E

∆t
− c2∇�×Π′”nB + 1

ε0
J�n = r�n

⇓

er ′n+1−er
′n

∆t
+∇′×er�n+1/2 = r ′n

er”n+1−er”n

∆t
+∇”×er�n+1/2 = r”n

er�n+1/2−er�n−1/2

∆t
− c2∇�×er ′”n = r�n

⇓

ern+1 = Mher
n + ∆t rn = Mn+1

h er0 + ∆t

n∑
k=0

Mn−k
h rk
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Convergence

||ern|| ≤ ||Mn+1
h er0||+ ∆t

n∑
k=0

||Mn−k
h rk || ≤ K

(
||er0||+ ∆t

n∑
k=0

||rk ||

)

Projection de la solution exacte :

(Π�n+1/2E)j · t′j :=
1

∆t

∫ tn+1

tn

1

|A′j |

∫
A′j

E · t′j

(Π�n+1/2E)j · t”j :=
1

∆t

∫ tn+1

tn

1

|A”j |

∫
A”j

E · t”j

(Π
′nB)i :=

1

∆t

∫ tn+1/2

tn−1/2

B(C ′
i , .)

(Π”nB)i :=
1

∆t

∫ tn+1/2

tn−1/2

B(C”i , .)

⇒
||rn|| ≤ K(h + ∆t

2)

||er0|| ≤ K(h + ∆t
2)
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Convergence

Etude de convergence sur des maillages non conformes

−75

−50

−25

 0

 25

−1 −0.5  0  0.5  1

B
(x

,y
=

0
)

x
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Convergence

Convergence

2048 1024 512 256 128  64 32 16

h

slope=2
e(B)

 1  1 1  1  1  1  1  1
 1e−06

 1e−05

 1e−04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

e(B) =

vuut R
10T
9T

|B − ΠB|2L2R
10T
9T

|ΠB|2L2
,

B : Champs magnétique numérique

ΠB : Projection du champs magnétique

1024 512 256 128 32 16 64 2048

h

slope=2
e(E)

 1e−05

 1e−04

 0.01

 0.1

 1

 10

 1  1  1  1 1  1  1  1

 0.001

e(E) =

vuut R
10T
9T

|E− ΠE|2L2R
10T
9T

|ΠE|2L2
,

E : Champs électrique numérique

ΠE : Projection du champs électrique

exact
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Re�ections parasites

Onde rentrante avec sortie absorbante

 

  E.t=0

  E.t=0

  E.t−cB=0

during 1 period
2sin(   t+   /c)ω ω

  E.t−cB=
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Re�ections parasites

B(t)  on one vertex of 
the conforming mesh

1 2 3 4 5 6

0

 4e−9

 3e−9

 2e−9

−1e−9

−2e−9

−3e−9

−4e−9

 1e−9

Time periods

B(t) on one vertex of the 
non−conforming mesh

3 4 5 621

−3e−9

−4e−9

−2e−9

−1e−9

0

 4e−9

 3e−9

 2e−9

 1e−9

Time periods

⇒ La non conformité du maillage n'amli�e pas les re�exions parasites.
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Equation de Vlasov

∂f

∂t
+ V ·∇x f +

q

m
(E+ V × B) ·∇v f = 0

Couplage avec Maxwell

ρ(X, t) = q

∫
R3

f (X,V, t)dV

J(X, t) = q

∫
R3

Vf (X,V, t)dV
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Résolution par la méthode PIC

Méthode PIC

Approximation de la fonction de distribution :

f̃ (X,V, t) =

Np∑
p=1

ωpδ (X− Xp(t)) δ (V − Vp(t))

avec,
Np : nombre de particules numériques
ωp : poids numérique de la particule p

∂Xp(t)

∂t
= Vp(t)

∂Vp(t)

∂t
=

q

m
(E(Xp(t), t) + V(Xp(t), t)× B(Xp(t), t))

S. LAYOUNI

Résolution des équations de Maxwell-Vlasov sur des maillages quelconques par une méthode de volumes �nis



Introduction Discretisation du système avec la nouvelle méthode Propriétés du schéma Couplage avec l'équation de Vlasov Références

Résolution par la méthode PIC

→ Initialisation : distribution initiale ⇒ positions et vitesses initiales des
particules
Technique appliquée :quiet start (quasi monte Carlo)
↪→ Interpolation des champs aux positions des particules �
↪→ Calcul des vitesses et des positions : pousseur de Boris

Vn+1
k − Vn

k

∆t
=

q

m

(
E
n+1/2
k +

Vn+1
k + Vn

k

2
×
Bn+1
k + Bn

k

2

)
X
n+1/2
k − X

n−1/2
k

∆t
= Vn

k

↪→ Calcul de la densité du charge et du courant
↪→ Calcul des champs électromagnétiques : Maxwell ↑
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Interpolation des champs aux positions des particules

Interpolation des champs aux positions des particules

Pour X
n+1/2
k ∈ C�

ik
∩ C ′

ik
∩ C”ik

E
n+1/2
k = E

�n+1/2
ik

E
n+1/2
k =

1

2
(E

′n+1/2
ik

+ E”
n+1/2
ik

)

Bn
k = B�nik

Bn
k =

1

2
(B ′n

ik
+ B”nik )

i
B’

B"i
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Calcul de la densité de charge et du courant

NGP(Nearest Grid Point)

ρ
′n+1/2
i =

q

|C ′
i |

Np∑
p=1

ωp1C ′
i
(Xn+1/2

p )

ρ”
n+1/2
i =

q

|C”i |

Np∑
p=1

ωp1C”i
(Xn+1/2

p )

J
�n+1/2
j · n′j =

q

∆t|A′j |

Np∑
p=1

ωp

Vn
p · n′j

|Vn
p · n′j |

1A′j (X
n−1/2
p ,Xn+1/2

p )

J
�n+1/2
j · n”j =

q

∆t|A”j |

Np∑
p=1

ωp

Vn
p · n”j

|Vn
p · n”j |

1A”j
(Xn−1/2

p ,Xn+1/2
p )

⇓
Conservation de l'équation de charge discrète
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Résultats numériques

Convergence en fonction du nombre des particules

 1e−4

1e−3

 1e−2

 0.1

 1e4  2e4  4e4  8e4  16e4  32e4  64  128e6 256e4 512e4 1024e4

erreur L2 relative (rho)

 1e−4

 1e−3

 1e−2

 0.1

 2e4  4e4  8e4  16e4  32e4  64e4  128e4 256e4 512e4 1e4  1024e4

erreur L2 relative (esperance)

1e−3

 1e−2

 0.1

 1

 1e4  2e4  4e4  8e4  16e4  32e4  64e4  128e4 256e4 512e4 1024e4

erreur L2 relative (variance)

 1e−18

 1e−17

 1e−16

 1e4  2e4  4e4  8e4  16e4  32e4  64e4  128e4 256e4 512e4 1024e4

erreur L2 (Bz)

f
0 =

N

Π
√

Π
exp(−

V 2

x + V 2

y + V 2

z

V 2

th

) E
0 = 0 B

0 = 0

S. LAYOUNI

Résolution des équations de Maxwell-Vlasov sur des maillages quelconques par une méthode de volumes �nis



Introduction Discretisation du système avec la nouvelle méthode Propriétés du schéma Couplage avec l'équation de Vlasov Références

• K. S. Yee. IEEE Trans. Antennas and propag. 14. pp. 302-307. 1966
• F. Hermeline. J. Comput. Phys., 106, pp.1-18, 1993.
• R. A. Nicolaides et D.-Q. Wang. Math. comput. 65. pp. 947-963. 1998.
• L. Fezoui, S. Lanteri, S. Lohrengel et S. Piperno. M2AN. Vol.39, N 6,
2005, pp. 1149-1176.
• K. Domelevo. et P. Omnes M2AN. Vol.39, N 6, 2005, pp. 1203-1249.
• S. Delcourte, K. Domelevo et P. Omnes. SIAM journal on numerical
analysis. 45(3),pp. 1142-1174, 2007.
• C. K. Birdsall et A. B. Langdon. Plasma physics via computer
simulations (1991).
• J. Villasenor et O. Buneman. Computer phys. com. 69(1992) 306-316.
• R. Barthelmet. Le problème de conservation de la charge dans le
couplage des équations de Vlasov et de Maxwell.
• F. Hermeline, S. Layouni et P. Omnes. A �nite volume method for the
approximation of Maxwell's equations in two space dimensions on
arbitrary meshes. Soumis au J. Comput. Phys.

S. LAYOUNI

Résolution des équations de Maxwell-Vlasov sur des maillages quelconques par une méthode de volumes �nis


	Introduction
	Discretisation du système avec la nouvelle méthode
	Discretisation de la loi de Faraday sur le maillage primal et dual
	Discretisation de la loi d'Ampere-Maxwell sur le maillage diamant
	Discrétisation de la divergence

	Propriétés du schéma
	Preservation de la divergence
	Conservation d'une énergie électromagnétique discrète
	Stabilité
	Convergence
	Reflections parasites

	Couplage avec l'équation de Vlasov
	Résolution par la méthode PIC
	Interpolation des champs aux positions des particules
	Calcul de la densité de charge et du courant
	Résultats numériques

	Références

