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Introduction ǵeńerale

SommaireL'életromagnétisme numérique et ses appliations . . . . . . . . . . . . . . . 1Les di�ultés de la modélisation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2Résolution numérique des équations de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . 2Interations des ondes életromagnétiques ave les personnes . . . . . . . . . 3Objetif et plan de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4Liste des publiations issues ette la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6L'életromagnétisme numérique et ses appliationsLa modélisation numérique est un outil essentiel pour l'ingénieur et son importane n'a essé de roîtreave l'augmentation des apaités de alul et de stokage des ordinateurs et notamment l'avènementdes alulateurs parallèles. Ce phénomène a été d'autant plus ressenti dans le domaine de l'életromagné-tisme qu'il s'est aompagné de la mise au point de nouvelles méthodes numériques adaptées à e typed'arhiteture de alul, et que la simulation numérique dans e domaine, traditionnellement réservéeaux appliations militaires omme la furtivité radar ou la vulnérabilité des systèmes d'arme, s'est aussiouverte à un large spetre d'appliations iviles.Ainsi, l'életromagnétisme numérique est aujourd'hui une disipline en plein essor et on onstate que lehamp d'appliation de l'életromagétisme numérique s'est élargi à des ontextes aussi variés que l'éle-tronique, les aélérateurs de partiules, la magnétohydrodynamique, l'optimisation de forme d'antennes,la oneption de dispositifs hyperfréquenes ou la ompatibilité életromagnétique. Ce dernier est parti-ulièrement ruial ar les nouveaux matériaux qui omposent les aéronefs, les bâtiments ou les voitures,n'assurent plus la protetion des nombreux omposants életroniques ontre la foudre ou d'autres soureséletromagnétiques. La santé au sens large est un autre ontexte d'appliation de l'életromagnétismenumérique. Il s'agit essentiellement de quanti�er numériquement l'absorption d'un hamp életromagné-tique dans des tissus biologiques, soit pour évaluer les éventuels e�ets noifs de l'exposition à es hamps[BCPP01℄-[CLO+00℄, soit pour des besoins de plani�ation du traitement par hyperthermie1 de tumeursanéreuses [LHC+00℄-[SNVM03℄.1L'hyperthermie est un éhau�ement (loal) des tissus biologiques.1



Introdution généraleLes équations qui modélisent les problèmes de propagation d'ondes életromagnétiques, à savoir les équa-tions de Maxwell, susitent un engouement tant de la part des physiiens que de la part des mathémati-iens, en raison notamment des appliations industrielles pressenties. La simulation numérique a ontri-bué à une meilleure ompréhension des phénomènes physiques sous-jaents, motivant de nombreusesreherhes a�n de parvenir à des méthodes qui restituent au mieux les aratéristiques mathématiquesde es équations et l'universalité de leur appliation, ave à la lef un soui de performane.Les di�ultés de la modélisation numériqueEn dépit des avanées signi�ative de es vingt dernières années, un grand nombre d'appliationsde l'életromagnétisme numérique reste hors de portée des apaités de l'état de l'art des méthodesnumériques pour la modélisation des équations de Maxwell [RT04℄.Plusieurs di�ultés émergent lorsque l'on tente de modéliser et de développer des méthodes de alulpour simuler des phénomènes de propagation d'ondes életromagnétiques:� la plupart des phénomènes életromagnétiques à modéliser requièrent un domaine de alul nonborné,� la préision des méthodes d'approximation des équations d'une part, et la disrétisation du domainede alul d'autre part, doivent être ompatibles ave le aratère ondulatoire des phénomènes depropagation d'ondes életromagnétiques,� les nouveaux matériaux onstituant les objets étudiés possèdent des aratéristiques életroma-gnétiques de plus en plus omplexes où, par exemple, les hypothèses de linéarité et d'isotropie nes'appliquent pas. Ces matériaux néessitent don des algorithmes robustes pour la résolution deséquations de Maxwell,� les appliations d'intérêt industriel onduisent à la résolution numérique de systèmes disrets dontla taille, évaluée en termes du nombre d'inonnues pour atteindre une préision donnée, est trèsgrande. Par exemple, les longueurs aratéristiques sont généralement de l'ordre de quelques di-zaines de longueur d'onde mais peuvent dépasser la entaine, onduisant à des maillages quipeuvent ontenir jusqu'à dix millions de maille pour des maillages volumiques. La résolution nu-mérique de problèmes de ette taille ne peut se faire qu'en exploitant pleinement les possibilitésdes alulateurs parallèles. L'algorithme généré par la méthode doit don avoir un haut degré deparallélisme.Résolution numérique des équations de MaxwellDe nombreuses méthodes ont été développées pour la résolution numérique des équations de Maxwellmais il semble qu'auune méthode ne soit prédominante, le hoix étant déterminé essentiellement par letype d'appliation onsidéré. Il ne s'agit pas ii de proposer une revue exhaustive de es méthodes maisplut�t de préiser quelques aratéristiques importantes qui motivent le hoix d'une méthode partiulière.Ces méthodes peuvent être regroupées en plusieurs lasses, suivant que l'on souhaite traiter les équationsde Maxwell en domaine temporel en regardant l'évolution en temps du hamp életromagnétique, oules équations de Maxwell en domaine fréquentiel (ou en régime harmonique) en regardant ette fois-ile omportement du hamp életromagnétique lorsque le terme soure suit une dépendane harmoniqueen temps. Bien que es deux formulations aient un lien physique étroit (voir par exemple [Hel94℄), les2



Introdution généraleméthodes numériques développées pour leur approximation peuvent s'attaquer indistintement aux deuxsystèmes d'équations ou au ontraire être spéi�ques à haun. Les méthodes mises au point pour larésolution des équations en domaine temporel utilisent le plus souvent une formulation des équations aupremier ordre, alors que les méthodes onçues pour la résolution des équations de Maxwell en domainefréquentiel s'appuient habituellement sur la formulation des équations du deuxième ordre dans laquelleon élimine le hamp életrique ou le hamp magnétique, a�n de réduire la taille des systèmes algébriquesrésultants.La présente étude porte sur la résolution numérique des équations de Maxwell en domaine temporel.Di�érentes familles de méthodes numériques ont été développées pour résoudre es équations, faisantsuite à la méthode la plus anienne proposée en 1966 par K.S. Yee [Yee66℄. Nous les passerons en revueplus loin dans e manusrit. Le point de départ de notre étude onsiste en une méthode d'éléments �nisdisontinus, onnue sous le nom de méthode Galerkin disontinue, initialement introduite dans [PF03℄-[FLLP05℄. Cette méthode est formulée sur des maillages triangulaires en 2D et tétraèdriques en 3D. Lesméthodes Galerkin disontinues présentent plusieurs avantages parmi lesquels:� elles sont naturellement adaptées à la disrétisation de fontions disontinues et à la prise en ompted'hétérogénéités (par exemple du milieu dans le as d'un problème de propagation d'ondes),� elles se prêtent bien à l'utilisation de maillages non-struturés pour la disrétisation de géométriesomplexes,� elles autorisent un ra�nement loal non-onforme du maillage de alul et un degré d'interpolationvariable en espae (en d'autres termes, elles dé�nissent un adre idéal pour la mise au point deméthodes auto-adaptatives),� elles sont naturellement parallélisables.Le aratère disontinu de l'approximation impose d'avoir reours à une formulation faible loale 'est-à-dire dont le support d'intégration est l'élément (un triangle en 2D et un tétraèdre en 3D). Une intégrationpar parties fait alors apparaître un terme de bord dont le alul onduit à l'introdution d'une fontion de�ux numérique (similairement à e qui est réalisé dans les méthodes volumes �nis [CFS93℄-[PRF02℄). Unepartiularité de la méthode Galerkin disontinue introduite dans [PF03℄-[FLLP05℄ est d'utiliser une fon-tion de �ux numérique entrée. Lorsque elle-i est ombinée à un shéma d'intégration en temps entréde type saute-mouton du seond ordre, on montre que l'on obtient une méthode Galerkin disontinuenon-dissipative et stable sous une ondition de type CFL.Interations des ondes életromagnétiques ave les personnesL'étude des interations des ondes életromagnétiques ave les personnes est au ÷ur des ativitésde l'équipe �Interations des Ondes ave les Personnes� (IOP) du entre Frane Teleom R&Dd'Issy les Moulineaux qui o-�nane ette thèse. En partiulier, l'équipe IOP ontribue ativement auxreherhes atuelles sur les e�ets sanitaires des rayonnements issus des téléphones mobiles. Ces dernièresannées ont vu la réalisation d'un grand nombre d'études sienti�ques visant à évaluer les e�ets deshamps életromagnétiques radio-fréquene sur la santé humaine. Beauoup de es études sont de natureexpérimentale (études in vivo sur des animaux prinipalement, et études in vitro). On renontre aussi desétudes épidémiologiques pour lesquelles, d'une façon générale, on manque enore de reul à ause duaratère réent du déploiement à grande éhelle des téléphones mobiles (et des antennes relais). En�n,un ertain nombre d'études font appel à la modélisation numérique. 3



Introdution généraleUn des aspets importants de l'étude des e�ets biologiques résultant de l'exposition à un hamp életro-magnétique radio-fréquene onerne la dosimétrie, 'est-à-dire la quanti�ation du rayonnement életro-magnétique sur les tissus exposés. La dose d'énergie absorbée par transformation en haleur est quanti�éepar la puissane absorbée par unité de masse de matière biologique exposée. Elle est dé�nie par le débitd'absorption spéi�que (DAS) et s'exprime en W/kg. Le alul du DAS peut se faire à l'aide de bansde mesure (fant�mes et sondes); dans e as, il s'agit de dosimétrie expérimentale. On peut aussi faireappel à des modèles numériques qui permettent la résolution du système d'équations de Maxwell (onparle alors de dosimétrie numérique). Dans e dernier as, le alul numérique néessite la onstrutiond'un modèle de tête disret (maillage) à partir d'images médiales. Les études de e type sont majori-tairement réalisées à l'aide de modèles numériques basés sur la méthode DFDT (Di�érenes Finies enDomaine Temporel). Dans ette méthode, le domaine de alul est disrétisé au moyen d'un maillagestruturé (artésien). Du fait de sa simpliité de mise en ÷uvre et de la disponibilité de moyens de alulde plus en plus performants, la méthode DFDT reste le hoix de prédiletion pour l'évaluation numériquedes e�ets de l'exposition humaine aux hamps életromagnétiques radio-fréquene. Cependant, de tellesgrilles ne sont pas bien adaptées à la disrétisation de formes géométriques omplexes. Plus préisément,toute frontière ourbe est approhée par une interfae en marhes d'esalier: e phénomène engendre desosillations parasites sur la solution et une perte de préision de la méthode. De plus, la modélisation depetits détails (fentes mines, plaques mines) impose une taille de maille trop petite, rendant le alulprohibitif. Si on utilise un maillage non-uniforme pour prendre en ompte es détails, on augmente l'erreurde dispersion du shéma et la préision de la méthode DFDT se dégrade (la méthode DFDT est préiseau seond ordre en espae et en temps sur des grilles de alul orthogonales uniformes).Au ontraire, un maillage non-struturé (non-orthogonal et non-uniforme) o�re la souplesse voulue pourapproher orretement des frontières ourbes et des détails géométriques. Les méthodes Galerkin dison-tinues proposent des solutions très prometteuses pour la résolution numérique de problèmes de propaga-tion d'ondes en milieux hétérogènes en s'appuyant sur des maillages non-struturés, loalement ra�nés,éventuellement non-onformes. En partiulier, la non-onfomité du maillage pourrait permettre une plusgrande �exibilité dans la onstrution des modèles géométriques des tissus de la tête (erveau, LCR,râne, peau, et.). On pourrait aussi ra�ner le maillage au voisinage du téléphone et de l'oreille exposéeet utiliser un maillage grossier partout ailleurs. Alternativement, on pourrait songer à mailler les tissusindépendamment sans imposer de ontrainte aux maillages de surfae dé�nissant les interfaes entretissus voisins. Dans haque as, on herhe à réaliser deux objetifs a priori antagonistes: augmenter lapréision des aluls dans les zones d'intérêt et minimiser les temps de alul et les volumes de donnéesà manipuler.Objetif et plan de la thèseEn pratique, un grand nombre de simulations numériques réalistes mettent en jeu des géométries auxformes irrégulières ou des dispositifs de petite taille plongés dans des domaines de plus grande taille.Pour es problèmes, l'utilisation de maillages non-struturés ra�nés est presque toujours souhaitablevoire inontournable. Néanmoins, la grande majorité des outils d'életromagnétisme numérique existantset ompatibles ave l'utilisation de maillages non-struturés supposent que eux-i sont onformes, 'est-à-dire qu'ils ne présentent pas de n÷uds �ottants résultant de ra�nements. Pourtant, la non-onformitési elle était autorisée pourrait grandement failiter le proessus de ra�nement et permettre de loaliserelui-i aux seules zones d'intérêt lors de la onstrution du maillage de alul. Outre les questions dedisrétisation à proprement dites, les stratégies de résolution numérique auto-adaptatives font elles aussi4



Introdution généraleappel à un proessus de ra�nement. Là enore, la possibilité de ne limiter elui-i qu'aux régions identi�éespar un ritère d'erreur approprié est grandement souhaitable. Notons aussi que dans l'idéal, es stratégiesauto-adaptatives herhent à ombiner un ra�nement du maillage (h-ra�nement) dans les zones demoindre régularité de la solution ave un enrihissement de l'ordre d'approximation (p-enrihissement)là où la solution est régulière. On parle alors de méthode hp-adaptative.Comme souligné plus haut, les méthodes Galerkin disontinues sont partiulièrement bien adaptées àla prise en ompte de maillages non-struturés non-onformes et plus généralement, à la mise au pointde stratégies de résolution hp-adaptatives. Toutefois, pour e qui onerne la modélisation numériquede problèmes de propagation d'ondes életromagnétiques en régime instationnaire, la non-onformité demaillage a été rarement exploitée dans les méthodes Galerkin disontinues développées pour la résolutionnumérique des équations de Maxwell en domaine temporel. Cette possibilité a été étudiée dans la thèsede N. Canouet [Can03℄ dans le ontexte de maillages hexaédriques orthogonaux. Par ailleurs, la miseen ÷uvre initiale de la méthode Galerkin disontinue en maillages simplexes introduite dans [PF03℄-[FLLP05℄ (voir aussi [BFLP06℄) reposait sur des maillages tétraédriques non-struturés onformes et desméthodes d'interpolation P0 (méthode volume �ni) et P1 (méthode Galerkin disontinue onforme baséesur une interpolation linéaire). Dans e ontexte, l'objetif général de la présente étude a été d'étendrees travaux pour exploiter la non-onformité de maillage et de l'ordre d'approximation dans la méthodeGalerkin disontinue en maillages simplexes dérite dans [PF03℄-[FLLP05℄.Cette thèse a donné lieu aux ontributions suivantes:� Une étude analytique permettant de mettre en évidene l'in�uene de la non-onformité du maillagesur la stabilité de la méthode Galerkin disontinue introduite dans [PF03℄-[FLLP05℄. Rappelonsque ette méthode ombine l'utilisation d'un shéma entré pour le alul numérique des �ux auxinterfaes entre éléments voisins et un shéma saute-mouton du seond ordre pour l'intégration entemps.� La mise en ÷uvre d'une méthode Galerkin disontinue en maillages triangulaires non-struturés,d'ordre abritrairement élevé en espae, et exploitant la non-onformité de maillage et de l'ordred'approximation, pour la résolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles.� Une extension de la méthode Galerkin disontinue initiale par la prise en ompte d'une famille deshémas saute-mouton d'ordre arbritrairement élevé pour l'intégration en temps, et une étude deonvergene a priori de la méthode Galerkin disontinue résultante.� Une mise en ÷uvre préliminaire d'une méthode Galerkin disontinue non-onforme en maillagestétraédriques non-struturés pour la résolution numérique des équations de Maxwell tridimension-nelles.Cette thèse onstitue une première étape vers le développement d'une méthode Galerkin disontinue
hp-adaptative en maillages simplexes pour la résolution numérique des équations de Maxwell en domainetemporel.Le plan de la thèse est le suivant:� Le Chapitre 1 est onsaré à une présentation du système des équations de Maxwell qui modélise lesphénomènes életromagnétiques, ainsi qu'à une revue rapide des prinipales tehniques existantespour la résolution numérique de e système d'EDPs: méthode de di�érenes �nies en domainetemporel (DFDT), méthode d'éléments �nis en domaine temporel (EFDT), méthode de volumes�nis en domaine temporel (VFDT) et méthode Galerkin disontinue en domaine temporel (GDDT).
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Introdution générale� Dans le Chapitre 2, on s'intéresse à la mise au point de méthodes Galerkin disontinues non-onformes en maillages triangulaires non-struturés, d'ordre arbitrairement élevé en espae, pourla résolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles en domaine temporel. Ononsidère tout d'abord la situation où la non-onformité porte sur le maillage seulement et onprésente une étude théorique de la stabilité de la méthode GDDT résultante. On propose ensuiteune méthode GDDT de type hp qui ombine h-ra�nement et p-enrihissement loaux et estbasée sur une formule de quadrature pour aluler les matries de �ux assoiées aux interfaesnon-onformes.� Dans le Chapitre 3 on réalise une étude numérique détaillée des méthodes Galerkin disontinuesnon-onformes disutées au Chapitre 2, sur la base de problèmes de propagation d'ondes en millieuxhomogènes et hétérogènes. Pour tous es as tests sauf un, des solutions analytiques existentautorisant une étude de onvergene numérique rigoureuse des méthodes Galerkin disontinuesnon-onformes en question. Cette étude vise aussi à évaluer les gains en temps de alul entreméthodes Galerkin disontinues onformes et non-onformes.� Le Chapitre 4 traite de l'extension de la méthode Galerkin disontinue non-onforme de type
hp par la prise en ompte d'une famille de shémas saute-mouton d'ordre arbritrairement élevépour l'intégration en temps. On réalise notamment une étude de stabilité ainsi qu'une étude deonvergene a priori de la méthode GDDT non-onforme d'ordre arbitrairement élevé résultante.� Le Chapitre 5 traite de la mise en ÷uvre préliminaire d'une méthode Galerkin disontinue non-onforme en maillages tétraédriques non-struturés pour la résolution numérique des équations deMaxwell tridimensionnelles.Liste des publiations issues de ette thèseArtiles aeptés[P1℄. H. Fahs, Development of a hp-like disontinuous Galerkin time-domain method on non-onform-ing simpliial meshes for eletromagneti wave propagation, Int. J. Numer. Anal. Model., 2008,to appear.[P2℄. H. Fahs, L. Fezoui, S. Lanteri, and F. Rapetti, Preliminary investigation of a non-onformingdisontinuous Galerkin method for solving the time domain Maxwell equations, IEEE Trans.on Magnet., 44(6), 1254 - 1257, 2008.Artile soumis[P3℄. H. Fahs and S. Lanteri, A high-order non-onforming disontinuous Galerkin method for time-domain eletromagnetis, J. Comput. Appl. Math., submitted, September 2008.Artiles en préparation[P4℄. A. Catella, V. Dolean, H. Fahs and S. Lanteri, A hybrid expliit-impliit disontinuous Galerkinmethod for time-domain eletromagnetis, will be submitted for publiation in J. Comput. Phys.,2008 (dans le adre de la thèse d'Adrien Catella).[P5℄. H. Fahs, High-order leap-frog based disontinuous Galerkin method for solving the time-domain Maxwell equations on non-onforming simpliial meshes, will be submitted for pu-bliation in Numer. Math. Theor. Meth. Appl., 2008.6



Introdution généraleRapports de reherhe INRIA[R1℄. H. Fahs and S. Lanteri, Convergene and stability of a high-order leap-frog based disontinuousGalerkin method for the Maxwell equations on non-onforming meshes. INRIA Researh ReportRR-6699, 2008. [Online℄. Available: http://hal.inria.fr/inria-00332277/[R2℄. H. Fahs, Numerial evaluation of a non-onforming disontinuous Galerkin method on trian-gular meshes for solving the time-domain Maxwell equations . INRIA Researh Report RR-6311,2007. [Online℄. Available: http://hal.inria.fr/inria-00175738/[R3℄. H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapetti, A hp-like disontinuous Galerkin method for solving the 2Dtime-domain Maxwell's equations on non-onforming loally re�ned triangular meshes. INRIAResearh Report RR-6162, 2007. [Online℄. Available: http://hal.inria.fr/inria-00140783/[R4℄. H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapetti, Etude de stabilité d'une méthode Galerkin disontinu pourla résolution numérique des équations de Maxwell 2D en domaine temporel sur des maillagestriangulaires non-onformes. INRIA Researh Report RR-6023, 2006.[Online℄. Available: http://hal.inria.fr/inria-00114537/Proeedings[C1℄. H. Fahs, A non-onforming disontinuous Galerkin method for solving Maxwell's equations, Inpro. of the 6th European Conferene on Numerial Methods in Eletromagnetism (NUMELEC08).Liège, Belgium, pp. 100-101, 2008.[C2℄. H. Fahs, S. Lanteri and F. Rapetti, Development of a non-onforming disontinuous Galerkinmethod on simplex meshes for eletromagneti wave propagation, In pro. of the 4th Int. Conf.on Advaned Computational Methods in Engineering (ACOMEN08). Editors: M. Hogge, R. VanKeer, L. Noels, L. Stainier, J.-P. Ponthot, J.-F. Remale, E. Dik. Liège, Belgium, 10-pages, 2008.[C3℄. H. Fahs, L. Fezoui, S. Lanteri, and F. Rapetti, Preliminary investigation of non-onformingdisontinuous Galerkin methods for solving the time domain Maxwell equations, In pro. ofthe 16th Int. Conf. on the Computation of Eletromagneti Fields, pp. 269-270, 2007 (referred).Conférenes[1℄. EUA4X Workshop (event #14) "On high order methods for large sale industrial appliations",organized by CRS4, Pula, Sardinia, June 7-9, 2006.[2℄. SMAI 2007: 3ème Congrès national de mathématiques appliquées et industrielles, Praz sur Arly,4-8 Juin, 2007.[3℄. COMPUMAG 2007: 16th Int. Conf. on the Computation of Eletromagneti Fields, Aahen,Germany, June 24-28, 2007.[4℄. ACOMEN 2008: 4th Int. Conf. on Advaned Computational Methods in Engineering, Liège,Belgium, May 26-28, 2008.[5℄. CANUM 2008: 39ème Congrès National d'Analyse Numérique, Saint Jean de Monts, Vendée,Frane, 26-30 Mai, 2008.[6℄. ICCAM 2008: 13th Int. Congress on Computational and Applied Mathematis, Ghent, Belgium,July 7-11, 2008.[7℄. NUMELEC 2008: 6th European Conferene on Numerial Methods in Eletromagnetism, Liège,Belgium, Deember 8-10, 2008. 7
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Chapitre1
Cadres math́ematique et nuḿerique

Sommaire1.1 Équations de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.2 Conditions d'interfae et onditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . 111.2.1 Equations de Maxwell au sens des distributions . . . . . . . . . . . . . . . . 111.2.2 Conditions aux limites pour une surfae métallique . . . . . . . . . . . . . . 121.2.3 Conditions aux limites pour une frontière absorbante . . . . . . . . . . . . . 131.2.4 Conditions de saut à l'interfae entre deux matériaux . . . . . . . . . . . . 141.3 Problème de di�ration d'onde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.4 Le as à deux dimensions d'espae: polarisations TM et TE . . . . . . . 151.5 Eletromagnétisme numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171.5.1 Méthodes en domaine fréquentiel: formulations intégrales . . . . . . . . . . 171.5.2 Méthodes en domaine fréquentiel: formulations EDP . . . . . . . . . . . . . 181.5.3 Méthodes en domaine temporel: formulations intégrales . . . . . . . . . . . 181.5.4 Méthodes en domaine temporel: formulations EDP . . . . . . . . . . . . . . 191.6 Une méthode Galerkin disontinue à �ux entré . . . . . . . . . . . . . . 251.6.1 Disrétisation spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.6.2 Disrétisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271.7 Stratégies de ra�nement loal d'un maillage simplexe . . . . . . . . . . 28Bien que les phénomènes életromagnétiques soient onnus depuis l'Antiquité, les premières expé-rienes sur l'életriité et le magnétisme remontent seulement au XVIIème sièle. L'analyse sienti�quede es phénomènes débuta ave les travaux de Coulomb sur l'életrisation qui furent publiés en 1785,et qui onduisirent à la théorie dynamique du hamp életromagnétique de Maxwell, publiée en 1864.Cette théorie fut validée en 1888 par Hertz qui déouvrit des ondes életromagnétiques se propageant àla vitesse de la lumière.Depuis les années soixante, notre ompréhension sur les onstituants fondamentaux de la matière etles fores qui interagissent entre elles a révolutionné la physique. Cela a donné lieu à la formulation dumodèle standard des partiules physiques qui dérit les partiules et leurs interations. L'életrodynamiquelassique héritée de Maxwell est une forme limite de l'életrodynamique quantique ontenue dans lemodèle standard, 'est-à-dire valide lorsque le nombre de photons impliqués est su�samment grand.L'életrodynamique lassique permet de dérire les phénomènes életromagnétiques qui se manifestentdans de nombreuses tehnologies modernes: téléommuniation, miro-onde, radar, antenne, et. A�n9



Chapitre 1. Cadres mathématique et numériquede simuler les e�ets produits, qui peuvent être destruteurs, il est néessaire de faire une analyse ma-thématique des équations de Maxwell, pour les résoudre numériquement, la résolution analytique étantdans la majorité des as impossible.L'objetif de e hapitre est d'une part, de faire quelques rappels de physique et mathématique surles équations de Maxwell et d'autre part, de passer en revue les prinipales méthodes numériques pourrésoudre les équations de Maxwell, et de motiver le hoix de la méthode numérique adoptée dans etteétude ainsi que l'utilisation de maillages simplexes non-onformes.Il existe de nombreux ouvrages de référene sur l'étromagnétisme et le traitement numérique des phé-nomènes de propagation d'ondes életromagnétiques. Les fondements physiques de l'étromagnétismesont au ÷ur des ouvrages de J.D. Jakson [Ja98℄ et de R. Feynman [Fey79℄. Le livre d'A. Bossavit[Bos91℄ permet de passer de la physique à la modélisation, et le livre de R.F. Harrington [Har01℄ présenteles tehniques mathématiques pour traiter des problèmes de propagation d'ondes életromagnétiques enrégime harmonique.1.1 Équations de MaxwellUne étude des phénomènes életromagnétiques onsiste à déterminer, à l'instant t (t ∈ R
+) et aupoint x ∈ R

3, les quatre hamps de veteurs E (en V/m), D (en C/m2), H (en A/m) et B (en
T ) désignant respetivement le hamp et l'indution életrique, le hamp et l'indution magnétique, etvéri�ant:

➊ la loi de Faraday qui lie la fore életromotrie à la variation de �ux d'indution,
➋ le théorème d'Ampère qui permet de aluler le hamp magnétique engendré par un ourant,
➌ la loi dé�nissant la harge életrique,
➍ la loi postulant l'absene de harge magnétique.En appliquant le théorème de la divergene de Gauss et le théorème de Stokes, on obtient les expressionsloales de es lois physiques appelées équations de Maxwell :





∂D

∂t
− rot(H) = −j (loi de Maxwell-Ampère),

∂B

∂t
+ rot(E) = 0 (loi de Maxwell-Faraday),div(D) = ρ (loi de Gauss életrique),div(B) = 0 (loi de Gauss magnétique). (1.1)Les densités de harge ρ et de ourant j sont reliées par la loi de onservation:

∂ρ

∂t
+ div(j) = 0. (1.2)Le système des équations de Maxwell ne tient pas ompte du milieu matériel où il y a propagation, et paronséquent il ne su�t pas à la détermination du hamp életromagnétique. Il onvient alors d'ajouterdes relations qui préisent les propriétés spéi�ques du milieu étudié. Ces relations liant les hamps et lesindutions sont données par des lois dites de omportement, aratéristiques du milieu onsidéré. Nousonsidèrerons dans ette étude des matériaux linéaires isotropes dont les lois onstitutives les plus simplessont données par les relations:10



1.2. Conditions d'interfae et onditions aux limites
{

D(x, t) = ǫ(x)E(x, t),

B(x, t) = µ(x)H(x, t),
(1.3)où ǫ(x) et µ(x) représentent la permittivité diéletrique et la perméabilité magnétique du milieu. Parailleurs, on supposera que les ourants soures sont donnés ou bien que le milieu de propagation est unonduteur à perte. Dans e dernier as, la densité de ourant j et le hamp életrique E sont reliés parune loi dite de ondution. En l'absene d'autre soure de ourant életrique, la loi la plus simple est laloi d'Ohm:

j(x, t) = σ(x)E(x, t),où la ondutivité du matériau σ est une grandeur salaire positive ou nulle.A l'aide de la loi de omportement (1.3), on peut alors érire les équations de Maxwell (1.1) en variables
(E,H) de la façon suivante:





ǫ(x)
∂E

∂t
− rot(H) = −j,

µ(x)
∂H

∂t
+ rot(E) = 0,div(ǫ(x)E) = ρ,div(µ(x)H) = 0.

(1.4)
Notons que les équations:

{ div(ǫ(x)E) = div(D) = ρ,div(µ(x)H) = div(B) = 0,sont redondantes dans le modèle ontinu (pour tout temps t positif) pour des onditions initiales véri�antes ontraintes (voir par exemple [DL87℄). On peut ainsi ne onsidérer que les deux premières équationsde (1.4).1.2 Conditions d'interfae et onditions aux limitesL'ériture lassique des équations de Maxwell suppose impliitement que soures et hamps ont unerégularité qui assure un sens aux diverses dérivations. Or, des répartitions de harges (éventuellementpontuelles) et/ou de ourants loalisés sur des ourbes ou des surfaes se renontrent fréquemment dansles appliations. L'ériture des équations de Maxwell au sens des distributions permet alors de traiter dessingularités et d'expliiter de manière générale les onditions aux limites ou d'interfae assoiées à estypes de problème.1.2.1 Equations de Maxwell au sens des distributionsSoit une distribution vetorielle TA de R
3 assoiée au hamp de veteur A dérivable au sens desfontions vetorielles dans le omplémentaire d'une surfae de disontinuité S orientée et de normale n.On rappelle que la divergene et le rotationnel d'une distribution vetorielle TA s'érivent: 11



Chapitre 1. Cadres mathématique et numérique
{ div(TA) = div(A) + n · [A]SδS ,rot(TA) = rot(A) + n× [A]SδS ,

(1.5)où δS est la distribution de Dira sur la surfae S et [A]S le saut de A à travers la surfae S. Le termediv(A) dénote l'opérateur divergene au sens des fontions appliqué à A, alors que rot(A) désignel'opérateur rotationnel au sens des fontions assoié à A.On onsidère maintenant les distributions vetorielles et salaires assoiées aux grandeurs életromagné-tiques intervenant dans les équations de Maxwell (1.4). On suppose que es grandeurs sont dérivablesdans le omplémentaire de la surfae de disontinuité S. De plus, la distribution salaire Tρ se déomposeen la somme d'une densité de harge volumique ρ et d'une harge super�ielle notée ρS (Tρ = ρ+ρSδS).On déompose de manière analogue la distribution volumique Tj.Ainsi, les équations de Maxwell au sens des distributions s'érivent :




ǫ(x)
∂E

∂t
− rot(H) − n × [H]SδS = −j − jSδS ,

µ(x)
∂H

∂t
+ rot(E) + n × [E]SδS = 0,div(ǫ(x)E) + n · [ǫ(x)E]SδS = ρ+ ρSδS ,div(µ(x)H) + n · [µ(x)H]SδS = 0.

(1.6)
On retrouve par identi�ation les équations de Maxwell au sens des fontions (1.4) d'une part, et lesonditions aux limites sur la surfae S d'autre part:





n× [H]S = jS ,

n× [E]S = 0,

n · [ǫ(x)E]S = ρS ,

n · [µ(x)H]S = 0.

(1.7)Ainsi, en l'absene de ourant jS , les omposantes tangentielles des hamps életrique et magnétique sontontinues à travers toute surfae. Par ontre, même en l'absene de harge, les omposantes normalesdes hamps életrique et magnétique ne sont généralement pas ontinues.1.2.2 Conditions aux limites pour une surfae métalliqueNous assimilerons, tout au long de ette étude, une paroi métallique au modèle idéal et �tif duonduteur parfait de ondutivité σ supposée in�nie (les harges se portent instantanément à la surfaedu onduteur). Physiquement, il n'existe pas de ourant surfaique jS à l'interfae S entre un diéletriqueet un métal. Le hamp életromagnétique à l'intérieur du métal devient rapidement nul mais pénètre toutde même elui-i sur une faible épaisseur. Ce phénomène est lassiquement appelé e�et de peau mais iln'est généralement pas pris en ompte dans les modélisations numériques ar le modèle de onduteurparfait est très simple à mettre en ÷uvre et assez préis pour un grand ensemble de dispositifs. Nousonsidèrerons don que le hamp életromagnétique est nul à l'intérieur du métal.Soient ES et HS les hamps életrique et magnétique à la surfae du métal. Les relations de saut (1.7)deviennent:12



1.2. Conditions d'interfae et onditions aux limites




n× HS = jS ,

n× ES = 0,

n ·ES =
ρS

ǫ
,

n ·HS = 0.

(1.8)
Remarque 1.1 Les ourants surfaiques jS et les harges surfaiques ρS ne sont pas des soures appli-quées onnues mais leur présene est rendue néessaire par le modèle de onduteur parfait.On en déduit en partiulier qu'à la surfae d'un onduteur parfait, le hamp életrique est normal et lehamp magnétique est tangent. D'autre part, le hamp magnétique peut se mesurer diretement à partirde la densité de ourants super�iels.1.2.3 Conditions aux limites pour une frontière absorbanteLes problèmes de propagation d'ondes sont souvent posés en domaines non-bornés. Une des questionsruiales pour leur résolution numérique est de savoir borner arti�iellement le domaine de alul. Cesujet est inépuisable et alimente depuis l'apparition des tehniques de simulation numérique un nombreonséquent de reherhes.La première méthode simulant l'espae ouvert in�ni a été proposé par Yee [Yee66℄ en 1966. Elle onsistesimplement à borner le domaine de alul par des onditions ré�éhissantes et à limiter le temps d'ob-servation de façon à ne pas prendre en ompte l'apparition d'ondes ré�éhies sur la frontière. Cetteméthode n'a jamais été utilisée pour la résolution des problèmes 3D életromagnétiques importants arla taille mémoire augmente en fontion du temps d'observation du fait de l'augmentation du domaine dealul. En 1971, Merewether [Mer71℄ a proposé une autre méthode dite ondition au bord rayonnante quionsiste à approher le hamp életromagnétique aux frontières par une loi en 1/r (r étant la distanedu point onsidéré sur la frontière au entre du maillage). Cette méthode semble avoir été abandonnéeà la suite de onstats d'impréisions et d'instabilités. Une troisième méthode a été dérite en 1977 parHolland [Hol77℄ (voir aussi [KL78℄ ), dite de la ouhe adaptée, qui onsistait à entourer le volume dealul par un milieu absorbant, dont l'impédane est égale à elle du vide. Le milieu absorbant est onsti-tué d'un ertain nombre de ouhes possédant des aratéristiques dissipatives. Leur r�le est d'assurerune perte signi�ative et progressive de l'amplitude des ondes se dirigeant vers la limite extérieure dumaillage. Cette même année, Engquist et Majda [EM77℄-[EM79℄ ont proposé une famille de onditionsabsorbantes basée sur l'approximation de l'équation des ondes. Ces onditions ont été proposées pourles ondes aoustiques. Appliquée ensuite par Mur [Mur81℄ en 1981 aux problèmes életromagnétiques en2D et 3D (on peut aussi se référer à [LWYY84℄-[BH88℄-[TBR92℄ pour des travaux traitant de onditionsabsorbantes d'ordre élevé).Nous utiliserons dans la suite de ette thèse la ondition absorbante de Silver-Müller [Mul69℄-[Mur81℄:

n× E = −c0µ0 n× (n × H), (1.9)pour une frontière arti�ielle plaée dans le vide. C'est une ondition aux limites faile à implémenter nu-mériquement néanmoins la frontière arti�ielle doit être plaée assez loin a�n que d'éventuelles ré�exionsparasites n'interagissent pas ave l'objet di�ratant. 13



Chapitre 1. Cadres mathématique et numérique1.2.4 Conditions de saut à l'interfae entre deux matériauxLes équations (1.4) font apparaître trois paramètres dont les valeurs dans le vide sont µ ≡ µ0 =
4π.10−7 H/m, ǫ ≡ ǫ0 ≈ 10−9/36π ≈ 8.8541878.10−12 F/m et σ = 0 S/m. La vitesse de la lumière dansle vide est dé�nie par c0 = 2.99792458.108 m/s ≈ 1/

√
µ0ǫ0. Pour les autres matériaux, il est lassiquede dé�nir la perméabilité et la permittivité par rapport à elles du vide, i.e. on a ǫ = ǫrǫ0 et µ = µrµ0 (ǫret µr, sans dimensions). Pour la plupart des matériaux ǫr et µr dépendent de la fréquene. Cependant,dans ette étude, on suppose que les matériaux ne possèdent pas une telle dépendane; es matériauxs'appellent alors matériaux simples. Les permittivités relatives ǫr de ertains matériaux sont données dansla Tab. 1.1. La perméabilité magnétique relative µr est égale à 1 pour la plupart des matériaux simplessauf les matériaux magnétiques, lesquels peuvent être onsidérés omme des onduteurs parfaits. Notonsque la permittivité diéletrique satisfait toujours ǫr ≥ 1. Elle est disontinue à l'interfae entre matériauxet es hangements sont souvent la ause d'importantes di�ultés dans les simulations numériques.En l'absene de densité volumique de harge et de ourant surfaique, les relations (1.8) onduisent à:

n · (ǫ1E1 − ǫ2E2) = 0,

n× (E1 − E2) = 0,

n · (µ1H1 − µ2H2) = 0,

n× (H1 − H2) = 0,

(1.10)où les indies identi�ent les milieux et n est le veteur normal à l'interfae, dirigé du milieu 1 vers lemilieu 2. Tab. 1.1 � Permittivités relatives pour ertains matériauxMatériau/milieu ǫrAir 1.0Té�on 2.1Polyéthylène 2.25Polystyrène 2.6Pyrex de verre 4.7Glae à 0◦ C 3.21.3 Problème de di�ration d'ondeLe problème de la di�ration d'une onde életromagnétique par un obstale est un problème trèsintéressant pour les ingénieurs et sert à plusieurs appliations telles que le alul de surfae équivalenteradar (SER). On onsidère pour e faire un obstale de R
p (p = 2, 3) de frontière Γ, parfaitement ondu-teur. Soit une onde életromagnétique inidente se propageant dans un milieu extérieur Ω homogène nononduteur et arrivant sur l'obstale (Fig. 1.1). Cette onde inidente (référenée par inc) est une donnéedu problème dont on onnait l'expression analytique. La présene de l'obstale induit une perturbationde l'onde inidente qui génère une onde di�ratée (référenée par dif).On herhe alors à déterminer le hamp di�raté t(Edif ,Hdif ), sahant que les équations de Maxwellsont vérifées par le hamp total dé�ni par:14



1.4. Le as à deux dimensions d'espae: polarisations TM et TE
diffractee
   onde

onde
 incidente

Ω

Fig. 1.1 � Di�ration par un obstale.
{

E = Edif + Einc,

H = Hdif + Hinc.Une ériture des équations de Maxwell en hamp di�raté est plus appropriée à e type de problème ar lealul d'une SER par exemple ne requiert que la onnaissane du hamp di�raté. De plus, les onditionsaux limites absorbantes exprimées en fontion du hamp di�raté génèrent moins de ré�exions parasitesar elui-i est généralement d'amplitude plus faible que le hamp total.Par hypothèse, le hamp inident t(Einc,Hinc) est solution des équations de Maxwell. De plus, le systèmede Maxwell est linéaire e qui permet de réérire les équations en fontion du hamp di�raté. Lesonditions aux limites sur un métal parfaitement onduteur s'érivent alors:
n× Edif = −n× Einc et n ·Hdif = −n ·Hinc.1.4 Le as à deux dimensions d'espae: polarisations TM et TEEn dimension deux d'espae, les équations de Maxwell peuvent être déouplées en deux systèmesanalogues de trois équations, généralement nommés mode transverse életrique (TE) et mode transversemagnétique (TM).Les ondes transverses életriques et transverses magnétiques sont en toute généralité des ondes qui sepropagent en trois dimensions d'espae. Cependant, nous utiliserons dans ette étude leurs propriétésen dimension deux d'espae qui permettent de simpli�er les équations de Maxwell puisque l'on peutse ramener à un système de trois équations sans perdre d'information au niveau de la physique duphénomène. Nous avons hoisi ii la diretion suivant l'axe Oz omme diretion privilégiée et le hampéletromagnétique ne dépend que des variables d'espae x et y. Un exemple typique est la di�rationd'une onde par un ylindre in�ni d'axe Oz (pas néessairement à base irulaire omme dérit sur la Fig.1.2).Auune ontribution tridimensionnelle ne devant être présente (i.e. ii auune dépendane par rapportà la variable z), l'onde est supposée se propager uniquement dans un plan seteur quelonque P duylindre: le veteur d'onde k reste dans e plan P après la di�ration sur l'objet d'après la théorie15



Chapitre 1. Cadres mathématique et numérique
H

E

k
incident

(onde TE)

(onde TM)

y

z

x

Fig. 1.2 � Di�ration bidimensionnelle par un ylindre in�ni.de l'optique. En partiulier pour une onde plane, dont les hamps életrique et magnétique restentorthogonaux entre eux dans un même plan perpendiulaire au veteur d'onde k, il reste à dé�nir undegré de liberté: la polarisation de l'onde qui préise la diretion de l'un des hamps de veteurs. Onnotera que deux diretions (appelées polarisations TEz et TMz) su�sent à retrouver une polarisationquelonque en dimension deux d'espae d'après le prinipe de superposition. Les aluls peuvent alors sefaire uniquement dans le plan seteur P et pour seulement deux polarisations.Pour les ondes transverses magnétiques TMz, on a H = t(Hx,Hy, 0), E = t(0, 0, Ez) et j = t(0, 0, jz)en oordonnées artésiennes. Seules les omposantes non nulles des hamps életrique et magnétiquesont onsidérées. Ainsi, les équations de Maxwell en mode TMz s'érivent :




ǫ
∂Ez

∂t
− ∂Hy

∂x
+
∂Hx

∂y
= −jz,

µ
∂Hx

∂t
+
∂Ez

∂y
= 0,

µ
∂Hy

∂t
− ∂Ez

∂x
= 0.Pour les ondes transverses életriques TEz, on a H = t(0, 0,Hz), E = t(Ex, Ey, 0) et j = t(jx, jy , 0) enoordonnées artésiennes. Les équations de Maxwell en mode TEz s'érivent :





µ
∂Hz

∂t
+
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0,

ǫ
∂Ex

∂t
− ∂Hz

∂y
= −jx,

ǫ
∂Ey

∂t
+
∂Hz

∂x
= −jy.16



1.5. Eletromagnétisme numérique1.5 Eletromagnétisme numériqueLes équations (1.1) sont linéaires et il peut au premier abord sembler assez faile de les résoudreanalytiquement. Cependant, les onditions aux bords et les onditions d'interfae rendent les équationsde Maxwell di�iles à résoudre analytiquement sauf dans un petit nombre de situations mettant enjeu des formes géométriques simples (omme la di�ration d'une onde plane par une sphère ou unylindre irulaire in�ni). Ainsi, dans la majeure partie des situations réalistes, la résolution numériquedes équations de Maxwell est la seule alternative viable.Les équations de Maxwell peuvent être résolues dans le domaine temporel ou bien dans le domainefréquentiel (i.e. en supposant une variation harmonique en temps). De plus, la méthode numérique peutêtre appliquée soit sur une formulation d'équations aux dérivées partielles (EDP) des équations de Maxwell(1.1) soit sur une formulation intégrale. La Tab. 1.2 fournit des exemples de méthodes numériques suivantette lassi�ation. Les abréviations dans la Tab. 1.2 ont les signi�ations suivantes:� DF**: Di�erene Finie (en Domaine Temporel ou Domaine Fréquentiel)� EF**: Elément Fini (en Domaine Temporel ou Domaine Fréquentiel)� VF**: Volume Fini (en Domaine Temporel ou Domaine Fréquentiel)� GD**: Galerkin Disontinue (en Domaine Temporel ou Domaine Fréquentiel)� MOT : Marhing-On in Time� MoM : Method of MomentsTab. 1.2 � Classi�ation des méthodes numériques pour les équations de Maxwell.Domaine temporel Domaine fréquentielFormulation EDP DFDT DFDFEFDT EFDFVFDT VFDFGDDT GDDFFormulation intégrale MOT MoMLa Tab. 1.2 reense les méthodes les plus ouramment utilisées dans haque atégorie. Il existe bien sûrde nombreuses autres méthodes. Les méthodes en domaine temporel permettent de traiter en un seulalul des problèmes de propagation dont le spetre omprend plusieurs fréquenes. Elles permettentégalement de suivre l'évolution d'un signal impulsionnel en temps. Comme ette thèse porte sur desméthodes en domaine temporel, la disussion qui suit onerne essentiellement es méthodes et seulesquelques méthodes en domaine fréquentiel sont abordées. Ces dernières sont toutefois les méthodes lesmieux adaptées aux appliations dont le spetre fréquentiel ne présente que quelques fréquenes.1.5.1 Méthodes en domaine fréquentiel: formulations intégralesLes méthodes en domaine fréquentiel reposant sur des formulations intégrales, omme la MoM[Wan91℄, réduisent les équations volumiques à des équations surfaiques. Après disrétisation, la mé-thode MoM onduit à un système linéaire dense. La résolution de e système par une méthode direte(méthode de Gauss) néessite O(N3) opérations arithmétiques si la taille de la matrie est N ×N . Ensupposant que le nombre d'éléments par longueur d'onde est onstant, N roît proportionnellement à
f2, où f est la fréquene. La omplexité de résolution du système MoM par une méthode direte estalors en O(f6). Un des moyens de réduire ette omplexité est de résoudre le système MoM par une17



Chapitre 1. Cadres mathématique et numériqueméthode itérative. Le noyau numérique de base d'une méthode itérative est le produit d'une matrie parun veteur, lequel a une omplexité en O(N2), si bien que la omplexité arithmétique pour résoudre lesystème MoM itérativement est en O(f4) si la méthode itérative onverge bien. Une rédution de etteomplexité peut enore être réalisée par l'utilisation d'une méthode multip�le pour aélérer le aluldu produit matrie-veteur moyennant quelques approximations. Dans e as, le système MoM peutêtre résolu en O(N log(N)) opérations arithmétiques si une méthode multip�le multiniveaux est utilisée[CRW93℄-[SC95℄. Une voie alternative pour réduire la omplexité de la méthode MoM est d'utiliser laméthode d'optique physique (OP). Ii les inonnues à la surfae de l'objet sont alulées diretementà partir du hamp inident. L'interation entre les di�érentes parties de la surfae est don négligée. Ils'agit d'une approximation haute fréquene. Les méthodes OP et MoM fournissent des résultats iden-tiques lorsque la fréquene tend vers l'in�ni. Pour une étude réente de la méthode MoM d'un point devue algorithmique et mise en ÷uvre, on pourra onsulter [BRI05℄.1.5.2 Méthodes en domaine fréquentiel: formulations EDPUne formulation EDP des équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel est l'equation d'Helmholtzvetorielle. Pour le hamp életrique elle-i s'érit:
∇× (

1

µ
∇× E) = ωǫE, (1.11)où ω est la fréquene angulaire et ǫ et µ dépendent de la variable d'espae. Cette équation est en généralrésolue au moyen d'une méthode élément �ni en raison de sa �exibilité géométrique et la possibilitéd'utiliser des maillages non-struturés. Cependant, le développement de es méthodes pour résoudre leséquations de Maxwell a été relativement lent, en partiulier dans le as des méthodes d'ordre élevé. Uneraison essentielle est l'obtention de solutions non physiques (apparition de modes parasites) lorsqu'unshéma élément �ni lassique de type Galerkin ontinu nodal est utilisé pour disrétiser l'équation (1.11).La soure des es problèmes a plusieurs interprétations parmi lesquelles une mauvaise représentationdu noyau de l'opérateur rotationnel [Bos88℄ ou la génération de solutions qui violent les onditions dedivergene, qui ne sont généralement pas diretement imposées [PL91℄. Une disussion de es questionsse trouve dans [SMYC95℄.A. Bossavit a fait l'observation fondamentale que l'utilisation d'éléments �nis spéiaux de type H(rot,Ω)1permet de pallier le problème des modes parasites en préservant des prinipes de l'algèbre vetorielle[Bos88℄-[Bos90℄. Les méthodes d'éléments �nis basées sur des éléments de type H(rot,Ω), aussi onnuessous les noms d'éléments d'arêtes ou d'éléments de Nedele [Ned80℄-[Ned86℄, sont devenues rapidementl'approhe dominante pour résoudre des problèmes à géométrie omplexe en domaine fréquentiel. Bienque très élégantes, de telles formulations ne sont pas entièrement dénuées de points faibles: les systèmesalgébriques assoiés sont plus grands que eux aratérisant les éléments �nis nodaux et la onformitéintrinsèque de l'approximation ne failite pas la mise au point de stratégies de résolution adaptatives(méthodes hp).1.5.3 Méthodes en domaine temporel: formulations intégralesLes méthodes en domaine temporel reposant sur des formulations intégrales pour les équations deMaxwell sont relativement peu utilisées. Cependant, au ours de es dernières années, es méthodes1H(rot, Ω) = {v : v ∈ [L2(Ω)]3,∇× v ∈ [L2(Ω)]3}.18



1.5. Eletromagnétisme numériqueont béné�ié d'un regain d'intérêt. La plupart de es méthodes sont appelées méthodes Marhing-On InTime (MOT). La omplexité arithmétique des méthodes MOT est en O(NtN
2
s ), où Nt est le nombre depas de temps et Ns est le nombre de fontions de base. Cette omplexité peut être réduite en utilisantune tehnique Plane Wave Time Domain (PWTD) [ESM98℄. Les tehniques PWTD s'inspirent desméthodes multip�les. La omplexité d'une tehnique PWTD à deux niveaux est en O(NtN

4/3
s log (Ns)),et la omplexité d'une tehnique PWTD multiniveaux est en O(NtNs log (Ns)).Un inonvénient des méthodes MOT est qu'elles sont sujettes à des instabilités [RS90℄. La question aété étudiée dans [DWB97℄ où il est montré qu'une méthode MOT pour résoudre les équations intégralesen hamp magnétique peut être stabilisée en utilisant un shéma en temps impliite. Réemment, unenouvelle méthode a été dévelopée pour éliminer l'instabilité des méthodes MOT pour des simulations entemps longs. Cette méthode s'appelle Marhing-On In Degree (MOD) et elle utilise des polyn�mes deLaguerre [JCS03℄. En général, le oût de stokage mémoire de la méthode MOD est beauoup plus grandque elui de la méthode MOT si le nombre de pas de temps est très grand. Une omparaison entre lesméthodes MOD et MOT notamment formulation, stabilité, oût et préision, se trouve dans [JJS+07℄.1.5.4 Méthodes en domaine temporel: formulations EDP1.5.4.1 Les méthodes DFDTPour la résolution des équations de Maxwell en domaine temporel, la méthode la plus onnue et laplus ouramment utilisée est la méthode DFDT proposée par K.S. Yee en 1966 [Yee66℄. Les dérivéestemporelles sont approhées par un shéma saute-mouton du seond ordre (les hamps E et H nesont pas alulés aux mêmes instants) et haune des dérivées spatiales est aussi disrétisée par desdi�érenes entrées du seond ordre. Les di�érentes omposantes des hamps ne sont pas alulées auxmêmes noeuds du maillage. Une illustration de la ellule du shéma de Yee est montrée sur la Fig. 1.3.C'est une méthode de oneption simple et faile à mettre en ÷uvre. Sur des maillages artésiens, etteméthode est la plus e�ae en terme de temps de alul et, lorsque la disrétisation est uniforme, laméthode DFDT est préise au seond ordre en espae et en temps. Cependant, il est malaisé de disrétiserdes formes irrégulières ave de tels maillages. En partiulier, toute surfae ourbe est approhée par unesurfae disrète en marhes d'esalier, e qui peut être préjudiiable à la préision du alul lorsque ettesurfae revêt une importane partiulière omme par exemple l'interfae entre deux tissus biologiquesdans les études dosimétriques du rayonnement életromagnétique issu d'un téléphone mobile. De plus,la modélisation de petits détails (fentes mines, plaques mines) impose une taille de maille trop petite,rendant le alul très oûteux si le maillage sous-jaent est uniforme. Si l'on utilise un maillage artésiennon-uniforme mais onforme pour prendre en ompte es détails, on aroît l'erreur de dispersion dushéma dans les mailles grossières. Le shéma de Yee sou�re d'une importante dégradation de préisionlorsqu'il est utilisé pour traiter les interfaes entre matériaux. En e�et, l'approximation par marhesd'esalier peut mener à une préision loale d'ordre zéro et au plus d'ordre un; elle peut aussi onduireà une méthode loalement non-onvergente [DDH01℄.Plusieurs travaux ont visé à remédier aux défauts des shémas DFDT lassiques, onduisant par exempleà la mise au point de shémas pour maîtriser le problème des marhes d'esalier dans les disrétisationsartésiennes de surfaes urvilignes [DDH01℄-[DHD01℄-[XL04℄, de shémas d'ordre élevé [Taf98℄-[Hes03℄-[ZW04℄-[Kas04℄, de shémas d'ordre élevé pour traiter les interfaes diélétriques [TY00a℄-[TY00b℄-[YP01℄-[KT06℄, de shémas en maillages onformes non-orthogonaux [Fus90℄-[Hol83℄, de shémas enmaillages non-onformes orthogonaux [ZBM04℄-[CFJ06℄ ou de shémas adaptés aux géométries urvi-lignes [JTUM92℄-[MNA05℄. D'autres tehniques et améliorations sont disutées dans [Taf98℄. Cependant,19
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zFig. 1.3 � Position des inonnues dans une ellule de Yee.la plupart de es nouvelles méthodes n'ont pas vraiment pénétré la ommunauté d'utilisateurs, d'une parten raison de leur omplexité et d'autre part, pare qu'elles introduisent souvent d'autres ompliations.Une solution élégante pour prendre en ompte des éléments géométriques de forme omplexe tout enpréservant l'utilisation de maillages onformes est proposée par la méthode des domaines �tifs [CJM97℄-[CGJ98℄-[BG05℄. L'inonvénient d'une telle approhe est que la taille du pas de disrétisation de l'objet estliée à elui du maillage et don, si l'objet est disrétisé �nement, on est de nouveau ontraint à utiliser unmaillage �n dans tout le domaine. Une autre approhe onsiste à avoir reours à un ra�nement loal dumaillage. Il existe deux types de ra�nement: onforme et non-onforme. Plusieurs travaux ont été menéspour étendre la méthode DFDT originale à e type de maillage (ra�nement spatio-temporel) qui utilisentdes formules d'interpolation portant sur les deux hamps [KH90℄-[PS92℄, ou sur un seul hamp (le hampmagnétique ou le hamp életrique) [CL97℄-[ZBM04℄. On peut iter deux onlusions de es travaux.La première est que le ra�nement spatio-temporel a surtout été abordé d'un point de vue heuristiqueet étudié d'un point de vue expérimental (analyse de résultats de simulations numériques). La deuxièmeest que des instabilités fortes (explosion au bout de quelques pas de temps) ou faibles (explosion à lasuite de multiples aller-retours de l'onde à l'intérieur de la boîte de alul) ont été signalées par ertainsauteurs sans qu'auune analyse mathématique n'ait été donnée. Collino et al. [CFJ06℄ ont réemmentproposé une nouvelle méthode de ra�nement spatio-temporel en trois dimensions d'espae garantissantun raord stable entre les sous-maillages, basée sur la onservation d'une énergie életromagnétiquedisrète. Cependant, ette méthode est de nature impliite aux interfaes entre sous-maillages et néessitedon la résolution d'un système linéaire pour l'obtention de la solution.1.5.4.2 Les méthodes EFDTLa méthode EFDT repose sur une formulation variationnelle des équations de Maxwell. Les élémentsd'arêtes de Nedele [Ned80℄-[Ned86℄ ou les éléments de Whitney [Whi57℄-[Bos02℄ sont les plus ouram-ment utilisés pour approher les inonnues du problème. En e�et, les éléments �nis nodaux lassiques nepeuvent pas être utilisés pour les équations de Maxwell ar ils ne respetent pas les onditions d'interfaeet les relations de divergene, et ils produisent des solutions non physiques. Les éléments d'arêtes four-nissent une approximation physique dans le sens où seule la ontinuité des omposantes tangentielles auxarêtes des éléments est imposée, les omposantes normales n'étant pas ontinues en général e qui esten aord ave les onditions d'interfae (1.10). Ainsi, ette approhe permet de bien prendre en ompteles milieux hétérogènes et les géométries omplexes par l'utilisation de maillages non-struturés. Une20



1.5. Eletromagnétisme numériqueomparaison entre les éléments d'arêtes et les éléments nodaux lassiques est présentée dans [Mon91℄.La formulation EFDT est basée sur l'équation di�érentielle du seond ordre obtenue en éliminant le hamp
H ou le hamp E dans les équations de Maxwell. Par exemple, on peut éliminer le hamp magnétique
H pour obtenir l'équation d'onde vetorielle du seond ordre suivante:

ǫ
∂2E

∂t2
+ ∇× 1

µ
∇× E +

∂j

∂t
= 0.La formulation faible assoiée peut être posée de la façon suivante: trouver H ∈ H(rot,Ω), tel que:

∫

Ω

(
ǫ
∂2E

∂t2
·w − 1

µ
∇× E · ∇ × w +

∂j

∂t
·w
)

=

∫

Γ

1

µ
n×∇× E ·w,pour tout w ∈W . Les fontions de base d'arêtes sont onstruites à partir des fontions de bases nodales.Par exemple, la fontion de base ψeψeψe sur une arête e qui joint le n÷ud i ave le n÷ud j s'érit (voir Fig. 1.4pour une représentation 2D de la fontion de base):

ψeψeψe = φφφi∇φφφj − φφφj∇φφφi,où φφφi est le veteur des fontions de base nodales, tel que φφφi = 1 sur le n÷ud i et φφφi = 0 sur les autresn÷uds.
arete "e"

Ψ

Fig. 1.4 � La fontion de base ψeψeψe pour l'arête e traée sur un triangle.La fontion de base pour une arête e possède les propriétés suivantes:� ∇ ·ψeψeψe = 0.� ψeψeψe a une omposante tangentielle onstante le long de l'arête e, e qui signi�e que la omposantetangentielle est ontinue autour de l'arête e.� ψeψeψe a une omposante tangentielle nulle le long des autres arêtes.Le prinipal inonvénient de la méthode EFDT basée sur les éléments d'arêtes est la di�ulté d'ob-tenir un shéma expliite sur un maillage non-struturé général: une matrie reuse réelle, symétrique,dé�nie positive est à inverser à haque itération temporelle. Bien que ne présentant pas de di�ulté,ette inversion entraîne des temps de alul importants. Des tehniques de ondensation de masse per-mettent ave des approximations numériques de diagonaliser la matrie à inverser. Malheureusement,es tehniques sont di�iles à mettre en ÷uvre pour les éléments �nis utilisés pour l'életromagnétisme[EJ97a℄-[EJ97b℄-[BCP00℄-[La04℄-[FWR04℄. Pour la formulation du premier ordre des équations de Max-well, il a été démontré que la ondensation de masse peut être justi�ée seulement si tous les triangles sontaigus [MP94℄. Des travaux sont en ours sur e sujet pour le as de maillages héxaédriques [CFMP03℄.21



Chapitre 1. Cadres mathématique et numériqueUne solution pour réduire les temps de alul est de ombiner la méthode EFDT ave la méthodeDFDT, e qui onduit à une méthode hybride. Un maillage non-struturé est utilisé à proximité desobjets ourbes et autour de petits détails géométriques, tandis qu'une grille struturée est employéedans les parties homogènes du domaine de alul. Ainsi, l'hybridation permet de ombiner l'e�aité desgrilles struturées ave la �exibilité géométrique des maillages non-struturés. De telles hybridations sontprésentées dans [WI95℄-[SDPP98℄-[RB00℄-[RB02℄-[WLTL03℄-[Tel07℄-[VGLL07℄.Demkowiz et ses ollaborateurs ont été parmi les premiers à proposer des tehniques d'éléments �nis
hp-adaptatives en életromagnétisme [DR97℄-[DV98℄-[VD99℄. Dans leur première ontribution en deuxdimensions d'espae, les aluls sont e�etués ave des polyn�mes de degré uniforme en espae. Uneanalyse de onvergene de la méthode est donnée dans [VD99℄. Dans [DR97℄ et [PDG04℄, les auteursproposent un ensemble omplet d'éléments �nis qui autorise l'utilisation de maillages hybrides à basede quadrilatères et triangles, ave h-ra�nement et p-enrihissement simultanément. Une série de pro-blèmes modèles est traitée, sans adaptivité du maillage [DV98℄-[VD99℄, pour démontrer l'e�aité du
p-enrihissement. Des aluls ave h-adaptivité ont également été réalisés [DR97℄-[PDG04℄. Plus réem-ment, Rahowiz et Demkowiz [RD02℄ ont développé une méthode d'éléments �nis hp-adaptative entrois dimensions d'espae sur des maillages héxaédriques (voir aussi [CRD03℄-[RZ05℄). Leur approheautorise des maillages ave n÷uds �ottants et un ra�nement anisotrope. Ils dérivent une struture dedonnées qui permet un tel ra�nement, mais ils ne proposent pas de stratégie pour la séletion orretede la ombinaison h-ra�nement et p-enrihissement. En outre, des éléments ourbes sont autorisés via ladé�nition d'un élément de référene et d'une transformation géométrique assoiée. Des exemples numé-riques illustrent l'e�aité de l'approhe. On peut noter ii, qu'à notre onnaissane, toutes les méthodesEFDT hp-adaptatives existantes autorisent un seul niveau de n÷uds �ottants, mis à part le travail réentde Solín et al. [SC06℄ qui proposent une stratégie adaptative automatique basée sur un niveau arbitrairede n÷uds �ottants, et qui peut être appliquée aux méthodes d'éléments �nis spetraux.1.5.4.3 Les méthodes VFDTLes méthodes volumes �nis sont utilisées depuis longtemps pour les simulations numériques en mé-anique des �uides. Depuis les années 90, elles vivent une seonde jeunesse ave leur appliation enéletromagnétisme. Ces méthodes ont deux aratéristiques prinipales:� une simpliité algorithmique: elles ont en général un oût en espae mémoire et en temps de alulpeu élevé et sont aratérisées par une ertaine simpliité de mise en ÷uvre;� elles onduisent naturellement à des shémas onservatifs, ei expliquant que les méthodes volumes�nis soient largement employées dans le domaine de la méanique des �uides.Toute résolution numérique par une méthode volumes �nis néessite de mailler le domaine de alulen ellules élémentaires qui servent de support à la disrétisation des équations de Maxwell. L'attraitprinipal de e type de méthode est la tolérene vis à vis du maillage et de la loalisation des inonnues.Une étape importante est don la dé�nition du volume de ontr�le (ou ellule) sur lequel les omposantesdes hamps sont approhées en moyenne. Par exemple, en dimension deux, pour un maillage omposé detriangles, il est possible de dé�nir de plusieurs façons les volumes de ontr�le. La forme de es volumesin�ue sur la solution alulée. Une omparaison entre les di�érentes formes d'un point de vue numérique(onvergene numérique, préision, temps de alul, . . .) est proposée dans [Pas02℄. Une omparaisonentre la première et la troisième des formes énumérées i-dessous pour les équations de Maxwell estdonnée dans [Rem99℄. Di�érentes formes de volume de ontr�le ont été étudiées que l'on rappelle iidans le as où le maillage primal est une triangulation:22



1.5. Eletromagnétisme numérique� Une première forme (voir la Fig. 1.5) onsiste à prendre les triangles eux-mêmes. La méthode quien déoule orrespond dans la littérature volumes �nis au shéma ell-entered. Ce type de volumede ontr�le a pour avantage de ne pas néessiter la onstrution d'un maillage dual au maillageprimal qui peut être onforme ou non (au sens des éléments �nis), isotrope ou adapté à la solution.� Une deuxième possibilité (voir la Fig. 1.6) onsiste à assoier pour haque arête de la triangulationinitiale un volume onstruit en joignant les baryentres des triangles adjaents à ette arête aveles sommets de ette arête. Ces volumes dits baryentriques ont été introduits par Dolejsi etAngot [DA96℄ pour des appliations en méanique des �uides ompressibles et permettent deombiner failement une méthode volumes �nis pour la onvetion ave une méthode d'éléments�nis de type Crouzeix-Raviart pour la di�usion si le maillage primal est onforme. Ce hoix présentel'inonvénient de travailler sur un maillage auxiliaire et de onduire à des volumes déformés dansle as d'un maillage primal anisotrope ou non-onforme.� On peut aussi assoier à haque sommet S du maillage primal, le volume (voir la Fig. 1.7) s'ap-puyant sur les entres de gravité des triangles ayant pour sommet S et sur les milieux des arêtesayant S pour extrémité. Dans la littérature volumes �nis, ette on�guration orrespond à la mé-thode ell-vertex (aussi référenée omme mixed element method). Ce hoix néessite la onstru-tion d'un maillage dual et peut onduire à des volumes de ontr�le déformés dans le as d'unmaillage primal anisotrope. On note que le nombre de volumes de ontr�le est égal au nombrede sommets du maillage primal et est don plus petit que pour les deux premiers hoix, alors quele nombre d'interfaes (intersetion entre deux volumes de ontr�le voisins) est quant à lui plusgrand.� En�n, on peut onsidérer un volume de ontr�le légèrement modi�é par rapport au préédent (voirla Fig. 1.8), obtenu en joignant les entres de gravité des triangles ayant un sommet en ommun.Ce type de volume de ontr�le réduit (par rapport au troisième hoix) le nombre d'interfaes parvolume. Notons qu'en as de maillage primal trop anisotrope, il peut arriver que le sommet assoiésoit à l'extérieur du volume.Le système de Maxwell (1.4) est hyperbolique. Par ailleurs, il peut s'érire sous une forme onservative.Ces propriétés justi�ent l'utilisation d'une approximation numérique basée sur des shémas volumes �nisà �ux déentrés initialement mis au point pour la résolution numérique des systèmes de la méaniquedes �uides. Assoiés à une disrétisation temporelle de type Runge-Kutta, es shémas numériques sonttrès robustes, stables et e�aes pour résoudre des problèmes de propagation omplexes. En outre, denombreuses reherhes ont permis de limiter la di�usion et la dispersion de es shémas numériques enaugmentant les ordres d'approximation en espae et en temps [Bon97℄-[Bon98℄-[Pa01℄. Néanmoins, ladi�usion numérique introduite par les shémas déentrés s'avère pénalisante dans ertaines situations,notamment pour les aluls en temps longs.Un shéma volumes �nis entré, 'est à dire sans di�usion numérique, ombiné à une disrétisationtemporelle de type saute-mouton a été mis au point dans le adre de la thèse de Remaki [Rem99℄, lebut étant d'obtenir un shéma non-dissipatif, peu oûteux en espae mémoire et en temps de alul.Tout omme le shéma di�érenes �nies de Yee [Yee66℄, il est d'ordre 2 en temps et en espae surune grille régulière orthogonale. Il permet aussi de traiter des maillages triangulaires ou tétraédriquesnon-struturés. L'atout majeur de e shéma est de onserver une énergie disrète sur tout maillage. Enrevanhe, e shéma présente une dispersion numérique importante lorsqu'il est utilisé ave un maillagefortement non-uniforme.Plusieurs travaux ont donné lieu à des évolutions des méthodes VFDT dans le but d'augmenter leurpréision et leur e�aité. L'hybridation de la méthode volumes �nis ave d'autres méthodes temporelles23



Chapitre 1. Cadres mathématique et numérique

Fig. 1.5 � Volume de ontr�le triangulaire. Fig. 1.6 � Volume de ontr�le baryentrique.

Fig. 1.7 � Volume de ontr�le sommet. Fig. 1.8 � Volume de ontr�le diamant.permet de béné�ier des avantages de haune des deux méthodes, ouvrant ainsi des perspetives intéres-santes. Les prinipales di�ultés du ouplage entre la méthode di�érenes �nies et la méthode volumes�nis sont énumérées par Paaud dans sa thèse [Pa01℄, parmi lesquelles le omportement di�érent desdeux méthodes (di�usion pour la méthode VFDT à �ux déentrés et dispersion pour la méthode DFDT)et la gestion du passage d'un maillage struturé à un maillage non-struturé ave des omposantes duhamp életromagnétique loalisées à des endroits di�érents. Certaines études de ouplage entre es deuxméthodes ont montré des signes d'instabilités après de nombreuses itérations temporelles [EL01℄. Cepen-dant, plusieurs publiations mettent en valeur des résultats de simulations numériques ave des méthodesouplées VFDT/DFDT pour des aluls de SER de sphères [YC94℄-[YC95℄-[YCC95℄-[CY95℄-[YC97℄. Ilest aussi possible d'hybrider la méthode VFDT et la méthode EFDT pour résoudre les équations deMaxwell [LEEA99℄-[Led01℄. En�n, la prise en ompte d'un pas de temps loal pour améliorer l'e�aitéet diminuer l'erreur de dispersion losrque la méthode VFDT est utilisée ave des maillages loalementra�nés, a été étudiée dans [FBLV03℄-[FBLV04℄.1.5.4.4 Les méthodes GDDTLa méthode Galerkin disontinue (GD) a été introduite pour la première fois en 1973 par Reed etHill [RH73℄ pour résoudre le problème de transport neutronique. Cette méthode respose sur une base defontions disontinues d'un élément du maillage à un autre. L'ordre d'interpolation peut varier arbitraire-ment dans haque élément. La méthode peut être vue omme une approhe éléments �nis pour laquelle24



1.6. Une méthode Galerkin disontinue à �ux entréauune ontinuité n'est imposée entre éléments, ou une approhe volumes �nis d'ordre élevé. Par ailleurs,la disontinuité de l'approximation permet de n'imposer auune ontrainte sur le maillage et les disré-tisations non-onformes sont don autorisées. De plus, les matries de masse obtenues sont loales à unélément e qui permet de s'a�ranhir de la question ruiale de l'inversion d'une matrie de masse globaletypique des méthodes d'éléments �nis lassiques. Ces propriétés font des méthodes Galerkin disontinuesdes andidates idéales pour mettre au point des stratégies de résolution hp-adaptatives. La méthode GDest partiulièrement bien adaptée aux arhitetures de alul parallèles [FLST00℄-[BFLP06℄. En�n, la mé-thode GD est fréquemment utilisée pour résoudre les systèmes di�érentiels hyperboliques non-linéaires dela méanique des �uides ompressibles [RFS03℄-[RPFS03℄-[XF06℄ mais son appliation à la résolution deséquations de Maxwell instationnaires est en revanhe plus réente [KSH04℄-[FLLP05℄-[Min05℄-[JLCZ05℄.Pour es équations, des méthodes GDDT d'ordre élevé ont été développées en maillages tétraédriques[HW02℄-[FLLP05℄ et en maillages hexaédriques [CFP06℄.Les méthodes GDDT peuvent être basées sur des �ux déentrés [HW02℄-[HW04a℄-[KWH00℄-[War00℄.Dans [CS89℄ par exemple, Cokburn et Shu utilisent une formulation GD en espae, ombinée à un shémaen temps de type Runge-Kutta, pour disrétiser des systèmes d'EDP hyperboliques. Dans [KWH00℄-[KWH02℄, Kopriva et al. ont développé une méthode GD qui ombine des éléments spetraux aveun shéma de Runge-Kutta peu oûteux, d'ordre quatre, en utilisant des maillages onformes et non-onformes. Warburton [War00℄ et Hesthaven et Warburton [HW02℄ utilisent une méthode Runge-KuttaDisontinuous Galerkin (RKDG) basée sur une interpolation polynomiale nodale pour l'approximationloale du hamp életromagnétique. Comme tout shéma basé sur des �ux déentrés, elui-i ne onservepas une énergie életromagnétique disrète. Réemment, Chen et al. ont dévelopé une méthode RKDGpour les équations de Maxwell en formulation du premier ordre, qui réalise une onvergene d'ordre élevéen espae et en temps, en utilisant un shéma de Runge-Kutta partiulier (Strong Stability PreservingRunge-Kutta (SSP-RK) [CCR05℄. En utilisant des polyn�mes loaux à divergene nulle, Cokburn etal. ont développé une méthode GDDT pour les équations de Maxwell du premier ordre, qui onserveloalement la divergene disrète [CLS04℄. Pour les équations de Maxwell en domaine fréquentiel, lesméthodes GD sur des maillages simplexes ont été étudiées par Hesthaven et Warburton [HW04b℄ etHouston et al. [HPS05℄-[BHP07℄, tandis que des maillages non-onformes orthogonaux sont onsidérésdans [HPS03℄-[HPS04℄.Réemment, Piperno et al. ont dévelopé une méthode GDDT qui ombine des �ux entrés ave un shémasaute-mouton [FLLP05℄. Leur shéma onserve une énergie életromagnétique disrète et préserve lesrelations de divergene (dans un ertain sens) en l'absene de soures, mais la vitesse de onvergenede e shéma semble sous-optimale. Canouet et al. [CFP05℄ ont proposé une nouvelle méthode de typeGalerkin disontinue basée sur un espae d'approximation loal P
1
div, un shéma saute-mouton pourl'intégration en temps et un shéma entré pondéré pour le alul des �ux. Malheureusement e shémapeut dans ertains as onduire à des solutions inorretes dans le as d'un maillage loalement ra�néde façon non-onforme. Pour pallier à e problème, les auteurs proposent un shéma hybride P

1
div/P

2
divave des �ux entrés. Les résultats numériques montrent lairement l'intérêt de e type de méthode enmaillages non-onformes pour la oneption d'antennes. Néanmoins, bien que véri�ée numériquement,la stabilité de la méthode n'est pas étudiée théoriquement.1.6 Une méthode Galerkin disontinue à �ux entréDans ette setion, on présente, dans un adre général, la méthode GDDT non-dissipative proposéedans [FLLP05℄ pour la résolution des équations de Maxwell en maillages non-struturés onformes. Cette25



Chapitre 1. Cadres mathématique et numériqueméthode ombine l'utilisation d'une approximation entrée pour l'évaluation des �ux aux interfaes entreéléments voisins du maillage, à un shéma d'intégration en temps de type saute-mouton d'ordre deux.Cette méthode est le point de départ de notre étude d'une méthode GDDT adaptée à des maillagessimplexes non-onformes.1.6.1 Disrétisation spatialeOn onsidère le système de Maxwell en variables E et H ave densité volumique de ourant j sur undomaine borné Ω de R
n, n = 2, 3 :





ǫ(x)
∂E

∂t
= rot(H) − j,

µ(x)
∂H

∂t
= −rot(E).

(1.12)Sur le bord ∂Ω on utilise une ondition métallique i.e. n × E = 0 ou une ondition absorbante de typeSilver-Müller i.e. n×E = −cµ n× (n×H), où c est la vitesse de propagation et n est le veteur normalunitaire sortant de ∂Ω. On se donne un maillage simplexe onforme quelonque onstitué de ellules Ti(triangles en 2D et tétraèdres en 3D). On appelle interfae entre deux ellules leur intersetion notée
aik = Ti ∩ Tk. Pour haque interfae aik, on note par nik l'intégrale sur aik de la normale orientée de
Ti vers Tk. On désigne par ñik la normale unitaire (ñik = nik/||nik||) et par Vi l'ensemble des ellulesvoisines de Ti. On note en�n ǫi (respetivement µi) la valeur moyenne de ǫ (respetivement µ) sur laellule Ti. Sur haune des ellules, on se donne un espae vetoriel de dimension di et un ensemble defontions de base vetorielles ϕϕϕij , 1 ≤ j ≤ di, où di est le nombre de degrés de liberté dans la ellule
Ti. Ces fontions de bases n'assurent auune ontinuité d'une ellule à une autre. En prenant le produitsalaire de haune des équations du système (1.12) par la fontion de base ϕϕϕij et en intégrant sur Ti,on obtient:
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(1.13)En utilisant l'identité div(B × A) = rot(B) ·A− rot(A) ·B et le théorème de Green on obtient:
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(1.14)où ñi est la normale unitaire extérieure à Ti. On note à présent Ei etHi les projetions L2-orthogonales de
E et H sur l'espae vetoriel Vet{ϕϕϕij , 1 ≤ j ≤ di}. On a sur tout le domaine de alul la représentationdisontinue suivante des hamps:26



1.6. Une méthode Galerkin disontinue à �ux entré
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∑
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di∑
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Eij(t)ϕϕϕij(x),
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(1.15)où Eij (respetivement Hij) désigne le jème degré de liberté de Ei (respetivement Hi). On note ~Ei(respetivement ~Hi) le veteur olonne (Eij)1≤j≤di
(respetivement (Hij)1≤j≤di

). On a la propriétésuivante:
∀ϕϕϕ ∈ Vet{ϕϕϕij, 1 ≤ j ≤ di} :
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Hi ·ϕϕϕ =

∫
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H ·ϕϕϕ. (1.16)Les inonnues numériques de la méthode sont des approximations de Ei et Hi qui peuvent être ainsidiretement utilisées pour aluler les intégrales volumiques de (1.14). Auune ontinuité n'étant imposéed'une ellule à une autre, sur haque interfae aik les valeurs des hamps sont don à dé�nir. Dans[FLLP05℄, les auteurs utilisent une approximation entrée:
k ∈ Vi, ∀x ∈ aik, E(x) =

Ei(x) + Ek(x)

2
et H(x) =

Hi(x) + Hk(x)

2
. (1.17)On utilise ette approximation entrée pour évaluer les intégrales surfaiques. On aboutit �nalement ausystème semi-disret:





(
ǫiMi

∂~Ei

∂t

)

j

=

∫

Ti

rot(ϕϕϕij) ·Hi −
∫

Ti

j ·ϕϕϕij −
∑

k∈Vi

∫

aik

(
ϕϕϕij ×

Hi + Hk

2

)
· ñik,

(
µiMi

∂ ~Hi

∂t

)

j

= −
∫

Ti

rot(ϕϕϕij) · Ei +
∑

k∈Vi

∫

aik

(
ϕϕϕij ×

Ei + Ek

2

)
· ñik,

(1.18)où Mi est la matrie de masse loale symétrique dé�nie positive assoiée à la ellule Ti:
(Mi)jl =

∫

Ti

tϕϕϕij ·ϕϕϕil pour 1 ≤ j, l ≤ di.1.6.2 Disrétisation temporelleConernant l'intégration temporelle, on utilise un shéma saute-mouton d'ordre 2 : les degrés deliberté assoiés au hamp életrique E sont alulés aux instants tn = n∆t et sont notés En
ij , tandisque les degrés de liberté assoiés au hamp magnétique sont évalués aux instants tn+1/2 = (n+ 1/2)∆tet sont notés Hn+1/2

ij . Les quantités En
i ,H

n+1/2
i , ~En

i et ~Hn+1/2
i sont dé�nies de manière analogue. Leveteur jn+1/2 désigne la valeur du ourant soure j à l'instant (n + 1/2)∆t. Le shéma GDDT s'éritalors: 27
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(
ǫiMi

~En+1
i − ~En

i

∆t

)

j

=

∫

Ti

rot(ϕϕϕij) ·H
n+ 1

2

i −
∫

Ti

jn+ 1

2 ·ϕϕϕij

−
∑

k∈Vi

∫

aik


ϕϕϕij ×

H
n+ 1

2

i + H
n+ 1

2

k

2


 · ñik,

(
µiMi

~H
n+3/2
i − ~H

n+1/2
i

∆t

)

j

= −
∫

Ti

rot(ϕϕϕij) · En+1
i

+
∑

k∈Vi

∫

aik

(
ϕϕϕij ×

En+1
i + En+1

k

2

)
· ñik.En l'absene de densité volumique de harge et de ourant i.e. j = 0, et après une seonde intégrationpar partie, le système semi-disret (1.18) peut s'érit sous la forme suivante :





(
ǫiMi

∂~Ei

∂t

)

j

=
1

2

∫

Ti

(rot(ϕϕϕij) ·Hi + rot(Hi) ·ϕϕϕij) −
1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

ϕϕϕij · (Hk × ñik),

(
µiMi

∂ ~Hi

∂t

)

j

= −1

2

∫

Ti

(rot(ϕϕϕij) ·Ei + rot(Ei) ·ϕϕϕij) +
1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

ϕϕϕij · (Ek × ñik).

(1.19)Le shéma GDDT peut s'érire alors sous la forme matriielle suivante:




ǫiMi

~En+1
i − ~En

i

∆t
= Ki

~H
n+1/2
i −

∑

k∈Vi

Sik
~H

n+1/2
k ,

µiMi

~H
n+3/2
i − ~H

n+1/2
i

∆t
= −Ki

~En+1
i +

∑

k∈Vi

Sik
~En+1

k ,où Ki est la matrie de rigidité loale assoiée à la ellule Ti dé�nie par:
(Ki)jl =

1

2

∫

Ti

tϕϕϕij · rot(ϕϕϕil) + tϕϕϕil · rot(ϕϕϕij) pour 1 ≤ j, l ≤ di,et pour toute interfae aik, la matrie d'interfae Sik de dimension di × dk a pour expression :
(Sik)jl =

1

2

∫

aik

tϕϕϕij · (ϕϕϕkl × ñik) pour 1 ≤ j ≤ di, 1 ≤ l ≤ dk.1.7 Stratégies de ra�nement loal d'un maillage simplexeLa génération de maillages volumiques de qualité est une di�ulté réelle en életromagnétisme.Les strutures à étudier sont en e�et très omplexes (antennes hélioïdales, fentes et �ls mines, . . .).On ne onsidère dans ette étude que le as de maillages simplexes (triangles en 2D et tétraèdres en3D) qui sont en général plus di�iles à onstruire que des maillages orthogonaux. Nous disutons i-dessous des di�érentes stratégies de ra�nement loal d'un maillage simplexe qui peuvent être utilisées28



1.7. Stratégies de ra�nement loal d'un maillage simplexepour la disrétisation de géométries omplexes. En pratique, un ra�nement loal du maillage devraitréduire les oûts en temps de alul et oupation mémoire. On distingue deux types de ra�nement:onforme et non-onforme. On se onentre dans e travail sur les disrétisations non-onformes qui sontà priori plus �exibles ar elles permettent de réduire de manière spetaulaire le volume des données àtraiter. Lorsqu'on travaille ave des maillages réguliers (où l'intersetion de deux élements voisins est unsommet, une arête ou une fae), les tehniques adaptatives sont souvent basées sur e qu'on appellela stratégie de ra�nement red-green (i.e. un ra�nement standard ombiné ave une étape de miseen onformité) [HHS01℄-[HSS02℄. Cette tehnique divise d'abord les éléments désirés en sous-éléments(déoupage standard) géométriquement onvenables ave des n÷uds �ottants (hanging nodes) puisélimine les n÷uds �ottants en ontraignant les ra�nements suivants (déoupage de mise en onformité),omme détaillé sur la Fig. 1.9.Le mode de déoupage adopté dans notre étude est le suivant:� pour déouper un triangle, on déoupe ses trois arêtes en deux. On obtient alors 4 trianglessemblables (voir la Fig. 1.9 au entre) qui onservent la qualité du triangle original;
        by the "green" step

Additional refinements forced
Mesh after the "red" stepElement marked for refinement

Fig. 1.9 � Ra�nement red-green d'un maillage triangulaire.� le déoupage d'un tétraèdre se fait en huit [Bey95℄-[LJ96℄. Pour ommener, haune des faestriangulaires est déoupée en 4 faes triangulaires semblables (voir la Fig. 1.10).

Fig. 1.10 � Mode de déoupage standard d'un tétraèdre.Ce déoupage des faes produit 4 tétraèdres dans les angles du tétraèdre initial. On remarque quees 4 nouveaux tétraèdres sont homothétiques de l'initial. Ils onservent don la même qualité. Ilreste au ÷ur du tétraèdre initial un blo qui a la forme de deux pyramides aolées par leur base(otaèdre). On rée une arête ave l'une des 3 diagonales possibles, puis les 4 faes qui ontiennent29



Chapitre 1. Cadres mathématique et numériqueette arête et deux arêtes extérieures (voir la Fig. 1.11).

Octaedre4  TetraedreFig. 1.11 � Un tétraèdre déoupé en 4 tétraèdres et un otaèdre.Cela produit 4 nouveaux tétraèdres (voir la Fig. 1.12). On notera que eux-i sont semblables deuxà deux, mais qu'ils ne peuvent jamais être semblables au tétraèdre initial. Ils ne pourront donjamais avoir la même qualité que e dernier. Toutefois, selon le hoix de la diagonale qui a serviau déoupage du blo pyramidal interne, le résultat n'est pas le même. J. Bey [Bey95℄ a montréque le meilleur hoix, en terme de qualité, est elui de la plus petite des trois diagonales possibles.Des autres modes de déoupage d'un tétraèdre sont étudiés dans [SHW04℄-[TGM06℄. Un exemplede ra�nement tétraédrique non-onforme est montré sur la Fig. 1.13.

4  TetraedreOctaedreFig. 1.12 � Mode de déoupage standard d'un otaèdre.L'approhe red-green préserve la régularité (onformité) du maillage, mais en même temps, elle introduitdes éléments étirés ave des angles obtus. On observe souvent e phénomène quand on répète plusieurs30



1.7. Stratégies de ra�nement loal d'un maillage simplexe

(a) Niveau de ra�nement 0. (b) Niveau de ra�nement 1.

() Niveau de ra�nement 2. (d) Niveau de ra�nement 3.Fig. 1.13 � Ra�nement non-onforme d'un tétraèdre.
31



Chapitre 1. Cadres mathématique et numériquefois les ra�nements dans une partie du domaine, par exemple, dans une ouhe limite ou près d'unesingularité géométrique. Les ra�nements de type green peuvent être évités en introduisant des n÷uds�ottants i.e. en autorisant des maillages irréguliers (ou non-onformes). Les sommets d'un tel élémentpeuvent rester à l'intérieur des �tés des autres éléments. Pour failiter l'implémentation, la plupart desodes de alul basés sur des méthodes d'éléments �nis disontinues qui autorisent des n÷uds �ottants,limitent l'éart maximal des niveaux de ra�nement d'éléments adjaents à 1 (1-irregularity rule, voirentre autres [HPS04℄-[RFS03℄).Dans la suite de e doument, on onsidère seulement des ra�nements de type red et on entend par
κ-niveau n÷uds �ottants, ou maillage κ-irrégulier, un maillage non-onforme pour lequel l'éart maximalde niveaux de ra�nement d'éléments adjaents est κ. Dans e ontexte, κ = 0 orrespond à l'adaptivitéave des maillages réguliers et κ = ∞ à une adaptivité ave un niveau arbitraire de n÷uds �ottants. LaFig. 1.14 montre que même un maillage 1-irrégulier impose des ra�nements additionnels au ra�nementnon-onforme de base.

Element marked for refinement
                
       
            Refinement step violating the  
              1−irregular rule

Additional refinements forced
      by the 1−irregularity rule

Fig. 1.14 � Ra�nement red ave maillage 1-irrégulier.Le oût des ra�nements ontraints dans le maillage dépend fortement du niveau de n÷uds �ottants. LaFig. 1.15 montre un maillage irrégulier (non-onforme) général où les n÷uds �ottants ne sont pas plaésuniformément sur les arêtes.
            General non−conforming mesh

Fig. 1.15 � Maillage triangulaire irrégulier (non-onforme) général.
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Chapitre2

Méthodes Galerkin discontinues
non-conformes

Sommaire2.1 Shéma Galerkin disontinu GDDT-Ppi
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. . . . . . . . . . . . . . . . 482.3.1 Maillage onforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502.3.2 Maillage non-onforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512.4 Calul de la matrie d'interfae non-onforme . . . . . . . . . . . . . . . 582.4.1 Approhes basées sur projetion et quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . 582.4.2 Comparaison entre les deux approhes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 602.5 Résultats numériques pour h-ra�nement et p-enrihissement . . . . . . 622.5.1 Cas d'un maillage non-onforme général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 642.6 Une méthode Galerkin disontinue de type hp . . . . . . . . . . . . . . . 682.7 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72Ce hapitre est onsaré à une présentation et une étude de stabilité des méthodes Galerkin disonti-nues non-onformes, d'ordre arbitrairement élevé en espae, pour la résolution numérique des équationsde Maxwell bidimensionnelles en domaine temporel sur des maillages triangulaires. On onsidère toutd'abord la situation où la non-onformité porte sur le maillage et on expose (Se. 2.1.1 et Se. 2.1.2) uneétude théorique de la stabilité de la méthode GDDT résultante. L'objetif de ette étude est d'exhiberdes onditions sous lesquelles la méthode est stable, et de omparer es onditions à elles obtenues dansle as de maillages onformes (Se. 2.2). Ensuite, on propose une méthode GDDT de type hp (Se. 2.6).Cette méthode ombine h-ra�nement et p-enrihissement loaux et est basée sur une formule de qua-drature (Se. 2.4) pour aluler les matries de �ux assoiées aux interfaes non-onformes. Comme dansle as de maillages onformes, ette méthode ouple une approximation entrée pour l'évaluation des33



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes�ux aux interfaes entre éléments voisins du maillage à un shéma d'intégration en temps de type saute-mouton. Elle repose sur une base de fontions polynomiales nodales Ppi
. Des expérienes numériques surun as test aadémique sont présentées qui permettent de valider les résultats théoriques d'une part, etd'avoir une première idée des performanes de la méthode GDDT de type hp d'autre part.Ce hapitre est une synthèse des rapports de reherhe [FLR06℄ et [FLR07a℄. Les travaux présentésdans e hapitre et une partie du Chapitre 3 ont également fait l'objet de trois ommuniations sousforme de posters à l'éole EUA4X [FFLR06℄ et aux ongrès SMAI 2007 [FLR07b℄ et COMPUMAG2007 [FFLR07℄, et deux ommuniations orales aux ongrès CANUM 2008 [Fah08℄ et ACOMEN2008 [FLR08℄, ainsi qu'à deux publiations dans �IEEE Trans. on Magnet.� [FFLR08℄ et dans �Int.J. Numer. Anal. Model.� [Fah08a℄.2.1 Shéma Galerkin disontinu GDDT-PpiOn s'intéresse ii à la résolution des équations de Maxwell en deux dimensions d'espae dans lapolarisation transverse életrique TEz (toutefois, tout e qui suit reste valide dans le as de la polarisationTMz) sur un domaine borné Ω de R

2:




µ
∂Hz

∂t
+
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0,

ǫ
∂Ex

∂t
− ∂Hz

∂y
= 0,

ǫ
∂Ey

∂t
+
∂Hz

∂x
= 0.

(2.1)On initialise le hamp életromagnétique à l'instant t = 0 pour (x, y) ∈ Ω par:




Ex(t = 0, x, y) = E0x(x, y),

Ey(t = 0, x, y) = E0y(x, y),

Hz(t = 0, x, y) = H0z(x, y),où les inonnues E = (Ex, Ey, 0) et H = (0, 0,Hz) sont respetivement les hamps életrique etmagnétique. On suppose que les omposantes des hamps ainsi que les paramètres des matériaux ǫ et µne dépendent pas de la variable z. Sur le bord Γ = ∂Ω on utilise suivant le as, une ondition de bordparfaitement onduteur i.e. nyEx − nxEy = 0 pour la polarisation TEz (Ez = 0 pour la polarisationTMz), ou une ondition absorbante (i.e. sur une frontière arti�ielle utilisée pour tronquer le domaine dealul) de type Silver-Müller i.e. cµHz = nyEx−nxEy pour la polarisation TEz (Ez = cµ(nyHx−nxHy)pour la polarisation TMz) où c est la vitesse de propagation et ~n = t(nx, ny) est le veteur normal unitairesortant de Γ.On se donne une partition Ωh qui divise le domaine Ω en N = Card(Ωh) triangles disjoints τi de diamètre
hi et de frontières ∂τi telles que la taille aratéristique du maillage h est donnée par h = maxτi∈Ωh

hiet Ω = ∪{τ i, τi ∈ Ωh}. Dans ette onstrution nous autorisons des maillages présentant des n÷uds�ottants (voir Fig. 2.1) i.e. des maillages irréguliers (non-onformes) où les sommets d'un élément peuventse situer à l'intérieur des �tés des autres éléments (omme disuté dans la Se. 1.7 du Chapitre 1).Chaque triangle τi est supposé être l'image d'une appliation bijetive de lasse C1 (di�éomorphisme)
χi, d'un triangle de référene τ̂ = {x̂, ŷ| x̂, ŷ ≥ 0; x̂ + ŷ ≤ 1}. Supposons que τi est un triangle de34



2.1. Shéma Galerkin disontinu GDDT-Ppi

s τ
τ i ik

kFig. 2.1 � Maillage triangulaire non-onforme ave des n÷uds �ottants.sommets vi
1, vi

2 et vi
3 (voir Fig. 2.2). La orrepondane entre les deux triangles τ̂ et τi est établieen utilisant les oordonnées baryentriques (λ1, λ2, λ3). On rappelle que tout point xi ∈ τi peut êtreformulé omme une ombination onvexe des sommets de τi et la transformation est simplement donnéepar χi : (x̂, ŷ) ∈ τ̂ → xi ave:

xi(x̂, ŷ) = λ1v
i
1 + λ2v

i
2 + λ3v

i
3, (2.2)où λ1 + λ2 + λ3 = 1 et 0 ≤ (λ1, λ2, λ3) ≤ 1 ave λ1 = 1 − x̂− ŷ, λ2 = x̂ et λ3 = ŷ.
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Fig. 2.2 � Transformation entre le triangle physique τi et le triangle de référene τ̂ .Pour haque élément τi, on désigne par |τi| son aire, par ǫi et µi respetivement la permittivité életriqueloale et la perméabilité magnétique loale qui sont supposées onstantes sur τi, et par ci la vitesse depropagation loale dé�nie par ǫiµic
2
i = 1. On note sik = τi ∩ τk l'interfae entre deux éléments voisins(i.e. leur intersetion). Pour haque interfae interne on note par ~nik = t(nikx, niky) la normale orientéede τi vers τk (ave ‖ ~nik ‖ la longueur de sik), par ~̃nik le veteur unitaire assoié et par Vi l'ensembledes indies des éléments voisins de l'élément τi. Pour les interfaes aux bords du domaine, l'indie korrespond à un élément �tif extérieur au domaine. On note par P ⋆

i =
∑

k∈Vi
|nik⋆| le périmètre suivant

⋆ du triangle τi, où ⋆ représente x ou y.A haque τi ∈ Ωh on attribue un entier pi ≥ 0 qui désigne le degré d'interpolation loal. On ollete les
pi dans le veteur p = {pi, τi ∈ Ωh}. Si pi est identique pour tous les éléments du maillage alors on notesimplement p = pi. Pour une partition donnée Ωh de Ω et un veteur donné p, on herhe des solutionsapprohées de (2.1) dans le sous-espae vetoriel de dimension �ni Vp(Ωh) dé�ni par: 35



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes
Vp(Ωh) := {v ∈ L2(Ω) : v|τi

∈ Ppi
(τi), ∀τi ∈ Ωh},où Ppi

(τi) est l'espae des polyn�mes de degré maximal pi sur l'élément τi. La dimension de l'espae
Ppi

(τi) est di = (pi + 1)(pi + 2)/2 (le nombre de degré de liberté loal sur τi). On note que le degré
pi peut varier d'un élément à un autre, et qu'une fontion vp

h ∈ Vp(Ωh) est disontinue à travers lesinterfaes des éléments. On nomme interfae non-onforme une interfae sik qui a au moins une de esdeux extrémités est un n÷ud �ottant ou/et qui est telle que pi|sik
6= pk|sik

.On multiplie le système (2.1) par une fontion de base salaire ϕij ∈ Ppi
(τi), 1 ≤ j ≤ di, puis on intègresur haque triangle τi. On obtient, après intégration par parties, le système suivant:
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Exϕij ñiky = 0,

ǫi

∫

τi

∂Ex

∂t
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(2.3)
Pour tout hamp X ∈ {Ex, Ey,Hz} on note par Xi la projetion L2-orthogonale de X sur l'espaevetoriel Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di} engendré par les fontions de base dé�nies sur le triangle τi. Danshaque triangle τi on onstruit une représentation polynomiale des hamps magnétique et életrique eton adopte ii une interpolation Lagrangienne basée sur un ensemble des n÷uds dé�nis sur le triangle deréférene τ̂ (voir par exemple [DT84℄). En utilisant es notations, on a la propriété lassique suivante:

∀ϕ ∈ Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di},
∫

τi

Xiϕ =

∫

τi

Xϕ. (2.4)Globalement, on a la représentation disontinue suivante des hamps:X ≃
∑

i

Xi(t, x, y) =
∑

i

di∑

j=1

Xij(t)ϕij(x, y), (2.5)où Xij désigne le jème degré de liberté de Xi. On note par Xi le veteur olonne (Xij)1≤j≤di
. Lesinonnues numériques de la méthode sont des approximations des Xi qui peuvent être ainsi diretementutilisées pour aluler les intégrales volumiques et surfaiques de (2.3). Sahant qu'auune ontinuité n'estimposée sur les hamps d'une ellule à une autre, pour évaluer les intégrales aux bords, des valeurs deshamps doivent être dé�nies sur haque interfae sik. Ces valeurs peuvent être approhées de di�érentesfaçons. On déide ii d'adopter l'approximation entrée étudiée dans [Rem00℄-[PRF02℄-[FLLP05℄:

∀i, ∀k ∈ Vi, X|sik
≈

Xi|sik
+ Xk|sik

2
. (2.6)Conernant la disrétisation temporelle, on utilise un shéma saute-mouton omme dans [PRF02℄-[FLLP05℄. Les degrés de liberté assoiés au hamp életrique Ex (respetivement Ey) sont alulés36



2.1. Shéma Galerkin disontinu GDDT-Ppiaux instants tn = n∆t et sont notés En
xij (respetivement En

yij). Les degrés de liberté assoiés au hampmagnétique Hz sont quant à eux alulés aux instants tn+ 1

2 = (n+
1

2
)∆t et sont notés Hn+ 1

2

zij .Il reste pour ompléter le adre de notre étude à dé�nir les onditions aux limites. Soit une ellule τiau bord du domaine. On onsidère une ellule �tive τk et on note par sik l'interfae frontière. Lesonditions aux limites sont traitées en imposant des valeurs aux hamps assoiés aux ellules �tives
τk. Pour l'analyse de stabilité réalisée dans la suite, on se limite à l'utilisation d'une ondition de bordparfaitement onduteur qui en toute généralité s'érit E×n = 0. Dans le as présent, on impose don:

∀(x, y) ∈ sik :





En
xk(x, y) = −En

xi(x, y), En
yk(x, y) = −En

yi(x, y),

H
n+ 1

2

zk (x, y) = H
n+ 1

2

zi (x, y).
(2.7)On a par ailleurs les propriétés géométriques suivantes:

1.
∑

k∈Vi

~nik = 0 et 2. ~nik = −~nki. (2.8)Le shéma Galerkin disontinu GDDT-Ppi
s'érit (voir l'Annexe A.3 pour plus de détails):





µiMi
H

n+ 1

2

zi − H
n− 1

2

zi

∆t
= K

x
i E

n
yi − K

y
i E

n
xi −

∑

k∈Vi

(
F

n
xik − F

n
yik

)
,

ǫiMi
En+1

xi − En
xi

∆t
= −K

y
i H

n+ 1

2

zi +
∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik ,

ǫiMi

En+1
yi − En

yi

∆t
= K

x
i H

n+ 1

2

zi −
∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

xik ,

(2.9)
où les quantités vetorielles F

n
xik,F

n
yik,G

n+ 1

2

xik et G
n+ 1

2

yik sont dé�nies par:




F
n
xik = S

x
ikE

n
yk , F

n
yik = S

y
ikE

n
xk,

G
n+ 1

2

yik = S
y
ikH

n+ 1

2

zk , G
n+ 1

2

xik = S
x
ikH

n+ 1

2

zk ,
(2.10)et Mi est la matrie (symétrique dé�nie positive) de masse loale de dimension di × di, et K

⋆
i est lamatrie (antisymétrique) de rigidité de dimension di × di, où ⋆ représente x ou y. Ces matries sontdé�nies par les relations suivantes:





(Mi)jl =

∫

τi

ϕijϕil,

(K⋆
i )jl =

1

2

∫

τi

(∂ϕij

∂⋆
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂⋆

)
.

(2.11)Pour toute interfae sik, la matrie S
⋆
ik de dimension di × dk est dé�nie par:
(S⋆

ik)jl =
1

2
ñik⋆

∫

sik

ϕijϕkl. (2.12)Dans la suite, pour simpli�er l'ériture, on utilise les notations suivantes: 37



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes
F

n+ 1

2

⋆ik =
F

n+1
⋆ik + F

n
⋆ik

2
, E

n+ 1

2

⋆i =
En+1

⋆i + En
⋆i

2
. (2.13)Remarque 2.1 On a les propriétés suivantes:� si sik est une interfae interne alors t

S
⋆
ik = −S

⋆
ki,� si sik est une interfae métallique alors t

S
⋆
ik = S

⋆
ik.2.1.1 Conservation d'une énergie disrèteOn introduit l'énergie életromagnétique disrète suivante:

En =
1

2

∑

i

(
ǫi

tEn
xiMiE

n
xi + ǫi

tEn
yiMiE

n
yi + µi

tH
n− 1

2

zi MiH
n+ 1

2

zi

)
. (2.14)On évalue maintenant la variation d'énergie au ours d'un pas de temps:

∆E = En+1 − En

=
∑

i

[
tE

n+ 1

2

xi ǫiMi(E
n+1
xi − En

xi) + tE
n+ 1

2

yi ǫiMi(E
n+1
yi − En

yi)

+ tH
n+ 1

2

zi

µiMi

2
(H

n+ 3

2

zi − H
n− 1

2

zi )
]

= ∆t
∑

i

[
− tE

n+ 1

2

xi K
y
i H

n+ 1

2

zi + tE
n+ 1

2

xi

∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

yik

+ tE
n+ 1

2

yi K
x
i H

n+ 1

2

zi − tE
n+ 1

2

yi

∑

k∈Vi

G
n+ 1

2

xik

+ tH
n+ 1

2

zi K
x
i E

n+ 1

2

yi − tH
n+ 1

2

zi K
y
i E

n+ 1

2

xi

+ tH
n+ 1

2

zi

∑

k∈Vi

(F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]

= ∆t
∑

i

∑

k∈Vi

[
tE

n+ 1

2

xi G
n+ 1

2

yik − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik + tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]
.Dans la troisième égalité, tous les termes qui ontiennent K

x
i et K

y
i s'éliminent ar es matries sontantisymétriques et, dans la quatrième égalité, tous les termes dans la double sommation orrespondentaux interfaes entre éléments voisins. On a don:

∆E = ∆t(A + B),où les quantités A et B sont dé�nies par:38



2.1. Shéma Galerkin disontinu GDDT-Ppi

A =

internes∑interfaes [ tE
n+ 1

2

xi G
n+ 1

2

yik + tE
n+ 1

2

xk G
n+ 1

2

yki − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik − tE
n+ 1

2

yk G
n+ 1

2

xki +

tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik ) + tH
n+ 1

2

zk (F
n+ 1

2

yki − F
n+ 1

2

xki )
]
,

B =

métalliques∑interfaes [ tE
n+ 1

2

xi G
n+ 1

2

yik − tE
n+ 1

2

yi G
n+ 1

2

xik + tH
n+ 1

2

zi (F
n+ 1

2

yik − F
n+ 1

2

xik )
]
.On utilise (2.10), (2.13) et la Remarque 2.1 pour aluler A, on obtient:

A =

internes∑interfaes [ tE
n+ 1

2

xi S
y
ikH

n+ 1

2

zk + tE
n+ 1

2

xk S
y
kiH

n+ 1

2

zi −

tE
n+ 1

2

yi S
x
ikH

n+ 1

2

zk − tE
n+ 1

2

yk S
x
kiH

n+ 1

2

zi +

tH
n+ 1

2

zi S
y
ikE

n+ 1

2

xk − tH
n+ 1

2

zi S
x
ikE

n+ 1

2

yk +

tH
n+ 1

2

zk S
y
kiE

n+ 1

2

xi − tH
n+ 1

2

zk S
x
kiE

n+ 1

2

yi

]
= 0.Pour aluler B, on utilise (2.7), (2.10), (2.13) et la Remarque 2.1. On peut érire:

B =

métalliques∑interfaes [ tE
n+ 1

2

xi S
y
ikH

n+ 1

2

zk − tE
n+ 1

2

yi S
x
ikH

n+ 1

2

zk +

tH
n+ 1

2

zi S
y
ikE

n+ 1

2

xk − tH
n+ 1

2

zi S
x
ikE

n+ 1

2

yk

]
= 0.Don, pour des onditions aux limites de type métallique seulement, l'énergie est exatement onservée.Ce résultat est ohérent ave le théorème de Poynting. On rappelle que l'énergie életromagnétiqueen trois dimensions d'espae, dans le vide, en absene de harge et de ourant, véri�e le théorème dePoynting:

∫

V

∂E
∂t

+

∫

∂V
P · ñ = 0,pour tout volume V fermé de frontière ∂V régulier, où E est l'énergie életromagnétique et P est leveteur de Poynting, respetivement dé�nis par:

E =
1

2
[ǫ tE · E + µ tH · H] et P = E × H.Pour des onditions aux limites de type métallique E × ñ = 0, le théorème de Poynting montre quel'énergie est exatement onservée. 39



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes2.1.2 Stabilité du shéma GDDT-PpiOn herhe maintenant à exhiber une ondition su�sante de stabilité de la méthode Galerkin dison-tinue (2.9)-(2.10)-(2.11)-(2.12)-(2.13) lorsque les onditions aux limites sont données par (2.7). Pourela, on veut démontrer que l'énergie disrète (2.14) est une forme quadratique dé�nie positive sous uneondition de type CFL sur ∆t qui pourrait jouer le r�le de fontion de Lyapunov de toutes les inonnuesnumériques [Vid78℄. On pourra alors onlure que le shéma est onditionnellement stable.Hypothèse 2.1 On suppose que pour tout triangle τi, il existe une onstante αi telle que:
∀X ∈ Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X

∂⋆
‖τi

≤ αiP
⋆
i

|τi|
‖X‖τi

. (2.15)On note par ‖X‖τi
la norme L2 du hamp X sur τi, i.e. ‖X‖2

τi
=

∫

τi

|X|2. On utilise la même notationpour dé�nir la norme L2 du hamp X sur l'interfae sik.Hypothèse 2.2 On suppose que pour tout triangle τi de voisin τk (k ∈ Vi), il existe des onstantes βiket βki, telles que:
∀X ∈ Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖X‖2

sik
≤ βik

‖~nik‖
|τi|

‖X‖2
τi
,

∀Y ∈ Vet{ϕkj , 1 ≤ j ≤ dk}, ‖Y‖2
sik

≤ βki
‖~nik‖
|τk|

‖Y‖2
τk
.

(2.16)Notons ii que la dé�nition de la onstante αi est di�érente et moins ontraignante que elle utiliséedans [FLLP05℄. Cela vient du fait que les périmètres suivant x et y notés P x
i et P y

i respetivement, sontplus petits que le périmètre d'un triangle τi. De plus, on a introduit une deuxième onstante βki dansl'Hypothèse 2.2 qui n'a pas été adoptée dans [FLLP05℄. On motivera e hoix dans la Se. 2.2.2.En utilisant la dé�nition de S
⋆
ik et des inégalités élémentaires, on a:

| tXS
⋆
ikY| ≤ |ñik⋆|

2
‖X‖sik

‖Y‖sik

≤ |ñik⋆|
4

(√
µi√
ǫi
‖X‖2

sik
+

√
ǫi√
µi

‖Y‖2
sik

)
.Alors, on peut déduire de l'Hypothèse 2.2 que:

| tXS
⋆
ikY| ≤ |nik⋆|

4

(
βik

|τi|

√
µi√
ǫi
‖X‖2

τi
+
βki

|τk|

√
ǫi√
µi

‖Y‖2
τk

)
. (2.17)On a par ailleurs:

2En =
∑

i

(
ǫi

tEn
xiMiE

n
xi + ǫi

tEn
yiMiE

n
yi + µi

tH
n− 1

2

zi MiH
n+ 1

2

zi

)

=
∑

i

(
ǫi‖En

xi‖2
τi

+ ǫi‖En
yi‖2

τi
+ µi‖H

n− 1

2

zi ‖2
τi
− ∆tXn

i

)
,40



2.1. Shéma Galerkin disontinu GDDT-Ppiave:
X

n
i = tH

n− 1

2

zi

[
−K

x
i E

n
yi + K

y
i E

n
xi +

∑

k∈Vi

(
F

n
xik − F

n
yik

)]
.Dans la suite, on omet les exposants n et n-1/2 des variables des hamps életrique et magnétiquerespetivement. On a:

|Xn
i | =

∣∣∣ tH
n− 1

2

zi

[
−K

x
i E

n
yi + K

y
i E

n
xi +

∑

k∈Vi

(
F

n
xik − F

n
yik

)]∣∣∣

≤ 1

2
‖∂Hzi

∂x
‖τi

‖Eyi‖τi
+

1

2
‖∂Eyi

∂x
‖τi

‖Hzi‖τi
+

1

2
‖∂Hzi

∂y
‖τi

‖Exi‖τi
+

1

2
‖∂Exi

∂y
‖τi

‖Hzi‖τi
+

∑

k∈Vi

(∣∣ tHziS
x
ikEyk

∣∣+
∣∣ tHziS

y
ikExk

∣∣
)
.L'Hypothèse 2.1 et l'inégalité 2.17 impliquent:

|Xn
i | ≤

∑

k∈Vi

[αi|nikx|
|τi|

‖Hzi‖τi
‖Eyi‖τi

+
αi|niky|
|τi|

‖Hzi‖τi
‖Exi‖τi

+

|nikx|
4

(βik

|τi|

√
µi√
ǫi
‖Hzi‖2

τi
+
βki

|τk|

√
ǫi√
µi

‖Eyk‖2
τk

)
+

|niky|
4

(βik

|τi|

√
µi√
ǫi
‖Hzi‖2

τi
+
βki

|τk|

√
ǫi√
µi

‖Exk‖2
τk

)]

≤
∑

k∈Vi

[αi|nikx|
2|τi|

√
µi√
ǫi
‖Hzi‖2

τi
+
αi|nikx|

2|τi|

√
ǫi√
µi

‖Eyi‖2
τi

+

αi|niky|
2|τi|

√
µi√
ǫi
‖Hzi‖2

τi
+
αi|niky|

2|τi|

√
ǫi√
µi

‖Exi‖2
τi

+

|nikx|βik

4|τi|

√
µi√
ǫi
‖Hzi‖2

τi
+

|nikx|βki

4|τk|

√
ǫi√
µi

‖Eyk‖2
τk

+

|niky|βik

4|τi|

√
µi√
ǫi
‖Hzi‖2

τi
+

|niky|βki

4|τk|

√
ǫi√
µi

‖Exk‖2
τk

]
.Par suite: 41



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes
2En ≥

∑

i

∑

k∈Vi

[
|niky|

( ǫi
P y

i

− ∆t
αi

2|τi|

√
ǫi√
µi

)
‖Exi‖2

τi
+

|nikx|
( ǫi
P x

i

− ∆t
αi

2|τi|

√
ǫi√
µi

)
‖Eyi‖2

τi
+

|niky|
( µi

P y
i

− ∆t
αi

2|τi|

√
µi√
ǫi

− ∆t
βik

4|τi|

√
µi√
ǫi

)
‖Hzi‖2

τi
+

|nikx|
( µi

P x
i

− ∆t
αi

2|τi|

√
µi√
ǫi

− ∆t
βik

4|τi|

√
µi√
ǫi

)
‖Hzi‖2

τi
−

∆t
|niky|βki

4|τk|

√
ǫi√
µi

‖Exk‖2
τk

− ∆t
|nikx|βki

4|τk|

√
ǫi√
µi

‖Eyk‖2
τk

]
.Pour simpli�er l'ériture de l'énergie on utilise les notations suivantes :

N⋆
ik =

( ǫi
P ⋆

i

− ∆t
αi

2|τi|

√
ǫi√
µi

− ∆t
βik

4|τi|

√
ǫi√
µi

)
|nik⋆|,

Z⋆
ik =

( µi

P ⋆
i

− ∆t
αi

2|τi|

√
µi√
ǫi

− ∆t
βik

4|τi|

√
µi√
ǫi

)
|nik⋆|,d'où:

2En ≥
internes∑interfaes [Ny

ik‖Exi‖2
τi

+Nx
ik‖Eyi‖2

τi
+ Zy

ik‖Hzi‖2
τi

+ Zx
ik‖Hzi‖2

τi
+

Ny
ki‖Exk‖2

τk
+Nx

ki‖Eyk‖2
τk

+ Zy
ki‖Hzk‖2

τk
+ Zx

ki‖Hzk‖2
τk

]
+métalliques∑interfaes [Ny

ik‖Exi‖2
τi

+Nx
ik‖Eyi‖2

τi
+ Zy

ik‖Hzi‖2
τi

+ Zx
ik‖Hzi‖2

τi

]
.Pour que En soit une forme quadratique dé�nie positive, il su�t que les oe�ients de tous les termesde l'expression i-dessus soient positifs. Don, pour les interfaes internes on doit avoir:

ci∆t(2αi + βik) ≤
4|τi|
P x

i

et ci∆t(2αi + βik) ≤
4|τi|
P y

i

, (2.18)
ck∆t(2αk + βki) ≤

4|τk|
P x

k

et ck∆t(2αk + βki) ≤
4|τk|
P y

k

. (2.19)L'équation (2.18) se résume à:
ci∆t1(2αi + βik) ≤ 4min

( |τi|
P x

i

,
|τi|
P y

i

)
. (2.20)42



2.1. Shéma Galerkin disontinu GDDT-PpiL'équation (2.19) entraîne:
ck∆t2(2αk + βki) ≤ 4min

( |τk|
P x

k

,
|τk|
P y

k

)
. (2.21)Pour les interfaes métalliques on doit avoir:

ci∆t(2αi + βik) ≤
4|τi|
P x

i

et ci∆t(2αi + βik) ≤
4|τi|
P y

i

. (2.22)L'équation (2.22) onduit à:
ci∆(2αi + βik) ≤ 4min

( |τi|
P x

i

,
|τi|
P y

i

)
. (2.23)Utilisons les relations (2.20) et (2.21) pour dé�nir la ondition de stabilité sur les interfaes internes et(2.23) pour les interfaes métalliques. Ainsi, la ondition de stabilité est dé�nie par:





∀ interfae interne sik, ∆t ≤ min(∆t1,∆t2),

∀ interfae métallique sik, ci∆t(2αi + βik) ≤ 4min

( |τi|
P x

i

,
|τi|
P y

i

)
.

(2.24)Remarque 2.2 Dans le as d'un maillage orthogonal onforme ou non-onforme, haque élément τipeut être aratérisé par le ouple (∆xi,∆yi), l'aire |τi| =
∆xi∆yi

2
et on a les propriétés suivantes:

P x
i =

∑

k∈Vi

|nikx| = 2∆yi et P y
i =

∑

k∈Vi

|niky| = 2∆xi. (2.25)La ondition de stabilité s'érit dans e as:
{

∀ interfae interne sik, ∆t ≤ min(∆t1,∆t2),

∀ interfae métallique sik, ci∆t(2αi + βik) ≤ min(∆xi,∆yi),
(2.26)où ∆t1 et ∆t2 sont dé�nis par:

ci(2αi + βik)∆t1 ≤ min(∆xi,∆yi) et ck(2αk + βki)∆t2 ≤ min(∆xk,∆yk).A e stade, quelques remarques s'imposent sur les Hypothèses 2.1 et 2.2 (voir Annexes A.1 et A.2 pourplus de détails):� L'existene des onstantes αi et βik,∀i,∀k ∈ Vi est toujours assurée pour tout hoix de fontionsde base et pour tout maillage onforme ou non-onforme.� Les valeurs des onstantes αi et βik,∀i,∀k ∈ Vi roissent ave le degré des fontions de base.� Par dé�nition, la onstante αi dépend seulement du hoix de fontions de base loales. Autrementdit, si on hoisit le même espae de fontions de base dans toutes les ellules, alors αi est uneonstante globale (même dans le as non-onforme). Dans les autres as, la onstante αi devientonstante par ellule (loale). 43



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes2.2 Etude de as partiuliersOn a implémenté la méthode GDDT-Pp (i.e. pi = p est uniforme dans tous les éléments du maillage)pour p = 0, . . . , 4, sur un maillage triangulaire ave des fontions de base nodales. On onsidère pluspartiulièrement dans la suite les shémas GDDT-P0 et GDDT-P1 et on herhe à évaluer analytiquementles ritères de stabilité assoiés. On distingue deux as: on ommene d'abord par le as d'un maillageonforme puis on étudie ensuite le as d'un maillage non-onforme.2.2.1 Cas d'un maillage onforme2.2.1.1 Shéma GDDT-P0Pour un maillage triangulaire, le shéma GDDT-P0 est exatement un shéma volume �ni lassique.Dans e as di = 1, i.e. haque inonnue néessite un seul degré de liberté. Les onditions (2.15) et(2.16) sont véri�ées et on a ∀i, αi = 0 et ∀i,∀k ∈ Vi, βik = βki = 1. La ondition de stabilité s'éritalors pour toute interfae interne sik:
max(ci, ck)∆t ≤ 4min

(
min

( |τi|
P x

i

,
|τi|
P y

i

)
,min

( |τk|
P x

k

,
|τk|
P y

k

))
. (2.27)Dans le as d'un maillage triangulaire orthogonal uniforme (i.e. ∆xl et ∆yl sont onstants ∀l) la onditionde stabilité du shéma GDDT-P0 s'érit pour toute interfae interne:

max(ci, ck)∆t ≤ min(∆xi,∆yi). (2.28)On note par CFL la valeur maximale que peut prendre le rapport max(ci, ck)∆t

min(∆xi,∆yi)
. Dans le as présent,la valeur du CFL est égale à 1.Remarque 2.3 Ce shéma volume �ni est étudié dans [FLLP05℄ et [PRF02℄. Le leteur pourra véri�erque pour un maillage orthogonal la ondition de stabilité obtenue ii est moins ontraignante que ellesobtenues dans [FLLP05℄ et [PRF02℄. Par exemple, dans le as homogène (i.e. ǫi = te et µi = te, ∀i)et pour un maillage uniforme, la ondition CFL obtenue ii est plus grande d'un fateur 1.7 que ellesobtenues dans [FLLP05℄ et [PRF02℄.2.2.1.2 Shéma GDDT-P1Dans le as de fontions de base nodales linéaires, haque omposante du hamp életromagnétiquenéessite trois degrés de liberté, i.e. di = 3. Pour un maillage onforme, on a le lemme suivant.Lemme 2.1 Pour des fontions de base nodales linéaires, les onditions (2.15) et (2.16) sont véri�éeset on a:[1℄. ∀i, αi = 3,[2℄. ∀i, ∀k ∈ Vi, βik = βki = 3.44



2.2. Etude de as partiuliersPreuve. Tout d'abord, on a les intégrales élémentaires suivantes:
∫

τi

ϕijϕij′ =
|τi|
12

(1 + δjj′), (2.29a)
∫

sik

ϕijϕij′ =
‖~nik‖

6
(1 + δjj′)(1 − δjk)(1 − δj′k). (2.29b)[1℄. On a: X =

∑

j∈Vi

Xijϕij (ii, |Vi| = di), alors ‖X‖2
τi
≥ |τi|

12

∑

j∈Vi

|Xij |2.
‖∂X
∂⋆

‖2
τi

≤ 3

4|τi|
(∑

j∈Vi

|nij⋆Xij |
)2

≤ 3(P ⋆
i )2

4|τi|
∑

j∈Vi

|Xij |2

≤ 9(P ⋆
i )2

|τi|2
‖X‖2

τi
don αi = 3.[2℄. Pour un maillage onforme, ∀i, ∀k ∈ Vi on a βik = βki. On utilise (2.29a) et (2.29b) pour aluler

βik qui véri�e le problème de minimisation:



2 1 0
1 2 0
0 0 0


 � βik

2




2 1 1
1 2 1
1 1 2


 ,où "�" désigne une inégalité généralisée dé�nie dans l'Annexe A.1. On obtient ainsi βik = 3. 2La ondition de stabilité du shéma GDDT-P1 s'érit pour un maillage onforme quelonque:

∀ interfae interne sik, max(ci, ck)∆t ≤
4

9
min

(
min(

|τi|
P x

i

,
|τi|
P y

i

),min(
|τk|
P x

k

,
|τk|
P y

k

)
)
. (2.30)Pour un maillage orthogonal uniforme et en utilisant (2.25), la ondition de stabilité s'érit:

∀ interfae interne sik, max(ci, ck)∆t ≤ 0.11min(∆xi,∆yi). (2.31)2.2.2 Cas d'un maillage non-onformeLe but de ette setion est d'étudier et d'expliiter des onditions de stabilité des shémas GDDT-P0 etGDDT-P1 dans le as d'un maillage non-onforme. L'existene des onstantes αi et βik (respetivement
βki) ∀i, ∀k ∈ Vi est toujours assurée, don les Hypothèses 2.1 et 2.2 sont toujours valables. Cependant,ontrairement au as onforme où les onstantes βik et βki sont égales, on va démontrer par la suite quees onstantes sont di�érentes dans le as non-onforme (sauf pour un as partiulier). La onstante αiquant à elle, est identique au as onforme.On onsidère deux types de maillage non-onforme omme sur les Fig. 2.3 (a) et (b). Dans la situation(a), le triangle τk touhe son voisin τi par deux sommets; dans e as la non-onformité est de la partde τi, l'interfae sik est une arête omplète du triangle τk, par ontre elle est une portion d'une arête de
τi. Par ontre, dans la situation (b), τk touhe τi par un seul sommet et la non-onformité est de la partde τi et τk. 45



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes
ai

s ik

τ i

τk

(a)
τ

τ τ

i

k k(b)Fig. 2.3 � Deux types de maillage non-onforme.Lemme 2.2 Soit un triangle τi et son voisin τk. On note par ai et ak les arêtes de τi et τk respetivement,telles que sik = τi ∩ τk = ai ∩ ak. On note par ℓ1 =
|ai|
|sik|

et ℓ2 =
|ak|
|sik|

deux onstantes positives tellesque ℓ1, ℓ2 ≥ 1, où |.| désigne la longueur d'un �té. On a alors les propriétés suivantes:




si ℓ1 = ℓ2 alors βik = βki,si ℓ1 > ℓ2 alors βik ≥ βki,si ℓ1 < ℓ2 alors βik ≤ βki.

(2.32)Preuve. On se limite dans la démonstration à des fontions de base nodales linéaires. On peut néanmoinsutiliser les mêmes tehniques pour d'autres fontions de base. Tout d'abord, on note par Ai
1 et Ai

2 lesmatries symétriques positives telles que:
(Ai

1)jj′ =

∫

sik

ϕijϕij′ et (Ai
2)jj′ =

∫

ai

ϕijϕij′ . (2.33)Puisque les fontions de bases nodales du triangle τi sont toujours positives ou nulles sur τi, on a:
1

|sik|
Ai

1 � χ1ℓ1
1

|ai|
Ai

2 ave χ1 ≤ 1,

1

|sik|
Ak

1 � χ2ℓ2
1

|ak|
Ak

2 ave χ2 ≤ 1.

(2.34)Pour obtenir (2.34), ommençons par remarquer que la omparaison entre les matries Ai
1 et Ai

2, ∀i nese fait pas diretement par le ritère de l'Annexe A.1 puisque es matries ne sont pas dé�nies, sontsingulières et possèdent toujours une ligne et une olonne nulles. En e�et, pour des fontions de basenodales P1 les di�érentes formes des matries Ai
1 et Ai

2 sont:



0 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


 ,




∗ 0 ∗
0 0 0
∗ 0 ∗


 et 


∗ ∗ 0
∗ ∗ 0
0 0 0


 . (2.35)Don, es matries possèdent une valeur propre nulle. On dé�nit alors les matries Bi

1 et Bi
2 obtenues enéliminant la ligne nulle et la olonne nulle des matries Ai

1 et Ai
2. Les matries Bi

1 et Bi
2 sont symétriques46



2.2. Etude de as partiuliersdé�nies positives, don on peut les omparer en utilisant le ritère lassique. De plus, elles possèdentles mêmes valeurs propres non nulles que elles de Ai
1 et Ai

2 respetivement. En�n, on peut déduireles veteurs propres de Ai
1 et Ai

2 de eux des matries Bi
1 et Bi

2. Pour omparer Ai
1 et Ai

2 il su�t deomparer Bi
1 et Bi

2 et on a: si Bi
1 � λBi

2, alors Ai
1 � λAi

2, où λ est une onstante. Don:
1

|sik|
Ai

1 � ℓ1
1

|ai|
Ai

2 � ℓ1β
onf
ik

Bi

|τi|
,

1

|sik|
Ak

1 � ℓ2
1

|ak|
Ak

2 � ℓ2β
onf
ki

Bk

|τk|
,où ∀ i, Bi est la matrie de masse assoiée au triangle τi dé�nie par (2.29a). Les onstantes βonf

ik et βonf
kisont égales (l'indie "onf" signi�e que es onstantes sont les mêmes que elles qui sont dé�nies dansle as onforme). Ainsi, si ℓ1 = ℓ2 et en prenant βik = ℓ1β

onf
ik et βki = ℓ2β

onf
ki , la première propriété dulemme est démontrée. On suit la même démarhe pour démontrer les deux autres propriétés. 2Remarque 2.4� Les propriétés du Lemme 2.2 sont des onditions néessaires seulement. Par exemple pour unmaillage non-onforme de type Fig. 2.3 (b), on peut avoir βik = βki mais ℓ1 6= ℓ2. Dans le asd'un maillage de type Fig. 2.3 (a), es onditions deviennent su�santes aussi (voir l'Exemple 1 del'Annexe A.4).� Le Lemme 2.2 montre lairement (pour un maillage non-onforme seulement) l'in�uene desonstantes βik et βki par ℓ1 et ℓ2 respetivement. Cela vient du fait que les matries Ai

1 et
Ak

1 dépendent fortement non seulement des onstantes ℓ1 et ℓ2 respetivement, mais aussi dela position du voisin τk de τi, i.e. on peut avoir deux interfaes (sur un �té de τi) de mêmeslongueurs, mais les matries Ai
1 orrespondantes sont di�érentes. On observe ette situation dansle as d'un ra�nement de maillage.� Le Lemme 2.2 permet de di�érenier les interfaes onformes des interfaes non-onformes. Ilpourrait aussi permettre d'identi�er le type de non-onformité et aussi de failiter le alul de lavaleur du CFL.Dans la pratique, on utilise la démarhe suivante pour aluler la plus grande valeur de βik ∀i, ∀k ∈ Vi(voir l'Exemple 2 de l'Annexe A.4):[1℄. On identi�e toutes les interfaes non-onformes.[2℄. ∀i, ∀k ∈ Vi, on alule les longueurs ℓ1 et ℓ2 qui orrespondent aux interfaes non-onformes.[3℄. On herhe à aluler:

∀i, ∀k ∈ Vi, ℓ
max
1 = max(ℓ1) et ℓmax

2 = max(ℓ2) puis Lmax = max(ℓmax
1 , ℓmax

2 ).Il se peut que l'on ait plusieurs Lmax; soit Lmax l'ensemble des valeurs {Lmax
1 , . . . ,Lmax

m }, où mest un entier naturel. Dans e as on alule toutes les valeurs de βik et βki, puis on prend lesmaxima de toutes les valeurs de βik et βki alulées. 47



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes2.2.3 Ra�nement loal non-onformeUn as très intéressant à étudier est le as d'un ra�nement non-onforme. Le mode de déoupage(de ra�nement) d'un triangle dérit i-dessous (voir Fig 2.4) a été hoisi pour ne pas détériorer laqualité du maillage. Soit un triangle τi; les nouveaux sommets sont générés aux milieux des �tés et sontutilisés ave les sommets originaux pour réer quatre nouveaux triangles. Le quatrième triangle est situéau entre du triangle original et utilise les trois nouveaux sommets. Pour e mode de déoupage, l'airede haque nouveau triangle vaut le quart de l'aire du triangle initial. L'avantage de ette subdivisionest la préservation de l'anisotropie du triangle initial. On note par ℓ = |smax
ik |/|smin

ik | (le rapport entreles longueurs de la plus grande interfae smax
ik et la plus petite smin

ik ) le taux de ra�nement, ℓ est unentier naturel. Les Fig. 2.5 (a) et (b) représentent des exemples de ra�nement de taux ℓ = 4 et ℓ = 8respetivement.
τ i(a) Etape 0. ��

��

��

1

2

3
4(b) Etape 1. ��

��

��

() Etape 2.Fig. 2.4 � Les étapes de subdivision d'un triangle.En utilisant les notations et les résultats du Lemme 2.2, on a ℓ1 ≥ ℓ2 = 1, et don βik ≥ βki,∀i,∀k ∈ Vi.Si les valeurs de βik pouvaient être alulées analytiquement alors une ondition de stabilité exate (CFLthéorique) pourrait être obtenue. C'est e que nous allons faire ii dans le as d'un maillage triangulaireorthogonal. On donne dans les Tab. 2.1 et 2.2 les valeurs des onstantes αi et max(βik), ∀i,∀k ∈ Viet dans la Tab. 2.3, les valeurs du nombre CFL en fontion du taux de ra�nement ℓ et du degréd'interpolation p. La onstante αi depend seulement de p et la onstante βik quant à elle dépend de pet de ℓ. On peut onlure que notre ondition de stabilité devient très restritive lorsque les valeurs de ℓet p augmentent. Tab. 2.1 � Valeurs de αi en fontion de p.
p 0 1 2 3 4

αi ≃ 0.0 3.0 8.0 18.0 38.02.3 Validation numérique du shéma GDDT-PpiOn onsidère une avité métallique arrée unitaire. Les expressions analytiques des modes de résonanesont onnues pour ette géométrie [Ja98℄ et on propose ii de simuler l'évolution temporelle du modepropre (1, 1) pour le as transverse magnétique TMz. Nous avons initialisé le hamp életromagnétiquepar la solution analytique à t = 0, donnée par l'expression suivante:48



2.3. Validation numérique du shéma GDDT-Ppi
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1(b) Ra�nement de taux ℓ = 8 (maillage 7-irrégulier).Fig. 2.5 � Exemples de ra�nements loaux non-onformes d'un maillage triangulaire.Tab. 2.2 � Valeurs de βik en fontion de ℓ et p.
ℓ \ p p=0 p=1 p=2 p=3 p=41 1 3 6 10 232 1 4.5 10 18 354 1 6.0 17 33 688 1 7.5 24 52 10816 1 8.0 29 70 14764 1 9.0 34 91 200

Tab. 2.3 � Valeurs du nombre CFL en fontion de ℓ et p.Cas d'un maillage triangulaire orthogonal.
ℓ \ p p=0 p=1 p=2 p=3 p=41 1 0.11 0.045 0.022 0.012 1 0.095 0.04 0.019 0.0094 1 0.085 0.03 0.015 0.0078 1 0.075 0.025 0.011 0.005516 1 0.07 0.022 0.009 0.004564 1 0.067 0.02 0.008 0.004
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Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes




Hx = 0,

Hy = 0,

Ez = sin(πx) sin(πy).La solution exate est donnée par:




Hx =
−π
ω

sin(πx) cos(πy) sin(ωt),

Hy =
π

ω
cos(πx) sin(πy) sin(ωt),

Ez = sin(πx) sin(πy) cos(ωt),où ω = 2πf . La fréquene f est ii égale à f = 0.212 GHz. L'intérêt de e as test est double: il autoriseles simulations en temps long et l'énergie de la solution exate est onservée.On réalise toutes les simulations ave un maillage triangulaire orthogonal régulier i.e. si haque triangle τiest représenté par le ouple (∆xi,∆yi), on hoisit ii ∆xi = ∆yi. Pour e hoix du maillage, on désignepar:� CFL théorique, la valeur maximale que peut prendre le rapport max(ci, ck)∆t

min(∆xi)
selon l'étudethéorique de la Se. 2.1.2 i.e. la valeur de 1

(2αi + βik)
.� CFL numérique (utilisé en pratique), la valeur maximale que peut prendre le rapport

max(ci, ck)∆t

min(hi)
où hi est le minimum des hauteurs du triangle τi (ii hi =

∆xi√
2
).2.3.1 Maillage onformeOn propose d'abord de véri�er la stabilité des shémas GDDT-Pp (pi = p est uniforme dans tous leséléments du maillage). Pour ela on réalise les mêmes simulations pour p = {0, 1, 2, 3, 4}. Le maillageutilisé a une résolution de 14 points par longueur d'onde. On utilise pour haun des shémas le pas detemps maximal autorisé par les onditions de stabilité théorique et numérique. On reense dans la Tab. 2.4les valeurs du nombre CFL trouvées théoriquement et numériquement pour les di�érents shémas. Lesvaleurs du CFL numérique sont elles qui orrespondent à la stabilité numérique e�etive i.e. la limite audelà de laquelle on observe une roissane de l'énergie disrète (2.14). La durée de toutes les simulationsest de 43 périodes. On montre sur la Fig. 2.6 l'évolution de l'énergie disrète au ours du temps pourdi�érentes valeurs de p en utilisant la valeur du CFL numérique. Puisque la solution exate est onnue, onhoisit ensuite de omparer les di�érents shémas GDDT-Pp à partir de la dispersion numérique observéeet de l'erreur L2. Pour ela, on se propose de suivre l'évolution temporelle du hamp életromagnétiqueen un point du maillage. Les simulations sont ette fois réalisées sur 32 périodes en utilisant di�érentsnombres de points par longueur d'onde (λ) pour haque shéma GDDT-Pp. On montre sur la Fig. 2.7 lesévolutions temporelles de l'erreur L2, et sur la Fig. 2.8 l'évolution temporelle de la omposante Hx (surles 4 dernières périodes des simulations) en un point du maillage. Il est lair que lorsquel'on augmente ledegré d'interpolation p, le shéma devient plus préis. On remarque aussi que les résultats obtenus avele nombre CFL théorique sont plus préis que eux obtenus ave le nombre CFL numérique. En�n onnotera que le shéma GDDT-P0 semble apparaître ii omme le plus préis si l'on se réfère à l'amplitudede l'erreur L2 sur la Fig. 2.7 (a) et (d). On peut attribuer e omportement au fait que pour la valeur50



2.3. Validation numérique du shéma GDDT-PpiCFL=1.0 qui orrespond à la limite de stabilité du shéma GDDT-P0, la dispersion du seond ordre de eshéma est minimale (voir par exemple [Rem99℄ pour une démonstration de ette propriété dans le asde maillages uniformes parallélépipédiques) alors que, pour les autres shémas GDDT-Pp, p ≥ 1, ettepropriété n'est pas garantie pour les valeurs onsidérées du nombre CFL.Tab. 2.4 � Valeurs théoriques et numériques du nombre CFL - méthode GDDT-Pp.Shéma GDDT-P0 GDDT-P1 GDDT-P2 GDDT-P3 GDDT-P4CFL théorique 1.0 0.11 0.045 0.022 0.01CFL numérique 1.0 0.3 0.15 0.1 0.09
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Fig. 2.6 � Evolution temporelle de l'énergie: méthode GDDT-Pp.Maillage onforme.2.3.2 Maillage non-onformeOn simule, omme dans le as onforme, l'évolution du mode propre (1, 1) dans une avité métalliquearrée. On utilise un maillage dont une partie entrale est ra�née trois fois de manière non-onforme(voir Fig. 2.9). Le taux de ra�nement est 8 (i.e. le maillage est 7-irrégulier). La résolution du maillagede la grille grossière est de 11 points par longueur d'onde. La durée de toutes les simulations est de 43périodes. L'objetif ii est de tester la stabilité du shéma GDDT-Pp en présene d'un ra�nement loalnon-onforme. On montre sur la Fig. 2.10 l'évolution de l'énergie (2.14) pour les di�érents shémas, pourles CFL numériques. On peut onlure que le shéma est stable.A�n de omparer la dispersion numérique observée pour les di�érents shémas GDDT-Pp, on réalise lamême simulation ave un ra�nement de taux 4 et un autre de taux 8. On utilise pour haun des shémasle pas de temps maximal autorisé par la ondition de stabilité numérique. On montre sur les Fig. 2.11et 2.12 l'évolution temporelle de Hx en un point du maillage grossier sur les 5 dernières périodes dela simulation (qui en omporte 35) et sur la Fig. 2.13 l'évolution de l'erreur L2, pour les deux taux dera�nement onsidérés. Ces résultats sont à omparer à eux obtenus dans le as onforme (Fig. 2.7 (d)51
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(d) Shéma GDDT-P3 - Maillage 6 points par λ.Fig. 2.8 � Evolution temporelle de Hx en un point du maillage.Méthode GDDT-Pp pour les valeurs théoriques et numériques du CFL.Maillage onforme.
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Fig. 2.10 � Evolution temporelle de l'énergie: méthode GDDT-Pp.Maillage non-onforme ave un ra�nement loal de taux 8.
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2.3. Validation numérique du shéma GDDT-Ppiet 2.8). Bien que moins préis que dans le as onforme, les résultats sont tout de même satisfaisantsompte tenu des forts taux de ra�nement traités. On a véri�é numériquement les points suivants:� Les valeurs théoriques du nombre CFL trouvées dans le as d'un maillage ra�né sont restritives.� Augmenter le degré d'interpolation n'améliore pas les résultats.
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Fig. 2.11 � Evolution temporelle de Hx en un point du maillage.Méthode GDDT-Pp - CFL numérique.Maillage non-onforme ave ra�nement loal de taux 4.Remarque 2.5 Pour les résultats présentés dans ette setion, nous avons utilisé une mise en ÷uvrepréliminaire de la méthode GDDT-Pp dans laquelle on fait une approximation pour le alul de la matried'interfae (2.12) non-onforme. En e�et, pour toute interfae onforme ou non-onforme sik = τi ∩ τk,où τi et τk sont deux éléments voisins, on redé�nit la matrie d'interfae de la manière suivante:
(Sik)jl =

∫

sik

ϕijϕkl. 55



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 38  39  40  41  42  43  44  45

Time

DGTD-P0
exact

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 38  39  40  41  42  43  44  45

Time

DGTD-P1
exact

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 38  39  40  41  42  43  44  45

Time

DGTD-P2
exact

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 38  39  40  41  42  43  44  45

Time

DGTD-P3
exact

Fig. 2.12 � Evolution temporelle de Hx en un point du maillage.Méthode GDDT-Pp - CFL numérique.Maillage non-onforme ave ra�nement loal de taux 8.
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2.3. Validation numérique du shéma GDDT-Ppi
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(Srefer
ik )jl =

∫ 1

0
ψjψl, où ψ est une fontion de base dé�nie sur l'élément de référene τ̂ . Pour un maillageonforme donné Ωh de Ω on a la relation suivante:

Sik = |sik|Srefer
ik . (2.36)Dans la pratique, S

refer
ik est alulée une seule fois puis il su�t de la multiplier par |sik| (la longueurde sik) pour obtenir Sik. Cependant, la formule (2.36) n'est pas appropriée dans le as d'un maillagenon-onforme pour les raisons suivantes:[1℄. La présene des n÷uds �ottants et leur distribution sur l'interfae in�uent fortement sur la formegénérale de la matrie S

refer
ik . Autrement dit, S

refer
ik perd la propriété de symétrie.[2℄. La deuxième raison dérive de l'appliation (2.2). En e�et, dans la formule (2.36), la orrespondaneentre les fontions de bases {ϕij}di

j=1 et {ϕkl}dk

l=1 dé�nies respetivement sur les éléments τi et τket les fontions de bases ψ de τ̂ est établie en utilisant la bijetion (2.2) e qui pose un problèmedans le as non-onforme puisque l'interfae sik n'est pas un �té omplet pour l'un des deuxtriangles τi et τk.Pour remédier à e problème, on propose dans la setion suivante deux approhes pour évaluer la matried'interfae non-onforme. En partiulier, une nouvelle version de la méthode GDDT-Ppi
a été implémentéeen utilisant des formules de quadrature et qui permet l'utilisation de maillages non-onformes aveun nombre arbitraire de n÷uds �ottants et par onséquent autorise des méthodes h-ra�nement et p-enrihissement loaux séparément ou simultanément (ra�nement de type hp). 57



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes2.4 Calul de la matrie d'interfae non-onformeL'objetif de ette setion est de présenter deux méthodes pour aluler la matrie d'interfae (2.12)dans le as où sik est une interfae non-onforme. On se restreint au as 2D mais une partie desdéveloppements peut néanmoins se généraliser au as 3D.2.4.1 Approhes basées sur projetion et quadratureOn note SF la matrie d'interfae dont les oe�ients sont dé�nis de la manière suivante :
(SF )ij =

∫

F
φiψjds, ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀j ∈ {1, . . . ,m}. (2.37)L'indie F = ∂T1 ∩ ∂T2 désigne une interfae non-onforme du maillage. Les fontions (φi)

n
i=1 et

(ψj)
m
j=1 sont les restritions à et interfae F des fontions de base dé�nies sur les éléments T1 et T2et non identiquement nulles sur F (voir Fig. 2.14 (a) et (b)). Elles engendrent des espaes de fontionspolynomiales d'un ertain degré dé�nies sur F et on peut imaginer hoisir une base di�érente pour esespaes a�n d'e�etuer le alul de SF en s'appuyant sur les aluls que l'on e�etuerait dans le as d'unmaillage onforme.

FT1

T2

(a)
F

T

T

1

2(b)
F=F’

T2

T1

T3
T4

()
F=F’

T1

T2T
T4

3

(d)Fig. 2.14 � Deux situations possibles ave un maillage non-onforme.Dans les Fig. () et (d), on remarque que F est une interfae non-onforme pour les triangles
T1 et T2, par ontre elle est onforme pour les triangles T3 et T4 et on l'appelle F ′ dans e as.Soient (γk)

n
k=1 une seonde base de l'espae engendré par les (φi)

n
i=1 et (ζl)

m
l=1 une seonde base del'espae engendré par les (ψj)

m
j=1. Les matries P 1 et P 2 sont respetivement les matries de passagesdes bases (φi)

n
i=1 et (ψj)

m
j=1 aux bases (γk)

n
k=1 et (ζl)

m
l=1. Plus expliitement, on a ainsi :





φi =

n∑

k=1

P 1
ikγk, ∀i ∈ {1, . . . , n},

ψj =
m∑

l=1

P 2
jlζl, ∀j ∈ {1, . . . ,m}.Lemme 2.3 Soit AF ′ la matrie dé�nie par :

(AF ′)ij =

∫

F ′

γiζjds, ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀j ∈ {1, . . . ,m}.L'indie F ′ désigne une interfae onforme (la même que F mais dans une situation onforme, voirFig. 2.14 () et (d)). On a alors le résultat suivant :58



2.4. Calul de la matrie d'interfae non-onforme
SF = P 1AF ′

t(P 2). (2.38)La formule (2.38) peut servir au alul de SF et on appellera ette approhe dans la suite approhe parprojetion. Les matries SF et AF ′ sont toutes deux de dimension n×m et les matries P 1 et P 2 sontde dimensions n× n et m×m respetivement.Preuve. Les étapes du alul sont les suivantes :
(SF )ij =

∫

F

(
n∑

k=1

P 1
ikγk

)(
m∑

l=1

P 2
jlζl

)
ds

=
n∑

k=1

P 1
ik

(
m∑

l=1

(∫

F≡F ′

γkζlds

)
P 2

jl

)

=

n∑

k=1

P 1
ik

(
m∑

l=1

(AF ′)kl(
t(P 2))lj

)

=

n∑

k=1

P 1
ik

(
AF ′

t(P 2)
)
kj

= (P 1AF ′
t(P 2))ij .

2De plus, la matrie SF peut être évaluée en utilisant une formule de quadrature numérique basée surles zéros des polyn�mes de Legendre i.e. les n÷uds de la formule de quadrature de Gauss-Legendre. Onnote par NG le nombre minimal de points et poids de Gauss néessaires pour obtenir une intégrationexate des polyn�mes de degré ≤ 2NG − 1. Une représentation matriielle des opérations à e�etuer estla suivante:
SF ≃ Q1B t(Q2), (2.39)où les matries Q1 et Q2 sont respetivement de dimensions n × NG et m × NG, la matrie B estdiagonale et elle est de dimension NG ×NG. Les oe�ients de es matries sont dé�nis par:





(Q1)ik = φi(xk), ∀1 ≤ i ≤ n, ∀1 ≤ k ≤ NG,

(Q2)jk = ψj(xk), ∀1 ≤ j ≤ m, ∀1 ≤ k ≤ NG,

(B)kk = ωk et (B)rk = 0, ∀r 6= k, ∀1 ≤ k ≤ NG.Les paramètres xk et ωk sont respetivement les points et les poids de la méthode de Gauss-Legendre.Dans la suite, l'évaluation de SF en utilisant la formule (2.39) sera appelée approhe par quadrature.La raison du hoix de la formule de quadrature Gauss-Legendre est que la fontion poids du polyn�mede Legendre est égale à un. Toutefois, on peut utiliser la méthode de Gauss-Lobatto où les deux pointsaux extrémités du domaine d'intégration sont des n÷uds de quadrature et le problème dans e as estde hoisir les poids ωk et les n÷uds restants xk pour maximiser le degré d'exatitude de la formule dequadrature. Notons que, pour la méthode de Gauss-Lobatto on a seulement besoin de NG − 2 points etpoids (deux parmi eux sont les extrémités du domaine d'intégration) pour obtenir une intégration exatedes polyn�mes de degré ≤ 2NG − 3. Sans entrer dans les détails, on note ependant que pour réduire le59



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformesoût de stokage, seuls les n÷uds et les poids assoiés dans l'intervale [0; 0.5] sont stokés ((NG + 1)/2pour Gauss-Legendre et (NG − 1)/2 pour Gauss-Lobatto) et on peut trouver les valeurs restantes dans
[0.5; 1] par des arguments de symétrie.2.4.2 Comparaison entre les deux approhesL'objetif est ii de omparer l'approhe par projetion (2.38) ave l'approhe par quadrature (2.39)du point de vue de la omplexité de alul. Pour e faire, on donne dans la Tab. 2.5 le nombre d'opérationsarithmétiques néessaires pour aluler SF par les deux approhes.Tab. 2.5 � Nombre d'opérations arithmétiques pour aluler SF .Opération Approhe par projetion Approhe par quadraturex nm(n+m) nNG(m+ 1)+ nm(n+m− 2) nm(NG − 1)Total 2nm(n+m− 1) n(2mNG +NG −m)Dans la dé�nition de SF (2.37), on a que ∀i,∀j, la fontion à intégrer sur l'interfae F est un polyn�mede degré m + n − 2 (supposons que n ≥ m). Par onséquent, pour obtenir une intégration exate deette fontion en utilisant la méthode de Gauss-Legendre, il su�t que:

m+ n− 2 ≤ 2NG − 1 ⇒ NG ≥ n+m− 1

2
⇒ NG =

[
n+m− 1

2

]
,où [.] désigne la fontion partie entière d'un nombre réel. On note C la di�érene entre les nombresd'opérations arithmétiques de l'approhe par projetion et de l'approhe par quadrature. On onsidèretrois as:� Si n+m− 1 est un nombre pair, alors NG =

n+m− 1

2
et on a :

C = 2nm(n+m− 1) − n(2mNG +NG −m)

= mn2 + nm2 − nm

2
− n2

2
+
n

2

= n2(m− 1

2
) +mn(m− 1

2
) +

n

2
> 0,∀m,∀n.� Si n+m− 1 est un nombre impair, alors NG =

n+m

2
et on a :

C = 2nm(n+m− 1) − n(2mNG +NG −m)

= 2mn2 + 2nm2 − 2mn− nm2 −mn2 − n2

2
+
mn

2

= n2(m− 1

2
) +mn(m− 3

2
) > 0,∀m,∀n tels que (n,m) 6= 1.� Si n = m = 1, alors C = 0 et les deux approhes sont équivalentes.On reense dans la Tab. 2.6 le nombre d'opérations total pour les deux approhes et pour les as les plusfréquemment observés i.e. n = m, n = m+ 1 et n = m+ 2.Par onséquent, on peut onlure que l'approhe par quadrature est toujours la moins oûteuse.60



2.4. Calul de la matrie d'interfae non-onforme
Tab. 2.6 � Nombre d'opérations arithmétiques pour aluler SF .Cas Approhe par projetion Approhe par quadrature
n = m 2m2(2m− 1) 2m3

n = m+ 1 4m2(m+ 1) 2m2(m+ 1)

n = m+ 2 (m+ 2)(4m2 + 2m) (m+ 2)(2m2 + 2m+ 1)Remarque 2.6 Dans le as du maillage non-onforme de la situation de la Fig. 2.14 (a), le hoix P 1 = I(la matrie identité) et don SF = AF ′
t(P 2) est envisageable et permet de réduire le oût de alulde SF . Conernant l'approhe par projetion, on a uniquement besoin du produit de deux matries etle oût dans e as diminue (voir Tab. 2.7). Par ontre, pour l'approhe par quadrature, on a toujoursbesoin de multiplier trois matries et le nombre d'opérations ne hange pas.Tab. 2.7 � Nombre d'opérations arithmétiques pour aluler SF .Cas d'un maillage non-onforme lassique.Opération Approhe par projetion Approhe par quadraturex nm2 nNG(m+ 1)+ nm(m− 1) nm(NG − 1)Total nm(2m− 1) n(2mNG +NG −m)On trae sur la Fig. 2.15 le oût CPU (en seondes) pour évaluer SF en fontion du nombre de faes,en utilisant l'approhe par quadrature numérique de Gauss-Legendre. Le temps CPU roît très lentementpar rapport au nombre de faes. La méthode de Gauss-Legendre a été implémentée en Fortran 77 et lealul a été réalisé sur une station de travail équipée d'un proesseur Intel P4 adené à 3.6 GHz.
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Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes2.5 Résultats numériques pour h-ra�nement et p-enrihissementOn présente dans ette setion des expérienes numériques visant à évaluer la performane pratiquedes versions h-ra�nement et p-enrihissement de la méthode GDDT-Ppi
basée sur la formule de quadra-ture dérite i-dessus, en utilisant des maillages onformes et non-onformes ave un nombre arbitrairedes n÷uds �ottants. La méthode h-ra�nement implique une modi�ation de la taille de l'élément (pourun p �xé) alors que la méthode p-enrihissement onsiste à modi�er loalement le degré polynomial(pour une taille de maillage h �xée). Notre prinipal objetif est de omparer les shémas GDDT-Ppisur la base de la dispersion numérique observée et de valider le hoix du alul de la matrie d'interfaenon-onforme par la formule de quadrature. Notons que dans ette setion on suppose que le degrépolynomial pi = p est uniforme dans tous les éléments de maillage.On simule omme dans la Se. 2.3 l'évolution du mode propre (1, 1) dans une avité métallique arrée.Puisque la solution exate est onnue, on peut évaluer la préision des shémas GDDT-Pp à partir dela dispersion numérique observée. Cette fois-i, on utilise di�érents maillages en fontion de la valeurdu degré d'interpolation p. Tout d'abord, un maillage grossier et un autre �n sont onstruits (leursaratéristiques sont résumées dans la Tab. 2.8). Ensuite, des maillages non-onformes (7-irréguliers)sont obtenus en ra�nant loalement trois fois une région entrale des maillages onformes (voir Fig. 2.9).Les aratéristiques des maillages 7-irréguliers résultants sont données dans la Tab. 2.9. Les simulationsnumériques portent sur 43 périodes.Tab. 2.8 � Caratéristiques des maillages onformes pour haque p.# triangles # faes # n÷uds

p = 0, 1 288 456 169
p = 2, 3, 4 72 120 49Tab. 2.9 � Caratéristiques des maillages non-onformes (7-irréguliers) pour haque p.# triangles # triangles # faes # faes # n÷uds # n÷udsgrossiers �ns onformes non-onformes �ottants

p = 0, 1 256 2048 3408 128 1121 112
p = 2, 3, 4 64 512 840 64 273 56On montre sur les Fig. 2.16 et 2.17 l'évolution temporelle de Hx en un point donné du maillage grossierpour haque shéma GDDT-Pp. On peut onstater que pour les deux maillages onformes et non-onformes, les solutions fournies par la méthode GDDT-Pp (p ≥ 2) sont très prohes de la solution exate.D'autre part, les solutions assoiées aux shémas GDDT-P0 et GDDT-P1 présentent une forte erreur dedispersion sur des maillages onformes et non-onformes bien que pour les maillages non-onformes lessolutions semblent plus préises. L'erreur L2 globale sur le hamp életromagnétique (Hx,Hy, Ez) dela méthode GDDT-Pp est présentée sur la Fig. 2.18. Ces erreurs augmentent ave le temps à ause dela dispersion numérique, ependant, le niveau de dispersion est moindre pour p ≥ 2. En�n, la Fig. 2.19montre les distributions 1D des solutions exates et approhées de la omposante Hx pour y = 0.75 et

p ≤ 2. Une omparaison entre les résultats présentés ii et eux de la Se. 2.3, permet de on�rmer lehoix de l'approhe par quadrature pour aluler la matrie d'interfae non-onforme.62



2.5. Résultats numériques pour h-ra�nement et p-enrihissement
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Fig. 2.16 � Evolution temporelle de Hx: méthode GDDT-Pp et solution exate.Maillages onformes.
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2.5. Résultats numériques pour h-ra�nement et p-enrihissement
0 0.5 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

DGTD−P
0

and exact solution of H
x
 after 14, 28 and 43 periods

0 0.5 1
0

0.4

0.5

0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.5 1
0

0.4

0.5
DGTD−P

1
and exact solution of H

x
 after 14, 28 and 43 periods

0 0.5 1
0

0.3

0.4

0.5

0 0.5 1
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 0.5 1
0

0.3

0.5

0.6

0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.27

DGTD−P
2

and exact solution of H
x
 after 14, 28 and 43 periods

0 0.5 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.5 1
0

0.4

0.5

0 0.5 1
0

0.03

0.22

DGTD−P
0

and exact solution of H
x
 after 14, 28 and 43 periods

0 0.5 1
0

0.4

0.5
DGTD−P

1
and exact solution of H

x
 after 14, 28 and 43 periods

0 0.5 1
0

0.3

0.4

0.5

0 0.5 1
−0.1

0

0.2

0 0.5 1
0

0.5
DGTD−P

2
and exact solution of H

x
 after 14, 28 and 43 periods

0 0.5 1
0

0.6

0 0.5 1
0

0.23
0.27

Fig. 2.19 � Distributions 1D de Hx pour y = 0.75.Méthode GDDT-Pp (p ≤ 2) et solution exate (en bleue).Maillages onformes (haut) et non-onformes (bas). 65



Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes
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Fig. 2.21 � Evolution temporelle de Ez: méthode GDDT-Pp et solution exate.Maillages MNCG1 (gauhe) et MNCG2 (droite).
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2.5. Résultats numériques pour h-ra�nement et p-enrihissement
Tab. 2.10 � Comparaison entre maillages non-onformes généraux et maillages réguliers onformes.Erreur L2, # DOF et le temps CPU (en seondes) sont mesurés après 43 périodes,pour di�érentes on�gurations de la méthode GDDT-Pp.Maillage non-onforme MNCG1 MNCG2général# n÷uds 31 76# triangles 36 94# n÷uds �ottants 9 32# faes 66 169GDDT-P2 GDDT-P3 GDDT-P4 GDDT-P2 GDDT-P3 GDDT-P4Erreur L2 1.2E-01 2.7E-02 1.7E-02 3.5E-02 8.1E-03 5.2E-03# DOF 216 360 540 564 940 1410Temps CPU 1.3 3.9 7.1 5 15 31Maillage onforme MCR1 MCR2régulier# n÷uds 30 81# triangles 40 128# n÷uds �ottants - -# faes 69 208GDDT-P2 GDDT-P3 GDDT-P4 GDDT-P2 GDDT-P3 GDDT-P4Erreur L2 1.3E-01 2.7E-02 1.7E-02 3.7E-02 8.6E-03 5.5E-03# DOF 240 400 600 768 1280 1920Temps CPU 1.4 4.2 7.8 5.5 18 37
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Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes2.6 Une méthode Galerkin disontinue de type hpOn propose dans ette setion une méthode GDDT de type hp dans laquelle on ombine h-ra�nementet p-enrihissement. On a vu dans la Se. 2.5 que l'erreur de dispersion n'est pas réduite lorsque le h-ra�nement est ombiné aux shémas GDDT-Pp (p = 0, 1). En outre, le p-enrihissement néessite ungrand nombre de degrés de liberté et est plus oûteux en mémoire et temps CPU (qui augmentent ave
p). La méthode GDDT de type hp étudiée ii permet d'éliminer ou de réduire fortement l'erreur dedispersion et de diminuer le oût de alul.
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P0Fig. 2.23 � Exemples de représentations des hamps.A�n d'améliorer la représentation des hamps dans le as d'un maillage loalement ra�né, la méthodeGDDT de type hp onsiste à utiliser des polyn�mes d'ordre élevé dans le maillage grossier et des polyn�mesde degré moindre dans le maillage ra�né (e.g. les éléments ra�nés). On nomme le shéma résultant parméthode GDDT-Ppc:Ppf

, où pc et pf sont des degrés polynomiaux dans les éléments grossiers et �nsrespetivement. Si pc = pf = p, on retrouve la méthode GDDT-Pp lassique étudiée dans la Se. 2.5(aussi dans [FLR06℄). On montre sur la Fig. 2.23 deux représentations di�érentes des hamps, la premièreutilise des approximations P2 et P1 et la deuxième utilise des approximations P3 et P0. La stabilité d'unetelle méthode GDDT-Ppc :Ppf
est assurée sous des onditions de type CFL. On reense dans la Tab. 2.11les valeurs du CFL observées numériquement pour ertains degrés polynomiaux. Ces valeurs sont àomparer ave elles obtenues pour le shéma GDDT-Pp (voir Tab. 2.4). On peut remarquer que pour

pc = pf + 1 = p + 1, la méthode GDDT-Ppc:Ppf
possède la même limite de stabilité que la méthodeGDDT-Pp. Ce n'est pas une surprise, puisque la méthode GDDT-Ppc, qui possède un domaine de stabilitéréduit puisque pc > pf , n'est utilisée que sur les éléments du maillage grossier (lesquels sont au moinsdeux fois plus grands que les éléments du maillage ra�né).Tab. 2.11 � Valeurs numériques du nombre CFL: méthode GDDT-Ppc:Ppf

.Shéma GDDT-P1:P0 GDDT-P2:P0 GDDT-P3:P0 GDDT-P4:P0 GDDT-P2:P1CFL 0.7 0.4 0.3 0.18 0.3Shéma GDDT-P3:P1 GDDT-P4:P1 GDDT-P3:P2 GDDT-P4:P2 GDDT-P4:P3CFL 0.25 0.18 0.15 0.15 0.1A�n de valider la méthode, on onsidère à nouveau le as test de l'évolution du mode propre (1, 1)dans une avité métallique arrée et on applique divers shémas GDDT-Ppc :Ppf
en utilisant le maillagetriangulaire non-onforme 7-irrégulier de la Fig. 2.9. Le nombre de points par longueur d'onde λ/h estégal à 6 dans le maillage grossier (sans ra�nement) et 48 dans la région ra�née (voir Tab. 2.12).68



2.6. Une méthode Galerkin disontinue de type hpLes degrés de liberté sont initialisés par la projetion de la solution exate sur les fontions de baseloales. On montre sur la Fig. 2.24 l'évolution temporelle de l'énergie pour ertains degrés polynomiaux
pc et pf après 43 périodes. On peut lairement voir que l'énergie est onservée. On ompare sur lesFig. 2.25 et 2.26 l'évolution temporelle des valeurs exates et approhées de la omposante Hx en unpoint donné du maillage grossier (les inq dernières périodes sur 43 sont montrées) pour les shémasGDDT-Ppc:P0 et GDDT-Ppc:P1 (pc ≥ 2). On note que es shémas n'introduisent pas trop de dispersiondans le maillage grossier où la valeur du CFL n'est pas optimale. Bien que le niveau de ra�nement soitélevé, le maillage grossier est aratérisé par un nombre modéré de points par longueur d'onde. En equi onerne le shéma GDDT-P1:P0, on peut observer que elui-i est dispersif (voir Fig. 2.27) e quin'est pas surprenant, ar omme on l'a mentionné dans la Se. 2.5, les shémas GDDT-P1 et GDDT-P0sont dispersifs. On montre sur la Fig. 2.28 les distributions 1D (pour y = 0.75) de la omposante Hxpour les solutions exates et approhées. Ces ourbes doivent être omparées ave elles de la Fig. 2.19(bas). On peut noter que les solutions fournies par les shémas GDDT-Ppc:P1 (pc = 2, 3) se omparenttrès bien ave la solution du shéma GDDT-P2, et les solutions fournies par les shémas GDDT-Ppc:P0(pc = 2, 3) sont plus préises que elles des shémas GDDT-P1 et GDDT-P0. L'évolution temporelle del'erreur L2 du hamp életromagnétique (Hx,Hy, Ez) pour les méthodes GDDT-Ppc:Ppf

est montréesur la Fig. 2.29. On peut observer qu'il n'est pas néessaire d'augmenter le degré polynomial dans lemaillage grossier au delà de pf +2. La Fig. 2.29 est à omparer ave la Fig. 2.18 (droite) qui orrespondaux shémas GDDT-Pp (i.e. pc = pf = p). Il apparaît que les shémas GDDT-Ppc :P1 (pc = 3, 4) sontplus préise (sur la base de l'erreur L2) que le shéma GDDT-P2, alors que e dernier est omparable auxshémas GDDT-Ppc:P0 (pc = 3, 4). On peut voir aussi que le shéma GDDT-P3:P2 possède un niveaud'erreur similaire au shéma GDDT-P3.Tab. 2.12 � Caratéristiques du maillage 7-irrégulier.# triangles # triangles # faes # faes # n÷uds # n÷udsgrossiers �ns onformes non-onformes �ottants
64 512 840 64 273 56
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Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes
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(b) Shéma GDDT-P2:P1 et solution exate.Fig. 2.25 � Evolution temporelle de Hx: zoom sur les inq dernières périodes.Maillage non-onforme 7-irrégulier.
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(b) Shéma GDDT-P3:P1 et solution exate.Fig. 2.26 � Evolution temporelle de Hx: zoom sur les inq dernières périodes.Maillage non-onforme 7-irrégulier.
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2.6. Une méthode Galerkin disontinue de type hp
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Fig. 2.27 � Evolution temporelle de Hx: zoom sur les sept dernières périodes.Shéma GDDT-P1:P0 et solution exate.Maillage non-onforme 7-irrégulier.
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Chapitre 2. Méthodes Galerkin disontinues non-onformes

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  10  20  30  40  50  60

DGTD-P1:P0
DGTD-P2:P0
DGTD-P3:P0
DGTD-P4:P0

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  10  20  30  40  50  60

DGTD-P2:P1
DGTD-P3:P1
DGTD-P4:P1
DGTD-P3:P2Fig. 2.29 � Evolution temporelle de l'erreur L2: méthode GDDT-Ppc:Ppf
.Maillage non-onforme 7-irrégulier.En�n, quelques onlusions peuvent être tirées de ette étude:� La méthode GDDT-Ppc :Ppf

peut réduire (ou éliminer) l'erreur de dispersion qui dérive des shémasGDDT-Pp pour p = 0, 1.� L'augmentation du degré polynomial au delà de pf + 2 dans le maillage grossier n'améliore pasnettement les résultats.2.7 ConlusionNous avons étudié dans e hapitre la stabilité d'une méthode Galerkin disontinue GDDT-Ppi
pour larésolution numérique des équations de Maxwell bidimensionnelles en domaine temporel sur des maillagestriangulaires non-onformes. Cette méthode ombine l'utilisation d'un shéma entré pour l'évaluationdes �ux aux interfaes entre éléments voisins du maillage ave un shéma d'intégration en temps de typesaute-mouton préis au seond ordre. Les omposantes du hamp életromagnétique sont approhées surhaque triangle par des fontions de base nodales polynomiales disontinues. Le degré d'interpolation quiaratérise ette approximation peut varier d'un élément du maillage à un autre. Une analyse théoriquea permis de véri�er que la méthode onserve un équivalent disret de l'énergie életromagnétique. Lastabilité est alors obtenue en démontrant que l'énergie disrète utilisée est une forme quadratique dé�niepositive de es variables sous une ondition de type CFL. Considérant le as du ra�nement loal non-onforme d'un maillage triangulaire, nous avons étudié plus préisément le lien entre la stabilité et la non-onformité géométrique, et nous avons exhibé des onditions pour lesquelles les méthodes GDDT-Ppi

sontstables. Une première implémentation de la méthode a été réalisée en adoptant un traitement simpli�édes intégrales de surfae dans le as d'un maillage non-onforme, et un ordre d'interpolation uniforme. Laméthode GDDT-Pp résultante est dispersive même pour un ordre d'interpolation p élevé. Pour remédierà e problème, une deuxième implémentation a été réalisée en utilisant une formule de quadrature deGauss-Legendre pour aluler la matrie d'interfae non-onforme et qui autorise l'utilisation de maillagesnon-onformes ave un nombre arbitraire de n÷uds �ottants et des h-ra�nements et p-enrihissementsloaux. Dans e as, de très bon résultats sont obtenus pour des simulations en temps long et ave72



2.7. Conlusionun taux de ra�nement élevé. En partiulier, la dispersion numérique est diminuée sauf pour p = 0, 1.On a en�n proposé une méthode GDDT de type hp nommée GDDT-Ppc:Ppf
, qui utilise des polyn�mesd'interpolation d'ordre élevé pc dans la partie du maillage non-ra�née, et des polyn�mes d'ordre plusfaible pf dans la zone ra�née. Des expérienes numériques sur un as test aadémique montrent que laméthode GDDT-Ppc:Ppf

permet de réduire notablement l'erreur de dispersion numérique exhibée par laméthode GDDT-Pp (p = 0, 1).Dans le hapitre suivant, on se onentre sur les deux points suivants:� la validation des méthodes GDDT étudiées dans e hapitre sur des problèmes mettant en jeu desgéométries omplexes et des matériaux hétérogènes,� une étude numérique de la onvergene des méthodes GDDT omplétée par une évaluation desgains potentiels en termes de oûts de alul et onsommation mémoire résultant de la non-onformité géométrique.
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Chapitre3
Numerical evaluation of non-conforming
DGTD methods

Sommaire3.1 Homogeneous media . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.1.1 Conentri ylinders PEC resonator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 763.1.2 Cirular PEC resonator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 833.1.3 Wedge-shaped PEC resonator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 893.2 Heterogeneous media . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 953.2.1 Retangular PEC resonator with one material interfae . . . . . . . . . . . 963.2.2 Dieletri in a PEC avity with two material interfaes . . . . . . . . . . . . 1023.2.3 Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder . . . . . . . . . . . . . . 1053.2.4 Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder . . . . . . . 1183.3 Conluding remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124This hapter is dediated to a detailed numerial evaluation of the non-dissipative, non-onformingdisontinuous Galerkin methods on triangular meshes previously introdued in Chapter 2, for solving thetwo-dimensional time-domain Maxwell equations. In [Fah08a℄, a hp-like DGTD (Disontinuous GalerkinTime-Domain) method is onsidered, where the interpolation degree is de�ned at the element level andthe mesh is re�ned loally in a non-onforming way. The resulting DGTD-Ppc :Ppf
method ombines aentered approximation for the evaluation of �uxes at the interfae between neighboring elements of themesh, with a seond-order leap-frog time integration sheme. Moreover, non-onforming meshes witharbitrary-level hanging nodes are allowed. Here, our objetive is to assess the onvergene, the stabilityand the e�ieny of the method, but also disuss its limitations, through numerial experiments for2D propagation problems in homogeneous and heterogeneous media with various types and loations ofmaterial interfaes.This hapter is an enhaned version of the researh report [Fah07℄.A theoretial onvergene analysis of the DGTD-Ppi

method is onduted in [FLLP05℄ in the ase of aonforming simpliial mesh and a uniform pi = p. It is shown that the onvergene order in spae andtime is:
O(Thmin(s,p)) + O(∆t2) (3.1)75



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methodswhere t ∈ [0, T ] and s is a regularity parameter. One an note that the asymptoti onvergene order isbounded by 2 independently of the interpolation degree p and the formula (3.1) seems to be suboptimal.This omes from the fat that the leap-frog time-sheme is seond-order aurate. Aording to theauthors, the formula (3.1) applies equally in the presene of a non-onforming re�nement of the mesh(h-re�nement). Our attention is turned to the numerial validity of this result espeially in the asesof the h-re�nement, p-enrihment and ombined hp-re�nement DGTD methods proposed in Chapter 2with non-onforming meshes.3.1 Homogeneous mediaIn this setion, we onsider several wave propagation problems in homogeneous media for whihanalytial solutions exist. Our objetives are the following:� to assess numerially and ompare the onvergene of the onforming and non-onforming DGTDmethods,� to provide insights regarding the overall performanes of the hp-re�nement DGTD-Ppc :Ppf
method,� to ompare, on one hand, the onforming DGTD-Pp method with the non-onforming one and, onthe other hand, the hp-re�nement method with the h-re�nement one.The above points are studied by onsidering the following test ases:[1℄. a onentri ylinders PEC resonator,[2℄. a irular PEC resonator,[3℄. a wedge-shaped PEC resonator.3.1.1 Conentri ylinders PEC resonatorWe onsider a resonator whih onsists of two onentri PEC ylinders with an eletromagnetiwave bouning bak and forth between the walls (see Fig. 3.1). The material is taken to be the vauumi.e. ǫ = µ = 1 (relative quantities). The radii of the two ylinders are r1 = 1/6 and r2 = 1/2. The exattime-domain solution of the problem is [DDH01℄-[DHD01℄:

Ez = cos(ωt+ θ)[J1(ωr) + aY1(ωr)],

Hx = −1

2
sin(ωt+ θ) sin(θ)[J0(ωr) − J2(ωr) + a(Y0(ωr) − Y2(ωr))]

−cos(θ)

ωr
cos(ωt+ θ)[J1(ωr) + aY1(ωr)],

Hy =
1

2
sin(ωt+ θ) cos(θ)[J0(ωr) − J2(ωr) + a(Y0(ωr) − Y2(ωr))]

−sin(θ)

ωr
cos(ωt+ θ)[J1(ωr) + aY1(ωr)],for r1 < r < r2, where (r, θ) = (
√
x2 + y2, arctan(y/x)) are the usual polar oordinates; Jn and Yn (nis a positive integer) stand for the nth-order Bessel funtions of the �rst and seond kind, respetively.76



3.1. Homogeneous mediaThe values of the parameters ω and a are obtained by enforing the boundary ondition Ez = 0 at
r = r1 and r = r2. Then, as in [DDH01℄, we set ω = 9.813695999428405 and a = 1.76368380110927.First, a quasi-uniform onforming mesh is onstruted (see Fig. 3.2 left). Then a non-onforming meshis obtained by loally re�ning a ylindrial zone as shown on Fig. 3.2 right. Contour lines of the Ezomponent at times t = 1 and t = 10 are shown on Fig. 3.3 for a alulation based on the onformingDGTD-P1 method.
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XFig. 3.1 � Conentri ylinders PEC resonator setting.
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(or hp-re�nement) method.

h-re�nement DGTD-Pp method. We �rst onsider the ase where the interpolation degree p isuniform and the mesh size h is varied. In Tab. 3.1, we summarize the CFL values evaluated numeriallyfor some values of p (i.e. by assessing the limit beyond whih we observe a growth of the disrete energy).Tab. 3.2 and 3.3 give the L2 error on the eletri �eld omponent Ez, the onvergene rate, the CPU77
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0.8Fig. 3.3 � Conentri ylinders PEC resonator.Contour lines of Ez at times t = 1 (left) and t = 10 (right).DGTD-P1 method using a onforming mesh with 1088 nodes and 2048 triangles.time and the number of time steps (# ∆t) to reah time t = 1, and using sequenes of onforming andnon-onforming meshes. The harateristis of these meshes are also listed in Tab. 3.2 and 3.3. The non-onforming meshes are obtained by re�ning (one re�nement level) the ylindrial zone 1/3 ≤ r ≤ 3/8.Fig. 3.4 shows the L2 error on Ez as a funtion of the square root of the total number of degrees offreedom (# DOF). We an dedue from Tab. 3.2 and 3.3 that, for both onforming and non-onformingmeshes, the DGTD-Pp method onverges as h(2) for p ≥ 1 and as h(1) for p = 0.Tab. 3.1 � Conentri ylinders PEC resonator.Numerial CFL values of the DGTD-Pp method.

p 0 1 2 3 4CFL 1.0 0.3 0.2 0.1 0.09

hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method. We now onsider the ase where both p and h are loallyre�ned. The observed numerial CFL values for the DGTD-Ppc :Ppf

method are summarized in Tab. 3.4.We give in Tab. 3.5 the L2 error on Ez, the onvergene rate, the CPU time and the number of time stepsto reah time t = 1 using non-onforming meshes whih are obtained by re�ning the zone 1/3 ≤ r ≤ 3/8as previously. Fig. 3.5 shows the L2 error on Ez as a funtion of the square root of the number of DOF.Clearly, the DGTD-Ppc:Ppf
method onverges as h(2) for pf 6= 0, while the onvergene rate for pf = 0is more than O(h(1.5)), ∀pc.In summary, the results given in Tab. 3.2, 3.3 and 3.5 motivates the following remarks:� In the ase of the h-re�nement DGTD-Pp method, using both onforming and non-onformingmeshes, it is not neessary to inrease the interpolation degree p to more than 2. Clearly, doing sodoes not improve the onvergene rate. Furthermore, to reah a given error level, the DGTD-P3method is more expensive than the DGTD-P2 one.78



3.1. Homogeneous media
Tab. 3.2 � Conentri ylinders PEC resonator.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.Charateristis of the onforming meshes.# nodes # triangles # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tDGTD-P0

1088 2048 2048 5.24E−02 − 2 80
4224 8192 8192 2.62E−02 1.00 9 158
16640 32768 32768 1.31E−02 1.00 74 313
66048 131072 131072 6.56E−03 1.00 593 624DGTD-P1

288 512 (mesh-A a) 1536 2.52E−02 − 2 137
1088 2048 (mesh-B) 6144 6.46E−03 1.96 9 266
4224 8192 (mesh-C) 24576 1.65E−03 1.97 65 525
16640 32768 (mesh-D) 98304 4.11E−04 2.00 524 1043DGTD-P2mesh-A 3072 1.44E−02 − 3 205mesh-B 12288 3.58E−03 2.01 21 399mesh-C 49152 8.93E−04 2.00 168 787mesh-D 196608 2.23E−04 2.00 1390 1564DGTD-P3mesh-A 5120 1.42E−02 − 10 410mesh-B 20480 3.52E−03 2.02 71 797mesh-C 81920 8.74E−04 2.01 565 1574mesh-D 327680 2.18E−04 2.01 4916 3128aThis means that mesh-A ontains 288 nodes and 512 triangles, et.
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.3 � Conentri ylinders PEC resonator.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using non-onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.Charateristis of the non-onforming meshes.# nodes # hanging # triangles # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tnodes DGTD-P0

1536 128 2816 2816 5.49E−02 − 3 117
5888 256 11264 11264 2.75E−02 1.00 19 231
23040 512 45056 45056 1.37E−02 1.00 155 458
91136 1024 180224 180224 6.86E−03 1.00 1270 913DGTD-P1

416 64 704 (mesh-E a) 2112 2.27E−02 − 3 199
1536 128 2816 (mesh-F) 8448 5.83E−03 1.97 17 389
5888 256 11264 (mesh-G) 33792 1.48E−03 1.98 131 768
23040 512 45056 (mesh-H) 135168 3.73E−04 1.99 1071 1526DGTD-P2mesh-E 4224 1.42E−02 − 6 299mesh-F 16896 3.52E−03 2.01 43 583mesh-G 67584 8.75E−04 2.01 347 1151mesh-H 270336 2.18E−04 2.00 2842 2289DGTD-P3mesh-E 7040 1.41E−02 − 18 597mesh-F 28160 3.50E−03 2.01 144 1165mesh-G 112640 8.69E−04 2.01 1148 2302mesh-H 450560 2.17E−04 2.01 9466 4578aThis means that mesh-E ontains 416 nodes in whih 64 are hanging nodes, and 704 triangles, et.

Tab. 3.4 � Conentri ylinders PEC resonator.Numerial CFL values of the DGTD-Ppc:Ppf
method.

pc:pf 1:0 2:0 2:1 3:0 3:1 3:2 4:2 4:3CFL 0.5 0.3 0.3 0.19 0.19 0.19 0.1 0.1
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3.1. Homogeneous media
Tab. 3.5 � Conentri ylinders PEC resonator.Convergene study of the DGTD-Ppc:Ppf

method using non-onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.mesha % DOFf

b # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tDGTD-P1:P0mesh-E 16% 1600 2.51E−02 − 2 120mesh-F 16% 6400 7.89E−03 1.67 8 233mesh-G 16% 25600 2.11E−03 1.90 64 461mesh-H 16% 102400 7.08E−04 1.58 527 916DGTD-P2:P0mesh-E 9% 2944 1.90E−02 − 3 199mesh-F 9% 11776 7.11E−03 1.42 21 389mesh-G 9% 47104 1.91E−03 1.89 168 768mesh-H 9% 188416 7.58E−04 1.33 1394 1526DGTD-P3:P0mesh-E 5% 4736 1.90E−02 − 7 315mesh-F 5% 18944 6.29E−03 1.60 53 613mesh-G 5% 75776 2.14E−03 1.56 421 1212mesh-H 5% 303104 8.52E−04 1.33 3445 2410DGTD-P2:P1mesh-E 22% 3456 1.49E−02 − 4 199mesh-F 22% 13824 3.71E−03 2.00 25 389mesh-G 22% 55296 9.23E−04 2.01 194 768mesh-H 22% 221184 2.30E−04 2.00 1597 1526DGTD-P3:P1mesh-E 15% 5248 1.48E−02 − 8 299mesh-F 15% 20992 3.66E−03 2.01 55 583mesh-G 15% 83968 9.11E−04 2.01 461 1212mesh-H 15% 335872 2.27E−04 2.00 3775 2410DGTD-P3:P2mesh-E 26% 6016 1.42E−02 − 8 299mesh-F 26% 24064 3.53E−03 2.02 63 583mesh-G 26% 96256 8.76E−04 2.01 526 1212mesh-H 26% 385024 2.18E−04 2.01 4262 2410DGTD-P4:P2mesh-E 19% 8256 1.42E−02 − 21 597mesh-F 19% 33024 3.50E−03 2.02 165 1165mesh-G 19% 132096 8.70E−04 2.01 1340 2302mesh-H 19% 528384 2.17E−04 2.01 10955 4578DGTD-P4:P3mesh-E 28% 9280 1.42E−02 − 24 597mesh-F 28% 37120 3.50E−03 2.02 188 1165mesh-G 28% 148480 8.70E−04 2.01 1501 2302mesh-H 28% 593920 2.16E−04 2.00 12254 4578aSee Tab. 3.3 for the harateristis of these meshes.bRepresents the perentage of the # DOF in the �ne mesh.
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
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DGTD−P4:P3Fig. 3.5 � Conentri ylinders PEC resonator.Numerial onvergene of the hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf

method.Non-onforming triangular meshes.
� For a given p, the onforming DGTD-Pp method always requires less CPU time than the non-onforming one. In fat, a omparison of the two methods from the point of view of the CPU timeis rather unfair in the present ase sine the loal re�nement of the mesh is performed arbitrarily(i.e. not motivated by any physial or geometrial onern).� In general, for a given error level < 10−2 the hp-re�nement method is less expensive than the
h-re�nement one. For example, if we use the DGTD-Ppc:P0 method for pc = 1, 2, 3 respetively,rather than the DGTD-P0 method, the gains in the number of DOF and CPU time vary from 95%to 85%. Similarly, the DGTD-P2:P1 method an be ompared with the DGTD-Pp one for p = 1, 2.� Finally, we have observed that in the ase of the DGTD-Ppc:Ppf

method, it is not reasonable toinrease the interpolation degree pc in the oarse mesh to more than pf + 1 sine doing so doesnot improve the onvergene rate and results in inreased CPU time and memory usage.Comparison with various FDTD methods. Here we ompare the DGTD-P0 method with twodi�erent FDTD shemes:[1℄. the lassial seond-order Yee sheme [Yee66℄ staggered both in spae and time where the numerialsolution is arried out on a stairased mesh;[2℄. a modi�ation of the Yee sheme (refereed as Ty(2,4)), see [TY00a℄-[TY00b℄, and hapter 2 in[Taf98℄. This method is fourth-order aurate in spae and seond-order aurate in time. Thenumerial solution is also omputed on a staggered stairased mesh.The L2 error on the Ez omponent and the onvergene rate of these two FDTD shemes, evaluatedat times t = 1 and t = 10, are given in Tab. 3.6. These results were taken from [ADY98℄-[XCZ02℄. Itis seen from Tab. 3.6 that the stairased FDTD approximation leads to an extremely slow onvergene82



3.1. Homogeneous mediarate at early time (t = 1) and a divergent sheme at late time (t = 10). Aording to [XCZ02℄, thisis probably not only beause the stairasing misrepresents the shape of the ylinders, but also beauseof the fat that in this resonator ase an eletromagneti wave is bouning bak and forth between thewalls, so numerial errors aumulate quikly in the solution. These FDTD results are ompared with thelassial entered �nite volume DGTD-P0 sheme on onforming triangular meshes (see Tab. 3.6). Onean see that the DGTD-P0 onserves a linear onvergene rate even for a long simulation time.Tab. 3.6 � Conentri ylinders PEC resonator.The L2 error on Ez for two di�erent FDTD shemes and for the DGTD-P0 method.t=1 t=10Yee sheme (stairased) artesian mesh a.mesh L2 error onv. rate mesh L2 error onv. rate
1000 4.322E−01 − 1000 5.101E−01 −
4000 3.635E−01 0.28 4000 4.364E−01 0.23
16000 1.742E−01 1.06 16000 6.683E−01 −0.61Ty(2,4) (stairased) artesian mesh b.
1000 4.038E−01 − 1000 2.642E−01 −
4000 3.347E−01 0.27 4000 7.079E−01 −1.42
16000 1.579E−01 1.08 16000 7.243E−01 −0.03The lassial entered �nite volume DGTD-P0 sheme.√DOF L2 error onv. rate √DOF L2 error onv. rate

90 2.62E−02 − 90 4.52E−02 −
180 1.31E−02 0.99 180 1.89E−02 1.25
360 6.65E−03 1.00 360 8.96E−03 1.08aResults were taken from [ADY98℄-[XCZ02℄.bResults were taken from [ADY98℄.3.1.2 Cirular PEC resonatorWe onsider a irular PEC resonator with radius r = 1/2. The material is taken to be the vauum.The exat time-domain solution of the problem is [TY00b℄:

Ez = J1(ωr) cos(ωt + θ),

Hx =
y

2r
[J0(ωr) − J2(ωr)] cos(ωt+ θ) − x

ωr2
J1(ωr) sin(ωt+ θ),

Hy = − x

2r
[J0(ωr) − J2(ωr)] cos(ωt + θ)− y

ωr2
J1(ωr) sin(ωt+ θ),where ω = 14.03117333963124, whih is obtained from the PEC boundary ondition Ez = 0 at r = 1/2.As in the previous test ase, (r, θ) represent the usual polar oordinates.Numerial simulations make use of quasi-uniform triangular meshes with possibly obtuse angles (seeFig. 3.6 left). The perentage of triangles with obtuse angles is between 45 % and 50 % whih orrespondto a maximum angle between 100◦ and 90◦ respetively. The non-onforming meshes are obtained byloally re�ning a ylindrial zone as shown on Fig. 3.6 right. Contour lines of the Ez omponent at times

t = 1 and t = 10 are shown on Fig. 3.7 for a alulation based on the onforming DGTD-P1 method.83
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3.1. Homogeneous mediaAs for the previous test ase, we apply the h-re�nement DGTD-Pp and the hp-re�nement DGTD-
Ppc:Ppf

methods.
h-re�nement DGTD-Pp method. For eah polynomial degree p, we use four di�erent onformingand non-onforming meshes whose harateristis are listed in Tab. 3.7 and 3.8. The non-onformingmeshes are obtained by loally re�ning (one re�nement level) the ylindrial zone 0.3 ≤ r ≤ 0.4 of theonforming meshes. We use here the same CFL values as in the previous example (see Tab. 3.1). We givein Tab. 3.7 and 3.8 the L2 error on Ez, the onvergene rate, the CPU time and the number of time stepsto reah time t = 0.8. Fig. 3.8 shows the orresponding L2 error as a funtion of the square root of thenumber of DOF. We an dedue from Tab. 3.7 and 3.8 that for onforming as well as non-onformingmeshes, the DGTD-Pp method onverges as h(2) for p ≥ 1 and as h(1) for p = 0.Tab. 3.7 � Cirular PEC resonator.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.8.Charateristis of the onforming meshes.# nodes # triangles # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tDGTD-P0

176 325 (mesh-A) 325 6.73E−02 − < 1 48
701 1350 (mesh-B) 1350 2.88E−02 1.19 2 182
2801 5500 (mesh-C) 5500 1.34E−02 1.08 24 717
11201 22200 (mesh-C) 22200 6.58E−03 1.02 417 2856DGTD-P1mesh-A 975 4.45E−02 − < 1 160mesh-B 4050 1.21E−02 1.83 10 606mesh-C 16500 3.07E−03 1.95 169 2388mesh-D 66600 7.76E−04 1.97 2855 9518DGTD-P2mesh-A 1950 1.32E−02 − 2 239mesh-B 8100 3.19E−03 2.00 26 908mesh-C 33000 7.89E−04 1.99 432 3582mesh-D 133200 1.96E−04 1.99 7229 14277DGTD-P3mesh-A 3250 1.29E−02 − 7 478mesh-B 13500 3.17E−03 1.97 86 1816mesh-C 55000 7.88E−04 1.98 1450 7163mesh-D 222000 1.97E−04 1.99 24190 28554

hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method. The observed numerial CFL values of the DGTD-Ppc:Ppfmethod are reported in Tab. 3.9. As with the h-re�nement method, the non-onforming meshes areobtained by loally re�ning the ylindrial zone 0.3 ≤ r ≤ 0.4. Tab. 3.10 gives the L2 error on Ez, theonvergene rate, the CPU time and the number of time steps to reah time t = 0.8. Fig. 3.9 shows theorresponding L2 error on Ez as a funtion of the square root of the number of DOF. It is lear fromTab. 3.10 that the DGTD-Ppc:Ppf
onverges as h(2) for pf 6= 0, while the onvergene rate for pf = 0is more than O(h(1.8)), ∀pc. 85



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.8 � Cirular PEC resonator.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using non-onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.8.Charateristis of the non-onforming meshes.# nodes # hanging # triangles # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tnodes DGTD-P0

181 40 300 (mesh-E) 300 7.71E−02 − << 1 29
681 80 1240 (mesh-F) 1240 4.01E−02 0.92 1 105
2641 160 5040 (mesh-G) 5040 2.05E−02 0.96 12 411
10401 320 20320 (mesh-H) 20320 1.05E−02 0.96 224 1633DGTD-P1mesh-E 900 6.87E−02 − < 1 95mesh-F 3720 1.96E−02 1.77 6 350mesh-G 15120 5.07E−03 1.93 90 1368mesh-H 60960 1.28E−03 1.97 1484 5443DGTD-P2mesh-E 1800 2.10E−02 − 2 142mesh-F 7440 4.99E−03 2.03 14 524mesh-G 30240 1.23E−03 2.00 234 2052mesh-H 121920 3.06E−04 2.00 3838 8164DGTD-P3mesh-E 3000 2.03E−02 − 4 284mesh-F 12400 4.96E−03 1.98 49 1048mesh-G 50400 1.23E−03 1.99 782 4104mesh-H 203200 3.06E−04 1.99 12681 16327

10
1

10
2

10
3

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

(DOF)1/2

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P0
DGTD−P1
DGTD−P2
DGTD−P3

10
1

10
2

10
3

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

(DOF)1/2

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P0
DGTD−P1
DGTD−P2
DGTD−P3

Fig. 3.8 � Cirular PEC resonator.Numerial onvergene of the h-re�nement DGTD-Pp method.Conforming (left) and non-onforming (right) triangular meshes.
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3.1. Homogeneous media
Tab. 3.9 � Cirular PEC resonator.Numerial CFL values of DGTD-Ppc:Ppf

method.
pc:pf 1:0 2:0 2:1 3:0 3:1 3:2 4:2 4:3CFL 0.3 0.2 0.2 0.1 0.1 0.1 0.08 0.08
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Fig. 3.9 � Cirular PEC resonator.Numerial onvergene of the hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method.Non-onforming triangular meshes.

In summary, the results given in Tab. 3.7, 3.8 and 3.10 all for the following omments:� It is not reasonable to inrease the polynomial degree in the oarse mesh to more than pc = pf +1(see Tab. 3.11). One an learly dedue from Tab. 3.11 that the DGTD-P2:P1 method is the leastexpensive hp-re�nement method for this problem.� The DGTD-P2:P1 method is less expensive than the non-onforming DGTD-Pp one. For example,we have observed (results not reported in a table here) that to obtain an error level of 0.4%, on theone hand, the DGTD-P1 and DGTD-P2 method require 19500 and 8454 DOF respetively whilethe orresponding CPU times are 160 and 29 seonds and, on the other hand, the DGTD-P2:P1method needs 8100 DOF and 28 seonds (see Tab. 3.11).� The DGTD-P2:P1 method an be ompared with the onforming DGTD-Pp one. Indeed, the resultsof Tab. 3.11 together with those of Tab. 3.12 show that the DGTD-P2:P1 method is less expensivethan the DGTD-P1 and DGTD-P3 ones, but it is not muh more expensive than the DGTD-P2method. One an note here that the results of the DGTD-P2:P1 method remain very satisfatorydespite that the spae P1 is used in 53% of the triangles of the mesh. 87



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.10 � Cirular PEC resonator.Convergene study of the DGTD-Ppc:Ppf

method using non-onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.8.mesha % DOFf

b # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tDGTD-P1:P0mesh-E 28 % 580 8.30E−02 − < 1 95mesh-F 26 % 2440 1.99E−02 1.98 4 350mesh-G 26 % 10000 8.25E−03 1.23 66 1368mesh-H 25 % 40480 2.34E−03 1.80 1123 5443DGTD-P2:P0mesh-E 16 % 1000 1.30E−01 − 1 142mesh-F 15 % 4240 5.89E−02 1.10 9 524mesh-G 15 % 17440 2.14E−02 1.43 146 2052mesh-H 15 % 70720 1.85E−03 3.50 2427 8164DGTD-P3:P0mesh-E 10 % 1560 5.65E−02 − 3 284mesh-F 10 % 6640 1.50E−02 1.83 26 1048mesh-G 9 % 27360 6.39E−03 1.20 441 4104mesh-H 9 % 111040 1.76E−03 1.84 7271 16327DGTD-P2:P1mesh-E 36 % 1320 2.52E−02 − 2 142mesh-F 35 % 5520 6.09E−03 1.98 11 524mesh-G 34 % 22560 1.51E−03 1.98 184 2052mesh-H 34 % 91200 3.79E−04 1.98 3016 8164DGTD-P3:P1mesh-E 26 % 1880 2.40E−02 − 3 284mesh-F 24 % 7920 6.03E−03 1.92 31 1048mesh-G 24 % 32480 1.51E−03 1.96 520 4104mesh-H 23 % 131520 3.78E−04 1.98 8483 16327DGTD-P3:P2mesh-E 41 % 2360 2.03E−02 − 4 284mesh-F 40 % 9840 4.96E−03 1.97 37 1048mesh-G 38 % 40160 1.23E−03 1.99 621 4104mesh-H 38 % 162240 3.06E−04 1.99 10041 16327DGTD-P4:P2mesh-E 31 % 3060 2.02E−02 − 5 354mesh-F 30 % 12840 4.96E−03 1.96 58 1310mesh-G 29 % 52560 1.23E−03 1.98 993 5130mesh-H 29 % 212640 3.06E−04 1.99 16239 20409DGTD-P4:P3mesh-E 43 % 3700 2.03E−02 − 5 315mesh-F 42 % 15400 4.96E−03 1.97 72 1310mesh-G 42 % 62800 1.23E−03 1.99 1195 5130mesh-H 40 % 253600 3.05E−04 2.00 20167 20409aSee Tab 3.8 for the harateristis of these meshes.bRepresents the perentage of the # DOF in the �ne mesh.
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3.1. Homogeneous media
Tab. 3.11 � Cirular PEC resonator.# DOF and CPU time in seonds to reah an error level of 0.4%.DGTD-Ppc:Ppf

method using non-onforming meshes.DGTD-Ppc :Ppf
P1:P0 P2:P0 P3:P0 P2:P1 P3:P1 P3:P2 P4:P2 P4:P3# DOF 25602 47088 47090 8100 12120 12150 17670 22500CPU time 320 1000 1200 28 170 157 190 201Tab. 3.12 � Cirular PEC resonator.# DOF and CPU time in seonds to reah an error level of 0.4%.DGTD-Pp method using onforming meshes.DGTD-Pp DGTD-P1 DGTD-P2 DGTD-P3# DOF 13689 6402 10400CPU time 100 18 593.1.3 Wedge-shaped PEC resonatorWe onsider a omputational domain whih is bounded by the urves y = tan(3π/7)x, x2+y2 = 1/4and the x-axis (see Fig. 3.10). The boundaries of the setor are assumed to be perfetly onduting. Theexat time-domain solution is [TY00b℄:

Ez = Jν(ωr) sin(νθ) cos(ωt),

Hx = − y

2r
[Jν−1(ωr) − Jν+1(ωr)] sin(νθ) sin(ωt)

− νx

ωr2
Jν(ωr) cos(νθ) sin(ωt),

Hy =
x

2r
[Jν−1(ωr) − Jν+1(ωr)] sin(νθ) sin(ωt)

− νy

ωr2
Jν(ωr) cos(νθ) sin(ωt),where Jν (ν ∈ R, non-negative) is the ν-order Bessel funtion of the �rst kind. The values of theparameters ω = 16.75883874736728 and ν = 14/3 are obtained by enforing the PEC ondition onthe boundaries. Numerial simulations make use of quasi-uniform triangular meshes with possibly obtuseangles (see Fig. 3.11 left). The perentage of triangles with obtuse angles is between 45 % and 50 %whih orrespond to a maximum angle between 94◦ and 91◦ respetively. The non-onforming meshesare obtained thanks to loal re�nements of a region situated between two ars of the setor as shown onFig. 3.11 right. Contour lines of the Ez omponent at times t = 1 and t = 10 are shown on Fig. 3.12 fora alulation based on the onforming DGTD-P1 method. As for the previous test ases, we apply the

h-re�nement DGTD-Pp and hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
methods.

h-re�nement DGTD-Pp method. For eah polynomial degree p, we use four di�erent onformingand non-onforming meshes whose harateristis are given in Tab. 3.13 and 3.14. The non-onforming89



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
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Fig. 3.10 � Wedge-shaped PEC resonator setting.
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3.1. Homogeneous media
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0.08Fig. 3.12 � Wedge-shaped PEC resonator.Contour lines of Ez at times t = 1 (left) and t = 10 (right).DGTD-P1 method using a onforming mesh with 862 nodes and 1640 triangles.meshes are obtained by loally re�ning (one re�nement level) the zone of the domain bounded by theurves tan(9π/7α) ≤ y/x ≤ tan(3(α − 3)π/7α) and 1/5 ≤ x2 + y2 ≤ 3/10. The integer α takes avalue in the set {9, 18, 36, 72} depending on the mesh size. We summarize in Tab. 3.13 and 3.14 the L2error on Ez, the onvergene rate, the CPU time and the number of time steps to reah time t = 0.75.In Fig. 3.13, we plot the orresponding L2 error on Ez as a funtion of the square root of the numberof DOF. The observed numerial CFL values are given in Tab. 3.1. We an dedue from Tab. 3.13 and3.14 that the DGTD-Pp method onverges as h(1) if p = 0 and as h(2) if p ≥ 1 (exepted for p = 2using onforming meshes, where the onvergene rate is lose to O(h(2.5))).Tab. 3.13 and 3.14 and Fig.3.13 all for the following remarks:� For this problem and using onforming meshes, it is lear that the gains in CPU time and memoryusage are notable when the interpolation degree is inreased. For example, to ahieve an errorlevel of 0.01%, the number of DOF required by the DGTD-P1, DGTD-P2 and DGTD-P3 methodsis 16902, 5042 and 2500 respetively, while the orresponding CPU times are 1700, 130 and 47seonds (results not reported in a table here).� Using non-onforming meshes, it is not neessary to inrease the interpolation degree to more than2. For example, to ahieve an error level of 0.01%, the number of DOF required by the DGTD-P1,DGTD-P2 and DGTD-P3 methods is 28560, 6402 and 10000 respetively, while the orrespondingCPU times are 2250, 160 and 420 seonds.� The onforming h-re�nement method is less expensive (in terms of the required number of DOF andCPU time) than the non-onforming one, however, the results obtained by using non-onformingmeshes are very satisfatory despite of the presene of a large number of triangles in the re�nedzone.

hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method. The numerial CFL values used are still those given inTab. 3.9. The non-onforming meshes are those already used in onjuntion with the h-re�nementmethod. We summarize in Tab. 3.15 the L2 error on Ez, the onvergene rate, the CPU time and the91



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.13 � Wedge-shaped PEC resonator.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.75.Charateristis of the onforming meshes.# nodes # triangles # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tDGTD-P0

67 110 110 2.41E−02 − << 1 69
232 420 420 1.21E−02 1.03 2 247
862 1640 1640 6.22E−03 0.98 21 938
3322 6480 6480 3.16E−03 0.98 324 3656DGTD-P1

67 110 330 5.06E−03 − 1 228
232 420 1260 1.36E−03 1.96 13 822
862 1640 4920 2.99E−04 2.22 169 3124
3322 6480 19440 7.98E−05 1.92 2780 12185DGTD-P2

28 40 240 2.99E−03 − 1 139
86 144 864 8.47E−04 1.97 5 450
298 544 3264 1.70E−04 2.42 56 1608
1106 2112 12672 2.92E−05 2.59 838 6064DGTD-P3

28 40 400 1.29E−03 − 2 277
86 144 1440 1.86E−04 3.02 15 899
298 544 5440 4.60E−05 2.10 190 3216
1106 2112 21120 1.16E−05 2.03 2807 12128
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Fig. 3.13 � Wedge-shaped PEC resonator.Numerial onvergene of the h-re�nement DGTD-Pp method.Conforming (left) and non-onforming (right) triangular meshes.
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3.1. Homogeneous media
Tab. 3.14 � Wedge-shaped PEC resonator.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using non-onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.75.Charateristis of the non-onforming meshes.# nodes # hanging # triangles # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tnodes DGTD-P0

64 8 99 99 3.03E−02 − << 1 54
277 28 486 486 1.11E−02 1.26 2 202
1135 68 2124 2124 4.83E−03 1.13 22 804
4579 148 8856 8856 2.25E−03 1.07 398 3210DGTD-P1

64 8 99 297 7.81E−03 − 2 179
277 28 486 1458 1.68E−03 1.93 12 673
1135 68 2124 6372 4.05E−04 1.93 192 2679
4579 148 8856 26568 8.08E−05 2.26 3329 10700DGTD-P2

46 4 69 (mesh1a) 414 1.92E−03 − 3 217
209 20 362 (mesh2) 2172 3.27E−04 2.14 19 789
871 52 1620 (mesh3) 9720 6.72E−05 2.11 328 3128
3539 116 6824 (mesh4) 40944 1.57E−05 2.03 5617 12487DGTD-P3

46 4 69 690 1.03E−03 − 4 434
209 20 362 3620 2.43E−04 1.74 64 1577
871 52 1620 16200 6.29E−05 1.81 1125 6256
3539 116 6824 68240 1.53E−05 1.96 19067 24973aThis means that the mesh1 ontains 46 nodes in whih 4 are hanging nodes and 69 triangles, et.number of time steps to reah time t = 0.75. Fig. 3.14 shows the L2 error on Ez as a funtion ofthe square root of the number of DOF. It an be seen from Tab. 3.15 that the DGTD-Ppc:Ppf

methodonverges as h(2) for pf 6= 0, while the onvergene rate for pf = 0 is lose to O(h(1.2)) for pc 6= 3 (for
pc = 3 this rate is lose to O(h(1))).A detailed analysis of Tab. 3.15 leads to the following remarks:� It is not neessary to inrease the polynomial degree in the oarse mesh to more than pc = pf + 1(see Tab. 3.16). One an learly dedue from Tab. 3.16 that the DGTD-P2:P1 method is the leastexpensive hp-re�nement method for this problem.� The DGTD-P2:P1 method is less expensive than the non-onforming DGTD-Pp methods. Forexample, we have observed (results not reported in a table here) that to obtain an error levelof 0.05%, on the one hand, the DGTD-P1 and DGTD-P2 methods require 5184 and 1482 DOFrespetively, while the orresponding CPU times are 130 and 13 seonds and, on the other hand,the DGTD-P2:P1 method needs 1296 DOF and 10 seonds (see Tab. 3.16).� The DGTD-P2:P1 method an be ompared with the onforming DGTD-Pp one. Indeed, the resultsof Tab. 3.16 together with those of Tab. 3.17 show that the DGTD-P2:P1 method is less expensivethan the DGTD-P1 and DGTD-P2 methods, but it is not muh more expensive than the DGTD-P3method. One an note here that the results of the DGTD-P2:P1 method remain very satisfatory93



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.15 � Wedge-shaped PEC resonator.Convergene study of the DGTD-Ppc:Ppf

method using non-onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.75.mesha % DOFf

b # DOF L2 error onv. rate CPU time # ∆tDGTD-P1:P0mesh1 4% 191 9.76E−03 − 1 145mesh2 15% 830 2.52E−03 1.84 6 526mesh3 20% 3452 1.23E−03 1.00 81 2086mesh4 23% 14072 5.28E−04 1.21 1426 8325DGTD-P2:P0mesh1 2% 374 4.68E−03 − 2 217mesh2 8% 1532 2.07E−03 1.16 15 789mesh3 11% 6200 1.02E−03 1.00 210 3128mesh4 13% 24944 4.45E−04 1.20 3544 12487DGTD-P3:P0mesh1 1% 618 3.99E−03 − 4 434mesh2 5% 2468 2.05E−03 0.97 44 1577mesh3 7% 9864 1.06E−03 0.95 675 6256mesh4 8% 39440 6.01E−04 0.82 11159 24973DGTD-P2:P1mesh1 6% 390 1.96E−03 − 2 217mesh2 21% 1788 3.58E−04 2.23 16 789mesh3 28% 7608 8.28E−05 2.02 258 3128mesh4 31% 31344 1.90E−05 2.08 4415 12487DGTD-P3:P1mesh1 4% 634 1.19E−03 − 5 434mesh2 14% 2724 2.71E−04 2.03 47 1577mesh3 19% 11272 7.22E−05 1.86 771 6256mesh4 21% 45840 1.73E−05 2.04 12836 24973DGTD-P3:P2mesh1 7% 658 1.03E−03 − 4 434mesh2 25% 3108 2.42E−04 1.86 53 1577mesh3 32% 13384 6.25E−05 1.86 913 6256mesh4 35% 55440 1.46E−05 2.04 15583 24973DGTD-P4:P2mesh1 5% 963 1.00E−03 − 7 542mesh2 18% 4278 2.47E−04 1.88 92 1971mesh3 24% 17964 6.18E−05 1.93 1555 7820mesh4 26% 73560 1.46E−05 2.05 25687 31250DGTD-P4:P3mesh1 8% 995 1.01E−03 − 7 542mesh2 27% 4790 2.46E−04 1.80 103 1971mesh3 34% 20780 6.16E−05 1.89 1763 7820mesh4 37% 86360 1.45E−05 2.03 30003 31250aSee Tab. 3.14 for the harateristis of the meshes.bRepresents the perentage of the # DOF in the �ne mesh.
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3.2. Heterogeneous media
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Fig. 3.14 � Wedge-shaped PEC resonator.Numerial onvergene of the hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method.Non-onforming triangular meshes.despite that the spae P1 is used in 38% of the triangles of the mesh.Tab. 3.16 � Wedge-shaped PEC resonator.# DOF and CPU time in seonds to reah an error level of 0.05%.DGTD-Ppc:Ppf

method using non-onforming meshes.DGTD-Ppc:Ppf
P1:P0 P2:P0 P3:P0 P2:P1 P3:P1 P3:P2 P4:P2 P4:P3# DOF 14502 22500 57600 1296 1530 1440 2010 2100CPU time 1600 2500 20000 10 19 15 25 27Tab. 3.17 � Wedge-shaped PEC resonator.# DOF and CPU time in seonds to reah an error level of 0.05%.DGTD-Pp method using onforming meshes.DGTD-Pp DGTD-P1 DGTD-P2 DGTD-P3# DOF 3135 1308 760CPU time 70 12 63.2 Heterogeneous mediaThis setion is devoted to the numerial evaluation of the onforming and non-onforming DGTDmethods in the ontext of wave propagation problems in heterogeneous media. As in the previous setion,we have seleted test ases for whih analytial solution are available:[1℄. a retangular PEC resonator with one material interfae,[2℄. a dieletri in a PEC avity with two material interfaes, 95



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods[3℄. a dieletri ylinder illuminated by a plane wave,[4℄. a multilayered dieletri ylinders illuminated by a plane wave.3.2.1 Retangular PEC resonator with one material interfaeWe onsider a problem in whih a dieletri of relative permittivity ǫ2 oupying the spatial region
[0, 0.5] × [0, 1] is enlosed by a PEC-bounded [0, 1.25] × [0, 1] domain. The exat time-domain solutionis [ZW04℄:

Ez =





sin(a1x) sin(ωt) sin(by), 0 ≤ x ≤ 1/2, 0 ≤ y ≤ 1,

cos(a2x) sin(ωt) sin(by), 1/2 ≤ x ≤ 5/4, 0 ≤ y ≤ 1,

Hx =





b

ω
sin(a1x) cos(ωt) cos(by), 0 ≤ x ≤ 1/2, 0 ≤ y ≤ 1,

b

ω
cos(a2x) cos(ωt) cos(by), 1/2 ≤ x ≤ 5/4, 0 ≤ y ≤ 1,

Hy =





−a1

ω
cos(a1x) cos(ωt) sin(by), 0 ≤ x ≤ 1/2, 0 ≤ y ≤ 1,

a2

ω
sin(a2x) cos(ωt) sin(by), 1/2 ≤ x ≤ 5/4, 0 ≤ y ≤ 1,where a2

1 + b2 = ǫ2ω
2, a2

2 + b2 = ǫ1ω
2, sin(a1/2) = cos(a2/2) and cos(5a2/4) = 0. The values ofthe parameters appearing in these relations are de�ned by imposing the PEC ondition on the boundary

x = 5/4 and by ensuring the ontinuity of Ez aross the material interfae x = 1/2. As in [ZW04℄-[YP01℄,these parameter values are hosen as ǫ1 = 1, ǫ2 = 2, a1 = 3π, a2 = 2π, b = π, and ω =
√

5π. Thewavelength is λǫ1 = 0.268 in the air zone and λǫ2 = 0.189 in the dieletri zone i.e. λǫ1 ≃ 1.42λǫ2 . Arossthe dieletri interfae (i.e. the air/dieletri interfae), the tangential omponents of the eletromagneti�eld Ez and Hy are ontinuous as well as their �rst y derivative. Furthermore, the �rst x derivative of
Ez is ontinuous while that of Hy is disontinuous. An example plot of the analytial solution is shownon Fig. 3.15.Numerial simulations make use of uniform triangular meshes suh that the material interfae x = 1/2is aligned with the grid i.e. the intersetion between the interfae x = 1/2 and int(τi) (the interior of
τi) is empty for all the triangles τi of the mesh (see Fig. 3.16 top). Hene, the mesh shown on Fig. 3.16bottom is not allowed in the present modeling. One an note here that some FDTD shemes may notneed this ondition on the material interfae [ZW04℄. Contour lines of the Ez omponent at times t = 1and t = 10 are shown on Fig. 3.17 for a alulation based on the onforming DGTD-P1 method.
h-re�nement DGTD-Pp method. The non-onforming meshes are obtained by loally re�ning (onere�nement level) the material region i.e. the zone [0, 0.5] × [0, 1]. Tab. 3.18 and 3.19 give the L2 erroron Ez and (E,H) = (Ez,Hx,Hy), the onvergene rate, the CPU time and the number of time stepsto reah time t = 1 using onforming and non-onforming meshes. Fig. 3.18 shows the orresponding
L2 error on the eletromagneti �eld (E,H) as a funtion of the square root of the number of DOF.The numerial CFL values used here are given in Tab. 3.1. We an dedue from these results that96



3.2. Heterogeneous media
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Fig. 3.15 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Plots of the analytial solution along the line y = 3/4 at time t = 0.75.the onvergene rate of the DGTD-Pp method is lose to O(h(1)), ∀p. Moreover, it is not neessary toinrease the interpolation degree p to more than one sine doing so does not result in a higher onvergenerate and the method beomes too muh expensive for p ≥ 2 (see Tab. 3.23). It is lear that the preseneof a material interfae in�uenes the onvergene rate of the DGTD-Pp method but this behaviour doesnot depend on the type of material. We validate this by studying the onvergene of the onformingDGTD-Pp method using three di�erent materials. Results in Tab. 3.20 show that the onvergene rateis always lose to O(h(1)). This on�rms that the onvergene rate depends only on the regularity ofthe solution. It is expeted that the use of multiple material interfaes would make the situation worse.This phenomenon has been observed in [HW04b℄ and in the more reent work [BHP07℄ for the Maxwelleigenvalue problem (see Remark 3.1). This is also observed in [Dur06℄ for the time-harmoni Maxwellequations using high-order ontinuous and disontinuous Galerkin methods.Remark 3.1 In [BHP07℄ a hekerboard pattern of materials inside a PEC avity is studied using a high-order disontinuous Galerkin method. It is observed that the onvergene rate is less than linear, whateverthe interpolation degree is, despite that without material interfaes (i.e. in homogeneous media) theonvergene rate is lose toO(h(2p)). The authors in [BHP07℄ do not elaborate on this fat. Moreover, thisproblem was also studied in [HW04b℄ using high-order nodal h- and p-re�nement disontinuous Galerkinmethod with entral �uxes. As in [BHP07℄, the onvergene of the nodal disontinuous Galerkin methoddegrades in the presene of material interfaes. Aording to the authors of [HW04b℄ the degradation ofthe onvergene is due to the use of entered �uxes at the material interfaes (or at disontinuities). Theauthors suggest that by de�ning material properties at material interfaes as the average of ell values(i.e. by using a regularization tehnique [TE03℄) should improve the situation.
hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf

method. Here the non-onforming meshes are obtained by loallyre�ning (one re�nement level) the zone [0, 0.5] × [0, 1]. Tab. 3.21 gives the L2 error on Ez and (E,H),the onvergene rate, the CPU time and the number of time steps to reah time t = 1. Fig. 3.19 showsthe orresponding L2 error on (E,H) as a funtion of the square root of the number of DOF. The97



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
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3.2. Heterogeneous media
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Tab. 3.18 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.# DOF error onv. rate error onv. rate CPU time # ∆ton Ez on Ez on (E,H) on (E,H)DGTD-P0

4000 1.40E−02 − 3.26E−02 − 1 57
16000 6.73E−03 1.06 1.91E−02 0.77 10 114
64000 3.33E−03 1.02 9.06E−03 1.08 79 227
256000 1.66E−03 1.01 4.11E−03 1.14 644 453DGTD-P1

12000 5.30E−02 − 7.18E−02 − 8 189
48000 2.72E−02 0.96 3.63E−02 0.98 58 378
192000 1.38E−02 0.99 1.86E−02 0.97 483 755
768000 6.91E−03 0.99 9.51E−03 0.97 3861 1509DGTD-P2

14400 6.88E−02 − 9.21E−02 − 9 220
57600 3.47E−02 0.99 4.76E−02 0.95 65 439
230400 1.74E−02 1.00 2.37E−02 1.01 535 878
921600 8.68E−03 1.00 1.20E−02 0.98 4503 1755DGTD-P3

24000 6.89E−02 − 9.38E−02 − 27 439
96000 3.47E−02 0.99 4.76E−02 0.98 220 878
384000 1.74E−02 1.00 2.41E−02 0.98 1837 1755
1536000 8.68E−03 1.00 1.20E−02 1.01 14917 3510
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.19 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using non-onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.# DOF error onv. rate error onv. rate CPU time # ∆ton Ez on Ez on (E,H) on (E,H)DGTD-P0

5280 1.02E−02 − 2.02E−02 − 2 88
21120 4.93E−03 1.05 1.09E−02 0.88 21 176
84480 2.45E−03 1.01 5.15E−03 1.09 166 351
337920 1.22E−03 1.00 2.74E−03 0.91 1350 702DGTD-P1

15840 6.71E−02 − 9.06E−02 − 15 293
63360 3.43E−02 0.97 4.76E−02 0.93 122 585
253440 1.73E−02 0.99 2.41E−02 0.98 1004 1170
1013760 8.66E−03 1.00 1.20E−02 1.00 8272 2340DGTD-P2

9900 1.08E−01 − 1.46E−01 − 7 250
39600 5.54E−02 0.96 7.63E−02 0.94 51 500
158400 2.78E−02 0.99 3.88E−02 0.96 425 1000
633600 1.39E−02 1.00 1.95E−02 0.99 3462 2000DGTD-P3

16500 1.08E−01 − 1.46E−01 − 20 500
66000 5.54E−02 0.96 7.62E−02 0.94 172 1000
264000 2.78E−02 0.99 3.88E−02 0.98 1410 2000
1056000 1.39E−02 1.00 1.95E−02 0.99 12051 4000
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Fig. 3.18 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Numerial onvergene of the h-re�nement DGTD-Pp method.Conforming (left) and non-onforming (right) triangular meshes.
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3.2. Heterogeneous media

Tab. 3.20 � Retangular PEC resonator with one material interfae for di�erent types of materials.Convergene study of the DGTD-Pp method using onforming meshes.
L2 error is measured at time t = 1.

ǫ2 = 2.125 ǫ2 = 3.25 ǫ2 = 6.625

ω =
√

40π ω =
√

20π ω =
√

8π# DOF error onv. rate error onv. rate error onv. rateon (E,H) on (E,H) on (E,H) on (E,H) on (E,H) on (E,H)DGTD-P0 DGTD-P0 DGTD-P0

4000 1.06E−01 − 1.28E−01 − 1.90E−01 −
16000 5.41E−02 0.97 6.41E−02 1.00 9.25E−02 1.04
64000 2.66E−02 1.02 3.20E−02 1.00 4.63E−02 1.00
256000 1.19E−02 1.15 1.51E−02 1.08 2.30E−02 1.00DGTD-P1 DGTD-P1 DGTD-P1

12000 2.21E−01 − 2.72E−01 − 3.86E−01 −
48000 1.23E−01 0.84 1.48E−01 0.87 2.07E−01 0.90
192000 6.62E−02 0.90 7.87E−02 0.92 1.06E−01 0.96
768000 3.47E−02 0.93 4.09E−02 0.94 5.39E−02 0.98DGTD-P2 DGTD-P2 DGTD-P2

14400 3.45E−01 − 3.84E−01 − 4.44E−01 −
57600 1.78E−01 0.95 2.03E−01 0.92 2.38E−01 0.90
230400 8.87E−02 1.01 1.01E−01 1.01 1.21E−01 0.97
921600 4.49E−02 0.98 5.13E−02 0.98 6.12E−02 0.98DGTD-P3 DGTD-P3 DGTD-P3

24000 3.46E−01 − 3.93E−01 − 4.47E−01 −
96000 1.79E−01 0.96 2.03E−01 0.95 2.38E−01 0.91
384000 8.87E−02 1.01 1.03E−01 0.98 1.21E−01 0.97
1536000 4.49E−02 0.98 5.15E−02 1.00 6.12E−02 0.98
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methodsnumerial CFL values are given in Tab. 3.22. It is found from Tab. 3.21 that the onvergene rate ofthe DGTD-Ppc:Ppf
method is lose to O(h(1)), ∀ pc, ∀ pf . One an also note that to obtain a givenerror level the DGTD-P1:P0 is the least expensive of all hp-re�nement and h-re�nement methods (seeTab. 3.23). Tab. 3.21 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Convergene study of the DGTD-Ppc:Ppf

method using non-onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.# DOF error onv. rate error onv. rate CPU time # ∆ton Ez on Ez on (E,H) on (E,H)DGTD-P1:P0

2580 1.29E−02 − 2.77E−02 − 1 72
10320 5.08E−03 1.35 1.09E−02 1.34 6 143
41280 2.24E−03 1.18 5.31E−03 1.04 52 286
165120 1.06E−03 1.07 2.95E−03 0.85 429 572DGTD-P2:P0

3840 1.82E−02 − 3.06E−02 − 2 125
15360 8.86E−03 1.04 1.35E−02 1.18 14 250
61440 3.58E−03 1.30 5.77E−03 1.23 115 500
245760 1.38E−03 1.37 2.59E−03 1.16 928 1000DGTD-P3:P0

5520 1.18E−02 − 2.31E−02 − 4 200
22080 4.83E−03 1.29 1.02E−02 1.19 28 400
88320 2.21E−03 1.13 4.92E−03 1.05 232 800
353280 1.06E−03 1.06 2.53E−03 0.96 1895 1600DGTD-P2:P1

6480 5.36E−02 − 7.28E−02 − 3 167
25920 2.74E−02 0.97 3.68E−02 0.99 25 334
103680 1.38E−02 0.99 1.90E−02 0.95 214 667
414720 6.92E−03 1.00 9.37E−03 1.02 1792 1334DGTD-P3:P1

8160 5.36E−02 − 7.43E−02 − 4 200
32640 2.74E−02 0.97 3.84E−02 0.95 40 400
130560 1.38E−02 0.99 1.95E−02 0.98 317 800
522240 6.92E−03 1.00 9.79E−03 0.99 2537 1600DGTD-P3:P2

12120 5.53E−02 − 7.63E−02 − 7 250
48480 2.78E−02 0.99 3.88E−02 0.98 63 500
193920 1.39E−02 1.00 1.95E−02 0.99 523 1000
775680 6.94E−03 1.00 9.79E−03 1.00 4270 20003.2.2 Dieletri in a PEC avity with two material interfaesIn this problem, a lossless dieletri with a relative permittivity ǫ2 is enlosed by air in the x diretion.The media are nonmagneti and homogeneous along the y diretion. The omputational domain Ω =

[−1, 1] × [−1, 1] is bounded by PEC walls. The permittivity is given as ǫ = ǫ1 if 1/2 ≤ |x| ≤ 1 and
|y| ≤ 1, and ǫ = ǫ2 if |x| ≤ 1/2 and |y| ≤ 1, where ǫ1 = 1 and ǫ2 = 2.25. The exat time-domainsolution is [ZW04℄:102



3.2. Heterogeneous media
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DGTD−P3:P2Fig. 3.19 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Numerial onvergene of the hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf

method.Non-onforming triangular meshes.Tab. 3.22 � Retangular PEC resonator with one material interfae.Numerial CFL values of the DGTD-Ppc:Ppf
method.

pc:pf 1:0 2:0 3:0 2:1 3:1 3:2CFL 0.7 0.4 0.25 0.3 0.25 0.2
Tab. 3.23 � Retangular PEC resonator with one material interfae.# DOF and CPU time in seonds to reah an error level of 2% on (E,H).DGTD-Ppc:Ppf

and DGTD-Pp methods.DGTD-Ppc :Ppf
P1:P0 P2:P0 P3:P0 P2:P1 P3:P1 P3:P2# DOF 4092 7750 6990 93024 122500 184920CPU time 2 5 5 185 290 485DGTD-Pp on onforming meshes P0 P1 P2 P3# DOF 14161 164025 324900 562500CPU time 8 380 900 3150DGTD-Pp on non-onforming meshes P0 P1 P2 P3# DOF 5280 360000 592800 1000000CPU time 2 1730 3120 10800
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Ez =





sin(
ω2

2
) sin(ω1(x+ 1)) sin(ωyy) cos(ωt), −1 ≤ x < −1/2, |y| ≤ 1,

− sin(
ω1

2
) sin(ω2x) sin(ωyy) cos(ωt), −1/2 ≤ x ≤ 1/2, |y| ≤ 1,

sin(
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2
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2
) cos(ω1(x− 1)) sin(ωyy) sin(ωt), 1/2 ≤ x ≤ 1, |y| ≤ 1,where ω2

1 + ω2
y = ǫ1ω

2 and ω2
2 + ω2

y = ǫ2ω
2. The value of ωy is determined aording to the relation:

√
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ǫ1ω2 − ω2
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√
ǫ1ω2 − ω2

y tan


−
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2


 .As in [ZW04℄ we hoose ωy = 2π to satisfy the PEC onditions on y = ±1 whih leads to ω =

9.07716175885174. The wavelength λǫ1 = 0.208 in the air zone and λǫ2 = 0.138 in the materialregion i.e. λǫ1 ≃ 1.5λǫ2 . Note that aross the dieletri interfae (i.e. at x = ±1/2), the Ez and Hxomponents, their time derivative and their �rst y derivative are ontinuous while their �rst x derivativeare disontinuous. Furthermore, the Hy omponent and all its derivatives are disontinuous. An exampleplot of the analytial solution is shown on Fig. 3.20. Contour lines of the Ez and Hy omponents attimes t = 1 and t = 10 are shown on Fig. 3.21 for a alulation based on the onforming DGTD-P1method.
h-re�nement DGTD-Pp method. The non-onforming meshes are obtained by loally re�ning(one re�nement level) the material region i.e. the zone [−0.5, 0.5]× [−1, 1]. Tab. 3.24 and 3.25 give the
L2 error on Ez, Hy and (E,H), the onvergene rate, the CPU time and the number of time steps toreah time t = 0.65 using onforming and non-onforming meshes. Fig. 3.22 shows the orresponding
L2 error on (E,H) as a funtion of the square root of the number of DOF. The onvergene rate of theDGTD-Pp method is lose to O(h(1)) for p = 0, 1, and lose to O(h(1/3)) for p = 2, 3.
hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf

method. Similarly to the h-re�nement method, the non-onformingmeshes are obtained by loally re�ning (one re�nement level) the region [−0.5, 0.5] × [−1, 1]. Tab. 3.26gives the L2 error on Ez, Hy and (E,H), the onvergene rate, the CPU time and the number of timesteps to reah time t = 0.65. Fig. 3.23 shows the orresponding L2 error on (E,H) as a funtion of thesquare root of the number of DOF. The numerial CFL values are given in Tab. 3.22. It an be seen104



3.2. Heterogeneous media
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Fig. 3.20 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes.Plots of the analytial solution along the line y = 1/3 at time t = 0.75.from Tab. 3.26 that the overall onvergene rate of the DGTD-Ppc:Ppf
is lose to O(h(1)), exepted forthe DGTD-P3:P2 method where the onvergene rate is lose to O(h(1/3)).Despite the slow onvergene rate of the DGTD-Pp (for p ≥ 2) and DGTD-Ppc :Ppf

(for pc ≥ 3, pf ≥ 2)methods, the role of the high-order DGTD method remains very important to redue the numerialdispersion even in the presene of material interfaes. To illustrate this point, we plot on Fig 3.24 and3.25 the time evolution of the L2 error on the eletromagneti �eld (E,H) for alulations based onthe DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf
methods using onforming and non-onforming meshes with 6 and 4points per wavelength λǫ1 respetively.Next, we study the numerial onvergene of the DGTD-Pp method for di�erent materials and usingonforming meshes. In Tab 1.1 we summarize the relative permittivity ǫr = ǫ2 for several materials. Ourobjetive here is to understand the in�uene of the material type on the onvergene rate. We give inTab 3.27 and 3.28 the L2 error on the Ez omponent and the orresponding onvergene rate for somematerials. We an onlude that:� The DGTD-P0 method onverges as h(1) in the heterogeneous and homogeneous ases.� In the homogeneous ase, the DGTD-P1 onverges as h(2) but the onvergene rate is redued to

O(h(1)) in the heterogeneous ase.� For p ≥ 2, the DGTD-Pp methods onverge as h(2) in the homogeneous ase. This onvergenerate is redued to O(h(1)) or is less than linear in the heterogeneous ase.3.2.3 Sattering of a plane wave by a dieletri ylinderWe onsider now a typial problem in whih a plane wave impinges on a dieletri ylinder, experien-ing re�etion and refration at the material interfae. The problem setting is shown on Fig. 3.26.We assume that the ylinder is illuminated by a monohromati plane wave of the form: 105



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
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3.2. Heterogeneous media
Tab. 3.24 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes with ǫ2 = 2.25.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.65.# DOF error onv. rate error onv. rate error onv. rate CPU time # ∆ton Ez on Ez on Hy on Hy on (E,H) on (E,H)DGTD-P0

4608 7.74E−03 − 2.05E−02 − 2.72E−02 − 1 23
18432 3.78E−03 1.03 1.01E−02 1.02 1.33E−02 1.03 4 45
73728 1.89E−03 1.00 4.60E−03 1.14 6.08E−03 1.13 29 89
294912 9.47E−04 1.00 1.78E−03 1.37 2.42E−03 1.33 224 177DGTD-P1

9600 5.72E−03 − 1.38E−02 − 1.81E−02 − < 2 62
38400 2.11E−03 1.44 4.85E−03 1.51 6.47E−03 1.48 12 123
153600 1.33E−03 0.67 2.79E−03 0.79 3.80E−03 0.77 96 246
614400 6.11E−04 1.12 1.27E−03 1.13 1.80E−03 1.08 770 491DGTD-P2

19200 1.57E−03 − 1.51E−03 − 2.41E−03 − 4 92
76800 1.22E−03 0.36 1.22E−03 0.31 1.89E−03 0.35 29 184
307200 1.08E−03 0.17 1.08E−03 0.16 1.69E−03 0.16 244 368
1228800 6.58E−04 0.72 7.12E−04 0.61 1.08E−03 0.64 1936 736DGTD-P3

32000 1.55E−03 − 1.44E−03 − 2.30E−03 − 13 184
128000 1.22E−03 0.35 1.21E−03 0.25 1.88E−03 0.29 104 368
512000 1.08E−03 0.17 1.08E−03 0.15 1.69E−03 0.15 875 736
2048000 6.58E−04 0.72 6.37E−04 0.77 1.00E−03 0.76 6817 1471
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Fig. 3.22 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes with ǫ2 = 2.25.Numerial onvergene of the h-re�nement DGTD-Pp method.Conforming (left) and non-onforming (right) triangular meshes.
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.25 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes with ǫ2 = 2.25.Convergene study of the h-re�nement DGTD-Pp method using non-onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.65.# DOF error onv. rate error onv. rate error onv. rate CPU time # ∆ton Ez on Ez on Hy on Hy on (E,H) on (E,H)DGTD-P0

2880 1.92E−02 − 2.38E−02 − 3.62E−02 − < 1 23
11520 9.25E−03 1.06 1.25E−02 0.93 1.84E−02 0.98 2 45
46080 4.62E−03 1.00 6.08E−03 1.04 9.01E−03 1.03 18 89
184320 2.31E−03 1.00 2.73E−03 1.15 4.18E−03 1.11 142 177DGTD-P1

8640 1.12E−02 − 1.48E−02 − 2.22E−02 − < 2 74
34560 3.85E−03 1.54 6.49E−03 1.19 8.90E−03 1.32 13 148
138240 1.99E−03 0.95 3.00E−03 1.12 4.28E−03 1.06 105 295
552960 1.01E−03 0.98 1.50E−03 1.00 2.22E−03 0.95 824 589DGTD-P2

48000 1.56E−03 − 1.46E−03 − 2.33E−03 − 18 184
192000 1.22E−03 0.36 1.28E−03 0.27 1.88E−03 0.31 148 368
768000 1.08E−03 0.17 1.08E−03 0.16 1.69E−03 0.15 1218 736
3072000 6.58E−04 0.72 7.11E−04 0.61 1.08E−03 0.65 10110 1472DGTD-P3

80000 1.56E−03 − 1.44E−03 − 2.30E−03 − 65 368
320000 1.22E−03 0.35 1.20E−03 0.26 1.88E−03 0.30 596 736
1280000 1.08E−03 0.17 1.08E−03 0.16 1.69E−03 0.15 5487 1472
5120000 6.58E−04 0.72 6.39E−04 0.76 1.00E−03 0.75 51103 2944
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Fig. 3.23 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes with ǫ2 = 2.25.Numerial onvergene of the hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method.Non-onforming triangular meshes.
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3.2. Heterogeneous media

Tab. 3.26 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes with ǫ2 = 2.25.Convergene study of the DGTD-Ppc:Ppf
method using non-onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 0.65.# DOF error onv. rate error onv. rate error onv. rate CPU time # ∆ton Ez on Ez on Hy on Hy on (E,H) on (E,H)DGTD-P1:P0

4032 1.49E−02 − 2.37E−02 − 3.31E−02 − < 1 32
16128 6.34E−03 1.23 1.28E−02 0.88 1.72E−02 0.95 4 64
64512 3.46E−03 0.87 6.28E−03 1.03 8.46E−03 1.02 34 127
258048 1.87E−03 0.89 3.10E−03 1.02 4.21E−03 1.01 280 253DGTD-P2:P0

5760 1.50E−02 − 1.83E−02 − 2.73E−02 − 1 56
23040 5.04E−03 1.57 7.79E−03 1.23 1.10E−02 1.31 8 111
92160 3.01E−03 0.74 4.25E−03 0.87 5.92E−03 0.89 69 221
368640 1.75E−03 0.78 2.46E−03 0.79 3.39E−03 0.81 498 442DGTD-P2:P1

10368 1.32E−02 − 1.15E−02 − 1.93E−02 − 2 74
41472 3.29E−03 2.00 4.30E−03 1.42 5.54E−03 1.80 16 148
165888 1.77E−03 0.89 2.19E−03 0.97 3.01E−03 0.88 126 295
663552 9.37E−04 0.92 1.18E−03 0.89 1.75E−03 0.78 933 589DGTD-P3:P1

12672 1.31E−02 − 1.19E−02 − 1.96E−02 − 3 89
50688 2.94E−03 2.16 2.92E−03 2.03 4.06E−03 2.27 21 177
202752 1.65E−03 0.83 1.63E−03 0.85 2.37E−03 0.78 175 353
811008 9.37E−04 0.82 1.06E−03 0.61 1.62E−03 0.55 1402 706DGTD-P3:P2

54400 1.56E−03 − 1.44E−03 − 2.31E−03 − 21 184
217600 1.22E−03 0.35 1.21E−03 0.26 1.88E−03 0.30 172 368
870400 1.08E−03 0.17 1.08E−03 0.15 1.69E−03 0.15 1392 736
3481600 6.56E−04 0.72 7.02E−04 0.63 1.07E−03 0.66 11270 1472
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3.2. Heterogeneous media
Tab. 3.27 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes for di�erent types of materials.Convergene study of the DGTD-Pp method using onforming meshes.

L2 error is measured at time t = 0.65.
ǫ2 = 1.00 ǫ2 = 1.25 ǫ2 = 2.10

ω =
√

5π ω = 6.574295470 ω = 9.217644926# DOF error onv. rate error onv. rate error onv. rateon Ez on Ez on Ez on Ez on Ez on EzDGTD-P0 DGTD-P0 DGTD-P0

3200 2.71E−02 − 1.74E−02 − 1.56E−02 −
12800 1.40E−02 0.95 9.15E−03 0.93 7.21E−03 1.11
51200 7.14E−03 0.97 4.69E−03 0.96 3.59E−03 1.01
204800 3.60E−03 0.99 2.38E−03 0.98 1.79E−03 1.00DGTD-P1 DGTD-P1 DGTD-P1

9600 1.26E−02 − 2.14E−02 − 7.34E−03 −
38400 3.19E−03 1.98 1.16E−02 0.90 4.67E−03 0.65
153600 8.64E−04 1.89 6.10E−03 0.93 3.02E−03 0.63
614400 2.02E−04 2.10 3.14E−03 0.96 1.70E−03 0.83DGTD-P2 DGTD-P2 DGTD-P2

19200 5.34E−04 − 2.47E−02 − 4.17E−03 −
76800 1.26E−04 2.09 1.26E−02 0.97 4.88E−03 −0.2
307200 3.14E−05 2.00 6.39E−03 0.99 3.13E−03 0.64
1228800 7.74E−06 2.02 3.21E−03 0.99 1.73E−03 0.85DGTD-P3 DGTD-P3 DGTD-P3

32000 1.22E−04 − 2.49E−02 − 4.16E−03 −
128000 3.11E−05 1.97 1.27E−02 0.97 4.88E−03 −0.2
512000 7.63E−06 2.03 6.39E−03 0.99 3.13E−03 0.64
2048000 1.65E−06 2.21 3.21E−03 0.99 1.73E−03 0.85

1(ε , µ )  1

X

Y

Z

 (ε  , µ  )2 2

r0

Fig. 3.26 � Sattering of a dieletri ylinder problem setting.
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods

Tab. 3.28 � Dieletri in a PEC avity with two material interfaes for di�erent types of materials.Convergene study of the DGTD-Pp method using onforming meshes.
L2 error is measured at time t = 0.65.

ǫ2 = 2.60 ǫ2 = 3.20 ǫ2 = 4.70
ω = 8.819946882 ω = 6.480642472 ω = 8.987555688# DOF error onv. rate error onv. rate error onv. rateon Ez on Ez on Ez on Ez on Ez on EzDGTD-P0 DGTD-P0 DGTD-P0

3200 4.04E−03 − 3.67E−02 − 9.60E−03 −
12800 1.89E−03 1.10 1.73E−02 1.09 3.89E−03 1.30
51200 9.40E−04 1.01 8.50E−03 1.02 1.84E−03 1.07
204800 4.70E−04 1.00 4.24E−03 1.00 9.07E−04 1.02DGTD-P1 DGTD-P1 DGTD-P1

9600 4.96E−03 − 1.04E−01 − 9.84E−03 −
38400 1.53E−03 1.69 5.75E−02 0.85 1.47E−03 2.74
153600 5.12E−04 1.58 3.01E−02 0.93 5.73E−04 1.36
614400 1.91E−04 1.43 1.54E−02 0.97 2.95E−04 0.96DGTD-P2 DGTD-P2 DGTD-P2

19200 4.43E−03 − 1.11E−01 − 7.40E−03 −
76800 1.37E−03 1.69 5.96E−02 0.90 4.15E−04 4.16
307200 4.70E−04 1.54 3.07E−02 0.96 6.36E−04 −0.6
1228800 1.82E−04 1.37 1.55E−02 0.98 5.21E−04 0.29DGTD-P3 DGTD-P3 DGTD-P3

32000 4.43E−03 − 1.11E−01 − 7.39E−03 −
128000 1.37E−03 1.69 5.96E−02 0.90 4.14E−04 4.16
512000 4.71E−04 1.54 3.07E−02 0.96 6.36E−04 −0.6
2048000 1.82E−04 1.37 1.56E−02 0.98 5.21E−04 0.29
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3.2. Heterogeneous media
E in

z = exp(−i(k1x− ωt)) and H in
y = − exp(−i(k1x− ωt)),where k1 = ω

√
ǫ1µ1. In this ase, the exat solution of the sattering problem is given by:

Ez(x, y, t) = Ez(r, θ, t) = exp(iωt)





∞∑

n=−∞

C tot
n Jn(k2r) exp(inθ), r ≤ r0,

∞∑

n=−∞

(i−nJn(k1r) + C sat
n H(2)

n (k1r)) exp(inθ), r > r0,where Jn and H(2)
n represent the nth-order Bessel funtion of the �rst kind and the Hankel funtion ofthe seond kind, respetively, and k2 = ω

√
ǫ2µ2 is the propagation onstant for homogeneous, losslessdieletri medium. As usual, (r, θ) = (

√
x2 + y2, arctan(y/x)) represent the usual polar oordinates.The expansion oe�ients for the total �eld interior to the ylinder are:

C tot
n = i

−n (k1/µ1)J
′

n(k1r0)H
(2)
n (k1r0) − (k1/µ1)H

(2)
′

n (k1r0)Jn(k1r0)

(k2/µ2)J
′

n(k2r0)H
(2)
n (k1r0) − (k1/µ1))H

(2)
′

n (k1r0)Jn(k2r0)
.The orresponding oe�ients for the sattered �eld are:

C sat
n = i

−n (k1/µ1)J
′

n(k1r0)Jn(k2r0) − (k2/µ2)J
′

n(k2r0)Jn(k1r0)

(k2/µ2)J
′

n(k2r0)H
(2)
n (k1r0) − (k1/µ1)H

(2)′

n (k1r0)Jn(k2r0)
.Using the TMz Maxwell equations, one an reover the solution for the magneti �eld omponents. Then,the angular omponent of the total magneti �eld is:

Hθ(r, θ, t) = − exp(iωt)





−ik2

ωµ2

∞∑

n=−∞

C tot
n J

′

n(k2r) exp(inθ), r ≤ r0,

−ik1

ωµ1

∞∑

n=−∞

(i−nJ
′

n(k1r) + C sat
n H(2)

′

n (k1r)) exp(inθ), r > r0,and the radial omponent is:
Hr(r, θ, t) = − exp(iωt)





i

ωµ2r

∞∑

n=−∞

inC tot
n Jn(k2r) exp(inθ), r ≤ r0,

i

ωµ1r

∞∑

n=−∞

in(i−nJn(k1r) + C sat
n H(2)

n (k1r)) exp(inθ), r > r0.In the following, we set µ1 = µ2 = ǫ1 = 1, i.e. the material is non-magneti, and the material exteriorto the ylinder is assumed to be vauum. The ylinder has a radius r0 = 0.6 and bounds a material ofrelative permittivity ǫ2 = 2.25. The angular frequeny is ω = 2π and the omputational domain Ω ishosen as a ylinder of radius r, entered at (0, 0). In this speial ase, all three �eld omponents areontinuous aross the material interfae. The �rst derivative of Ez is also ontinuous aross the interfae,but �rst derivatives of Hx and Hy are disontinuous. Regarding the boundary ondition at the arti�ialboundary of the omputational domain, we use a �rst-order Silver-Müller absorbing boundary ondition.113



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods3.2.3.1 Con�guration S1: r = 1We onsider a situation where the external ylinder has a radius r = 1m. Similarly to the previous testases, we study the onvergene of the DGTD-Pp and DGTD-Ppc :Ppf
methods for solving this satteringproblem using onforming and non-onforming meshes.This problem has been studied in [Taf98℄ in a sattered �eld/total �eld formulation using a FDTD method,and in [HDL99℄-[FLH02℄-[SLL06℄ using a pseudospetral time-domain method with a stabilized PML[Ber94℄ absorbing boundary ondition. It is also solved in [CD03℄ using a entral �nite di�erene shemeaway from the material interfaes and upwinding tehnique with jump onditions near the interfaesand exat boundary onditions. Cai et al. [LZC04℄ developed a disontinuous Galerkin method for thisproblem. This method ombined upwinding �uxes with a Runge-Kutta time sheme and the �elds areapproximated using Legendre polynomials for retangular elements and standard nodal polynomials fortriangular elements. Reently, Deng and Cai [DC05℄ have proposed an extension of [LZC04℄ to a higherorder method based on orthogonal non-polynomial nodal basis on triangles.

h-re�nement DGTD-Pp method. We �rst onstrut three onforming meshes whose harateris-tis are listed in Tab. 3.29. Then, non-onforming meshes are obtained by loally re�ning (one re�nementlevel) the dieletri region of the onforming meshes. The harateristis of the resulting non-onformingmeshes are summarized in Tab. 3.30. We give in Tab. 3.31 and 3.32 the L2 error on (E,H), the onver-gene rate, the CPU time and the number of time steps (# ∆t) to reah time t = 1 using onformingand non-onforming meshes. Fig. 3.27 shows the orresponding L2 error on (E,H) as a funtion of thesquare root of the number of DOF. It an be dedued from Tab. 3.31 and 3.32 that the onvergenerate of the DGTD-Pp method is lose to O(h(1)) for p = 0, 1, and very slow for p = 2, 3. It is lear alsothat it is not neessary to inrease the interpolation degree to more than one sine the onvergene rateis not improved and this results in inreased CPU time and memory usage.Tab. 3.29 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Charateristis of the three onforming meshes.# nodes # trianglesmesh-C1 101 190mesh-C2 401 780mesh-C3 1601 3160Tab. 3.30 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Charateristis of the three non-onforming meshes.# total nodes # �ne triangles # oarse triangles # hanging nodesmesh-NC1 261 400 90 20mesh-NC2 1021 1600 380 40mesh-NC3 4041 6400 1560 80
hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf

method. We still make use of the non-onforming meshes summa-rized in Tab. 3.30. We give in Tab. 3.33 the L2 error on (E,H), the onvergene rate, the CPU time114



3.2. Heterogeneous media
Tab. 3.31 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Convergene study for the h-re�nement DGTD-Pp method using onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.# DOF error on (E,H) onv. rate on (E,H) CPU time # ∆tDGTD-P0

190 1.45E−00 − < 1 23
780 6.43E−01 1.15 4 71
3160 3.22E−01 0.99 44 262DGTD-P1

570 9.39E−01 − 4 76
2340 3.84E−01 1.26 30 236
9480 1.86E−01 1.03 427 874DGTD-P2

1140 3.47E−01 − 7 113
4680 1.62E−01 1.07 85 354
18960 1.51E−01 0.11 1272 1310DGTD-P3

1900 2.64E−01 − 23 226
7800 1.60E−01 0.70 283 708
31600 1.51E−01 0.09 4239 2620

Tab. 3.32 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Convergene study for the h-re�nement DGTD-Pp method using non-onforming meshes.
L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.# DOF error on (E,H) onv. rate on (E,H) CPU time # ∆tDGTD-P0

490 1.22E−00 − 2 46
1980 5.71E−01 1.09 7 82
7960 3.05E−01 0.90 88 262DGTD-P1

1470 8.77E−01 − 9 151
5940 3.25E−01 1.42 65 272
23880 1.73E−01 0.90 845 874DGTD-P2

2940 3.23E−01 − 27 226
11880 1.62E−01 0.99 193 408
47760 1.51E−01 0.10 2506 1310DGTD-P3

4900 2.61E−01 − 87 452
19800 1.61E−01 0.70 633 816
79600 1.51E−01 0.09 8264 2620
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Fig. 3.27 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Numerial onvergene of the h-re�nement DGTD-Pp method.Conforming (left) and non-onforming (right) triangular meshes.and the number of time steps to reah time t = 1. Fig. 3.28 shows the orresponding L2 error on (E,H)as a funtion of the square root of the number of DOF. It an be seen from Tab. 3.33 that the overallonvergene rate of the DGTD-Ppc:Ppf
method is less than linear exepted for the DGTD-P1:P0 wherethe onvergene rate is lose to O(h(1)).

10
1

10
2

10
3

10
−0.8

10
−0.6

10
−0.4

10
−0.2

10
0

(DOF)1/2

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P1:P0
DGTD−P2:P0
DGTD−P2:P1
DGTD−P3:P1
DGTD−P3:P2

Fig. 3.28 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Numerial onvergene of the hp-re�nement DGTD-Ppc:Ppf
method.Non-onforming triangular meshes.3.2.3.2 Con�guration S2: r = 1.5We onsider now a situation where the external ylinder has a radius r = 1.5m. Contour lines of the

Ez and Hy omponents at times t = 1 and t = 10 are shown on Fig. 3.29 for a alulation based on the116



3.2. Heterogeneous media

Tab. 3.33 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S1.Convergene study of the DGTD-Ppc:Ppf
method using non-onforming meshes.

L2 error, # ∆t and CPU time in seonds are measured at time t = 1.# DOF error on (E,H) onv. rate on (E,H) CPU time # ∆tDGTD-P1:P0

670 7.58E−01 − 5 113
2740 3.17E−01 1.23 28 204
11080 1.88E−01 0.75 363 655DGTD-P2:P1

940 4.82E−01 − 13 226
3880 2.39E−01 0.99 89 408
15760 1.73E−01 0.46 1153 1310DGTD-P2:P1

1740 4.16E−01 − 12 151
7080 1.78E−01 1.21 87 272
28560 1.51E−01 0.23 1134 874DGTD-P3:P1

2100 3.66E−01 − 24 226
8600 1.76E−01 1.04 176 408
34800 1.52E−01 0.21 4566 2620DGTD-P3:P2

3300 2.63E−01 − 33 226
13400 1.60E−01 0.71 239 408
54000 1.51E−01 0.08 6096 2620
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methodsonforming DGTD-P1 method.To show the e�etiveness of the hp-like method, we ompare the DGTD-Pp method using onformingmeshes with the DGTD-Ppc :Ppf
method using non-onforming meshes. To this end, we �rst onstrut aonforming mesh onsisting of 11920 triangles and 6001 nodes and we use di�erent ases of DGTD-Ppmethod, where the interpolation order p is uniform in all triangles of the mesh. Then, a non-onformingmesh is obtained by loally re�ning (two re�nement levels) the ylindrial zone 0.55 ≤ r ≤ 0.65 of aoarse onforming mesh. The resulting non-onforming mesh onsists of 5950 triangles and 3151 nodes(300 of them are hanging nodes). Results are shown on Fig. 3.30 and 3.31 in terms of the x-wise 1Ddistribution along y = 0.0m of the Ez and Hy omponents respetively. Tab. 3.34 summarizes the CPUtime, the relative L2 error, the number of time steps and the number of DOF for some on�gurations ofthe DGTD methods. As expeted, the gain in CPU time between the proposed hp-like DGTD-Ppc:Ppfand the onforming DGTD-Pp methods is onsiderable. For instane, to ahieve an error level of 5%, theDGTD-P2:P0 sheme requires, on the one hand, 3 times less memory and 21 times less CPU time thanthe DGTD-P2 sheme and, on the other hand, 6 times less memory and 72 times less CPU time thanthe DGTD-P3 sheme. These gains are slightly lower if we inrease the interpolation orders pc and pf ,for instane, the DGTD-P2:P1 sheme requires 2.5 times less memory and 16 times less CPU time thanthe DGTD-P2 sheme while the DGTD-P3:P2 sheme requires 2.3 times less memory and 10 times lessCPU time than the DGTD-P3 sheme.The observed gains in memory usage and omputing time are for a great part due to the fat that theCFL ondition of the DGTD-Ppc:Ppf

is larger than the one for the DGTD-Ppc (pc = p) method, andthe loal re�nement (in a non-onforming way) is only applied to regions where the solution is of lowregularity (i.e. near the material interfae), and in suh region a low interpolation degree pf (e.g. pf = 0)is applied. Furthermore, a oarse mesh and a high interpolation degree pc are used far from the materialinterfae where the solution is smooth. Here, pf is used in 55% of the triangles of the mesh. In the three-dimensional ase, these gains ould be larger than in the two-dimensional ase, beause the numberdegrees of freedom inreases faster with the polynomial order.Tab. 3.34 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S2.
L2 error, # ∆t and CPU time in minutes are measured at time t = 5.DGTD-Pp : Conforming triangular mesh.
p 0 1 2 3

L2 error, CPU time 13.6%, 20 7.15%, 178 5.20%, 542 5.22%, 1817# DOF, # ∆t 11920, 3206 35760, 10687 71520, 16030 119200, 32060DGTD-Ppc:Ppf
: Non-onforming triangular mesh.

pc:pf 1:0 2:0 2:1 3:2
L2 error, CPU time 11.6%, 9 5.36%, 25 5.39%, 33 5.37%, 179# DOF, # ∆t 11450, 1621 19700, 2702 26100, 2702 46700, 81043.2.4 Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinderWe �nally onsider a problem, in whih a plane wave impinges on a dieletri ylinder with multiplelayers, experiening multiple re�etions and refrations at the material interfaes. The problem setting isshown on Fig. 3.32.118



3.2. Heterogeneous media
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Fig. 3.30 � Sattering of a plane wave by a dieletri ylinder - Con�guration S2.1D distribution of Ez along y = 0.0 at time t = 5.DGTD-Pp method (top) and DGTD-Ppc:Ppf
method (bottom).
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Fig. 3.32 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.Problem setting and omputational domain.We assume that the ylinder is illuminated by a monohromati plane wave of the form:
E in

z = exp(−i(k6x− ωt)) and H in
y = − exp(−i(k6x− ωt)),where k6 = ω

√
ǫ6µ6. We suppose that the ylinder ontains �ve onentri layers. The radii of theylinders are r1 = 0.1m, r2 = 0.2m, r3 = 0.3m, r4 = 0.4m and r5 = 0.5m. Eah layer onsists of adieletri non-magneti material, i.e. µi = 1, ǫi ≥ 1, i = 1, . . . , 6. The harateristis of the materialsand the orresponding wavelength in the di�erent regions are given in Tab. 3.35. The angular frequenyis ω = 2π and the wavelength in the vauum is λ = 1 m.Tab. 3.35 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.Charateristis of the material in the di�erent regions.Region Region 1 Region 2 Region 3 Region 4 Region 5 Region 6
r < r1 r1 < r < r2 r2 < r < r3 r3 < r < r4 r4 < r < r5 r > r5

ǫr ǫ1 = 1 ǫ2 = 4 ǫ3 = 9 ǫ4 = 16 ǫ5 = 64 ǫ6 = 1
λ (m) 1 0.5 0.33 0.25 0.125 1The omputational domain Ω is bounded by a ylinder of radius R = 1 m, entered at (0, 0). At thisarti�ial boundary, we use a �rst order Silver-Müller absorbing boundary ondition. No exat analytialsolution is available for this problem; instead, we replae it by a referene solution obtained using theDGTD-P4 method applied to a high resolution onforming mesh onsisting of 25001 nodes and 49750triangles. Contour lines of the Ez and Hy omponents at time t = 5 are shown on Fig. 3.33.To assess the e�etiveness of the proposed non-onforming method, we �rst onstrut a onformingmesh onsisting of 14401 nodes and 28560 triangles and we use di�erent DGTD-Pp methods, where theinterpolation order p is uniform in spae. Then, a non-onforming mesh is obtained by loally re�ning aoarse onforming mesh with a resolution of 10 points per the largest of the layer wavelengthes. The levelof re�nement depends on the loal wavelength in eah region. For example, the �fth region is re�nedfour times sine it orresponds to the lower wavelength. For this non-onforming mesh, we assign to eah122



3.2. Heterogeneous media
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3.4Fig. 3.33 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.Contour lines of the referene solution at time t = 5.region a polynomial degree pi and we use di�erent DGTD-Ppi

methods. The resulting non-onformingmesh onsists of 27640 triangles and 14441 nodes in whih 920 are hanging nodes (see Fig. 3.34). Thelevel of re�nement and the distribution of triangles in eah region are summarized in Tab. 3.36.
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Ez and Hy omponents respetively. One an observe that the Hy omponent is of low regularity andthe proposed non-onforming DGTD method treats very well the disontinuity at the material interfaesalthough the levels of re�nement in regions 4 and 5 as well as the size of the jump in ǫ on the materialsinterfaes are high, and the mesh in regions 1, 2, 3, 6 are haraterized by a few points per wavelength.We give in Tab. 3.37 and 3.38 the L2 error with the referene solution, the CPU time and # DOF toreah t = 5, for some ases of the onforming and non-onforming DGTD methods. As expeted, the123



Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methods
Tab. 3.36 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.# triangles and the level of re�nement in eah region.Region Region 1 Region 2 Region 3 Region 4 Region 5 Region 6Interpolation order p1 p2 p3 p4 p5 p6Level of re�nement 0 1 2 3 4 0# triangles 40 320 1280 5120 20480 400non-onforming mesh# triangles 2640 2880 2880 2880 2880 14400onforming meshgain in CPU time between the two methods is notable. For instane, the DGTD-Ppi

(�rst on�gurationof Tab. 3.38) is roughly 1.5 times more aurate and requires 11 times less CPU time and 1.7 times lessmemory than the onforming DGTD-P1 method. Moreover, the DGTD-Ppi
(last on�guration) requiresrespetively 14 times and 42 times less CPU than the onforming DGTD-P2 and DGTD-P3 methods.
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Fig. 3.35 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.1D distribution of the Ez omponent along y = 0.0 at time t = 5.Conforming DGTD-Pp method (left) and non-onforming DGTD-Ppi
method (right).3.3 Conluding remarksIn this hapter, we have presented the results of a detailed numerial evaluation of DGTD-Pp andDGTD-Ppc:Ppf

methods developed for the numerial solution of the two-dimensional time-domain Max-well equations on onforming and non-onforming triangular meshes. For this purpose, we have onside-red wave propagation problems in homogeneous and heterogeneous media. The DGTD-Pp and DGTD-
Ppc:Ppf

methods were implemented in Fortran 77 and the omputation was performed on a PC worksta-tion equipped with an Intel Pentium M 1.7 GHz proessor. The following onlusions an be drawn fromthese numerial experiments:[1℄. An optimal onvergene rate is obtained for the DGTD-Pp (p = 0, 1) method in both homogeneous124



3.3. Conluding remarks
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Fig. 3.36 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.1D distribution of the Hy omponent along y = 0.0 at time t = 5.Conforming DGTD-Pp method (left) and non-onforming DGTD-Ppi
method (right).Tab. 3.37 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.The relative error, CPU time in minutes and # DOF to reah time t = 5 for di�erent p.DGTD-Pp method using the onforming mesh

p Error on Hy Error on Ez CPU time # DOF0 8.6 % 12.7 % 25 285601 7.6 % 7.80 % 137 856802 2.2 % 1.30 % 286 1713603 2.2 % 1.20 % 842 285600Tab. 3.38 � Sattering of a plane wave by a multilayered dieletri ylinder.The relative error, CPU time in minutes and # DOF to reah time t = 5 for di�erent pi.DGTD-Ppi
method using the non-onforming mesh

p1, p2, p3, p4, p5, p6 Error on Hy Error on Ez CPU time # DOF4,3,2,1,0,2 5.0 % 1.7 % 12 497204,3,2,2,0,2 4.8 % 1.8 % 12.5 650804,3,2,2,1,4 3.5 % 2.6 % 17 1096404,2,2,4,1,4 3.2 % 2.6 % 21 1544402,2,2,2,0,2 4.8 % 1.8 % 10 634402,2,2,2,1,2 3.5 % 2.5 % 13.5 1044002,2,2,2,1,4 3.5 % 2.5 % 14 1080002,2,2,2,2,4 2.5 % 1.6 % 20 169440
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Chapitre 3. Numerial evaluation of non-onforming DGTD methodsand heterogeneous media. For p ≥ 2 the onvergene rate is lose to O(h(2)) in homogeneous asebut it is linear or less in heterogeneous ase.[2℄. The onvergene rate of the DGTD-Ppc:Ppf
method for homogeneous media is lose to O(h(2))for pf 6= 0, while this onvergene rate is lose to O(h(3/2)) for pf = 0. In heterogeneous media,the onvergene rate of this method is linear or less, and in some partiular ases we an obtain aonvergene rate more than linear.[3℄. In homogeneous media, the DGTD-P2 and DGTD-P2:P1 methods are the most aurate and theleast expensive h- and hp-re�nement methods respetively. In heterogeneous media and to reaha given error level, the DGTD-P0 and DGTD-P1:P0 are the least expensive h- and hp-re�nementmethods. In general, the DGTD-Ppc:Ppf

method is less expensive than the DGTD-Pp method.[4℄. Compared with a onforming DGTD-Pp method, the proposed hp-like DGTD-Ppc:Ppf
method anlead to notable redutions in the CPU time and memory usage.[5℄. To obtain a high onvergene rate for high-order interpolation (p ≥ 2), a high-order time sheme likea fourth-order leap-frog sheme should be used (see [Pip03℄ for a 1D example). A speial treatmentof the numerial �uxes at material interfaes by using a regularization tehnique [And01℄-[Kas04℄should also improve the auray of the proposed method.[6℄. To redue the osts of the method for a high-order interpolation, three possible approahes an beused separately or in ombination:� the use of hierarhial or orthogonal nodal basis funtions an redue the ost of memoryonsumption and an also improve the onvergene rate of the p-enrihment method,� the use of a loal time stepping strategy [Pip06℄,� the use of an a posteriori error estimator whih remains mandatory to redue the osts of themethod on non-onforming loally re�ned meshes.
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Chapitre4

High-order time schemes

Sommaire4.1 An arbitrary high-order non-onforming DGTD method . . . . . . . . . 1284.1.1 Spae disretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1284.1.2 Time disretization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1314.2 Stability and onvergene analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1334.2.1 Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1334.2.2 Convergene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1384.2.3 Convergene of the divergene error . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1444.3 Numerial validation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1454.4 Conluding remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152This hapter is onerned with the study of high-order leap-frog shemes that are extensions of theseond-order leap-frog sheme adopted in the DGTD methods that are studied in Chapters 2 and 3. Themotivation behind this study is to improve the overall auray for the same mesh resolution and/orto improve onvergene when the mesh resolution is inreased. Not surprisingly, the arbitrary high-orderDGTD methods disussed in this hapter are onsistently more aurate than the DGTD methods basedon the seond-order leap-frog sheme. The high-order leap-frog shemes require more omputationaloperations to update a ell. Fortunately, this an be alleviated by the ability to use disretization mesheswith fewer points per wavelength for the same level of auray.The high-order leap-frog shemes onsidered in this hapter were initially proposed by Young [You01℄,and further studied by Spahmann et al. [SSW02℄. The hief attributes of these integrators are thatthe memory requirements are small and the algorithmi omplexity is not signi�antly inreased, withrespet to the seond-order leap-frog sheme. In the ase of Fang's approah [Fan89℄-[Tuo94℄, high-order temporal derivatives are replaed with high-order mixed spatial derivatives. Although the memoryrequirements of Fang's approah are the same as the one of the seond-order leap-frog sheme, theresulting sheme is far too omplex to implement for most pratial problems. One an note here that toour knowledge, these high-order leap-frog shemes have not been used yet in the ontext of the Maxwell'sequations disretized by a disontinuous Galerkin method.The existing high-order disontinuous Galerkin methods are mostly based on high-order Runge-Kutta(RK) shemes. The low storage RK shemes introdued in [CK94℄ are among the most popular hoiesfor time integration of the DG spae-disretized Maxwell equations. High-order RKDG shemes have127



Chapitre 4. High-order time shemesbeen used by Monk and Rihter [MR05℄ for solving linear symmetri hyperboli problems, Hesthaven andWarburton [HW02℄, Chen et al. [CCR05℄ and Lu et al. [LZC04℄ for solving time-domain eletromagnetis.A dispersion and dissipation study for a high-order DG method for solving Maxwell's equations have beenonduted in [SBvdV07℄ using several high-order RK shemes. Reently, Kanevsky et al. [KCGH07℄ haveapplied a hybrid impliit-expliit high-order RK sheme to DG methods for solving onservation laws.In this hapter, we disuss the formulation, stability, onvergene and numerial validation of a high-order leap-frog based non-dissipative DGTD method for solving Maxwell's equations on non-onformingsimpliial meshes. This DGTD method makes use of a nodal polynomial interpolation method for theapproximation of the eletromagneti �eld within a simplex, and of a entered sheme for the alulationof the numerial �ux at an interfae between neighboring elements. Moreover, the interpolation degree isde�ned at the element level and the mesh is re�ned loally in a non-onforming way resulting in arbitrarylevel hanging nodes. This hapter is strutured as follows. In Se. 4.1, we introdue the high-ordernon-onforming DGTD method for solving the system of Maxwell's equations. Our two main results, thestability and the hp-onvergene of the proposed method, are stated and proved in Se. 4.2. In this setionwe also establish bounds on the behavior of the divergene error. In Se. 4.3 we verify our theoretialresults through numerial experiments. Finally, some onluding remarks are presented in Se. 4.4.This hapter is summarized in the researh report [FL08a℄. The results presented in this hapterand a part of Chapter 5 have been the subjet of two ommuniations in ICCAM 2008 [FL08b℄ andNUMELEC 2008 [Fah08b℄ onferenes.4.1 An arbitrary high-order non-onforming DGTD methodWe onsider the Maxwell equations in three spae dimensions for heterogeneous anisotropi linearmedia with no soure. The eletri permittivity tensor ¯̄ǫ(x) and the magneti permeability tensor ¯̄µ(x) arevarying in spae, time-invariant and both symmetri positive de�nite. The eletri �eld ~E = t(Ex, Ey, Ez)and the magneti �eld ~H = t(Hx,Hy,Hz) verify:
{

¯̄ǫ∂t
~E = url ~H,

¯̄µ∂t
~H = −url ~E, (4.1)where the symbol ∂t denotes a time derivative. These equations are set and solved on a bounded poly-hedral domain Ω of R

3. For the sake of simpliity, a metalli boundary ondition is set everywhere onthe domain boundary ∂Ω, i.e. ~n× ~E = 0 (where ~n denotes the unitary outwards normal).4.1.1 Spae disretizationWe onsider a partition Ωh of Ω into a set of tetrahedra τi of size hi with boundaries ∂τi suh that
h = maxτi∈Ωh

hi. To eah τi ∈ Ωh we assign an integer pi ≥ 0 (the loal interpolation degree) andwe ollet the pi in the vetor p = {pi : τi ∈ Ωh}. Of ourse, if pi is uniform in all element τi of themesh, we have p = pi. Within this onstrution we admit meshes with possibly hanging nodes i.e. byallowing non-onforming (or irregular) meshes where element verties an lie in the interior of faes ofother elements. However, we assume that the loal mesh sizes and approximation degrees are of boundedvariation, that is, there exist a onstant κ1 > 0, depending only on the shape-regularity of the mesh, anda onstant κ2 > 0, suh that:128



4.1. An arbitrary high-order non-onforming DGTD method
κ−1

1 hi ≤ hk ≤ κ1hi,

κ−1
2 pi ≤ pk ≤ κ2pi,

(4.2)for all neighboring elements τi and τk in Ωh. Nevertheless, the above hypothesis is not restritive inpratie and allows, in partiular for geometri re�nement and linearly inreasing approximation degrees.We also assume that Ωh is shape regular in the sense that there is a onstant η > 0 suh that:
∀ τi ∈ Ωh,

hi

ρi
≤ η, (4.3)where ρi is the diameter of the insphere of τi. Eah tetrahedron τi is assumed to be the image, undera smooth bijetive (di�eomorphi) mapping, of a �xed referene tetrahedron τ̂ = {x̂, ŷ, ẑ| x̂, ŷ, ẑ ≥

0; x̂ + ŷ + ẑ ≤ 1}. Assuming that τi is a straight faed tetrahedron de�ned through the oordinatesof the four verties vi
1, vi

2, vi
3 and vi

4 (see Fig. 4.1), the orrespondene between the two tetrahedra
τ̂ and τi is established through the use of the baryentri oordinates (λ1, λ2, λ3, λ4). We reall thatany point xi ∈ τi an be expressed as a onvex ombination of the verties of τi and the mapping issimply given by χi : (x̂, ŷ, ẑ) ∈ τ̂ → xi, suh that: xi(x̂, ŷ, ẑ) = λ1v

i
1 + λ2v

i
2 + λ3v

i
3 + λ4v

i
4, where

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 1 and 0 ≤ (λ1, λ2, λ3, λ4) ≤ 1 with λ1 = 1 − x̂ − ŷ − ẑ, λ2 = x̂, λ3 = ŷ and
λ4 = ẑ. For eah τi, Vi denotes its volume, and ¯̄ǫi and ¯̄µi are respetively the loal eletri permittivityand magneti permeability tensors of the medium, whih ould be varying inside the element τi. For twodistint tetrahedra τi and τk in Ωh, the intersetion τi ∩ τk is an (oriented) triangle aik whih we will allinterfae. For eah internal interfae aik, we denote by Sik the measure of aik and by ~nik the unitarynormal vetor, oriented from τi towards τk. For the boundary interfaes, the index k orresponds to a�titious element outside the domain. We denote by FI

h the union of all interior faes of Ωh, by FB
h theunion of all boundary faes of Ωh, and by Fh = FI

h ∪ FB
h . Furthermore, we identify FB

h to ∂Ω sine
Ω is a polyhedron. Finally, we denote by Vi the set of indies of the elements whih are neighbors of τi(having an interfae in ommon). We also de�ne the perimeter Pi of τi by Pi =

∑
k∈Vi

Sik. We havethe following geometrial property for all elements: ∑k∈Vi
Sik~nik = 0.
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Fig. 4.1 � Mapping between the physial tetrahedron τi and the referene tetrahedron τ̂ .In the following, for a given partition Ωh and for a vetor p, we seek approximate solutions to (4.1) in the�nite dimensional subspae Vp(Ωh) = {~v ∈ L2(Ω)3 : ~v|τi
∈ Ppi

(τi), ∀τi ∈ Ωh}, where Ppi
(τi) denotesthe spae of nodal polynomials of degree at most pi inside the element τi. Note that the polynomial degree

pi may vary from element to element in the mesh. By non-onforming interfae we mean an interfae
aik whih is suh that at least one of its verties is a hanging node, or/and suh that pi|aik

6= pk|aik
.129



Chapitre 4. High-order time shemesFollowing the disontinuous Galerkin approah, the eletri and magneti �elds inside eah �nite elementare seeked for as linear ombinations (~Ei, ~Hi) of linearly independent basis vetor �elds ~ϕij , 1 ≤ j ≤ di,where di denotes the loal number of degrees of freedom inside τi. We denote by Pi = Span(~ϕij , 1 ≤
j ≤ di). The approximate �elds (~Eh, ~Hh), de�ned by (∀i, ~Eh|τi

= ~Ei, ~Hh|τi
= ~Hi) are allowed to beompletely disontinuous aross element boundaries. For suh a disontinuous �eld ~Uh, we de�ne itsaverage {~Uh}ik through any internal interfae aik, as {~Uh}ik = (~Ui|aik

+ ~Uk|aik
)/2. Note that for anyinternal interfae aik, {~Uh}ki = {~Uh}ik. Beause of this disontinuity, a global variational formulationannot be obtained. However, dot-multiplying (4.1) by any given vetor funtion ~ϕ ∈ Pi, integratingover eah single element τi and integrating by parts, yields:





∫

τi

~ϕ · ¯̄ǫi∂t
~E =

∫

τi

url ~ϕ · ~H −
∫

∂τi

~ϕ · (~H × ~n),

∫

τi

~ϕ · ¯̄µi∂t
~H = −

∫

τi

url ~ϕ · ~E +

∫

∂τi

~ϕ · (~E × ~n).

(4.4)In (4.4), we now replae the exat �elds ~E and ~H by the approximate �elds ~Eh and ~Hh in order toevaluate volume integrals. For integrals over ∂τi, a spei� treatment must be introdued sine theapproximate �elds are disontinuous through element faes. We hoose to use a fully entered numerial�ux, i.e. ∀i,∀k ∈ Vi, ~E|aik
≃ {~Eh}ik, ~H|aik

≃ {~Hh}ik. The metalli boundary ondition on a boundaryinterfae aik (where k is the element index of a �titious neighboring element) is dealt with weakly, inthe sense that traes of �titious �elds ~Ek and ~Hk are used for the omputation of numerial �uxesfor the boundary element τi. In the present ase, where all boundaries are metalli, we simply take
~Ek|aik

= −~Ei|aik
and ~Hk|aik

= ~Hi|aik
. Replaing surfae integrals using the entered numerial �ux in(4.4) and re-integrating by parts yields:





∫

τi

~ϕ · ¯̄ǫi∂t
~Ei =

1

2

∫

τi

(url ~ϕ · ~Hi + url ~Hi · ~ϕ) − 1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

~ϕ · (~Hk × ~nik),

∫

τi

~ϕ · ¯̄µi∂t
~Hi = −1

2

∫

τi

(url ~ϕ · ~Ei + url ~Ei · ~ϕ) +
1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

~ϕ · (~Ek × ~nik).

(4.5)We an rewrite this formulation in terms of salar unknowns. Inside eah element, the �elds beingreomposed aording to ~Ei =
∑

1≤j≤di
Eij ~ϕij and ~Hi =

∑
1≤j≤di

Hij ~ϕij . Let us denote by Ei and
Hi respetively the olumn vetors (Eil)1≤l≤di

and (Hil)1≤l≤di
. Eq. (4.5) an be rewritten as:





M ǫ
i ∂tEi = KiHi −

∑

k∈Vi

SikHk,

Mµ
i ∂tHi = −KiEi +

∑

k∈Vi

SikEk,
(4.6)where the symmetri positive de�nite mass matriesMσ

i (σ stands for ǫ or µ) and the symmetri sti�nessmatrix Ki (all of size di × di) are given by :
(Mσ

i )jl =

∫

τi

t~ϕij · ¯̄σi~ϕil,

(Ki)jl =
1

2

∫

τi

t~ϕij · url ~ϕil + t~ϕil · url ~ϕij .130



4.1. An arbitrary high-order non-onforming DGTD methodFor any interfae aik, the di × dk retangular matrix Sik is given by:
(Sik)jl =

1

2

∫

aik

t~ϕij · (~ϕkl × ~nik), 1 ≤ j ≤ di, 1 ≤ l ≤ dk. (4.7)4.1.2 Time disretizationThe hoie of the time disretization is a ruial step for the global e�ieny of the numerialmethod. The temporal integration methods are divided into two major families: impliit and expliitshemes. Impliit shemes require the solution of large matrix systems resulting in a high omputationale�ort per time step. The quality of the sheme depends strongly on the e�ieny of the used linear systemsolver. The advantage of impliit shemes is their �exibility regarding the hoie of the time step sineusually, these time shemes are unonditionally stable. Thus, an analysis requires only a small number ofsolver runs but every time step is burdened by a high numerial e�ort. Expliit shemes in ontrast areeasy to implement, produe greater auray with less omputational e�ort than impliit methods, butare restrited by a stability riterion enforing a lose linkage of the time step to the spatial disretizationparameter. This restrition may result in a large number of iterations per analysis, eah iteration with alow omputational e�ort. In this study, we fous on expliit time integration shemes and our objetiveis to design an arbitrary high-order DGTD method whih ombines the spatial disretization features ofthe methods disussed in Chapters 2 and 3, with a family of high-oder expliit leap-frog shemes.The ordinary di�erential system, Eq. (4.5), an be formally seen as a system of the form (see Se. 4.2.1for more details):
{

M∂tE = UH,

N∂tH = VE.
(4.8)The one-step expliit time integration methods like Runge-Kutta or leap-frog shemes imply the onve-niene of storing just one old solution followed by a single update step. Therefore, they are omputationallye�ient per update yle and easy to implement. Moreover, the leap-frog sheme has the advantage tobe free of time dissipation. We an introdue the N th-order expliit leap-frog (LFN ) integrator as anapproximation of the solution of the �rst-order ODE:

ẏ(t) = Ay(t) ⇒ y(t) = eAty(t0), (4.9)with y(t0) as initial value. The time disrete equivalent of (4.9) is given by:
y(n∆t) = eA∆ty((n− 1)∆t). (4.10)System (4.8) an be rewritten as:

∂t

(
H

E

)
=

(
0 N

−1
V

M
−1

U 0

)

︸ ︷︷ ︸
A

(
H

E

)

︸ ︷︷ ︸
Y(t)

. (4.11)Note that the system matrix A depends only on the spatial on�guration. Seeking a time disrete solutionof (4.11), a disretization in time with a global time step is introdued. The time disrete solution ofthe �rst-order system of ODEs (4.11) is a disretized version of the exponential solution aording to itssalar equivalent (4.10): 131



Chapitre 4. High-order time shemes
Y(n∆t) = Φ(∆t)Y((n− 1)∆t), (4.12)with:

Φ(∆t) =

∞∑

i=0

∆ti

i!
A

i := eA∆t. (4.13)Finally, the solution of (4.11) is written as:
(

H(n∆t)
E(n∆t)

)
=

(
Φ11 Φ12

Φ21 Φ22

)

︸ ︷︷ ︸
Φ

(
H((n− 1)∆t)
E((n− 1)∆t)

)

︸ ︷︷ ︸
Y((n−1)∆t)

. (4.14)The time disrete solution, Eqs. (4.11) and (4.13), is exat, as long as Φ(∆t) follows Eq. (4.12). Theonstrution of N th-order integration shemes is based on a trunation of Eq. (4.12) at the N th element,leading to an approximated solution.Introduing a staggered temporal grid, as in the ase of LF shemes, we obtain from (4.14) the generalLF update equation:
Hn+1 = [Φ2

11 − Φ11Φ12Φ
−1
22 Φ21]H

n−1 + [Φ12 + Φ11Φ12Φ
−1
22 ]En, (4.15a)

En+2 = [Φ21 + Φ22Φ21Φ
−1
11 ]Hn+1 + [Φ2

22 − Φ22Φ21Φ
−1
11 Φ12]E

n, (4.15b)where the eletri �eld quantities are loated at even time steps and magneti quantities at odd timesteps as illustrated on Fig. 4.2. In the ase of a non-onduting material, the relation:
[Φ2

11 − Φ11Φ12Φ
−1
22 Φ21] = [Φ2

22 − Φ22Φ21Φ
−1
11 Φ12] = I + O(∆tN+1), (4.16)holds, whih is a harateristi of a LF sheme.

(n−2) (n−1) (n+1)  n∆ ∆ ∆∆t t t t

H E

t

leap−frog  time  axis

Fig. 4.2 � Temporal alloation of eletri (×) and magneti (©) �elds in the LF sheme.In the sequel, supersripts refer to time stations and ∆t is the global time step. The unknowns relatedto the eletri �eld are approximated at integer time-stations tn = n∆t and are denoted by En
i . Theunknowns related to the magneti �eld are approximated at half-integer time-stations tn+1/2 = (n +

1/2)∆t and are denoted by H
n+ 1

2

i .Note that here, the used time step ∆t is twie as large as the time step de�ned in (4.10). The LFN for
N = 2 and 4 integrators are onstruted as follows [You01℄-[SSW02℄:132
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T1 = ∆t(M ǫ
i )

−1url ~Hn+ 1

2

i , T⋆
1 = −∆t(Mµ

i )−1url ~En+1
i ,

T2 = −∆t(Mµ
i )−1urlT1, T⋆

2 = ∆t(M ǫ
i )

−1urlT⋆
1,

T3 = ∆t(M ǫ
i )

−1urlT2, T⋆
3 = −∆t(Mµ

i )−1urlT⋆
2.LF2 :

{
En+1

i = En
i + T1,

H
n+ 3

2

i = H
n+ 1

2

i + T⋆
1.LF4 :

{
En+1

i = En
i + T1 + T3/24,

H
n+ 3

2

i = H
n+ 1

2

i + T⋆
1 + T⋆

3/24.

(4.17)
Here the Ti and T⋆

i (i = 1, 2, 3) an be ombined. Moreover, T3 (resp. T⋆
3) is a temporary vetor.However, in a pratial implementation, this vetor is not used sine the alulations for T3 and ~En+1

i(resp.T⋆
3 and ~Hn+ 1

2

i ) an be ombined. Thus, the LF4 sheme requires 2 times more memory storage and
3 times more arithmeti operations than the LF2 sheme. In general, the LFN sheme requires N/2 timesmore memory storage and (N − 1) times more arithmeti operations than the LF2 sheme. A pitorialrepresentation of the extended LF4 integrator is shown on Fig. 4.3.

CURL CURL CURL CURL CURL CURLΣ ΣE E

H H
n

n

n

n+1

−1/2 +1/2

Fig. 4.3 � A pitorial representation of the extended LF4 sheme (multipliative onstants omitted).Figure taken from [You01℄.For the treatment of the boundary ondition on an interfae aik ∈ FB
h , we use:

En
k|aik

= −En
i|aik

and H
n+ 1

2

k|aik
= H

n+ 1

2

i|aik
. (4.18)4.2 Stability and onvergene analysisIn this setion we study the stability and onvergene properties of the high-order disontinuousGalerkin method introdued previously.4.2.1 StabilityHere, we aim at giving and proving a su�ient ondition for the L2-stability of the proposed high-order DGTD method. We use the same kind of energy approah as in [FLLP05℄ where a quadrati form133



Chapitre 4. High-order time shemesplays the role of a Lyapunov funtion of the whole set of numerial unknowns. To this end, we supposethat all eletri (resp. magneti) unknowns are gathered in a olumn vetor E (resp. H) of size d =
∑

i di.Then the spae disretized system (4.6) an be rewritten as:
{

M
ǫ∂tE = KH − AH − BH,

M
µ∂tH = −KE + AE − BE,

(4.19)where we have the following de�nitions and properties:� M
ǫ,Mµ and K are d × d blok diagonal matries with diagonal bloks equal to M ǫ

i ,M
µ
i and Kirespetively. Therefore M

ǫ and M
µ are symmetri positive de�nite matries, and K is a symmetrimatrix.� A is also a d × d blok sparse matrix, whose non-zero bloks are equal to Sik when aik ∈ FI

h .Sine ~nki = −~nik, it an be heked from (4.7) that (Sik)jl = (Ski)lj and then Ski = tSik; thus
A is a symmetri matrix.� B is a d × d blok diagonal matrix, whose non-zero bloks are equal to Sik when aik ∈ FB

h . Inthat ase, (Sik)jl = −(Sik)lj ; thus B is a skew-symmetri matrix.The disontinuous Galerkin DGTD-Ppi
method using entered �uxes ombined with a N th order leap-frog

(LFN ) time sheme an be written, using the matrix S = K − A − B, in the general form:




M
ǫ E

n+1 − E
n

∆t
= SNH

n+ 1

2 ,

M
µ H

n+ 3

2 − H
n+ 1

2

∆t
= − t

SNE
n+1,

(4.20)where the matrix SN (N being the order of the leap-frog sheme) veri�es:
SN =





S if N = 2,

S(I − ∆t2

24
M−µ tSM−ǫS) if N = 4,

S

(
I +

N/2−1∑

i=1

(−1)i

(2i + 1)!22i
(∆t2M−µ t

SM
−ǫ

S)i
)

∀ N > 2, even. (4.21)We now de�ne the following disrete version of the eletromagneti energy.De�nition 4.1 We onsider the following eletromagneti energies inside eah tetrahedron and in thewhole domain Ω:
• the loal energy : ∀i, En

i =
1

2
( tEn

i M
ǫ
i E

n
i + tH

n− 1

2

i Mµ
i H

n+ 1

2

i ), (4.22)
• the global energy : En =

1

2
( t

E
n
M

ǫ
E

n + t
H

n− 1

2 M
µ
H

n+ 1

2 ). (4.23)In the following, we shall prove that the global energy (4.23) is onserved through a time step and thatit is a positive de�nite quadrati form of all unknowns under a CFL-like ondition on the global time step
∆t.Lemma 4.1 Using the DGTD-Ppi

method (4.20)-(4.21) for solving (4.1) with metalli boundaries only,the global disrete energy (4.23) is exatly onserved, i.e. En+1 − En = 0, ∀ n.134



4.2. Stability and onvergene analysis
Proof. We denote by E

n+ 1

2 =
E

n+1 + E
n

2
. We have :

En+1 − En = t
E

n+ 1

2 M
ǫ(En+1 − E

n) +
1

2
t
H

n+ 1

2 M
µ(Hn+ 3

2 − H
n− 1

2 )

= ∆t t
E

n+ 1

2 SNH
n+ 1

2 − 1

2
∆t t

H
n+ 1

2 ( t
SNE

n+1 + t
SNE

n)

= ∆t t
H

n+ 1

2 ( t
SN − t

SN )En+ 1

2 = 0.This onludes the proof. 2Lemma 4.2 Using the DGTD-Ppi
method (4.20)-(4.21), the global disrete eletromagneti energy En(4.23) is a positive de�nite quadrati form of all unknowns if:

∆t ≤ 2

dN
, with dN = ‖M−µ

2
t
SNM

−ǫ
2 ‖, (4.24)where ‖.‖ denotes a matrix norm, and the matrix M

−σ
2 is the inverse square root of M

σ. Also, for a givenmesh, the stability limit of the LF4 sheme is roughly 2.85 times larger than that of the LF2 sheme.Proof. The mass matries M
ǫ and M

µ are symmetri positive de�nite and we an onstrut in a simpleway their square root (also symmetri positive de�nite) denoted by M
ǫ
2 and M

µ
2 respetively.Moreover:

En =
1

2
t
E

n
M

ǫ
E

n +
1

2
t
H

n− 1

2 M
µ
H

n+ 1

2

=
1

2
t
E

n
M

ǫ
E

n +
1

2
t
H

n− 1

2 M
µ
H

n− 1

2 − ∆t

2
t
H

n− 1

2
t
SNE

n

≥ 1

2
‖M ǫ

2 E
n‖2 +

1

2
‖M

µ
2 H

n− 1

2 ‖2 − ∆t

2
| t

H
n− 1

2 M
µ
2 M

−µ
2

t
SNM

−ǫ
2 M

ǫ
2 E

n|

≥ 1

2
‖M ǫ

2 E
n‖2 +

1

2
‖Mµ

2 H
n− 1

2 ‖2 − dN∆t

2
‖Mµ

2 H
n− 1

2 ‖‖M ǫ
2 E

n‖.At this point, we hoose to use an upper bound for the term ‖Mµ
2 H

n− 1

2 ‖‖M ǫ
2 E

n‖ whih might lead tosuboptimal lower bounds for the energy (and then to a slightly too severe stability limit for the DGTDmethod). Anyway, this stability limit is only su�ient, and not really lose to neessary. We use theinequality:
‖M

µ
2 H

n− 1

2‖‖M ǫ
2 E

n‖ ≤ 1

2
(‖M

µ
2 H

n− 1

2‖2 + ‖M ǫ
2 E

n‖2).We then sum up the lower bounds for En to obtain:
En ≥ 1

2
(1 − dN∆t

2
)‖M ǫ

2 E
n‖2 +

1

2
(1 − dN∆t

2
)‖M

µ
2 H

n− 1

2‖2.Then, under the ondition proposed in Lemma 4.2, the eletromagneti energy En is a positive de�nitequadrati form of all unknowns.Moreover, for a given mesh, using the de�nition (4.21) of SN , the LF4 sheme is stable if: 135
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∆t‖M−µ

2
t
S4M

−ǫ
2 ‖ ≤ 2,

⇒ ∆t‖M−µ
2 (S2 −

∆t2

24
S2M

−µ t
S2M

−ǫ
S2)M

−ǫ
2 ‖ ≤ 2,

⇒ |∆td2 −
∆t3

24
d3
2| ≤ 2.This inequality is veri�ed if and only if d2∆t ≤ 2( 3

√
2 + 3

√
4) ≃ 2(2.847). This onludes the proof. 2Now, we denote by νN = CFLN/CFL2 the ratio between the stability limit of the LFN sheme and theLF2 sheme, and by rN = νN/(N/2) the ratio between νN and the additional memory storage betweenthe LFN and LF2 shemes. Tab. 4.1 lists the values of νN and rN for several values of N .Tab. 4.1 � The values of νN and rN for several LFN shemes.

N 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
νN 1 2.847 3.681 3.793 5.272 4.437 6.422 7.534 7.265 8.909
rN 1 1.424 1.227 0.948 1.05 0.739 0.917 0.942 0.807 0.891As it an be seen from Tab. 4.1, the hoie of the LF4 sheme is advantageous with respet to the rNratio.Now, our objetive is to give an expliit CFL ondition on ∆t under whih the loal energy (4.22) is apositive de�nite quadrati form of the numerial unknowns En

i and H
n− 1

2

i . We �rst need some lassialde�nitions.De�nition 4.2 We assume that the media is isotropi and suh that the tensors ¯̄ǫi and ¯̄µi are pieewiseonstant, i.e. ¯̄ǫi = ǫi and ¯̄µi = µi. We denote by ci = 1/
√
ǫiµi the propagation speed in the element τi.We also assume that there exist dimensionless onstants αi and βik (k ∈ Vi) suh that:

∀~X ∈ Pi,





‖url ~X‖τi
≤ αiPi

Vi
‖~X‖τi

,

‖~X‖2
aik

≤ βikSik

Vi
‖~X‖2

τi
,

(4.25)where ‖~X‖τi
and ‖~X‖aik

denote the L2-norms of the vetor �eld ~X over τi and the interfae aikrespetively.Lemma 4.3 Using the sheme (4.6)-(4.17)-(4.18), under assumptions of De�nition 4.2, the loal disreteenergy En
i (4.22) is a positive de�nite quadrati form of all unknowns (En

i ,H
n− 1

2

i ) and the sheme isstable if the time step ∆t is suh that:
∀i,∀k ∈ Vi, ci∆t[2αi + βik] <

4Vi

Pi
, (4.26)(with the onvention that, in the above formula, k should be replaed by i for a metalli boundaryinterfae aik).136



4.2. Stability and onvergene analysisProof. Using the sheme (4.5) to replae the ourrenes of H
n+ 1

2

i in the de�nition of Ei, and usingthe boundary �uxes given in (4.18), we get:
En

i =
ǫi
2
‖En

i ‖2
τi

+
µi

2
‖Hn− 1

2

i ‖2
τi
− ∆t

4
X

n
i , with

X
n
i =

∫

Ti

(url ~Hn− 1

2

i · ~En
i + url ~En

i · ~Hn− 1

2

i

)
−
∑

k∈Vi

∫

aik

(~H
n− 1

2

i × ~En
k) · ~nik.For any metalli or internal interfae aik, we have:

∣∣∣∣
∫

aik

(~H
n− 1

2

i × ~Ek) · ~nik

∣∣∣∣ ≤ 1√
µiǫi

∫

aik

‖√µi
~H

n− 1

2

i ‖‖√ǫi~En
k‖

≤ 1

2

√
µi

ǫi
‖~Hn− 1

2

i ‖2
aik

+
1

2

√
ǫi
µi

‖~En
k‖2

aik

≤ 1

2

√
µi

ǫi

βkiSik

Vi
‖~Hn− 1

2

i ‖2
τi

+
1

2

√
ǫi
µi

βkiSik

Vk
‖~En

k‖2
τi
.In the remainder of the proof, we omit the supersripts n and n-1/2 in the eletri and magneti variablesrespetively. We have that:

|Xn
i | ≤ ‖url ~Hi‖τi

‖~Ei‖τi
+ ‖url ~Ei‖τi

‖~Hi‖τi
+

1

2
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ǫi
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1
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(√
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βikSik
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√
ǫi
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)
.Notiing that ‖~Hi‖τi

‖~Ei‖τi
≤ ci

2
(µi‖~Hi‖2

τi
+ ǫi‖~Ei‖2

τi
), gathering all lower bounds for terms in theexpression of En

i and using Pi =
∑

k∈Vi

Sik leads to:
En

i ≥
∑

k∈Vi

Sik

(
1

2Pi
− αici∆t

4Vi
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(ǫi‖~Ei‖2

τi
+ µi‖~Hi‖2

τi
)
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βik

Vi
‖~Hi‖2

τi
+

√
ǫi
µi

βki

Vk
‖~Ek‖2

τi

)
.Then, summing up these inequalities in order to obtain a lower bound for ∑i Ei leads to an expressionthat we reorganize using sums over interfaes aik. We �nd that ∑i Ei ≥

∑
aik

SikWik with: 137
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Wik = ǫi‖~Ei‖2

τi

(
1

2Pi
− αici∆t

4Vi
− βikci∆t

8Vi

)
+

µi‖~Hi‖2
τi

(
1

2Pi
− αici∆t

4Vi
− βikci∆t

8Vi

)
+

ǫk‖~Ek‖2
τk

(
1

2Pk
− αkck∆t

4Vk
− βkick∆t

8Vk

)
+

µk‖~Hk‖2
τk

(
1

2Pk
− αkck∆t

4Vk
− βkick∆t

8Vk

)
.Then, under the onditions of Lemma 4.3, Wik is a positive de�nite quadrati form and the loal energyis a positive de�nite quadrati form of all unknowns. This onludes the proof. 2Note that, the existene of the onstants αi and βik (k ∈ Vi) is always ensured. The values of αi onlydepend on the loal polynomial order pi while the values of βik depend on pi and on the number of hangingnodes on the interfae aik. For instane, for orthogonal polynomials on a d-simplex βik = (pi+1)(pi+d)/d(see [WH03℄), and for arbitrary basis funtions these values are given by:

(
α2

iP
2
i

V 2
i

;
βikSik

Vi
) = (‖M−1/2S1M

−1/2‖; ‖M−1/2S2M
−1/2‖),where M is the mass matrix without material parameter, S2 = 2Sik, and S1 =

∫

τi

url ~ϕij · url ~ϕil, 1 ≤
j, l ≤ di. Moreover, the value of βik veri�es the properties of Lemma 2.2 of Chapter 2.4.2.2 ConvergeneA onvergene analysis of the LF2 based DGTD-Ppi

method is onduted in [FLLP05℄ in the aseof onforming simpliial meshes and pi = p everywhere. In this setion, our objetive is to obtain an apriori error estimates depending on h and p, whih establishes the rate of onvergene of the proposed
hp-like DGTD method.We onsider again the Maxwell problem: �nd (~E, ~H) : Ω×]0, T [→ R

3 × R
3 suh that,





¯̄ǫ∂t
~E = url ~H in Ω,

¯̄µ∂t
~H = −url ~E in Ω,

(4.27a)




~n× ~E = 0 on ∂Ω,

~E(~x, 0) = ~E0(~x) in Ω,

~H(~x, 0) = ~H0(~x) in Ω,

(4.27b)




∇ · ~E = 0 in Ω,

∇ · ~H = 0 in Ω.
(4.27)We assume that ¯̄ǫ, ¯̄µ ∈ [L∞(Ω)]3×3 and ∃ C1, C2 > 0 suh that:138



4.2. Stability and onvergene analysis
∀~ξ ∈ R

3 :





C1|~ξ|2 ≤ ¯̄ǫ~ξ · ~ξ ≤ C2|~ξ|2,

C1|~ξ|2 ≤ ¯̄µ~ξ · ~ξ ≤ C2|~ξ|2.
(4.28)The problem (4.27) admits a unique solution (~E, ~H) ∈ [C1(0, T ; [L2(Ω)]3) ∩ C0(0, T ;H0(url ,Ω))]2(see [Rem99℄ for more details), where H0(url ,Ω) = {~u ∈ H(url ,Ω) suh that ~n× ~u = 0}.For a real s ≥ 0, we de�ne the lassial broken spae :

Hs(Ωh) = {v ∈ L2(Ω) : ∀τi ∈ Ωh, v|τi
∈ Hs(τi)}. (4.29)The spae Hs(Ωh) is equipped with the natural norm, for v ∈ Hs(Ωh) :

‖v‖s,h =

( ∑

τi∈Ωh

‖v‖2
s,τi

) 1

2

, (4.30)where ‖.‖s,τi
is the usual Sobolev norm of Hs on τi. For s > 1

2
, the elementwise traes of funtionsin Hs(Ωh) belongs to tr(Fh) = Πτi∈Ωh

L2(∂τi). We denote by Hs(Ωh) the vetorial broken spae
[Hs(Ωh)]3 and the assoiated norm de�ned by :

‖~v‖s,h =

( 3∑

j=1

‖vj‖2
s,h

) 1

2

, (4.31)where ~v = (v1, v2, v3) ∈ Hs(Ωh). We de�ne the jump of a funtion ~v ∈ Hs(Ωh):
∀aik ∈ FI

h , [[~v]]iik = [[~v]]τi
aik

= (~vk|aik
− ~vi|aik

) × ~nik,

∀aik ∈ FB
h , [[~v]]iik = −~vi|aik

× ~nik.
(4.32)We assoiate to the ontinuous problem (4.27a) the following spae disretized problem:�nd (~E(., t), ~H(., t)) ∈ H1(Ωh) × H1(Ωh) suh that, ∀ τi ∈ Ωh and ∀ ~φ, ~ψ ∈ H1(Ωh),





∫

τi

~φi · ¯̄ǫi∂t
~Ei −

∫

τi

~Hi · url ~φi +
∑

k ∈ Vi

aik ∈ F
I

h

∫

aik

~φi · (~H|aik
× ~nik)

+
∑

k ∈ Vi

aik ∈ F
B

h

∫

aik

~φi · (~H|aik
× ~nik) = 0,

∫

τi

~ψi · ¯̄µi∂t
~Hi +

∫

τi

~Ei · url ~ψi −
∑

k ∈ Vi

aik ∈ F
I

h

∫

aik

~ψi · (~E|aik
× ~nik) = 0,

(4.33)
where ~φi = ~φ|τi

and ~ψi = ~ψ|τi
. Summing up the identities in (4.33) with respet to i, we onsider thefollowing semi-disrete disontinuous Galerkin problem : �nd (~Eh(., t), ~Hh(., t)) ∈ Vp(Ωh)×Vp(Ωh) suhthat, ∀ τi ∈ Ωh and ∀ ~φh, ~ψh ∈ Vp(Ωh), 139
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∑

i

∫

τi

~φhi · ¯̄ǫi∂t
~Ei −

∑

i

∫

τi

~Hi · url ~φhi +
∑

aik∈Fh

∫

aik

[[~φh]]iik · {~Hh}ik = 0,

∑

i

∫

τi

~ψhi · ¯̄µi∂t
~Hi +

∑

i

∫

τi

~Ei · url ~ψhi −
∑

aik∈Fh

∫

aik

[[~ψh]]iik · {~Eh}ik = 0,

~Eh(0) = Πp
h
~E0 and ~Hh(0) = Πp

h
~H0.

(4.34)
Here Πp

h : L2(Ω) → Vp(Ωh) is the L2-projetion onto Vp(Ωh). The problem (4.34) an be rewritten inthe following form: �nd ~Uh = (~Eh, ~Hh) ∈ Vp(Ωh) × Vp(Ωh) suh that:
J(∂t

~Uh, ~U′
h) + a(~Uh, ~U′

h) + b(~Uh, ~U′
h) = 0, ∀ ~U′

h = (~φh, ~ψh) ∈ Vp(Ωh) × Vp(Ωh). (4.35)For ~W = (~u,~v) and ~W′ = (~u′, ~v′), the bilinear forms J, a and b de�ned on Vp(Ωh) × Vp(Ωh) are givenby:




J( ~W, ~W′) =
∑

i

∫

τi

(
¯̄ǫ~u · ~u′ + ¯̄µ~v · ~v′

)
,

a( ~W, ~W′) =
∑

i

∫

τi

(
~u · url ~v′ − ~v · url ~u′) ,

b( ~W, ~W′) =
∑

aik∈Fh

∫

aik

(
{~v} · [[~u′]] − {~u} · [[~v′]]

)
,

(4.36)
taking into aount that, for boundary faes aik ∈ FB

h we have {~v} = ~v. The semi-disrete disontinuousGalerkin formulation (4.35) is onsistent with the original ontinuous problem (4.27) in the followingsense: if ~U = (~E, ~H) is the exat solution of (4.27), suh that ∀ h, ∀ t ∈ [0, T ], (~E(., t), ~H(., t)) ∈
Hs(Ω) × Hs(Ω), then we have:

J(∂t
~U, ~U′) + a(~U, ~U′) + b(~U, ~U′) = 0, ∀ ~U′ ∈ Vp(Ωh) × Vp(Ωh). (4.37)The following approximation results will be used to bound the error [BS87℄-[Sh98℄.Lemma 4.4 (Babuska and Suri [BS87℄) Let τi ∈ Ωh and suppose that ~u ∈ Hs(τi), s ≥ 1/2. Let Π bea linear ontinuous operator from Hs(τi) onto Ppi

(τi), pi ≥ 1, suh that Π(~u) = ~u, ∀~u ∈ Ppi
(τi). Thenwe have:

‖~u− Π(~u)‖0,τi
≤ C

hνi

i

ps
i

‖~u‖s,τi
, (4.38)

‖~u− Π(~u)‖0,∂τi
≤ C

h
νi−1/2
i

p
s−1/2
i

‖~u‖s+1,τi
, (4.39)where νi = min{s, pi + 1} and C is a positive onstant independent of u, hi and pi, but dependent on

s and on the shape regularity of the mesh parameter η.140



4.2. Stability and onvergene analysisLemma 4.5 (Shwab [Sh98℄) For all q ∈ Ppi
(τi), pi ≥ 1, we have:

‖q‖2
0,∂τi

≤ Cinv p2
i

hi
‖q‖2

0,τi
,where Cinv is a positive onstant depending only on the shape regularity of the mesh parameter η.Let ~U = (~E, ~H) and ~Uh = (~Eh, ~Hh). We de�ne Π

p
h : L2(Ω) × L2(Ω) → Vp(Ωh) × Vp(Ωh) by

Π
p
h(~U) = (Πp

h
~E,Πp

h
~H). We denote by εεετi

(t) the loal error and by εεε(t) =
∑

τi∈Ωh
εεετi

(t) the globalerror. Then we have:
εεετi

(t) = ‖~E − Πp
h
~E + Πp

h
~E − ~Eh‖2

0,τi
+ ‖~H − Πp

h
~H + Πp

h
~H − ~Hh‖2

0,τi

≤ 2(‖~E − Πp
h
~E‖2

0,τi
+ ‖~H − Πp

h
~H‖2

0,τi
) + 2(‖Πp

h
~E − ~Eh‖2

0,τi
+ ‖Πp

h
~H − ~Hh‖2

0,τi
)

= 2‖~U − Π
p
h
~U‖2

0,τi
+ 2‖Πp

h
~U − ~Uh‖2

0,τi

= 2εεεa
τi

+ 2εεεb
τi
,where εεεa

τi
is due to the error introdued by the polynomial approximation of the exat solution while εεεbτimeasures the errors assoiated with the semi-disrete approximation of Maxwell's equations.To bound εεεaτi

we need only reall Lemma 4.4 to state:Lemma 4.6 Assume that ~U ∈ Hs(τi) × Hs(τi), s ≥ 0. Then there exists a onstant C, dependent on
s and on the shape regularity of the mesh η, but independent of ~U, hi and pi, suh that:

‖~U −Π
p
h
~U‖0,τi

≤ C
hνi

i

ps
i

‖~U‖s,τi
, (4.40)where νi = min{s, pi + 1}.Theorem 4.1 Assume that a solution (~E(t), ~H(t)) ∈ Hs(τi) × Hs(τi) with s ≥ 3/2 to Maxwell'sequations in Ωh =

⋃
i τi exists. Then the numerial solution, (~Eh(t), ~Hh(t)) ∈ Vp(Ωh)× Vp(Ωh), to thesemi-disrete approximation, Eq. (4.34), onverges to the exat solution and the global error is boundedas:

(
‖~E − ~Eh‖2

0,Ω + ‖~H − ~Hh‖2
0,Ω

) 1

2 ≤ C
( hν

ps
min

+ T
hν−1

p
s− 3

2

min

)
max

t∈[0,T ]
‖
(
~E(t), ~H(t)

)
‖s,Ω, (4.41)where ν = min{s, pmin +1} and pmin = min{pi, τi ∈ Ωh}, pi ≥ 1. The onstant C > 0 depends on thematerial properties and on the shape regularity of the mesh parameter η, but not on pmin and h.Proof. Let ~q = ~U − ~Uh. Sine Π

p
h
~Uh = ~Uh, we have ∑i εεε

b
τi

= ‖Πp
h~q‖2

0,Ω. To obtain a bound for
‖Πp

h~q‖0,Ω, we introdue σ(t) = 1
2J(Πp

h~q(t),Πp
h~q(t)) with Π

p
h~q(., t) belongs to Vp(Ωh)×Vp(Ωh). Usingthe disrete initial onditions of Eq. (4.34), we have σ(0) = 0 and then, for 0 < t ≤ T ,

σ(t) =
1

2

∫ t

0

d

ds
J(Πp

h~q(s),Πp
h~q(s))ds =

∫ t

0
J(∂sΠ

p
h~q(s),Πp

h~q(s))ds. 141



Chapitre 4. High-order time shemesFor any ~Uh ∈ Vp(Ωh) × Vp(Ωh), we have a(~Uh, ~Uh) + b(~Uh, ~Uh) = 0, and we get:
σ(t) =

∫ t

0

(
J(∂sΠ

p
h~q(s),Πp

h~q(s)) + a(Πp
h~q(s),Πp

h~q(s))

+ b(Πp
h~q(s),Πp

h~q(s))
)
ds.

(4.42)Subtrating Eq. (4.35) from the onsisteny result of Eq. (4.37) with ~U′ = ~U′
h = Π

p
h~q(s) yields:

J(∂s~q(s),Πp
h~q(s)) + a(~q(s),Πp

h~q(s)) + b(~q(s),Πp
h~q(s)) = 0. (4.43)Now, subtrating the above equality in Eq. (4.43) from Eq. (4.42) leads to:

σ(t) =

∫ t

0

(
J([Πp

h∂s
~U− ∂s

~U](s),Πp
h~q(s)) + a([Πp

h
~U − ~U](s),Πp

h~q(s))

+ b([Πp
h
~U − ~U](s),Πp

h~q(s))
)
ds.Sine Π

p
h is a projetor onto Vp(Ωh) × Vp(Ωh) and Π

p
h~q(., t) belongs to Vp(Ωh) × Vp(Ωh), then

J(Πp
h∂s

~U − ∂s
~U,Πp

h~q) = 0 and a(Πp
h
~U − ~U,Πp

h~q) = 0. Using the lower bound C1 > 0 of ¯̄ǫ and ¯̄µ,Eq. (4.28), we thus get:
C1

2
‖Πp

h~q(t)‖2
0,Ω ≤

∫ t

0
b([Πp

h
~U− ~U](s),Πp

h~q(s))ds. (4.44)Now, we bound the surfae integrals deriving from the de�nition of b(., .). We assume that ~q = (~qE , ~qH),where ~qE and ~qH denote the error in ~E and ~H respetively. Let aik ∈ FI
h be an internal interfae sharedby the tetrahedra τi and τk. We denote by I

E =
∫
aik

{Πp
h
~H − ~H}ik · [[Πp

h~q
E ]]ik, we have, using theCauhy-Shwarz-Buniakovsky (CSB) inequality:

I
E ≤

(∫

aik

(
{Πp

h
~H − ~H}ik

)2) 1

2

︸ ︷︷ ︸
IE
1

(∫

aik

(
[[Πp

h~q
E ]]ik

)2) 1

2

︸ ︷︷ ︸
IE
2

.We have that:
I
E
1 ≤ 1

2

(∫

aik

(
(Πp

h
~Hi − ~Hi) + (Πp

h
~Hk − ~Hk)

)2) 1

2

≤
√

2

2

(
‖Πp

h
~Hi − ~Hi‖2

0,aik
+ ‖Πp

h
~Hk − ~Hk‖2

0,aik

) 1

2

,and,
I
E
2 ≤

(∫

aik

(
~nik(Π

p
h~q

E)i|aik
+ ~nki(Π

p
h~q

E)k|aik

)2) 1

2

≤
√

2
(
‖(Πp

h~q
E)i‖2

0,aik
+ ‖(Πp

h~q
E)k‖2

0,aik

) 1

2

.Using Lemma 4.4 and Lemma 4.5, yields:142



4.2. Stability and onvergene analysis
I
E ≤ C

((hνi−
1

2

i

p
s− 1

2

i

)2
‖~H‖2

s,τi
+
(hνk−

1

2

k

p
s− 1

2

k

)2
‖~H‖2

s,τk

) 1

2
(
p2

i

hi
‖Πp

h~q
E‖2

0,τi
+
p2

k

hk
‖Πp

h~q
E‖2

0,τk

) 1

2

.Aording to the assumptions of Eq. (4.2), we �nally get:
I
E ≤ K(κ1, κ2)

hν−1
i

p
s− 3

2

i

(
‖~H‖2

s+1,τi
+ ‖~H‖2

s+1,τk

) 1

2
(
‖Πp

h~q
E‖2

0,τi
+ ‖Πp

h~q
E‖2

0,τk

) 1

2 , (4.45)where K > 0 does not depend on hi and pi, but depends on κ1 and κ2, and on the loal materialproperties (¯̄ǫi/k, ¯̄µi/k) assoiated to τi and τk.The term I
H =

∫
aik

{Πp
h
~E− ~E}ik · [[Πp

h~q
H ]]ik is treated in the same way, yielding the result:

I
H ≤ K(κ1, κ2)

hν−1
i

p
s− 3

2

i

(
‖~E‖2

s+1,τi
+ ‖~E‖2

s+1,τk

) 1

2
(
‖Πp

h~q
H‖2

0,τi
+ ‖Πp

h~q
H‖2

0,τk

) 1

2 . (4.46)For boundary interfaes aik ∈ FB
h , we obtain the same upper bounds as Eqs. (4.45) and (4.46) butwithout the norms on τk.Summing up with respet to all τi ∈ Ωh, and using the CSB inequality, yields:

b([Πp
h
~U− ~U](s),Πp

h~q(s)) ≤ K(κ1, κ2)
hν−1

p
s− 3

2

min

‖Πp
h~q(s)‖0,Ω‖(~E(s), ~H(s))‖s,Ω. (4.47)Integrating in t ∈ [0, T ] and ombining this with Lemma 4.6 establishes the result and proves onvergeneon weak assumptions of loal, elementwise smoothness of the solution. 2We have hene established the semi-disrete result that the error annot grow faster than linearly in timeand that we an ontrol the growth rate by adapting the resolution parameters h and p aordingly. Aswe shall verify in Se. 4.3 this linear growth is a sharp result. However, the numerial experiments willalso show that we an expet that the growth rate approahes zero spetrally fast when inreasing theapproximation order p provided that the solution is su�iently smooth.Note that the onvergene result of Theorem 4.1 is di�erent from the one obtained by Fezoui et al[FLLP05℄. The onvergene result in [FLLP05℄ onsiders only the ase of a onforming disontinuousGalerkin formulation where the interpolation degree is onstant. The result presented here remains validon any kind of mesh and disontinuous elements, inluding hp-type or non-onformal re�nement.Now, we give the onsisteny order of the time-disretized problem. The disretized sheme (4.6) an beformally seen as the disretization in time of a system of ODEs (4.20). The estimation of the onsistenyerror omes diretly from Taylor expansions. If (~En+1

h , ~H
n+ 3

2

h ) is omputed from ~En
h = ~Eh(tn) and

~H
n+ 1

2

h = ~Hh(tn+ 1

2 ) by (4.6) where (~Eh(.), ~Hh(.)) denotes the semi-disrete solution of (4.34), thenthere exists a onstant C independent of ∆t and h, but dependent on the order of the leap-frog sheme
N , suh that: 143
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‖~En+1

h − ~En
h‖0,τi

+ ‖~Hn+ 3

2

h − ~H
n+ 1

2

h ‖0,τi
≤

C∆tN+1

( N/2+1∑

m=1 (odd)(‖∂m
t
~Eh‖2

0,τi
)

1

2 +

N/2+1∑

m=1 (odd)(‖∂m
t
~Hh‖2

0,τi
)

1

2

)
.

(4.48)Provided that the exat solution of the Maxwell system (4.27) is regular enough, (∂m
t
~Eh, ∂

m
t
~Hh) are somedisrete approximation of (∂m

t
~E, ∂m

t
~H) whih is also a solution of Maxwell equations and, ‖∂m

t
~Eh‖0,τiand ‖∂m

t
~Hh‖0,τi

an be bounded independently from h, whih proves that the onsisteny error is oforder O(∆tN ).4.2.3 Convergene of the divergene errorIn the absene of soures, it is well known that the eletri and the magneti �elds must remain solenoi-dal1 throughout the omputation. Indeed, taking the divergene of Eqs. (4.27a) and applying Eqs. (4.27)in ombination with Gauss' law for harge onservation immediately on�rms that if the initial onditionssatisfy Eqs. (4.27), and the �elds are evolved aording to Maxwell's equations Eqs. (4.27a), the solutionwill satisfy Eqs. (4.27) at all times. Hene, one an view Eqs. (4.27) as a onsisteny ondition on theinitial onditions and limit the solution to the time-dependent part of Maxwell's equations, Eqs. (4.27a).The sheme in Eqs. (4.6) does not solve Eqs. (4.1), however, but rather an approximation to it. Heneone needs to onsider the question of how well Eqs. (4.6) onserve the divergene.Using the results of Se. 4.2.2 we an state the following result.Theorem 4.2 Assume that a solution ~U = (~E(t), ~H(t)) ∈ Hs(τi)×Hs(τi) with s ≥ 7/2 to Maxwell'sequations in Ωh =
⋃

i τi exists. Then there exist a onstant C dependent on s and the shape regularityof the mesh parameter η, but independent of ~U, h, and p, suh that the divergene of the numerialsolution ~Uh to the semi-disrete approximation (4.34) is bounded as:
(
‖∇ · (~E − ~Eh)‖2

0,Ω + ‖∇ · (~H − ~Hh)‖2
0,Ω

) 1

2 ≤

C
(hν−1

ps−1
min

+ T
hν−2

p
s− 7

2

min

)
max

t∈[0,T ]
‖
(
~E(t), ~H(t)

)
‖s,Ω,

(4.49)where ν = min{s, pmin + 1} and pmin = min{pi, τi ∈ Ωh}, pi ≥ 1.Proof. Consider the loal divergene of ~H on any τi ∈ Ωh we have:
‖∇ · (~H − ~Hh)‖2

0,τi
≤ 2‖∇ · (~H − Πp

h
~H)‖2

0,τi
+ 2‖∇ · (Πp

h
~H − ~Hh)‖2

0,τi
. (4.50)The �rst term an be bounded using Lemma 4.4 as:

‖∇ · (~H − Πp
h
~H)‖0,τi

≤ C
hνi−1

i

ps−1
i

‖~H‖s,τi
, (4.51)1A solenoidal vetor is a vetor �eld v with zero divergene, ∇ · v = 0.144



4.3. Numerial validationwhere νi = min{s, pi + 1} and s ≥ 1.Using the inverse inequality [Sh98℄:
‖∇ · ~uh‖0,τi

≤ C
p2

i

hi
‖~uh‖s,τi

, (4.52)for all ~uh ∈ Ppi
(τi), we an bound the seond term as:

‖∇ · (Πp
h
~H − ~Hh)‖0,τi

≤ C
p2

i

hi
‖Πp

h
~H − ~Hh‖0,τi

≤ CT
p2

i

hi

hν−1
i

p
s− 3

2

i

‖(~E, ~H)‖s,τi

≤ CT
hν−2

i

p
s− 7

2

i

‖(~E, ~H)‖s,τi
,

(4.53)
by ombining (4.44) with (4.47). An equivalent bound an be obtained for the divergene of ~Eh in thease of a soure free medium whih, ombined with the above, yields the result. 2As ould be expeted, the result inherits the temporal linear growth from the onvergene result andon�rms the possibility of reovering spetral onvergene of the divergene under the assumption ofsu�ient smoothness of the solutions. It should be noted that while the result on�rms high-orderauray and onvergene, the estimate for the atual onvergene rate is ertainly suboptimal andleaves room for improvement.4.3 Numerial validationIn the following, we shall disuss the validity of the main theoretial results of the previous setionsthrough the numerial solution of the two-dimensional Maxwell's equations in the TM polarization, i.e. wesolve for (Hx,Hy, Ez).We onsider the propagation of an eigenmode whih is a standing wave of frequeny f = 212 MHz andwavelength λ = 1.4 m in a unitary metalli avity with ǫ = µ = 1 in normalized units. Owing to theexistene of an exat analytial solution, this problem allows us to appreiate the numerial results atany point and time in the avity. Numerial simulations make use of a non-onforming loally re�nedtriangular meshes of the square [0, 1] × [0, 1] as shown on Fig. 4.4. In the sequel, we ompare the LF2and LF4 shemes using the DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf

methods previously studied in Chapters 2 and3. In Tab. 4.2, we summarize the CFL values of the LF2 based DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf
methods.The CFL values of the LF4 shemes are given by CFL(LF4) = 2.847 CFL(LF2). If pc 6= pf , the DGTD-

Ppc:Ppf
method has the same stability limit as the DGTD-Pmin{pc,pf} method, as long as the mesh isatually re�ned.As a �rst veri�ation of the theoretial estimates, we onsider a non-onforming mesh onsists of 782triangles and 442 nodes (36 of them are hanging nodes). All simulations are arried out for t = 150 whihorresponds to 106 periods. We plot on Fig. 4.5 the time evolution of the L2 error of the DGTD-Pp andDGTD-Ppc:Ppf

methods using the LF2 and LF4 shemes. Tab. 4.3 gives the �nal L2 error, the numberof degrees of freedom (# DOF) and the CPU time to reah time t = 150. It an be observed fromFig. 4.5 that the gain in the L2 error is notable when the auray in spae and time are inreased.145
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1Fig. 4.4 � Example of a non-onforming loally re�ned triangular mesh.Moreover, it is lear from (4.17) and Lemma 4.2 that, for a given mesh, eah time step of LF4 shemerequires 2 times more memory than the LF2, but its stability limit is almost 2.85 times less restritive.Then, the LF4 shemes require almost 1.5 times less CPU time and is roughly 15 times more auratethan the LF2 sheme based on the observed L2 errors. Furthermore, for a given auray, the LF4 basedDGTD-Ppc:Ppf
method requires less CPU time than the LF4 based DGTD-Pp method.Tab. 4.2 � The CFL values of the LF2 DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf

methods.
p = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10CFL(LF2) 0.3 0.2 0.1 0.08 0.06 0.045 0.035 0.03 0.025 0.02

pc:pf = 3:2 4:2 4:3 5:3 5:4 6:5 7:6 8:7 9:8 10:9CFL(LF2) 0.2 0.2 0.1 0.1 0.08 0.06 0.045 0.035 0.03 0.025Fig. 4.6 illustrates the numerial h-onvergene of the DGTD-Pp and DGTD-Ppc :Ppf
methods. Corres-ponding asymptoti onvergene orders are summarized in Tab. 4.4. As it ould be expeted from theuse of a N th aurate time integration sheme, the asymptoti onvergene order is bounded by Nindependently of the approximation order p. On Fig. 4.7 we show the numerial p-onvergene of theDGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf

methods for di�erent approximation orders p and di�erent mesh resolu-tions h. Corresponding L2 errors are given in Tab. 4.5 and 4.6. Following the main result, Theorem 4.1,we expet that the error grows at most linearly in time and that the growth rate should vanish spetrallyfor smooth solution. The results on Fig. 4.7 and in Tab. 4.5 and 4.6 not only on�rm the validity of bothstatements but also illustrate that Theorem 4.1 is sharp, i.e. we annot in general guarantee slower thanlinear growth, although we an ontrol the growth rate by the approximation order p.We onlude this experimental study by onsidering the numerial behavior of the divergene error. Forthis purpose, we still onsider the eigenmode problem. The omputational domain is disretized by anon-onforming loally re�ned mesh with 48 triangles (32 of them in the re�ned region) and 37 nodes(16 of them are hanging nodes), whih orresponds to a grid resolution of 5 points per wavelength.146



4.3. Numerial validation
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(right) methods.Tab. 4.3 � # DOF, L2-error and CPU time using the LF2 and LF4 based DGTD methods.DGTD-Pp method LF2 LF4

p # DOF Error CPU (min) Error CPU (min)2 4692 1.8E-03 11 5.5E-04 83 7820 3.1E-04 39 2.4E-05 284 11730 1.9E-04 98 1.5E-05 705 16422 1.5E-04 220 1.3E-05 155DGTD-Ppc:Ppf
method LF2 LF4

pc:pf # DOF Error CPU (min) Error CPU (min)3:2 6668 1.3E-03 17 2.3E-05 124:2 9138 1.3E-03 27 1.5E-05 194:3 10290 3.2E-04 61 1.5E-05 445:4 14694 2.0E-04 134 1.4E-05 95Tab. 4.4 � Asymptoti onvergene orders of the LF2 and LF4 based DGTD methods.DGTD-Pp method, p = 0 1 2 3 4 5 6LF2 sheme 1.06 1.19 2.18 2.37 2.29 2.25 2.26LF4 sheme 1.06 1.14 2.23 3.03 4.30 4.50 4.50DGTD-Ppc:Ppf
method, pc:pf = 1:0 2:1 3:2 4:3 5:4 6:5LF2 sheme 1.30 2.23 2.08 2.27 2.13 2.17LF4 sheme 1.05 2.20 3.01 4.21 4.50 4.48
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L2 error as a funtion of the square root of #DOF.Tab. 4.5 � p-onvergene of the DGTD-Pp method.DGTD-Pp method

h = 1/2 h = 1/3 h = 1/4

p LF2 LF4 LF2 LF4 LF2 LF41 3.0E-01 2.6E-01 1.8E-01 1.7E-01 1.1E-01 9.8E-022 4.9E-02 4.5E-02 1.8E-02 2.2E-02 9.2E-03 9.0E-033 9.1E-03 8.9E-03 2.8E-03 2.4E-03 1.4E-03 8.9E-044 3.2E-02 1.0E-03 1.3E-03 2.0E-04 7.4E-04 6.9E-055 1.6E-02 1.7E-04 7.4E-04 2.2E-05 4.1E-04 5.1E-066 9.3E-04 2.0E-05 4.1E-04 2.1E-06 2.3E-04 7.3E-077 1.7E-04 2.5E-06 4.4E-05 3.3E-07 2.7E-05 1.1E-07
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Fig. 4.7 � p-onvergene of the DGTD-Pp (top) and DGTD-Ppc:Ppf
(bottom) methods.

L2 error as a funtion of the approximation order p.Tab. 4.6 � p-onvergene of the DGTD-Ppc:Ppf
method.DGTD-Pp method

h = 1/2 h = 1/3 h = 1/4

pc:pf LF2 LF4 LF2 LF4 LF2 LF41:0 8.3E-01 8.5E-01 1.3E-01 1.9E-01 7.4E-02 7.6E-022:1 1.9E-01 1.8E-01 3.9E-02 3.9E-02 2.1E-02 1.3E-023:2 1.8E-02 1.8E-02 3.2E-03 2.7E-03 1.4E-03 8.5E-044:3 2.3E-03 2.3E-03 5.6E-04 2.5E-04 2.9E-04 7.6E-055:4 8.2E-04 2.0E-04 3.2E-04 1.7E-05 1.8E-04 4.4E-066:5 4.1E-04 2.3E-05 1.8E-04 1.9E-06 1.0E-04 4.7E-077:6 2.3E-04 3.4E-06 1.0E-04 2.8E-07 5.7E-05 -8:7 1.0E-04 6.1E-07 4.6E-05 - 2.1E-05 -9:8 4.9E-05 - 1.9E-05 - 7.9E-06 - 149



Chapitre 4. High-order time shemesSimulations are arried out for time t = 30 whih orresponds to 20 periods. Fig. 4.8 shows the global
L2 error of the divergene of ~H as a funtion of time and the approximation order p using respetivelythe DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf

methods. One an observe that for p ≤ N + 2, the error vanishesfaster than for p > N + 2, N being the order of the leap-frog (LFN ) sheme.
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(bottom) methods using LF2 (left) and LF4 (right) shemes.On Fig. 4.9 we show the numerial h- and p-onvergene of the divergene of ~H using the LF2 and LF4shemes. Consistent with the theoretial result in Theorem 4.2, the divergene error vanishes spetrally aswe inrease the approximation order p. Corresponding asymptoti onvergene orders of the divergeneof ~H are given in Tab. 4.7. One an observe that the onvergene order is bounded by N +2 ontrary towhat we have observed for the h-onvergene of the DGTD methods whih on�rms that the estimate(4.49) is suboptimal and leaves room for improvement.150



4.3. Numerial validation
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Fig. 4.9 � h- and p-onvergene of the divergene of ~H.DGTD-Pp (top) and DGTD-Ppc:Ppf
(bottom) methods.

Tab. 4.7 � Asymptoti onvergene orders of the divergene of ~H.DGTD-Pp method, p = 1 2 3 4 5 6LF2 sheme 0.89 2.10 2.94 4.07 3.49 3.45LF4 sheme 0.97 2.05 3.00 4.09 4.58 5.66DGTD-Ppc:Ppf
method, pc:pf = 2:1 3:2 4:3 5:4 6:5LF2 sheme 2.33 2.81 3.84 3.24 3.46LF4 sheme 2.26 2.73 3.94 4.40 5.50
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Chapitre 4. High-order time shemes4.4 Conluding remarksThe main purpose of this hapter has been to study both theoretially and numerially an arbitrarilyhigh-order DGTD method for the disretization of the time-domain Maxwell equations on non-onformingsimpliial meshes. The entral element whih distinguishes the urrent work from previous attempts todevelop suh DGTD methods is that a high-order leap-frog time integration sheme is adopted hereinstead of a high-order Runge-Kutta method. We have proved that the resulting DGTD method onservesa disrete equivalent of the eletromagneti energy and is stable under some CFL-type ondition. Also,we have developed a omplete, if not optimal, onvergene theory. We have on�rmed the results of theanalysis thorough numerial experiments using an eigenmode problem in two spae dimensions, illustratingthe �exibility, versatility, and e�ieny of the proposed arbitrarily high-order DGTD method.
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Chapitre5

Numerical experiments in 3D

Sommaire5.1 Cubature formulas on a triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545.1.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1545.1.2 The alulation of the non-onforming interfae matrix . . . . . . . . . . . . 1555.2 Numerial experiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1565.2.1 Propagation of a standing wave in a ubi PEC avity . . . . . . . . . . . . 1585.2.2 Propagation in a heterogeneous human head model . . . . . . . . . . . . . . 163In Chapters 2 and 3, we have studied non-onforming disontinuous Galerkin methods adapted toloally re�ned meshes. These methods ombine a entered approximation for the evaluation of thenumerial �ux with a seond-order leap-frog time sheme. We have shown that the hp-like DGTDmethod an redue signi�atively the CPU time and the required number of degrees of freedom for atarget auray in the ase where an analytial solution is available for the underlying wave propagationproblem. In this hapter, our attention is turned to the validation of the hp-like DGTD-Ppc:Ppf
methodin three spae dimensions, and a preliminary answer is given here on the basis of numerial simulations.For that purpose, we onsider an implementation of the DGTD-Ppc:Ppf

method where the tetrahedralmesh is re�ned in a onforming way (i.e. without hanging nodes) and the non-onformity is attahed tothe interpolation degree p. All the other ingredients of the method are those disussed in Chapters 2 and3, espeially the use of a entered approximation for the omputation of a numerial �ux at the interfaebetween neighboring elements, and of a seond-order leap-frog time integration sheme.This hapter is organized as follows. In Se. 5.1, we study di�erent ubature formulas to evaluate thesurfae matrix (4.7) in the 3D ase and selet one of these possibilities for our implementation of theDGTD-Ppc:Ppf
method. Then, results of numerial experiments are presented and disussed in Se. 5.2for two test problems: a model problem orresponding the propagation of a standing wave within aperfetly onduting avity, and a more hallenging problem involving the propagation in a omplexheterogeneous medium of a wave emitted by a loalized soure.153



Chapitre 5. Numerial experiments in 3D5.1 Cubature formulas on a triangle5.1.1 IntrodutionThe numerial alulation of areas has a history that preedes the history of the in�nitesimal alulusby several millenia. But the disovery of an analytial method in the late eighteenth entury led to aninreasing ativity towards both theoretial and numerial methods for quadrature. The developmentof numerial methods for ubature (multidimensional integration) ame perhaps a entury and a halflater, following losely the development of omputing mahines apable of handling these more intensivenumerial alulations. Not until the early 70s did textbooks begin to address ubature.Undoubtedly, in the early days, ubature was treated as an iterative appliation of one-dimensionalquadrature. But it was quikly realized that it was often more ost-e�etive to treat ubature overstandard regions as a single entity. Two fators inhibiting the development of the theory were the largenumber of standard regions, eah demanding speial attention, and the ost of experimentation.The triangle is simply one of these standard regions; the development of dediated ubature methods isomparatively reent. The earliest referene is to Radon's seven-point rule of polynomial degree [Rad48℄.A version of this rule is appliable to any planar region. The theory of integration over a triangle haslagged behind the theory for the square, but it has reently been spurred by two partiular appliations.One is the appliation to adaptive ubature, where triangles seem to be replaing squares as the basimodule. The other appliation is to �nite element methods. Here integrands with spei�ed singularitiesmay be involved.The entury and a half of development of one-dimensional quadrature has left us with a rih legay interms of variety of methods. We have rules involving derivative values, rules with all sorts of weightingfuntions, equally spaed rules, opy rules, minimum norm rules, equal weight rules, and rules of spei�edtrigonometri degree. There are methods for using the same sets of funtion values to evaluate sets ofintegral transforms. We have tehniques involving subtrating out singularities [Let77℄-[JTYO06℄, andthe method of steepest desent [PS97℄ in the omplex plane. And we have a wealth of expressions forthe disretization error. For an overview of all these, we suggest [DR84℄. Compared with all this, theavailable theory for the triangle is indeed sparse.We are interested in ubature formula of algebrai degree of the form:
Ĩ[f ] =

N∑

l

ω̂lf(x̂l), (5.1)whih serves to approximate the integral:
I[f ] =

∫

τ̂
f(x̂)dx̂, (5.2)where τ̂ = {x̂, ŷ| x̂, ŷ ≥ 0; x̂ + ŷ ≤ 1} is the unit triangle. The real numbers x̂l and ω̂l are respetivelythe nodes and weights of the ubature formula. The integer N is the number of nodes and weightsneessary to obtain an exat integration for all polynomials of total degree at most d, i.e. the ubatureformula (5.1) is said to be exat if:

Ĩ[f ] = I[f ], ∀f ∈ Pd, (5.3)
154



5.1. Cubature formulas on a trianglewhere:
Pd = span{x̂iŷj : 0 ≤ i+ j ≤ d, i, j ∈ N ∪ {0}}. (5.4)The survey of known ubature formulas of the form (5.1) for (5.2) given in [LC94℄ is far from omplete.A survey of all known ubature formulas up to 1971 for standard regions is given in [Str71℄. An update ofthis overview is presented in [CR93℄. The standard triangle is one of the regions treated in these surveys.5.1.2 The alulation of the non-onforming interfae matrixWe are here onerned with the approximation of the interfae matrix (4.7) over a triangle by usinga ubature formula. Let Ω be a bounded polyhedral domain of R

3, and onsider a partition Ωh of Ω intoa set of tetrahedra. Let κ and κ′ be two neighboring tetrahedra of Ωh. We assign to κ and κ′ polynomialdegrees pκ and pκ′ . We denote by Sτ the interfae matrix whose oe�ients are de�ned in the followingway:
(Sτ )ij =

∫

τ
φi(x)ψj(x)dx, ∀i ∈ {1, . . . , nκ}, ∀j ∈ {1, . . . , nκ′}. (5.5)where τ = ∂κ ∩ ∂κ′ refers to a non-onforming fae of Ωh and nκ/κ′ = (pκ/κ′ + 1)(pκ/κ′ + 2)/2 isthe number of degrees of freedom (#DOF) of the element κ/κ′ attahed to the fae τ . The funtions

(φi)
nκ

i=1 ∈ Ppκ and (ψj)
nκ′

j=1 ∈ Ppκ′ are the restrition to the fae τ of basis funtions de�ned respetivelyon the elements κ and κ′ and not identially equal to zero on τ . The matrix Sτ an be evaluated usinga ubature formula in the following form:
Sτ ≃ S̃τ = QκB tQκ′ , (5.6)where the matries Qκ and Qκ′ are respetively of size nκ × N and nκ′ × N , while the matrix B isdiagonal of size N ×N . The integer N is the number of nodes and weights neessary to obtain an exatintegration of polynomials of degree equal to dκκ′ = pκ +pκ′ i.e. Sτ = S̃τ , ∀φiψj ∈ Ppκ ×Ppκ′ = Pdκκ′

.The oe�ients of these matries are de�ned by:




(Qκ)il = φi(xl), 1 ≤ i ≤ nκ, 1 ≤ l ≤ N,

(Qκ′)jl = ψj(xl), 1 ≤ j ≤ nk, 1 ≤ l ≤ N,

(B)ll = ωl and (B)sl = 0, ∀s 6= l, 1 ≤ l ≤ N,where xl and ωl are respetively the nodes and weights of the ubature formula de�ned on τ , andobtained from x̂l and ω̂l by the a�ne mapping (2.2) between τ and τ̂ .Assuming that the matrix Sτ (5.5) is evaluated in a diret way and its approximation S̃τ is evaluatedaording to (5.6), the relative error between Sτ and S̃τ is de�ned as
‖Sτ − S̃τ‖2

‖Sτ‖2
, (5.7)where ‖.‖2 is the 2-norm of a matrix.We have evaluated the interfae matrix (5.5) for 400000 interfaes using several ubature formulas.In Tab. 5.1 we give the following informations: in addition to the total interpolation degree dik andthe orresponding number of points, we give an indiation of the quality of the approximation and the155



Chapitre 5. Numerial experiments in 3Dreferene for the ubature formula (see Annexe A.5). We also give, the relative error (5.7) and the CPUtime. The auray of the ubature does not only depend on the number of points and weights N ,but also on there qualities. In our study, we have adopted the ubature formula of Dunavant [Dun85℄.Fig. 5.1 shows the relative error as a funtion of the square root of the number of faes. The CPU timeof the Dunavant formula inreases very slowly relatively to the number of faes. Note that, in general,the perentage of non-onforming interfaes do not exeed 50% of the global number of interfaes inthe mesh.We brie�y reall below the notion of quality of a ubature formula. The �rst symbol gives informationabout the weights:P: all the weights are positive,E: all the weights are equal (and thus positive),N: some weights are negative.The seond symbol gives information about the loation of the points:I: all points are inside the unit triangle,B: some points lie on the boundary of triangle, the others inside the triangle,O: some points are outside the unit triangle.
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Fig. 5.1 � The alulation of the interfae matrix using the Dunavant formula.CPU time as a funtion of the square root of # faes.5.2 Numerial experimentsIn the following, we denote by Vκ the volume of a tetrahedron κ ∈ Ωh. The DGTD-Ppc :Ppf
methodinvolves high polynomial degrees pc in all tetrahedron κ suh that Vκ ≥ Tol and low polynomial degrees

pf otherwise, where Tol is a given tolerane. The CFL values of the DGTD-Pp method are given inTab. 5.2. The DGTD-Ppc:Ppf
method has the same stability limit as the DGTD-Ppf

method.156



5.2. Numerial experiments
Tab. 5.1 � The evaluation of the interfae matrix using several ubature formulas.CPU time (seonds) and relative error for 400000 interfaes.

Ppκ
-Pp

κ′
dik N Referene Quality CPU(s) Relative error

P1-P0 1 1 [Str71℄ PI 0.19 4.21E-083 [Str71℄ PB 0.32 2.00E-15
P1-P1 2 3 [Str71℄-[Dun85℄ EI 0.45 2.66E-153 [Str71℄-[SF73℄ EB 0.45 2.00E-154 [GM78℄ NI 0.70 7.39E-17
P2-P1 3 4 [Str71℄-[GM78℄-[Dun85℄ NI 0.77 4.56E-156 [Str71℄-[SF73℄ EI 0.96 7.81E-166 [Str71℄ PB 0.96 2.46E-166 [Str71℄ NB 0.96 9.67E-1710 [TWV00℄ PB 1.47 5.13E-10
P2-P2 4 6 [Dun85℄ PI 1.66 2.59E-156 [Sh83℄-[TWB07℄ PI 1.66 8.81E-087 [SF73℄ PI 1.88 2.39E-119 [LJ75℄ PB 2.23 2.02E-16
P3-P2 5 7 [Str71℄-[Dun85℄-[WX03℄ PI 3.1 3.88E-159 [SF73℄ PI 3.7 2.27E-1610 [GM78℄ NI 4.3 3.19E-1610 [LJ75℄ PB 4.3 1.18E-16
P3-P3 6 10 [Ras83℄ PO 6.92 7.58E-0810 [GS99℄ PO 6.92 6.94E-0812 [Dun85℄ PI 7.70 1.75E-1512 [Be87℄ PI 7.70 2.30E-1613 [LJ75℄ PB 8.05 2.35E-1628 [TWV00℄ PB 17.1 2.58E-08
P4-P3 7 12 [Gat88℄ PI 12.7 1.18E-0713 [Dun85℄ NI 13.2 1.13E-0815 [LG78℄ PI 14.5 9.16E-0816 [LJ75℄ PB 15.1 1.13E-0820 [GM78℄ NI 20.5 1.13E-08
P4-P4 8 15 [CH87℄ PO 23.3 1.17E-0716 [Dun85℄ PI 24.5 2.22E-0819 [Lau82℄ PI 28.1 2.22E-0821 [LJ75℄ NI 33.9 2.22E-08
P5-P4 9 19 [Dun85℄ PI 55.3 1.46E-0721 [LG78℄ PB 66.6 2.76E-0722 [LJ75℄ PB 69.7 1.46E-0735 [GM78℄ NI 102 1.46E-07
P5-P5 10 22 [CH87℄ PO 115 2.42E-0725 [Dun85℄ PI 129 1.56E-0725 [WX03℄ PI 129 1.56E-07
P6-P5 11 27 [Dun85℄ PO 211 1.35E-0828 [DR84℄ PB 220 2.67E-0849 [Str71℄ PI 349 1.35E-08
P6-P6 12 33 [Dun85℄ PI 372 3.79E-0836 [BE90℄ NO 399 2.72E-0737 [BE92℄ PI 418 1.33E-0749 [Str71℄ PI 520 3.79E-0854 [WX03℄ PI 566 3.79E-0891 [TWV00℄ PB 880 4.56E-08
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Chapitre 5. Numerial experiments in 3D
Tab. 5.2 � CFL values of the DGTD-Pp method.method DGTD-P0 DGTD-P1 DGTD-P2 DGTD-P3 DGTD-P4CFL 1.0 0.33 0.167 0.1 0.085.2.1 Propagation of a standing wave in a ubi PEC avityWe ompute the (1, 1, 1) mode whih is a standing wave of frequeny f = 256 MHz and wavelength

λ = 1.15 m in a unitary PEC ubi avity with ǫ = µ = 1 in normalized units. The exat time-domainsolution is:




Hx = −π
ω

sin(πx) cos(πy) cos(πz) sin(ωt),

Hy =
2π

ω
cos(πx) sin(πy) cos(πz) sin(ωt),

Hz = −π
ω

cos(πx) cos(πy) sin(πz) sin(ωt),

Ex = − cos(πx) sin(πy) sin(πz) cos(ωt),

Ey = 0,

Ez = sin(πx) sin(πy) cos(πz) cos(ωt),

(5.8)
where ω = 2πf is the angular frequeny. We initialize the eletromagneti �eld by the analytial solutionat t = 0:Hx = Hy = Hz = Ey = 0,Ex = − cos(πx) sin(πy) sin(πz) and Ez = sin(πx) sin(πy) cos(πz).Numerial simulations make use of a non-uniform tetrahedral mesh whih onsists of 962 verties, 4406tetrahedra and 9235 faes (internal and boundary). The ratio between the maximal and the minimalvolumes of the tetrahedra is ≃ 105. For Tol= 0.00018, the mesh ontains 1905 non-onforming inter-faes and pf is used in 1434 tetrahedra. We plot on Fig. 5.2 the time evolution of Ez at a given pointof the domain (the last 3 periods of 30 are shown). The numerial solutions produed by the DGTD-
P2:Ppf

, (pf = 0, 1) and DGTD-P2 shemes ompare very well with the exat one, while the DGTD-P1sheme exhibit a dispersion error. Contours lines of Ez in the plane y = 0.5 for ertain DGTD-Pp andDGTD-Ppc:Ppf
methods are shown on Fig. 5.4. Fig. 5.3 shows the time evolution of the L2 error ofthe DGTD-Pp and DGTD-Ppc :Ppf

methods, while Tab. 5.3 summarizes the values of the �nal L2 error,# DOF and CPU time to reah time t = 35. For a given target auray, the DGTD-Ppc:Ppf
me-thod requires less CPU time and #DOF than the DGTD-Pp method. Fig. 5.5 illustrates the numerialonvergene and CPU time as a funtion of the L2 error of the DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf

methods.Corresponding asymptoti onvergene orders are summarized in Tab. 5.4. The onvergene order isbounded by 2. It is lear from Fig. 5.5 that the gains in CPU time and #DOF inrease with the aurayin spae.
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Fig. 5.2 � Propagation of a standing wave in a ubi PEC avity.Time evolution of Ez at point (0, 3, 0.3, 0.3): zoom on the last 3 periods.Tab. 5.3 � Propagation of a standing wave in a ubi PEC avity.# DOF, L2 error and CPU time in minutes to reah time t = 35.DGTD-Pp DGTD-P0 DGTD-P1 DGTD-P2 DGTD-P3

L2 error 7.2E-01 2.0E-01 1.4E-02 8.0E-04CPU 4 40 213 859# DOF 4406 17624 44060 88120DGTD-Ppc:Ppf
DGTD-P2:P0 DGTD-P2:P1 DGTD-P3:P1 DGTD-P3:P2

L2 error 3.6E-02 1.3E-02 1.0E-03 8.8E-04CPU 35 106 260 499# DOF 31154 35456 65176 73780
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Chapitre 5. Numerial experiments in 3D
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Fig. 5.3 � Propagation of a standing wave in a ubi PEC avity.Time evolution of the L2 error.

Tab. 5.4 � Propagation of a standing wave in a ubi PEC avity.Asymptoti onvergene orders of the DGTD-Pp and DGTD-Ppc:Ppf
methods.DGTD-Pp DGTD-P0 DGTD-P1 DGTD-P2 DGTD-P3 DGTD-P4Conv. order 1.16 1.25 2.20 2.07 2.06DGTD-Ppc :Ppf

DGTD-P1:P0 DGTD-P2:P0 DGTD-P2:P1 DGTD-P3:P2 DGTD-P4:P3Conv. order 1.37 2.01 2.01 1.99 1.99
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5.2. Numerial experiments
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10
1

10
2

10
3

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

(DOF)1/2

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P0
DGTD−P1
DGTD−P2
DGTD−P3
DGTD−P4

10
1

10
2

10
3

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

(DOF)1/2

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P1:P0
DGTD−P2:P0
DGTD−P2:P1
DGTD−P3:P2
DGTD−P4:P3

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

CPU time

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P0
DGTD−P1
DGTD−P2
DGTD−P3
DGTD−P4

10
0

10
1

10
2

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

CPU time

L
2
 e

rr
o

r

 

 
DGTD−P1:P0
DGTD−P2:P0
DGTD−P2:P1
DGTD−P3:P2
DGTD−P4:P3

Fig. 5.5 � Propagation of a standing wave in a ubi PEC avity.Numerial onvergene and CPU time in funtion of the L2 error.DGTD-Pp (left) and DGTD-Ppc:Ppf
methods (right).

162



5.2. Numerial experiments5.2.2 Propagation in a heterogeneous human head modelWe onsider now the appliation of the proposed numerial methodology to the simulation of a morehallenging problem involving an irregularly shaped and heterogeneous medium. The problem underonsideration is onerned with the propagation of a wave emitted by a loalized soure, in a realistigeometrial model of head tissues. It is a �rst step towards the development of a omputational frameworkfor the numerial dosimetry of eletromagneti �elds radiated by mobile phones. Starting from medialimages of the Visible Human 2.0 projet [RHGJ03℄, head tissues are segmented and the interfaes ofa seleted number of tissues (namely, the skin, the skull and the brain) are triangulated. Di�erentstrategies an be used in order to obtain a smooth and aurate segmentation of head tissues andinterfae triangulations as well. A �rst strategy onsists in using a marhing ube algorithm [LC87℄ whihleads to huge triangulations of interfaes between segmented subdomains. These triangulations an thenbe regularized, re�ned and deimated in order to obtain reasonable surfae meshes, for example using theYAMS [Fre03℄ re-meshing tool. Another strategy onsists in using a variant of Chew's algorithm [Che93℄,based on Delaunay triangulation restrited to the interfae, whih allows to ontrol the size and aspetratio of interfaial triangles [BO05℄. An example of suh a triangulated surfae for the skin is shownon Fig. 5.6. Then, these triangulated surfaes together with a triangulation of the arti�ial boundary(absorbing boundary) of the overall omputational domain, whih is taken here to be a sphere, are usedas inputs for the generation of volume meshes between the surfaes, using a tetrahedral mesh generator[GHS91℄. Finally, the omputational domain is arti�ially bounded by a sphere where a Silver-Müller isapplied, and the volume between the skin and the sphere is also meshed. Overall, the tetrahedral meshused in the simulations onsists of 60590 verties, 361848 tetrahedra and 728016 faes (internal andboundary).
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Fig. 5.6 � Propagation in a heterogeneous human head model.Surfae mesh of the skin.The simulation that we onsider here involves the propagation of a wave emitted by a dipole type soure.This soure is loalized near the right ear of the head. From the point of view of numerial modeling, aurrent soure term is imposed to the equation for the Ez omponent: 163



Chapitre 5. Numerial experiments in 3D
Jz(x, t) = z0δ(x − xd)f(t),where xd is the position of the soure. The tetrahedron whose enter of gravity is the nearest to xd isseleted and the equations for the assoiated degrees of freedom are modi�ed to take into aount thedisretization of Jz(x, t). In the present ase, the temporal soure f(t) is a sinusoidal funtion and thefrequeny is set to f = 1800 MHz. The simulation is arried out for 5 periods of the soure signal anda disrete Fourier transform (DFT) of the eletromagneti �eld is performed during the last period. Theeletromagneti harateristis of the tissues are listed in Tab. 5.5. The simulations results are visualizedon Fig. 5.7 in terms of the DFT of Ez on the skin and in a seleted plane. Finally, CPU times for thesimulations based on the DGTD-Pp and DGTD-Ppc :Ppf

methods are summarized in Tab. 5.6.Tab. 5.5 � Propagation in a heterogeneous human head model.Eletromagneti harateristis of the seleted head tissues.Tissue ǫr σ ρBrain 43.55 1.15 1050.0CSF 67.20 2.92 1000.0Skull 15.56 0.43 1200.0Skin (wet) 43.85 1.23 1100.0Tab. 5.6 � Propagation in a heterogeneous human head model.CPU time in hours.Method DGTD-P1 DGTD-P2 DGTD-P3 DGTD-P2:P1CPU time 6 h 30 h 87 h 12 h
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Conclusion et perspectives

Rappelons que l'objetif prinipal de ette thèse était de proposer une méthode Galerkin disonti-nue (GD) d'ordre élevé pour la résolution numérique des équations de Maxwell instationnaires sur desmaillages simplexes loalements ra�nés non-onformes. Le point de départ de ette étude onsistait enune méthode GDDT-Pp arbitrairement d'ordre élevé en espae et du seond ordre en temps, mais quin'avait été jusqu'ii étudiée et validée que pour des aluls en maillages simplexes onformes et pour deson�gurations de alul où le degré d'interpolation p ≤ 1 est uniforme en espae.Dans un premier temps, nous avons étudié une méthode GDDT-Ppi
reposant sur une approximationentrée pour évaluer les �ux numériques aux interfaes entre ellules (triangles en 2D et tétraèdres en3D) voisines et un shéma saute-mouton du seond ordre pour l'intégration temporelle, et autorisantl'utilisation de maillages non-onformes (don, présentant des n÷uds �ottants). Une étude analytiquepar une approhe énergétique nous a permis de démontrer la stabilité de ette méthode sous une onditionde type CFL. En partiulier, nous avons analysé en détail le lien entre la stabilité et la non-onformitégéométrique. Une première mise en ÷uvre de la méthode a alors été réalisée en adoptant un traitementsimpli�é pour le alul des intégrales de surfae dans le as d'un maillage non-onforme et d'un degréd'interpolation uniforme en espae. Les résultats numériques ont montré que ette simpli�ation peutonduire à une méthode numérique très dispersive. Pour remédier à e problème, nous avons étudié deuxapprohes alternatives pour le alul des intégrales de surfae assoiées aux interfaes non-onformes:une approhe par projetion et une approhe par quadrature. Nous avons démontré que l'approhe parquadrature de type Gauss-Legendre est la moins oûteuse en termes d'opérations arithmétiques. Uneseonde implémentation a été réalisée en utilisant l'approhe par quadrature et qui autorise l'utilisationde maillages non-onformes ave un nombre arbitraire de n÷uds �ottants. Dans e as, de très bonrésultats sont obtenus pour des simulations numériques en temps long et ave un taux de ra�nementélevé. Nous avons aussi montré en nous basant sur des expérienes numériques que l'utilisation demaillages non-onformes généraux n'in�ue pas sur la qualité de la solution.Bien que la méthode GDDT-Ppi

soit apable de traiter des maillages non-onformes ave un taux dera�nement élevé en assurant la stabilité, l'erreur de dispersion des shémas GDDT-P0 et GDDT-P1reste trop importante dans es situations. A�n de diminuer ette erreur de dispersion ave un suroûtraisonnable, nous avons proposé une méthode de type hp nommée GDDT-Ppc:Ppf
, qui ombine h-ra�nement et p-enrihissement loaux tout en préservant la stabilité. Cette méthode utilise un ordred'interpolation élevé pc dans la partie du maillage non-ra�née et un ordre d'interpolation pf < pc dans lazone ra�née. Des expérienes numériques ont montré que ette méthode permet de réduire notablementl'erreur de dispersion numérique exhibée par la méthode GDDT-Ppi

pour pi = 0, 1 uniforme en espae.167



Conlusion et perspetivesNous avons ensuite réalisé une étude numérique détaillée des méthodes GDDT-Ppi
(ave pi uniforme enespae) et GDDT-Ppc:Ppf

, sur la base d'une série de problèmes de propagation d'ondes bidimensionnels enmilieux homogène et hétérogène. L'existene de solutions analytiques pour haun de es problèmes nousa permis de onduire une étude de onvergene numérique rigoureuse des méthodes Galerkin disontinuesen question. L'ordre de onvergene est borné par 2 dans le as de milieux homogènes et par 1 dans leas de milieux hétérogènes. De plus, l'ordre de onvergene des méthodes proposées est indépendant dusaut du paramètre ǫ sur une interfae diéletrique, il dépend seulement de la régularité de la solution.Une omparaison des méthodes Galerkin disontinues onformes et non-onformes a montré que pourune préision donnée, la méthode GDDT-Ppc:Ppf
permet de réduire onsidérablement les oûts en tempsde alul et onsommation mémoire.A�n d'améliorer la préision et la vitesse de onvergene des méthodes GDDT préédentes, nous noussommes alors attahés à augmenter l'ordre de l'intégration temporelle par la prise en ompte d'unefamille de shémas saute-mouton d'ordre arbitrairement élevé. Ces shémas temporels nous assurentsur tout maillage la onservation d'un équivalent disret de l'énergie életromagnétique ainsi que lastabilité des méthodes GDDT résultantes sous une ondition de type CFL. On a notamment observé quele shéma saute-mouton du quatrième ordre o�re le meilleur ompromis entre domaine de stabilité etoût de alul parmi tous les shémas de la famille onsidérée. Nous avons aussi réalisé une étude deonvergene hp a priori ainsi qu'une étude de onvergene de l'erreur sur la divergene. Des expérienesnumériques ont montré que pour un maillage donné, le shéma saute-mouton du quatrième ordre estmoins oûteux en temps de alul et plus préis que le shéma saute-mouton du seond ordre, en dépitd'une omplexité arithmétique arue. Une onvergene exponentielle est obtenue ave le shéma saute-mouton du quatrième ordre.En�n, nous avons réalisé une implémentation préliminaire d'une méthode GDDT non-onforme enmaillages tétraédriques pour la résolution numérique des équations de Maxwell instationnaires tridi-mensionnelles. Dans e as, le maillage reste onforme et la non-onformité de la méthode GDDT vientde la dé�nition loale du degré d'interpolation. Outre la réalisation d'expérienes numériques portant surun as test modèle et visant à valider la méthode GDDT-Ppi

développée, nous avons aussi appliqué ettedernière à un problème de propagation non trivial, en milieu hétérogène.Ce travail onstitue une première étape vers le développement d'une méthode Galerkin disontinue hp-adaptative en maillages simplexes pour la résolution numérique des équations de Maxwell en domainetemporel. Dans e ontexte, les perspetives de e travail sont nombreuses:� l'introdution d'un estimateur d'erreur a posteriori permettrait de déteter les ellules à adapter auniveau h et/ou au niveau p. La h-adaptation onsiste à ra�ner ou déra�ner loalement le maillagetandis que la p-adaptation onsiste à enrihir ou réduire loalement le degré d'interpolation. La
hp-adaptation est une ombinaison de es deux méanismes. Le développement d'un estimateurrobuste (en termes de préision et de oût de alul) et optimal (selon un ritère qui assure le bonomportement de l'estimateur) est une étape ruiale et di�ile pour les raisons suivantes:
✗ Très peu de travaux ont été menés jusqu'ii sur la onstrution d'un estimateur a posteriori pourla résolution numérique des équations de Maxwell en domaine temporel.
✗ L'appliation de la h-adaptation à haque itération en temps risque fort d'être une opérationomplexe à mettre ÷uvre et oûteuse en temps de alul. Il est don ruial de disposer d'unestimateur d'erreur a posteriori �able (i.e. optimal) qui permette de juger au mieux de l'instantet de la fréquene d'appliation de la h-adaptation.168



Conlusion et perspetives
✗ Similairement, la mise en ÷uvre de l'estimateur d'erreur peut onduire à une proédure oû-teuse en temps de alul. Un bon ompromis doit être trouvé entre robustesse et optimalité del'estimateur d'erreur en question.
✗ Sur le plan de la programmation, la hp-adaptation exige une gestion e�ae et dynamique dela mémoire pour traiter de la variation du nombre de degrés de liberté. De plus, la omplexitéglobale d'une telle méthodologie numérique ne permet pas d'envisager une mise en ÷uvre pardes tehniques de programmation lassiques (i.e. proédurales).En résumé, le développement et l'implémentation d'un tel estimateur est un travail à long terme quinéessite d'aborder di�érentes problématiques depuis l'analyse numérique des méthodes jusqu'à laprogrammation sur alulateurs haute performane par des tehniques modernes (programmationorientée objets).� Le ra�nement du maillage et l'augmentation du degré d'interpolation peut réduire prohibitivementle pas de temps. Dans e as, l'introdution d'un pas de temps loal permettrait de minimiser lenombre d'itérations temporelles dans les élements non-ra�nés (voir [Pip06℄ pour un travail réentsur e sujet).� Pour une méthode p-adaptative, il semble préférable d'utiliser des fontions de base hiérarhiquesorthogonales [AdF26℄-[Dub91℄-[FGS03℄-[Koo75℄-[Owe98℄-[Pro57℄-[Xu01℄. De telles fontions debase exigent en général moins de degrés de liberté que les fontions de base de Lagrange etpeuvent augmenter la préision de la méthode numérique. Il est aussi important de savoir om-ment hoisir des fontions de base dont les zéros peuvent servir à mettre au point des formulesde quadrature adaptatives. Ces formules de quadrature sont essentielles dans le ontexte d'uneméthode de disrétisation hp-adaptative.Conernant les persepetives à ourt terme, les points suivants méritent d'être étudiés:� pour améliorer l'ordre de onvergene dans le as de milieux hétérogènes, on pourrait herher àexploiter des tehniques de régularisation [TE03℄. Ces tehniques ont été utilisées pour les méthodesDFDT [And01℄-[Kas04℄ et on peut s'attendre à atteindre l'ordre deux pour les méthodes GDDTproposées dans ette étude.� Toujours pour les aluls en milieux hétérogènes, on pourrait essayer de onstruire un shémaentré dans les ellules loin d'une interfae diélétrique et un shéma déentré au voisinage deette interfae.� L'introdution des onditions absorbantes d'ordre deux ou plus permettrait d'améliorer la préisionet l'ordre de onvergene de la méthode GDDT-Ppi

.� En�n, il serait intéressant de ombiner la méthode GDDT-Ppc:Ppf
proposée ii au shéma d'intégra-tion en temps hybride expliite/impliite initialement proposé dans [Pip06℄. On pourrait notammentadopter un shéma d'intégration en temps impliite aux éléments de la zone ra�née du maillageoù est appliquée le degré d'interpolation pf .
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173A.4 Etude de quelques exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174A.5 Référenes pour les formules de ubatures . . . . . . . . . . . . . . . . . 175A.1 Inégalité généralisée[1℄. On dit qu'un ensemble C est un �ne, si pour tout x ∈ C et θ ≥ 0 on a θx ∈ C.[2℄. Un ensemble C est un �ne onvexe si 'est un �ne et s'il est onvexe, i.e. ∀ x1, x2 ∈ C et

θ1, θ2 ≥ 0, on a θ1x1 + θ2x2 ∈ C.[3℄. Un �ne K ⊆ R
n est appelé un �ne propre s'il satisfait les onditions suivantes:

• K est onvexe,
• K est fermé,
• K est solide, i.e. l'intérieur de K est non vide,
• K est pointu, i.e. x ∈ K, −x ∈ K ⇒ x = 0.Un �ne propre K peut être utilisé pour dé�nir une inégalité généralisée, laquelle est une relation d'ordrepartielle de R

n qui possède plusieurs propriétés de la relation d'ordre dé�nie dans R. On assoie au �nepropre K la relation d'ordre partielle dé�nie par:
x �K y ⇐⇒ y − x ∈ K. (A.1)On dé�nit également la relation d'ordre partielle strite par:

x ≺K y ⇐⇒ y − x ∈ intK (i.e. l'intérieur de K). (A.2)Dans la suite, on note par �K et ≺K les inégalités généralisées respetivement non strite et strite,assoiées au �ne K. Si K = R+, alors les relations d'ordre partiel �K et ≺ sont respetivementéquivalentes aux relations d'ordre usuel ≤ et < dé�nies sur R. On note par:171
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• Sn l'ensemble des matries arrées symétriques d'ordre n:

Sn = {X ∈ R
n×n | X = tX},

• Sn
+ l'ensemble des matries arrées symétriques positives d'ordre n:

Sn
+ = {X ∈ Sn | X � 0},

• Sn
++ l'ensemble des matries arrées symétriques dé�nies positives d'ordre n:

Sn
++ = {X ∈ Sn | X ≻ 0}.Les deux propriétés suivantes sont immédiates (voir [BV04℄-[Nem05℄):

• Sn
+ est �ne propre de Sn,

• Sn
+ =

⋂

z 6=0

{X ∈ Sn | tzXz ≥ 0}.La première propriété signi�e que l'on peut assoier à Sn
+ une inégalité généralisée � ou ≺, i.e. uneinégalité entre deux matries dans Sn. Don, d'après Eq. (A.1) on a, X �Sn

+
Y ⇐⇒ Y −X est positive,et en utilisant Eq. (A.2), on a X ≺Sn

+
Y ⇐⇒ Y −X est dé�nie positive. La deuxième propriété signi�eque X �Sn

+
Y ⇐⇒ ∀z, zTXz ≤ zTY z. Pour simpli�er l'ériture, on élimine l'indie de �Sn

+
et ≺Sn

+
.Pour des matries symétriques on utilise simplement X � Y ou X ≺ Y , étant entendu que l'inégalitégénéralisée est assoiée au �ne propre Sn

+.Un ritère pour omparer deux matries est alors le suivant: soient X et Y deux matries symétriquesd'ordre n ave Y dé�nie positive. On note par P la matrie telle que P = Y −1/2XY −1/2. On onsidèrele problème d'optimisation suivant: trouver une onstante δ ∈ R
+ telle que X � δY .Ce problème admet une solution optimale δopt qui est le rayon spetral de la matrie P .A.2 Problème d'optimisationDans la suite, on utilise les mêmes notations que elles de la Se. 2.1.2 du Chapitre 2. On onsidèrele problème suivant: existe-t-il deux onstantes δ1 et δ2 qui véri�ent,

∀X ∈ Vet{ϕij , 1 ≤ j ≤ di}, ‖∂X
∂x

‖2
τi
≤ δ1‖X‖2

τi
et ‖X‖2

sik
≤ δ2‖X‖2

τi
. (A.3)La réponse est positive pour tout hoix de fontions de base ϕij .Preuve. Le problème, Eq. (A.3), est équivalent au problème d'optimisation suivant: trouver deuxonstantes positives δ1 et δ2 telles que,

A1 � δ1B et A2 � δ2B, (A.4)où les matries A1,A2 sont symétriques et B est symétrique dé�nie positive. Ces matries sont dé�niespar:
(A1)jj′ =

∫

τi

∂ϕij

∂x

∂ϕij′

∂x
, (A2)jj′ =

∫

sik

ϕijϕij′ et (B)jj′ =

∫

τi

ϕijϕij′ . (A.5)172



AnnexesD'après le ritère de la setion préédente, le problème dé�nie dans Eq. (A.4) admet une solution optimale
(δ1; δ2) qui est aussi une solution du problème (A.3). δ1 et δ2 sont les rayons spetraux des matries
B−1/2A1B

−1/2 et B−1/2A2B
−1/2 respetivement.On peut véri�er aussi que les valeurs des onstantes δ1 et δ2 augmentent ave la taille (di) des matries

A1,A2 et B.A.3 Formulation du shéma GDDT-PpiOn préise dans ette setion l'ériture du shéma GDDT-Ppi
étudié dans la Se. 2.1. Pour simpli�er,on détaille seulement la formulation de la première équation du système (2.1). On multiplie la premièreéquation de (2.1) par la fontion de base loale ϕij , puis on intègre sur haque triangle τi:

µ
∂Hz

∂t
+
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= 0

⇒
∫

τi

µ
∂Hz

∂t
ϕij +

∫

τi

∂Ey

∂x
ϕij −

∫

τi

∂Ex

∂y
ϕij = 0.Après intégration par parties, on obtient:

µi

∫

τi

∂Hz

∂t
ϕij −

∫

τi

Ey
∂ϕij

∂x
+

∫

τi

Ex
∂ϕij

∂y
+

∫

∂τi

Eyϕij ñikx −
∫

∂τi

Exϕij ñiky = 0.Utilisons les équations (2.5) et (2.6) pour en déduire:
µi

di∑

l=1

(∫

τi

ϕijϕil

)∂Hzil

∂t
−

di∑

l=1

(∫

τi

∂ϕij

∂x
ϕil

)
Eyil +

di∑

l=1

(∫

τi

∂ϕij

∂y
ϕil

)
Exil

+
∑

k∈Vi

∫

sik

(Eyi + Eyk

2

)
ϕij ñikx −

∑

k∈Vi

∫

sik

(Exi + Exk

2

)
ϕij ñiky = 0.Une intégration par parties onduit à:

µi

di∑

l=1

(∫

τi

ϕijϕil

)∂Hzil

∂t
− 1

2

di∑

l=1

(∫

τi

(
∂ϕij

∂x
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂x
)
)
Eyil

+
1

2

di∑

l=1

(∫

τi

(
∂ϕij

∂y
ϕil − ϕij

∂ϕil

∂y
)
)
Exil

+
1

2

∑

k∈Vi

[
di∑

l=1

( ∫

sik

ϕijϕklñikx

)
Eykl −

di∑

l=1

( ∫

sik

ϕijϕklñiky

)
Exkl

]
= 0, 173



Annexesqui donne:
µiMi

∂Hzi

∂t
− K

x
i Eyi + K

y
i Exi +

∑

k∈Vi

(Fxik − Fyik) = 0.Les matries Mi, K
x
i et K

y
i sont dé�nies par (2.11) et les veteurs Fxik et Fyik sont dé�nies par (2.13).A.4 Etude de quelques exemplesExemple 1: le but de et exemple est d'élairir les deux premiers points de la Remarque 2.4. Onutilise les mêmes notations que elles du Lemme 2.2. On onsidère un triangle τi dé�ni par les sommets

s1(2, 3), s2(3, 3) et s3(3, 1). Les fontions de base P1 de τi sont:




ϕi1 = 3 − x
ϕi2 = (2x+ y − 7)/2
ϕi3 = (3 − y)/2Les faes de τi et de son voisin τk sont dé�nies respetivement par ai = [s2, s3] et ak = [(3, 1.5), (3, 2.5)].L'interfae entre τi et τk est telle que sik = ai ∩ ak, par suite ℓ1 = 2 et ℓ2 = 1. On trouve alors que

βik = βki = 3 e qui justi�e le premier point de la Remarque 2.4.On onsidère maintenant un ra�nement de taux 8 de la fae ai. Les faes ak pour k ∈ Vi sont dé�niesdans la Tab. A.1, on a ∀i,∀k ∈ Vi, ℓ1 = 8 et ℓ2 = 1. On reense dans la Tab. A.1 les valeurs de βik et
βki. Bien que toutes les interfaes sik soient égales, on remarque que les valeurs de βik sont déterminéespar la position du voisin τk de τi. Don le deuxième point de la Remarque 2.4 est justi�é.Tab. A.1 � Valeurs de βik et βki suivant la fae ak de τk.Ra�nement de taux 8.

ak βik βki[(3,1.0), (3,1.25)℄ 7.613 3.0[(3,1.25), (3,1.5)℄ 5.357 3.0[(3,1.5), (3,1.75)℄ 3.851 3.0[(3,1.75), (3,2.0)℄ 3.095 3.0[(3,2.0), (3,2.25)℄ 3.095 3.0[(3,2.25), (3,2.5)℄ 3.851 3.0[(3,2.5), (3,2.75)℄ 5.357 3.0[(3,2.75), (3,3.0)℄ 7.613 3.0Exemple 2: on préise dans et exemple le alul de la valeur maximale des onstantes βik et βkidans le as d'un maillage non-onforme. Supposons que nous sommes dans la situation de la Fig. A.1. Lesvoisins du triangle τi1 sont τk1 et τk2. Le voisin des triangles τi2, τi3 et τi4 est τk3. On note les interfaesnon-onformes par a1 = τi1 ∩ τk1, a2 = τi1 ∩ τk2, a3 = τi2 ∩ τk3, a4 = τi3 ∩ τk3 et a5 = τi4 ∩ τk3. Ondonne dans la Tab. A.2 les valeurs de ℓ1 et ℓ2 pour toutes les interfaes non-onformes. Les maxima detous les ℓ1 et ℓ2 sont ℓmax
1 = 2.7 et ℓmax

2 = 4.0 qui orrespondent respetivement aux interfaes a1 et
a3. On a Lmax = max(ℓmax

1 , ℓmax
2 ) = ℓmax

2 . Appliquons le Lemme 2.2: on alule seulement la valeur de
βki qui orrespond à l'interfae a3 qui est le maximum de toutes les valeurs de βik et βki.174
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a a a a a4 5321

k1

k2

i1 i2 i3 i4

k3

τ
τ

τ

τ τ τ τFig. A.1 � Exemple d'un maillage non-onforme.Tab. A.2 � Valeurs de ℓ1 et ℓ2 pour toutes les interfaes.interfae ℓ1 ℓ2

a1 2.7 1.0
a2 1.6 1.0
a3 1.0 4.0
a4 1.0 2.4
a5 1.0 3.0A.5 Référenes pour les formules de ubatures[BE90℄ J. Berntsen and T.O. Espelid, Degree 13 symmetri quadrature rules for the triangle, Reportsin Informatis 44, Dept. of Informatis, University of Bergen, 1990.[BE92℄ J. Berntsen and T.O. Espelid, Algorithm 706, DCUTRI: an algorithm for adaptive ubatureover a olletion of triangle, ACM Transations on Mathematial Software 18 (1992), no. 3, 329�342.[Be87℄ T. Beker, Konstruktion von interpolatorishen kubaturformeln mit anwendungen in der �nit-element-methode, Ph.D. thesis, Tehnishe Hohshule Darmstadt, 1987.[CH87℄ R. Cools and A. Haegemans, Constrution of minimal ubature formulae for the square andthe triangle using invariant theory, TW 96, Dept. of Computer Siene, K.U. Leuven, 1987.[DR84℄ E. De Donker and I. Robinson, Algorithm 612, TRIEX: integration over a triangle usingnonlinear extrapolation, ACM Transations on Mathematial Software 10 (1984), no. 1, 17�22.[Gat88℄ K. Gatermann, The onstrution of symmetri ubature formulas for the square and thetriangle, Computing 40 (1988), 229�240.[GM78℄ A. Grundmann and M. Moeller, Invariant integration formulas for the N-simplex by ombina-torial method, SIAM J. Numer. Anal. 15 (1978), no. 2, 282�290.[GS99℄ B. Griener and H.J. Shmid, An interative tool to visualize ommon zeros of twodimensionalpolynomials, J. Comput. Appl. Math. 112 (1999), 83�94.[Lau82℄ D. Laurie, Algorithm 584, CUBTRI: automati ubature over a triangle, ACM Transationson Mathematial Software 8 (1982), no. 2, 210�218.[LG78℄ M.E. Laursen and M. Gellert, Some riteria for numerially integrated matries and quadratureformulas for triangles, Int. J. Numer. Methods Engrg. 12 (1978), 67�76. 175



Annexes[LJ75℄ J. Lyness and D. Jespersen, Moderate degree symmetri quadrature rules for the triangle, J.Inst. Math. Appl. 15 (1975), no. 1, 19�32.[Ras83℄ G.G. Rasputin, Constrution of ubature formulas ontaining prespei�ed knots (in russian),Metody Vyhisl. 13 (1983), 145�154.[Sh83℄ H. J. Shmid, Interpolatorishe kubaturformeln (in german), Dissertationes Mathematiae,vol. 220, Warszawa, Polish Sienti�, 1983.[SF73℄ G. Strang and G.J. Fix, An analysis of the �nite element method, Prentie-Hall, 1973.[TWB07℄ M.A. Taylor, B.A. Wingate, and L.P. Bos, Several new quadrature formulas for polynomialintegration in the triangle, submitted, 2007.[TWV00℄ M.A. Taylor, B.A. Wingate, and R. Vinent, An algorithm for omputing Fekete points inthe triangle, SIAM J. Numer. Anal. 38 (2000), no. 5, 1707�1720.[WX03℄ S. Wandzura and H. Xiao, Symmetri quadrature rules on a triangle, Computers & Mathe-matis with Appliations 45 (2003), no. 12, 1829�1840.
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Méthodes de type Galerkin disontinu d'ordre élevépour la résolution numérique des équations de Maxwell instationnairessur des maillages simplexes non-onformesRésumé: Ce travail porte sur le développement d'une méthode Galerkin disontinue (GDDT) d'ordre élevépour la résolution numérique des équations de Maxwell instationnaires sur des maillages simplexes non-onformes.On présente tout d'abord une méthode GDDT reposant sur des fontions de base nodales pour approher lehamp életromagnétique dans un simplexe, un shéma entré pour évaluer les �ux numériques aux interfaesentre ellules voisines et un shéma saute-mouton du seond ordre pour l'intégration temporelle. De plus, etteméthode autorise l'utilisation de maillages non-onformes présentant un nombre arbitraire de n÷uds �ottants.La méthode résultante est non-dissipative, stable sous une ondition de type CFL, onserve un équivalent disretde l'énergie életromagnétique, et très peu dispersive. A�n de diminuer le oût de alul de ette méthode,on propose une méthode GDDT de type hp, qui ombine h-ra�nement et p-enrihissement loaux tout enpréservant la stabilité. On réalise ensuite une étude numérique détaillée des méthodes GDDT sur la base d'unesérie de problèmes de propagation d'ondes en milieux homogène et hétérogène. En partiulier, on e�etue uneomparaison des méthodes Galerkin disontinues onformes et non-onformes en termes de préision, onvergeneet oûts de alul. A�n d'améliorer la préision et la vitesse de onvergene des méthodes GDDT préédentes, onétudie une famille de shémas saute-mouton d'ordre arbitrairement élevé. Ces shémas temporels nous assurentsur tout maillage la onservation d'un équivalent disret de l'énergie életromagnétique ainsi que la stabilité desméthodes GDDT résultantes sous une ondition de type CFL. On réalise aussi une étude de onvergene hp apriori ainsi qu'une étude de onvergene de l'erreur sur la divergene. Des expérienes numériques montrent quepour un maillage donné, le shéma saute-mouton du quatrième ordre est moins oûteux en temps de alul etplus préis que le shéma saute-mouton du seond ordre, en dépit d'une omplexité arithmétique arue. De plus,on obtient une onvergene exponentielle ave le shéma saute-mouton du quatrième ordre.Mots lefs : életromagnétisme - équations de Maxwell - méthode Galerkin disontinue - méthode de type hp- maillage non-onforme - maillage loalement ra�né - stabilité - onvergene - préision d'ordre élevé.High-order disontinuous Galerkin methods for solvingthe time-domain Maxwell equations on non-onforming simpliial meshesAbstrat: This work is onerned with the development of a high-order disontinuous Galerkin time-domain(DGTD) method for solving Maxwell's equations on non-onforming simpliial meshes. First, we present a DGTDmethod based on high-order nodal basis funtions for the approximation of the eletromagneti �eld within asimplex, a entered sheme for the alulation of the numerial �ux at an interfae between neighboring elements,and a seond-order leap-frog time integration sheme. Moreover, the mesh is re�ned loally in a non-onformingway resulting in arbitrary level hanging nodes. The resulting method is non-dissipative, stable under some CFL-likeondition, onserves a disrete version of the eletromagneti energy, and does not introdue muh dispersionerror. To redue the omputational osts of the method, we propose a hp-like DGTD method whih ombinesloal h-re�nement and p-enrihment. Then, we report on a detailed numerial evaluation of the DGTD methodsusing several propagation problems in homogeneous and heterogeneous media. In partiular, we ompare theonforming and non-onforming DGTD methods in terms of auray, onvergene and omputational osts. Inorder to improve the auray and rate of onvergene of the DGTD methods previously studied, we study a familyof high-order expliit leap-frog time shemes. These time shemes ensure the onservation of the eletromagnetienergy as well as the stability under some CFL-like ondition. We also establish rigorously the onvergeneof the semi-disrete approximation to Maxwell's equations and we provide bounds on the global divergeneerror. Numerial experiments show that for a given mesh resolution, the fourth-order leap-frog sheme is moreaurate and requires less CPU time than the seond-order sheme, despite an inreased omputational overhead.Furthermore, we obtain a spetral onvergene with the fourth-order leap-frog sheme.Key words : eletromagnetism - Maxwell's equations - disontinuous Galerkin method - hp-like method -non-onforming mesh - loally re�ned mesh - stability - onvergene - high-order auray.
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