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Définition d’un graphe (L, ω)-choisissable.

Une liste L d’un graphe G est une application : V (G ) → P(N).
Un poids ω d’un graphe G est une application : V (G ) → N.

Definition

Une (L, ω)-choisissabilité c d’un graphe G est une liste du graphe
G telle que pour tout vv ′ ∈ E (G ) :

c(v) ⊂ L(v) ,

|c(v)| = ω(v) ,

c(v) ∩ c(v ′) = ∅ .

On dit que G est (L, ω)-choisissable s’il existe une
(L, ω)-choisissabilité c du graphe G .
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Les cycles pondérés : les deux théorèmes

Dans la suite, on note G un cycle d’ordre n, et on identifie ces
sommets avec les entiers dans {1, . . . , n}.

Theorem

Si ω est un poids de G et L est une liste ω-réductible de G, alors il
existe une liste ordonnée Lo de G telle que

G est (L, ω)− choisissable ⇐⇒ G est (Lo , ω)− choisissable .

Theorem

Si L est une liste ordonnée de G alors

G est (L, ω)− choisissable ⇐⇒ ~ω ∈ R∗( F(L)
)
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L’équivalence des listes : la similarité.

L() 1 2 3 4 5

-�
similaire

Lc() 1 2 3 4 5

Fig.2. Exemple de liste similaire.
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LA liste ordonnée Lθ

Lp
1 couleurs isolés

.

.

.
Lp

5

Lc
1 couleurs communes

. aux voisins

.

.
Lc

5

LΩ couleurs communes
pour tous

Fig.. La liste ordonnée Lθ
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Liste ⇐⇒ liste propre

L() i j

x

y

i’ j’

reste des listes
-�

L′() i j i’ j’

reste des listes

Fig.3. Exemple L similaire à L′
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Liste propre ⇐⇒ liste en cascade, Si L est une liste
ω-réductible

L( ) i-1 i i+1

x

y

j

reste des listes
-�

L’( ) i-1 i i+1 j

reste des listes

Fig.. Exemple d’une transformation
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LA liste ordonnée Lθ

Lp
1

.

.

.
Lp

5

Lc
1.

.

.
Lc

5

LΩ

Fig.. La liste ordonnée Lθ
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le premier théorème

On dit que L est ω-réductible si pour tout i ∈ {1, . . . , n} = Ω

|L(i)| ≥ ω(i) + ω(i + 1) .

On note l’intersection totale des listes LΩ =
⋂

k∈Ω L(k). On dit
que L est une liste ordonnée de G si L est une liste telle que

∀i , j ∈ Ω , |j − i |n ≥ 2 : | L(i) ∩ L(j) \ LΩ | = 0 .

Theorem

Si ω est un poids de G et L est une liste ω-réductible de G, alors il
existe une liste ordonnée Lo de G telle que

G est (L, ω)− choisissable ⇐⇒ G est (Lo , ω)− choisissable .
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Le second théorème pour les listes ordonnées

Definition

Soit L une liste ordonnée d’un cycle G , on associe à L trois
vecteurs ~Lp,~Lc , |LΩ|

Lp
1

.

.

.
Lp

5

Lc
1.

.

.
Lc

5

LΩ

Fig.. La liste ordonnée L
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L’ensemble W (L)

Soit ~ei la base canonique de Rn, on note le vecteur poids ~ω :

~ω =
∑

i∈{1,...,n}

ω(i)~ei .

Definition

L’ensemble des vecteurs poids de L, noté W (L), est

W (L) = {~ω | G est (L, ω)− choisissable }.
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Le second théroème

On note ~v ≤ ~u si pour tout i ∈ {1, . . . , n} : vi ≤ ui .
On note R∗ l’application tel que

R∗ = R ◦ convexe

R(~x) = { ~ω | ~ω ≤ ~x , ~ω ∈ Nn } ,

R(~x) est l’hyperrectangle à coordonnée entière de point de base ~0
et de diagonale ~x .
L’application convexe est l’application qui a une famille de vecteur
associe l’ensemble convexe de ces vecteurs.

Theorem

Si L est une liste ordonnée de G alors

G est (L, ω)− choisissable ⇐⇒ ~ω ∈ W (L) = R∗( F(L)
)
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Schéma de la preuve

Theorem

W (L) = R∗(F(L))

W (L) = W p(~Lp) + W c(~Lc) + W Ω(|LΩ|) .

W (L) = R∗(~Lp) + R∗(Fc(~Lc)) + R∗(FΩ(|LΩ|))

Puisque R∗ est un opérateur linéaire :

W (L) = R∗(~Lp + Fc(~Lc) + FΩ(|LΩ|))
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Exemple en dimension 2

W p(~Lp)

t
W c(~Lc)

tt..........
@@

W Ω(|LΩ|)

t t..........

@@

W (L)

t t t t@
@
@

....
....

....
....

....
....

....
....

....
....

...

Fig.. Exemple en dimension 2
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l’ensemble des vecteurs poids-propres

Definition

On note W p(~Lp) l’ensemble des vecteurs poids-propres :

W p(~Lp) = { ~ω | ~ω ∈ Nn , ~ω ≤ ~Lp } .

Alors par définition

W p(~Lp) = R∗(~Lp) .
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l’ensemble des vecteurs poids-cycle-propres

Soit ML la matrice de taille n × 2n tel que (par convention
2n+1=1)

ML
i ,j =

{
1 si j ∈ {2i , 2i + 1}
0 sinon

Soit Mω la matrice de taille n × 2n tel que :

Mω
i ,j =

{
1 si j ∈ {2i − 1, 2i}
0 sinon

Definition

On note W c(~Lc) l’ensemble des vecteurs poids-cycle-propres :

W c(~Lc) = { ~ω | ∃ ~C ∈ N2n : ML~C ≤ ~Lc et Mω~C = ~ω} .
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Les points extrémaux de W c(~L)

On note ~vi = ~ei+1 − ~ei .

Definition

On note Fc(~Lc) l’ensemble des points extrémaux de W c(~Lc)

Fc(~Lc) = ~Lc + {
∑

i∈{1,...,n}

λi~vi | ∀i ∈ {1, . . . , n} : λi ∈ {0, Li}} .

Fc(~Lc) est le projetté des sommets d’un hyperrectangle de Rn

dans un hyperplan de Rn−1.

Proposition

W c(~Lc) = R∗ (
Fc(~Lc)

)
.
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l’ensemble des vecteurs poids-cycle-impropres

On note
|~ω|Ω = max

i∈Ω
{ ωi + ωi+1 } ,

|~ω|1 =
∑
i∈Ω

ωi .

Definition

On note W Ω(LΩ) l’ensemble des vecteurs poids-cycle-impropres :

W Ω(LΩ) = { ~ω | ~ω ∈ Nn , |~ω|Ω ≤ |LΩ| , |~ω|1 ≤ bn
2
c|LΩ| } .

18 / 21



Les points extrémaux de W Ω(x)

On note PΩ
x l’ensemble des parties de Ω de poids x et compatible :

PΩ
x = { A | A ∈ P(Ω) , |A| = x , si i ∈ A alors {i−1, i+1}∩A = ∅ } .

On note FΩ(|LΩ|) l’ensemble des points extrémaux

FΩ(|LΩ|) = |LΩ|.{
∑
i∈A

~ei | A ∈ PΩ
b n−1

2
c ∪ P

Ω
b n

2
c} .

On peut voir FΩ(|LΩ|) comme certains sommets de l’hypercube de
point de base ~0 et de longueur d’arrête |LΩ|.

Proposition

W Ω(|LΩ|) = R∗ (
FΩ(|LΩ|)

)
.
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Le second théorème, rappel

F(L) = ~Lp + Fc(~Lc) + FΩ(|LΩ|)
Fc(~Lc) est le projetté des sommets d’un hyperrectangle de Rn

dans un hyperplan de Rn−1.
FΩ(|LΩ|) est l’ensemble de certains sommets de l’hypercube de
point de base ~0 et de longueur d’arrête |LΩ|.
On note R∗ l’application tel que

R∗ = R ◦ convexe

R(~x) est l’hyperrectangle à coordonnée entière de point de base ~0
et de diagonale ~x .
L’application convexe est l’application qui a une famille de vecteur
associe l’ensemble convexe de ces vecteurs.

Theorem

Si L est une liste ordonnée de G alors

G est (L, ω)− choisissable ⇐⇒ ~ω ∈ R∗( F(L)
)
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Merci pour votre attention!

Merci

Pour

Votre

Attention
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