TD : POLYNOMES

Exercice 1 : Du calcul,
1. Faire la division euclidienne de X —4X* +1 par X + X +3,de X’ + X’ + X par X’ +5
2. Faire la division euclidienne de X > +2iX +1 par X +1+i

Exercice 2 : du calcul,
1. Faire la division selon les puissances croissantes de X° +5X +3 par X +1 a I’ordre 2
2. Faire la division selon les puissances croissantes de X° + X +3X par X° +1 a’ordre 3

Exercice 3 : toujours du calcul.
Décomposer en produits de polyndmes irréductibles sur R[X].

a) X' +1 b) 2X° +3X% -12X +5

) X*-1 d) XO+2X*+2X* +1

e) I+ X +X*+Xx° f(1-x) -8x°
Exercice 4 :

Soient P et Q 2 polynémes de K[X]. Montrer que P‘Q = P2|P'Q -PQ’

Exercice 5 : Les polyndémes de Lagrange.

Voici le probleme : Un physicien étudie une grandeur G dépendant de x. D’apres ses expériences, il
connait les valeurs de G en n +1 valeurs x,x,,...,x, .

On pose G(x,) =Q,,....,G(x,) = a, . Le physicien aimerait, a partir de ces valeurs, avoir une idée de la forme

de G. Il se demande alors si il existe une fonction polynomiale P qui aurait le bon gotit de vérifier
P(x,)=a,,...,P(x,) =a, , ie de passer par les mémes points que G. Le physicien aimerait avoir si possible le

polyndme le plus simple, c'est-a-dire de degré le plus petit possible. Il se tourne donc vers le matheux du
bureau d’a coté.

Le but de cet exercice est donc de résoudre la question suivante : étant donné n+1 points (xo ,a, ),..., (xn ,a, ),

existe il un polyndme de degré n passant par ces points ?

1. Montrer que si un tel polyndme P existe, il est unique.

2. Soit iD{O,..,n}. Montrer qu’il existe un polynéme L, tq L,(x,) =1 et L,(x,) =1, [jj #i
(On le calculera.)

3. Trouver P, a I’aide des polyndmes L,.

Ces Polynomes sont appelés polyndmes interpolateurs de Lagrange.

Exercice 6 :
Soient a et b deux réels. Soit P [JR[X]. Exprimer le reste de la division de P par (X —a)(X —b).

Exercice 7 :
En utilisant les fonctions symétriques des racines, résoudre le systéme :

xty+z=—
d 3

xyz =2

-16
xy+yz+zt:T




Exercice 8 :
Soit nON". Soit a OR

Calculer le reste de la division euclidienne de (X sin(a) + cos(a))" par X +1

Exercice 9 : Des PGCD
Calculer le pged de 4 =(X —1)’etde B=X’+2X>—X —2. Trouver U, V dans R[X] tq AU+BV=...

Exercice 10 :
Soit nON". Trouveraetb tq (X - 1)2 divise aX""' +bX" +1 dans Z[X].

Exercice 11 :
Soient (P, Q) 0 R[X ]’ non nuls tq PQ est un mondme. Montrer que P et Q sont nécessairement des monomes.

Exercice 12 :
Soit (P,,) une suite de fonctions qui vérifie :

1) P.(X)=P.(X) +%(){2 ~P,(X)*) DnON, Ox O[-1]

2) P, =0
1. Montrer que Ln N, P, estun polyndome a coefficients réels, que On O N,P,(0) =0.
2. Montrer que n N, [x D[— l;l] P (x)< |x ,que OnON,0<SP (x)S P, (x).
3. Soit x[ [— 1;1]. Montrer que P, (x) - Jx.

Exercice 13 : On considére les applications suivantes :
f:K[X] - K[X] &:K[X]- K[X]

r et a a
PP a0+alX+...+anX"Ha0X+?1X2+...+—"X”+1

n+l
1. fetgsont elles bijectives ?
2. Calculer fog. A-t-on gof=id ? (on ne fera pas de calcul.)
3. Quelle est la morale de cet exercice ?

Exercice 14 :

Résoudre les équations dans R[X]:
Lo (x? +13P' +P2+(1-2X)P=X
2. (1I-X)P'-P=X"(nON" fixé)
3. P(X*)=(X*+1)P(X)

Exercice 15 :
Soit (P,) une suite de polynomes qui vérifie:
1) P, (X)=XP,(X)-P,,, OnON
2) P, =0
1. Calculer deg (P,) et val( P,)
2. Mq OnON, P>, -P P =1

n+l n+2" n

Exercice 16 :
Trouver a et b pour que X° —2X +1 divise X  + X' +aX’ +bX* +5X -2



