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1 Introduction

La modélisation des réseaux de neurones associés a certaines fonctions cor-
ticales, telles que la vision, a beaucoup progressé depuis une vingtaine d’année
grace en particulier & 'amélioration des méthodes d’imagerie cérébrale. Si 'on
prend par exemple le cortex visuel, on sait que celui-ci est constitué de plusieurs
régions de tissus neuronaux dont I'une, nommée 'aire visuelle V1, recoit directe-
ment les signaux en provenance de la rétine via les corps genouillés latéraux. Des
considérations empiriques indiquent que le passage de I'image rétinienne (dans les
coordonnées polaires du champ visuel) au cortex visuel (modélisé par un plan en
coordonnées cartésiennes) est une application, dite application rétinocorticale, de
type logarithme complexe : Si I'on note (r,0) les coordonnées d’un point sur la
rétine et z = x + iy la coordonnée complexe dans le plan V1, on a (aprés norma-
lisation)

z = Log(re®).

Cette relation est valable en tout point hors d’un voisinage de la fovée, c’est-a-dire
du centre de la rétine. A l'intérieur de ce voisinage, la transformation est plutot
proche de l'identité.

Par application de la transformation inverse il est donc possible en principe de
reproduire les images percues par des sujets soumis & une excitation spontanée des
neurones du cortex visuel, c’est-a-dire a des hallucinations visuelles. Ce projet a
été traité sur un modéle mathématique des masses neuronales de V1 par Ermen-
trout et Cowan dans un article de 1979 |7]. Ce modéle est basé sur I'hypothése
simplificatrice que le cortex est constitué de deux populations de neurones : exci-
tateurs owu inhibiteurs, et que I'activité de I'’ensemble de la masse neuronale de la
zone V1 peut étre représentée par des champs scalaires E(z,y,t) et I(x,y,t) qui
expriment cette activité dans les cas excitateur et inhibiteur respectivement. Les
équations qui régissent 1’évolution temporelle de ces champs tient compte de 1'in-
terconnexion des neurones qui s’exprime par des produits de convolution avec des
"fonctions poids" représentant 'intensité des connexions. Leur approche a consisté
a étudier la stabilité d’un état de base homogene de faible intensité et & montrer
qu’une instabilité (donc une bifurcation) se développe lorsqu’un certain paramétre
dépasse une valeur critique. Les solutions bifurquées ont ensuite été déterminées en
s’appuyant sur le fait que le systéme d’équations correspond & un modéle idéalisé
otl chaque terme commute avec les transformations euclidiennes du plan. 11 a alors
été possible d’appliquer les méthodes développées dans les années 70, notamment
par D. Sattinger [11] dans la continuation de la théorie de L. Michel [10], pour les
problémes de bifurcation présentant ce type de symétrie. La méthode s’apparente
donc trés fortement & celle utilisée pour traiter la formation spontanée de structure
dans les modéles de Turing de la morphogénése (équations de réaction-diffusion,
voir [5]). Les résultats de cette étude ont montré une certaine pertinence avec des
observations faites par des patients sous l'effet de drogues psychotropes (LSD, can-
nabis, autre...). Cependant ils ne les recoupaient pas entiérement. Les structures
géométriques mises en évidence par le modéle de Ermentrout et Cowan étaient
des formes spatialement périodiques telles que des bandes paralléles, des pavages



carrés ou hexagonaux, dont la traduction dans le champ visuel correspondait & des
structures observées de type damier ou "spirales" (fig 2). Mais un certain nombre
de formes décrites par des sujets percevant des hallucinations visuelles ne corres-
pondaient pas & ces résultats, par exemple des structures en "toile d’araignée", en
nid d’abeille, et autres fig 5-6.

Pour expliquer cette différence, Bressloff et Cowan ont pris en compte un élément
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FIGURE 1 — l'application retinocorticale :(a) champs visuel, (b) V1 :transformé de deux
hémisphére droite et gauche, (¢) autre version de l'application retinocorticale

supplémentaire dont 1’évidence expérimentale a été apportée au début des années
90 [3]. I s’agit du fait que les neurones de V1 sont non seulement sensibles a I'in-
tensité lumineuse, mais aussi a certains paramétres géométriques tels que 1'orien-
tation des formes et leur fréquence spatiale. Plus précisément, la connectivité entre
neurones dans V1 peut étre représentée de la facon suivante : les masses neurales
peuvent étre divisées en petites régions nommées hypercolonnes, dans lesquelles on
peut admettre que chaque neurone est connecté a ses voisins d’une fagon isotrope en
moyenne et de plus toutes les orientations sont représentées. Il existe d’autre part
une distribution de connectivité entre hypercolonnes (connexions dites "latérales")
dont la force suit une loi de distribution approximativement gaussienne et de plus
dans laquelle chaque neurone correspondant a une orientation donnée est connecté
a des neurones correspondant de fagon préférentielle & 1a méme orientation. Si I’on
prend en compte l'orientation dans le champ visuel, ceci conduit & un modéle ou
I’angle qui définit 'orientation est une variable supplémentaire. Géométriquement,
ceci revient & considérer le cortex visuel comme une variété fibrée au dessus du
plan ot chaque fibre est la droite projective P'. Dans ce cas, 'étude de bifurcation
a partir d'un état homogéne conduit a des solutions nouvelles qui décrivent une
grande partie des structures observées dans les hallucinations visuelles sous 'effet
de drogues psychotropes. Par rapport aux travaux de Ermentrout et Cowan, la
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FIGURE 2 — quelques formes géometriques avec leurs tranformées dans V1 par l'appli-

cation retinocorticale :(a) tunnel, (b) funnel, (c) spirale
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FI1GURE 3 — l'action de Uapplication retinocorticale sur forme funnel :(a)image de funnle

dans la retine, (b) son image dans V1



FIGURE 4 — l’action de ’application retinocorticale sur forme spirale :(a)image de spirale
dans la retine, (b) son image dans V1

FIGURE 5 — (a) :forme eyeballs(Clottes et Lewis-Williams(1998)). (b) :forme en fun-
nel(Oster (1970)). (c) :forme en funnel(Siegel(1977))

FIGURE 6 — (a) :forme spirale(Oster (1970)). (b) :forme en nid d’abeille (Clottes et
Lewis- Williams(1998)). (c) :forme en étoile d’araignée



principale innovation est 'utilisation de la théorie des bifurcations en présence de
symétrie dévoloppée par Golubitsky et d’autres auteurs dans les années 80-90, en
particulier le fait que ce modéle permet de distinguer entre des repésentations "na-
turelles" et "anti-naturelles" du groupe des transformations euclidiennes du plan,
voir [1].

L’objectif de ce rapport est de présenter ces travaux d’une fagon claire et cohé-
rente, avec le souci de préparer a d’autres développements, comme la recherche de
régimes dépendant du temps et la prise en compte de la sensibilité des neurones a
la fréquence spatiale .

2 Modéle de Ermentrout-Cowan dans le forma-
lisme de Bressloff-Cowan

2.1 Le modéle

Le modéle qu’on va étudier est basé sur I’hypothése simplificatrice que le cortex
est constitué de deux populations de neurones : excitateurs et inhibiteurs, et que
Pactivité de I’ensemble de la masse neuronale de la zone V1 peut étre représentée
par des champs scalaires E(x,y,t) et I(x,y,t) qui expriment cette activité dans
les cas excitateur et inhibiteur respectivement. Les équations qui régissent 1’évolu-
tion temporelle de ces champs tient compte de 'interconnexion des neurones qui
s’exprime par des produits de convolution avec des "fonctions poids" représentant
lintensité des connexions. Soit :

OF
— = —FE + Se(eewlE — ajewl 1)
ot
ol
a = ]+ Si(aeiw:;E — Ofiiw;ki*[) (1)

Ou les au,, sont des constantes positives reliés a 'intensité synaptique absolue
entre cellules de type m et cellules de types n, suivant ’article de Ermentrout-
Cowan, on suppose que les noyaux de connection (les fonctions poids) w,y,, ont la
forme suivante :

Wy (22 + 9°) = w((2® +y?)/02,,)/02,,) O Ty est une constante d’espace qui
détermine le taux de détérioration de la connectivité a une distance r = /22 + y?2
et w satisfait :

(i) w(r) =0

(ii) / w(x? 4+ y*)drdy = 1
R2

Eet I € F=C®R?.

S, est une fonction sigmoide qui modélise le fait que lorsque le signal devient
fort, un mécanisme de saturation I’empéche de grandir indéfinement. Ces fonctions
satisfont :



(i) Sim(v) est monotonne croissante ;
(ii) Sm(v) est fini quand v — +o0
(iii) Sy, (v) admet un seul point d’inflection . (figure 7)

FIGURE 7 — Le sigmoide

La notation w**z désigne le double produit de convolution suivant :
wz(z,y) = /2 w(x — 2y —y)z(2, y)da' dy
R
On s’intéresse aux états d’équilibre du systéme (1), c’est a dire ceux qui vérifient :
0=F — Se(qeewil E — ajewis ) = Go(E, I)

0=1- Si<Oéein;<E — oz”w:;*l) = G1<E, I) (2)

On suppose que E = I = 0 est une solution du systéme (2), ce qui revient a poser
S(0) = 0. Ceci ne réduit pas la généralité car ce systéme posséde une solution
homogeéne (indépendante des variables d’espace) que 1'on peut ramener & 0 par
une simple translation..

Question : Stabilité de (0,0) 7

si |amn| << 1 alors on a (0,0) est toujours stable. Ermentrout et Cowan [7]| ont
supposé que les a.. et a.; sont proportionnels & un certain paramétre p. Ils ont
étudié la stabilité quand p croit. Par sa croissance, p passe par un certain valeur
critique qui introduit la bifurcation (passage de stabilité a 'instabilité). Selon la
variation des ay,,, on peut avoir deux genres de bifurcation : bifurcation station-
naire et bifurcation de Hopf. En fait dans ce rapport on va étudier un systéme un
peu plus simple adapté au cas de la bifurcation stationnaire, qui a été introduit
par Wilson et Cowan [13| et qui a été utilisé par Bressloff et Cowan pour prendre
en compte une propriété additionnelle des neurones du cortex visuel, a savoir leur
sensibilité a l'orientation spatiale des objets percus par la rétine. Chaque partie
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du champ visuel, donc de la rétine, est représentée dans le cortex a un endroit
précis, appelé hypercolonne. L’hypercolonne regroupe des colonnes de neurones
de localisation et d’orientation et cela pour chacune des rétines. Alors V1 est un
continuum des hypercolonnes, parsuit on distingue deux cas de connections entre
les hypercolonnes :

1-connections locales :dans une méme hypercolonne, il existe une mélange de
connections entre neurones sensibles & n’importe quelle direction (figure8). Le
noyau de connectivité correspondant est noté w,..

2-connections latérales : entre les hypercolonnes, les neurones sensibles & une méme
orientation se connectent entre eux (figure 8). Le noyau de connectivité correspon-
dant est noté w;,;. Ce modéle est introduit au paragraphe 4.

ROB
O ©
connections locales @ @
[ O

conngciions kagrales

@
s
S

FIGURE 8 — Les connections locales dans un hypercolonne, et latérales entre les hyper-
colonnes.

Dans cette partie, on introduit le modéle de Bressolff-Cowan et al |3] mais sans
prendre en compte de l'orientation :

aa(gty7t) — _aa(l“;y;t)-f-,u/ w(x_m/’y_y/)s[a(l',,y/,t)]dx,dy/ = G[a’/j/] (3)

RQ

Ou «a et u sont deux contants positifs.

w(r, @)1, ¢") = Wige(d — ¢')0(r — ") + Wiae (1 — ', $)6 (P — @)

Ce noyau des connections w est clairement introduit dans le paragraphe 4. Ici
puisqu’on ne tient pas compte de l'orientation, la forme de ce noyau peut étre
écrite comme la somme de deux termes qui représentent les excitations et les
inhibitions, dont un a un coefficient positif et 'autre a un coefficient négatif.

w(r) = /OO g(s)[6(r — sro) + 6(r + srg)]ds
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Avec g(s) est défini par I'équation (23), pour r=(x,y) et 7o = (1,0), on a :

w(a? + y?) = 1//2r2e @012 _ A ) [onére=(@®+")/27

On introduit le groupe des isométries du plan E(2) = O(2) x R?, x est le produit
semi direct, ott O(2) est le groupe des matrices orthogonales 2 x 2, AA" = I, (rota-
tion et reflection dans le plan). Cette groupe de symétrie agit sur R? x S, Paction
est clairement décrite au paragraphe 3.2. Pour le moment, pas d’orientation, ce
groupe d’isométrie agit en fait sur R?, ott Chaque élément g de E(2) s’écrit comme
g=(r,a), 7 €0(2) et a est un vecteur dans R”.
Pour tout g=(r,a) et pour tout X—=(x,y)€ R?, on pose : gX=rX+}a.
On définit une représentatin 7, de E(2) dans F
Pour u € F, g € E(2)

T,u(X) = u(g™'X) (4)

Ty Ty = Tyiges O g1g2 = (1172, 7102 + 1) et Ty, = 1 pour gy = (1,0) I'identité de
E(2).

A cause de la condition d’isotropie du noyau de connectivité wy,, (z* + ), I'opé-
rateur G est E(2)-equivariant :

T,G = GT,, Vg€ E(2)

Par conséquent si a est une solution de (3) alors T a est ausssi solution.

2.2 Etats d’équilibre homogénes et leur stabilité

Pour I'instant, on considére le modéle de Bressloff et Cowan, mais en cherchant
des solutions indépendantes de ¢, donc qui correspondent aux solutions étudiées
par Ermentrout et Cowan, Ces sont les solutions a(x,y,t) de I’équation (3). On va
étudier la stabilité de 1'état homogéne (a—0) et ceci en linéarisant le systéme (3)
dans I’état homogéne et en prenant une certaine perturbation de parameétre p :

DGO, pl(a) = —aalz, y,t) + ps: / wiz — 2y — f)a(d,y, )dd'dy  (5)
R}f

sy = dS|[z]/dz en z—0.
DGI0, pl(a) = —aa(z,y,t) + psiw™a (6)

lorsque i = 0, la solution a = 0 est évidemment stable et cette propriété persiste
lorsque p > 0 suffisamment proche de 0. Mais quand on fait croitre u, il arrive
un moment ot une valeur propre peut traverser ’axe imaginaire. Pour calculer
cette valeur critique, on fait un développement de Fourier, ce qui permet, grace a
I'invariance du probléme par les translations et rotations, d’éliminer les variables
spatiales et d’obtenir une formule comme (3). Comme il y a deux termes de signes
opposés dans w, cette courbe (A = 0) est convexe avec un minimum en dehors de



k* 4+ 1? = 0, par conséquent il existe une valeur critique . qui est associée a un
nombre d’ondre critique |Q| différent de 0 (figure 8).

DGI0, p)(a) = (—a + psyw(k* + 1%))a = Mp, k* + *)a (7)

Ot w est la transformée de Fourier de w. Ce systéme admet des solutions de la
forme :

a(z,y,t) = (u, k* + %) exp[ A, k* + 1*)t + i(kx + ly)] (8)

Ou ¥, k* +1%) et A(p, k* 4 1?) sont les fonctions propres et les valeurs propres de
I'opérateur linéaire DGO, p].

«

A=—a+usi0(B+=0=>p=———- 9
:u ( ) :u slw(k:Q + 12) ( )
: A=10
1(q°)
&
2.5
(instabilité) courbe de
bifurcation
1.5
(stabilité)
Lo |
o e g v P
QQ 1 a H 4

FIGURE 9 — > = k> + 12, 6=1,£6=3, A=1/5, a/s; = 1

3 Bifurcation et solutions bifurquées

3.1 Restriction sur ’espace des fonctins doublements perio-
diques
On utilise la méthode de bifurcation developpée par Golubistky, Sheaffer et
Stewart [9] pour décrire les solutions doublements periodiques bifurquantes de
I’état homogéne a=0, et u = p.
Soit
Gla, p] = —aa + pw*™ S|a) (10)
A cause de I'équivariance de G, T,G = GT, Vg € E(2). || est le nombre d’onde
critique, alors le noyau de DGO, .| est constitué d'une famille des fonctions
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propres qui ont un vecteur d’onde (k,[) saisfaisant :
E* 412 = |Q?, alors :

Ker(DG(0, uc]) = {d(ue, @)e= %>, r € 0(2)} (11)

avec < X1, Xo >= 1129 + y1¥o.
D’aprés la symétrie de rotation, le ker(DGI0, i.]) est de dimension infini. Pour
qu’on se raméne en dimension fini, on se restreint sur I’espace des fonctions dou-
blements periodiques en respectant une discrétisation d’espace suivant les vecteurs
d’ondes.

Soient 1,1, deux vecteurs linéairement indépendant du plan, on considére le
réseau du plan engendré par ces deux vecteurs :
£ =A{L=mly + moly,my,my € Z}
Soit

f:R?> — R?

On dit que f est £-doublement periodique si f(X+L)=f(X) pour tout L € £,
La restriction sur 'espace des fonctions doublements periodiques implique que le
groupe de symétrie E(2) est maintenant quotienter modulo le réseau pour avoir
un groupe de symétrie sur I’espace de réseau :
I'~ E(2),e = He x T? , ot Hg est le sous groupe maximal de O(2) qui préserve
le réseau, elle peut étre Dy, Dy, ou Dg, et T2 est le tore de R2.
D,, le sous groupe de O(2) engendré par x et £ tel que :

kz =% et &z=ze¥m"
Soit 6 'angle formé par les vecteurs de base 1; et 1. Suivant la valeur de 6 on dis-
tingue trois types de réseau et parsuite trois groupes de symétrie correspondants :
(1) Réseau hexagonal : = 7/3, alors I' = Dg x T2
(2) Réseau carré : = 7/2, alors I' = Dy x T2
(3) Réseau rhombique : 0 < § < 7/2 et § # 7/3, alors I' = Dy x T2,
On cherche des solutions doublements periodiques, alors on considére le sous espace
des fonctions doublements périodiques en respectant le réseau :

Fe= {1 € F:1est £— periodique} = L*(T?)

On définit le produit scalaire pour deux fonctions dans Fg par :

<a,b >:/ /d(r, )b(r, gb)d—fdr.
T2 Jr

D@0, i) est un opérateur linéaire continue.
D@0, s1c] est borné dans L?(T?), de plus il est compact et autoadjoint.

< DGI0, pela,b >=< a, DG|0, pc]b > .

Alors
L*(T?) = ker DG[0, i.] © ImDG]0, pu.).
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Pour tout n, D,, est un groupe fini, alors le ker se restreint pour étre de dimension
fini :
X(£) = Ker(DG[0, 1)) 7. = {¢(pte, Q)e~"**>, r e D,} (12)

Dans ce cas, DG|0, 1] (linéaire, compact et dimension de son ker est fini) est dite
opérateur de Fredholm d’indice zero (car dimension du ker=dimension de coker).
On s’intéresse £, la dual de £, engendré par k; et ko ou |k;| = |ko| = |€2| le nombre
d’onde critique. On prend k; = |©|(1,0) et parsuite on calcule le Ker(DGI0, p.])
pour les trois cas déja considérés :

(1) Réseau hexagonal : Dg est engendré par &, rotation d’un /3, et &, reflection
suivant ’axe x.
Le noyau alors est de dimension six, dont les éléments de la base sont :

U1 (X) = e hy(X) = Tethy = thoellN@/2Hv3/2),
V3(X) = Tethy = ¢O€ilﬂl(fx/2+y\/§/2), $a(X) = Testy = oe~ 1T — o
V5(X) = Teat)y = 2/Joel'lm(7%/277’\/5/2) = 1s.

Y6(X) = Testhy = ol A@/2-V3/2)

(2) Réseau carré : Dy est engendré par &, rotation d’un angle /2, et k, reflection
suivant ’axe x.
Le noyau alors est de dimension quatre dont les éléments de la base sont :1);(X) =

Yoe 7, (X)) = Tethy = e,
Q/)?)(X) = T§2¢1 = wOC_ﬂQ‘I — E7 1/]4(X) — Tf?’wl — woe—i\ﬂ\y _ %

(3) Réseau rhombique : Dy est engendré par & : rotation d’un angle 7, et k reflec-
tion suivant 'axe x.
Le noyau alors est de dimension quatre dont les éléments de la base sont :

wl(X> — woei\m:p7 wz(X) _ T§1/11 _ ¢O€i|§2|(:pcos€+ysin9).
V3(X) = Tetpy = Poe 1T =2y
Q/)4(X) — T£3¢1 — w06i|Q|(—x0059—ysin9) _ % ou wO _ ?/J(Mc, QQ)

n

Alors chaque élément ¢ € x(£), ¥ = Z 2j1; ot n—4 pour les cas carré et rhom-
j=1
bique, n=6 pour le cas hexagonal. Puisque 1 est réel alors z; = Zj; ou ©; = .

3.2 Les équations de bifurcation
On est intéressé a résoudre le probléme suivant :
Glu, p] = —au+ pw™Su] =0 u € Fe (13)
ou G : Fg Xx R — Fg. Avec G0, u]=0 pour tout u € R

Si DGJ0, ] est inversible, le théoréme des fonctions implicites assure qu’il n’existe
d’autre que la solution homogéne u=0 . Ailleurs, ker DG(0,7z) est non nule alors

12



il existe des solutions bifurquantes de I’état homogeéne. On utilise le technique de
Lyapounov-Schmidt pour calculer telles solutions.

Pour 1 = p., on a demontré que ker DGO, .| est non nule. Soit {11, ...,1,} une
base qui engendre ker DGJ0, u.] dans L*(T?) On applique le developpement de
Taylor sur I’équation (13) :

G(“? :U’) = DG<O7 /JJC)U + R(“a B ,uc) (14)

Soient P et Q les projections de Iespace Fe sur ker DG|0, pi.] et Img DGO, 1] res-
pectivement. Puisque DGO, p.] est autoadjoint, on a Q = (I —P) Alors DGO, p.]
est un isomorphisme

de (I-P)F sur QF, et parsuite il exist une application

M :QFe — (I — P)FL telque M DGO, p.] = I, identité sur (I — P)Fg

Pour chaque u € F on a la décomposition :

u:¢+¢oﬂ¢:Pu:Z<u,¢j>@/Jjetg0:(I—IP>)u

7j=1
Applliquons MQ et (I — Q) sur I’'équation (14) on obtient :
o+ MQR( + @, pu — p1c) = 0 (15)
(I - QR+ o, p—pe) =0 (16)

L’équation(15) implique que ¢ = ¢(, u — p1.), on le substitue dans 1’équation(16)
on obtient :

Pour tout valeur de p on a :

FZP?E—)(I—Q>F)}

Les deux sous espaces sont de méme dimension fini n, alors :

=Y zhet F =Y Fyl
j=1 i=1

On a noté par < u,; >= z; € C.
Résoudre 'équation (17) est équivalent a résoudre les équations de bifurcation
suivantes :

Fi(p; 21, 2n) = oo = (521,00, 20) =0 (18)

L’ensemble de solutions de 1'équation (13) pour |u — pe| et || w || proche de zero
est équivalent & ’ensemble de solutions de (18) avec | — .| et |z;] sont petits.
L’équivariance de G implique celle de F, alors une fois qu’on calcule F; on obtient
tout les I . Exemple : le réseau hexagonal :

55(21, ceey 2’6) = (ZQ, 234, R4y Z5,y 26 2’1)

Tes ' = F'T¢s donc

Fo(p; 21, ..y 26) = F1(u; 22, 23, 24, 25, 26, 21) -
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3.3 Theéorie des bifurcations équivariantes

On cherche & calculer les solutions bifurquantes de 1’état homogéne en utilisant
le technique de Lyapounov-Schmidt. Cet étude est basé sur la théorie de bifurcation
avec symétrie, développé par Golubitsky, Stewart et Sheaffer(1988), Chossat et

Lauterbach(2000).
Soit I un groupe de Lie qui agit sur un espace vectoriel V et :

F:VXR—YV

dx
dt . - . - -

solutions par I’action du groupe de symétrie, si zq solution pour F, (F(xg, A) = 0)
alors yxg est une solution pour tout v € I' car

= F(x,\) avec F est [-équivariant. Chaque solution engendre une orbite de

F(yxo, \) = vF(x,A) = 0.
On définit le sous groupe d’isotropie de zy par :
Yoo ={v €T :vxg =20}
On associe a chaque sous groupe d’isotropie son sous espace fixe defini par :
Fiz[¥,|={r eV :icx=a VoeX,}

Soit Y un sous groupe d’isotropie. Pour trouver les solutions de bifurcation, il suffit
de résoudre le systéme des équations restreintes suivant :

F: Fiz(X) x R — Fiz(%) (19)
Pour vérifier (19),s0ient y € Fiz(X) et 0 € X

oF(y,A) = Floy,A) = F(y,\)
Alors o fixe F(y,\) et F(y,\) € Fiz(X). Par 'equation (19) le sytéme suivant :
F(y,A\) =0 y € Fiz(%)

est constitué de m=dim Fiz(X) équations, m est plus petit que dim ker DF. Un
cas intéressant est que dim Fiz(X)=1. Dans ce cas on appelle ¥ un sous groupe
axial, et le sous espace fixe par 3 est axe de symétrie. Alors le systéme (19) est un
probléme de bifurcation & une seule variable.

Lemme 3.1 (FEquivariant branching lemma, Golubistky, Stewart et Scheafer) :I'
est un groupe de Lie qui agit d’une fagcon absolument irréductible sur V, et soit

dx
— = F(z, A
dt (z,2)
un probéme de bifurcation qui est équivariant sous l'action du I avec Ker DF (xq, \o)
est non nul pour un certain solution (g, Ao). Soit ¥ un sous groupe azial de I'.

Alors, il existe géneriquement une branche de solution bifurquante en xq d’isotropie
2.

F: VxRV,
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3.4 Les solutions bifurquées

Appliquons la théorie de bifurcation du paragraphe 3.3 sur notre probléme. En
illustrant d’abord 1’action du groupe, on calcule les sous groupes axiaux ainsi quel
leurs axes de symétrie correspondants.

Exemple, le cas du réseau carré :

Soit Y = e X etk X e

Action du tore T?
Soit :7 = 1k + ko un élement du tore, alors :

7_esz _ ezk(Xfﬂ') _ efszesz, et -

T(Zl, 22) — (6721‘#7121’ 6721'7”'222)

L’action du D, est :
(1) L’action de & :

ik X ko X
£(21,22) & Ryjo(21€™ 4 2027 ) +c.c.
= 2™ X 4 e7X 4o

= Zoe X 4 o ekeX 4 e

[

= (2_27 Zl)'
(2) L’action du & :

K(21, 22) = k(21X + 2e™Y) +cc.
= e X 4Tk X 4 e
= X L metkeX 4 e
= (2’172_2).
Les autres cas sont présentés dans le tableau (1).

Aprés qu’on a présenté 'action du groupe de symetrie I', on cherche les sous
groupes de [" avec leurs sous espaces fixes correspondants. En fait on est interessé
a chercher juste les sous groupes axiaux qui sont présenté dans le tableau 2. Basant
sur lemme 3.1, Les équations de bifurcation peuvent étre trouvées dans la livre de
Golubitsky, Shaeffer et Stewart|9], mais elles sont données jusqu'a l'ordre 3 du
developpement du taylor. On prend un résultat classique connu depuis Sattinger
1978, verific Ermentrout-Cowan(1979).

Prenant comme exemple réseau carré : pour z; = |z;], 2, = xje“gj et v = — . on
a:
x1 (v + Az? + Bx3) + ordre sup = 0

To(v + Ay + Brl) + ordre sup = 0

On est intéressé & des petits perturbations alors on prend n = €%v et Y; = €x;, on
obtient par exemple :
xe’(n+ Az® + Ba?) = O(e?)
on simplifie par € et on laisse ¢ tend vers zero. Les équations de bifurcations
seront :
yi(n+ Ayi + By3) =0
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I (217'22) I (21722) I <217227z3)
(217 ZQ) 5 (2_27 21) 5 (2_27 23, Z_l)
K (22,21) & (m=m) €& (23,21, 22)
k€ (. 71) & (2m) & (71,22, 73)
K (21,72) €&* (22, 23, 21)
K (7)) & (75,71, 72)
Hfz (Z_17 22) R (217 Z3, 22)
’igs (Z27 Zl) ’15 (2_27 21, 2_3)
KE? (23, 22, 21)
RE’ (71,7, %)
H€4 (22, 21, 23)
K€ (75,72, 71)
[7-17 7-2] (21672“”—1, 226*21'71’7’2) (/21672@7771’ 22672“”-2, Z3€f2i7r(71+72))

TABLE 1 — Action du groupe ' pour les trois cas.

Reseau Sous groupe axiaux | vecteur fixe
Carré Dy(k, §) (
O(2) & Za(x) (
Hexagonal | Dg(k, &) (
D6(Ha§) ('17'17'1)
(
(
(

0(2) ® Zy (k)
Rhombique | Ds(k, &)
0(2)

TABLE 2 — Résumé des sous groupes axiauz et leurs azes de symétrie correspondants.
O(2) engendré par (0,73) € T? et rotation d’un angle 7 (€ pour le réseau rhombique, &
pour le carré et £ pour Uhezagonal), ks = —(k; + ka).
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valeurs propres

solution
y2 =01
Y = Y2 =

:\/—

>[4

b
o=

., —n(B-A)
2777 A
—2n(B — A)
21 A+ B

TABLE 3 — Solutions pour les équations de bifurcation pour le réseau carré

ya(n + Ays + Byi) =0

D’abord que grace a la table 2 et au lemme 3.1, on sait qu’il existe des branches

bifurquées d’isotropie Dy(k, &) et O(2) @ Z2(r) (cas du réseau carré), on utilisant
les équations de bifurcation du page 14 pour écrire la partie principale de ces
branches de solutions :

(D) y2o=0,9#0o0uy; =0,y #0
us(,y) = £ (e, )y L cos((Qlx) (32 = 0)

uz(,y) = eP(fe, QQ)@COS(\QI?J) ,(y1=0)

2m -n
Ug(-T,y) = @€¢(MC792) A+

7 [cos(|Q2]z) + cos(|2]y)]

{

rv9 444l TP944l TV
te¢ ‘0¢¢¢$:f:::‘
3044080044
o9 *e * *
4433044529044
$e3333¢

(@) )

FIGURE 10 — contours de la solution : (a)contour en carré, (b)contour en bande
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FIGURE 11 — cette figure correspond & la tranformée, par lUinverse de application
rétinocortical, de la figure 10 dans la rétine

4 La prise en compte de 'orientation : modéle de
Bressloff-Cowan et al

4.1 Le modéle avec orientation

Dans cette partie, on va reprendre la demarche faite avant, mais en prenant en
compte l'effet de l'orientation des formes observés. On se raméne a ’étude d’une
équation differentielle dependante de deux variables, la position r et I'orientation ¢,
qui sont deux variables indépendants au sens que toutes les orientations possibles
sont representées dans chaque position.

da(r, ¢,t)
ot

s d d /
= —aal(r,é.) + 1 / / wlr or', ¢)Slalr', 6] T = Gla,

(20)
w est la noyau de connections qui joignent les neurons situés a une distance r
dont I'orientation préférentielle est ¢ et les neurons situés a une distance r" dont
lorientation préférentielle est ¢'.
Alors w peut étre écrite comme :

w(r, @/, ¢') = Wioe(¢ — ¢)0(r — 1) + wiar(r — 7', 9)6(¢ — &) (21)

Avec wloc(_¢) = wloc(gb)
Wiat(r, @) = W(R_g7) (22)

Avec w(r) = /OO g(s)[0(r — sro) + 0(r + sro)]ds

ro = (1,0) et Ry est la matrice de rotation définie par :

R x\  [cost —sind x
\y) ~ \sind cosh Y

g(s) exprime la variation de la force de connections latérales selon la distance de
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séparation. Soit :

g(s) = [2m€2, ] Pexp(—s?/262,) — Au2m€2) 7V x eap(—s?/262,)  (23)

Avec &4t < &ar et Ajgr < 1, qui représentent une combinaison de 'excitation & une
courte distance et de 'inhibition & une longue distance, ¢’est un exemple de forme
de Mezxican chapeau.

On peut prendre d’autres fonction poids w pour une généralisation des équations
(21) et (22) :

w(r, @/1',¢) = Wioe(¢ — ) Atoe(|r = '[) + W(R_o[r' — 7)) Arar(¢ — &) (24)

avec Alat(_¢) = Alat(¢)7 Alat(¢> =0 pour |¢’ > ¢07 et Aloc(‘r‘) =0 pour ‘7“’ > 507'
L’equation (20) sera modifié¢ par :

6o oo
w(r) = / p(@)/ g(s)[0(r — sro) + 0(r + sro)]dsdl (25)
—0o 0

avec 1o = (cosf, sinf), et p(—0) = p(f) Les paramétres ¢y et 0y determinent
les angles de propagation de connections latérales en respectant ’orientation de
préférence et celle de espace respectivement, et &, determine la distance de la
connection latérale.

4.2 La symétrie Euclidiennne du probléme avec orientation

On suppose que la distribution w satisfait les équations (24) et (25). on dé-
montre que w est invariant sous l'action du groupe Euclidien E(2). L’action du
groupe de symétrie est maintenant modifiée. E(2) agit sur R* x S dont I'action
est engendré par s,60 et k :

s(ryp) = (r+s,0), s=(s1,8),r=(z,y) € R2
O(r,¢) = (Rer,0 + )8 € S* (26)
li(’l", ¢) = (li’l", _¢)

k est la reflection (z,y) — (z, —y) et Ry est la rotation par
L’action correspondante du groupe sur une fonction a : R* x S' — R, P = (r, ¢),
est donné par :

v-a(P)=a(y"'P) (27)
Ceci pour tout v € E(2) et laction sur w(P/P’) est
v w(P/P) = w(y"'P/y"'P)
C’est facile a vérifier que w, vérifiant les équations (24) et (25), est invariant sous
laction de E(2) :
sw(r, ¢) = w(r, o)
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C’est demontré en utilisant le faite que KR_, = Ryk, Wioe(—@) = Wioe(9),
A(=¢) = A(9), w(kr) = w(r)
considérons l'action de E(2) sur I'équation (20) :
da(y~1P;t)
ot

= —aa(y 'Pt) —|—,LL/R2 . w(y ' P\P")S[a(P',t)dP']

—aaly P b [ (PP Sla(P P
R2x 81
—aa(y'Pt) + u/ w(P\P")Sla(y"'P",t)d"]
R2xS1
En utilisant le faite que d[y ' P] = £dP, et w est invariant, si on écrit I'équation
(20) comme suivant :

F[a]% — Gla,u] =0

on remarque que F est equivariant sous 'action de E(2). Cette equivariance donne
des implications sur la nature de solutions bifurquantes de I’état homogéne.

4.3 Etude de la stabilité linéaire de I’état homogéne

On restreint notre analyse sur des distributions poids données par les équations
(21) et (24) avec w satisfait 'équation (22) ou (25), alors w est invariante sous
'action de E(2). La subistitution de ’équation (21) dans (20) donne :

0 00) — —afr, 1)

™ /

ol [ wnlo = )Slalr 0145 [ wnalr =, 0)Slalr' 0,00 (29
On introduit un nouveau paramétre 5 qui charactérise I'intensité d’interaction la-
térale. La premiére étape consiste a linéariser I’équation (28) dans I’état homogéne
a(r,¢) = 0 et de résoudre le probléme de valeur propre obtenu. En particulier on
cherche des conditions sous lesquelles I’état homogéne devient instable. Pour cela,
il faudra effectuer une perturbation en expansion pour le paramétre (3.
on linéarise I’équation (28) dans 1’état homogéne :

™ d /
L, B)a = ~aalr o)+l [ wiae(é-d)alr, ) 48 | wialr—r',d)alr’,é)dr')
0 R
= Xa(r, ¢) (29)
On introduit, (Bressloff-Cowan), des solutions du linerairsé de la forme :
a(r,6) = u(6 — 9T + ce. (30)
avec k = q(cos ¢, sin ), g = |k|. et alors 'équation (29) s’écrit :

)‘(,ua 67 Q)u(¢) = _Qu<¢)+01M[AW wloc(¢_¢,)u(¢/)d7¢/

+Bwiar(k, p+p)u(@)] (31)
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Ot Wi (k, @) est la transformée de Fourier de wiq(r, @), avec wy, satisfait I’équa-
tion (22) et w est E(2)-invariant.

5 Actions du groupe de symétrie restreint sur le
noyau de la linéarisé

5.1 Les sous espaces irréductible

En basant sur la théorie de perturbation de Rayleigh-Schrédinger, Dans leur
article [3|, Bressloff, Cowan et al ont étudié numériquement la stabité de I’état ho-
mogeéne jusqu’a premiére ordre de puissance de f3, ils ont calculé le vecteur d’onde
Q) correspondant a la premiére instabilité p. ( . est plus petit valeur de p pour
la premiére ordre de 3, A = 0) de I’état homogéne. Dans leur article [3|, Bressloff,
Cowan et al ont fait un étude numérique de telle bifurcation (figure 12). Noté L(j.)

11(g) 1.0
098 |
096 |
094 L
0.92 |-

impair

0.9 +
fho b= ‘
1 1 1 1

0 3 3 4 5 4

FI1GURE 12 — q = [k|, courbe tracé pour la premiére ordre de (3.

I'opérateur linéarisé de 1’équation (29) pour p = pu.. Par raison de symétrie, ker
L(p.) est de dimension infini. Maintenant on référe au calcul fait au paragraphe 3
mais pour Fg = L*(T? x S'). Alors L(j.) est un opérateur compact et autoadjoint
sur Feg.

Pour chaque k € £ on associe le sous espace correspondant des fonctions propres :

Vie = {u(¢)e™™ +c.cou: S' — Coule+7) = u(¢)}

V=) Vi

YEHg

Vi se décompose en deux sous espaces invariants :
Vi = ViF @V, tels que

Vi = {v € Vit u(—¢) = u(@)}H(pair)
Vi = {v € Vit u(—¢) = —u(6)}(impair)
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Réseaun ker L(u.)

Carré Zy ® Ry yo(Zy)
Hexagonal | Z, © Rax/3(Zu) ® Rax/2(Zy)
Rhombique Z, D Ry(Zy)

TABLE 4 — Les fonctions propres correspondants au plus petit longueur de k

Réseaun ker L(.)
Carré 21u(9)e* ™ 4 zpu(d — g)62i”k2"" +c.c

j 21 o 21 .,
Hesagonal | (@)™ 4 2u(6 — =)™ 4 zyu(6 4 =)™ + e
Rhombique 2u(0)P G (6 — 0)PT e

TABLE 5 — Les fonctions propres correspondants aux sous espaces I'-irreductible, u(¢)
réel, m-periodique ,pair ou tmpair

(C’est une conséquence de action de reflexion k. En effet :
ka(r, ) = a(kr, —¢) = u(—¢)e™ + c.c.

Fixons u(¢)e™" + c.c € Vi ou u est réel, soit Z, le sous espace de dimension 2
définit par :

Zy = {2u(¢)e™" +cc:z € C}
Z, est T? irreductible, et

Z(u) =Y V2

vEHg

est 'g-invariant.

Lemme 5.1 Le sous espace Z(u), ot u est G valeur réel et pour les deuz cas pair
et impair, est I'-absolument irreductible. De plus, ces sous espaces sont les seuls
sous espaces de V' qui sont I'-irreductibles.

En utilisant la lemme (5.1), on peut écrire ker L(u.)=Z(u). De plus en peut écrire
Z(u) comme une somme direct des images par rotation de Z, (tableau 4).

On fixe la fonction u(¢) qui est réel, m-periodique et dans les deux cas pair et
impair. Sans perdre de generalité, Bressloff-Cowan|4] on peut prendre |Q2|=1. Alors
soit ki = (1,0), On écrit les fonctions dans Z, comme z u(¢)e*™ " 4 c.c, 2 € C,
alors on a la représentation du ker L(u.) (tableau 5).

5.2 L’action du groupe de symétrie restreint

En illustrant d’abord l'action du groupe, on calcule les sous groupes axiaux
ainsi que leurs axes de symétrie correspondants.
Exemple le cas du reseau carré :
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Soit ¢ = 21u(P)e* ™ 4 zyu(¢p — g)e%’rkz'r +cc.,r = (v,y) € R?

Action du tore T?

Soit :7 = 71l; + Tels un élement du tore, on écrit 7 = [, 75 alors :
Tu(¢)e2i7rk-r — u<¢)62iﬂk-(r77) — efikru(qé)e%rrk-r’ alors :

7(21, 22) = (¥ 21, €% 25)

L’action du D, est :

(1) L’action de & :

. T .
(21, 22) = Rupo(z1u(9)e®™ " + zou(d — §)€2mk2'r) +c.c.

= ziu(¢ — g)ezi”k” + zgu(p)e 2™ 1T e c,

- T
— Z—Qu(¢)€2zﬂ'k1-r + 21U(¢ o

5 )eQZ”kQ'T + c.c.

= (2_27 Zl)~

(2) L’action du & :

k(21 20) =2 K(2u(@)e*™ T 4+ zyu(op — E)62"”1‘2*) + c.c.

2
= zou(—¢)e?™T 4 ZQu(g — p)e HR2TY 4 e,
= +(z1u(g)e*™ " + Zu (¢ — g)e%’rk””) +c.c.

= j:(zlaZ_Q)

L’action du groupe T, sur les trois cas, est représenté dans le tableau (6), tandis
que les tableaux 7-8 représentent les sous groupes axiaux avec leurs axes de symé-
tries. Les solutions bifurquées correspondantes sont situées dans les tableaux 9-10,
on appelle telles solutions : les planformes. correspondants.
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Dy Action D, Action Dg Action

I (21722) I (21,22> I (21,22,23>
(Z_h Z_Q) 5 (2_2’ Zl) 5 (227 23, Zl)
K €(22,21) & (m=n) & (23,21, 22)
3 e(z2,71) & (mzm) & (71, %, %)
K e(n,m) & (22, 23, 21)
R e(zmm,) & (23,71, %)
kE?  €(Z,zm) K €(z1, 23, 22)
RE e(za, ) KE e(%,71, %)
KE? €(z3, 22, 21)
’igg 6(2_17 23, 22)
k& €(29, 21, 23)
KE® (%3, 72, 21)
[7_1’ 7_2] (Zle—QiﬂTl’ 226—2i7r7'2) (2’16_2i7r7—1, 226—21'7?1'2’ 236—2i7r(71+72))
TABLE 6 — Action du groupe T pour les trois cas, € = 1 si u(—¢) = u(¢p), et e = —1 si
u(—=¢) = —u(¢).
Réseau Sous groupe axiaux | Vecteur fixe | Nom
Carré Dy(k,€) (1,1) carré pair
0(2) ® Zy (k) (1,0) bandes pairs
Hexagonal | Dg(k, &) (1,1,1) hexagone pair(0)
D¢ (K, €) (-1,-1,-1) hexagone pair(m)
O(2) @ Zy (k) (1,0,0) bandes pairs
Rhombique | Dy(k, &) (1,1) rhombique pair
0(2) (1,0) bandes pairs

TABLE 7 — Résumé des sous groupes aziauz et leurs axes de symétrie correspondants
dans le cas pair ou u(—¢) = u(@). O(2) engendré par (0,75) € T? et rotation d’un angle
7 (€ pour le reseau rhombique,&% pour le carré et £ pour I’hexagonal).

5.3 Les solutions bifurquées du modéle avec orientation
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Réseau Sous groupe axiaux | Vecteur fixe | Nom
Carré Dy(k[35,3],€) (1,-1) carré impair
O(2) ® Z2(E%k[2,1]) | (1,0) bandes impairs
Hexagonal | Zg(§) (1,1,1) hexagone impair
Ds (K€, €%) (ii,i) triangle
Ds(k, £%) (0,1,-1) le quilt écossais
02) e Z4(f/€[2, 0]) | (1,0,0) bandes impairs
Rhombique | D (k[3, 3],€) (1,1) rhombique impair
O(2) ® Z2(£2k[L,0]) | (1,0) bandes impairs

TABLE 8 — Résumé des sous groupes axiaux et leurs ares de symétrie correspondants
dans le cas impair ou u(—¢) = —u(¢p). O(2) engendré par (0,73) € T2 et rotation d’un
angle (£ pour le reseau rhombique, €2 pour le carré et £ pour I’hexagonal)

Réseau Nom Planformes

carré carré pair u(p) cosx + u(p — m/2) cosy
bonde pair u(¢p) cosx

rhombique | rombique pair u(¢) cos(ky - r) + u(¢p — 6) cos(ky - 1)
bonde pair u(¢) cos(ky - r)

hexagonal | hexagone pair(0) | u(¢) cos(kl 1) 4+ u(¢p+7/3)cos(ky - ) + u(¢p — w/3) cos(ks - r)
hexagone pair(m) | u(¢) cos(ky - ) + u(¢ + 7/3) cos(ky - ) — u(¢p — 7/3) cos(ks - )
bonde pair u(¢) cos(ky - r)

TABLE 9 — Les planformes pairs avec u(—¢) = u(¢), ks = —(k1 + k2)

Suffisement proche du point de bifurcation, ou a(r, ¢) devient instable, pour
des perturbaion petit, on utilise la méthode de plusieurs échelles et en faisant un
developpement de taylor de S|a], pour obtenir perturbation en puissance du para-
métre de perturbation (Poincaré-Lindstedt).

Une fois qu’on fait le technique au-dessus, et en basant sur le livre de Golu-
bistky,Sheafer et Stewart [9] on arrive & calculer les équations de bifurcation et
parsuite les solutions bifurquées de ’état homogéne de la probléme initiale. On
peut trouver ces résultats dans Particle de Bressloff, Cowan et Golubistky [3]. u(¢)
qui est m-periodique, elle peut avoir I'une des formes suivantes :

1- u(¢) = cos(¢) dans le cas pair.

2- u(¢) = sin(¢) dans le cas impair.

3-u(p)=1.

Alors on vérifie les solutions correspondantes pour ces 3 cas, et en appliquant
I'inverse de I'application rétinocorticale, on se conduit a réproduire les formes géo-
métriques correspondantes aux planformes des tablaux 9-10. En prenant comme
exemple le réseau carré, alors les figures 13-15 représentent les contours des plan-
formes dans V1 tandis que les figures 16-18 représentent leurs formes correspon-
dantes par 'inverse de I'application rétinocorticale. En faite, les solutions bifur-
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Réseau Nom Planformes

carré carré impair u(p) cosz — u(p — w/2) cosy
bonde impair u(¢p) cosx

rhombique | rombique impair u(¢p) cos(ky - r) + u(¢p — 0) cos(ks - )
bonde impair u(¢) cos(ky - r)

hexagonal | hexagone impair(0) | u(¢)cos(k; - ) + u(¢ + 7/3) cos(ky - ) + u(¢p — 7/3) cos(ks - )
triangle () u(¢)sin(ky - r) + u(¢ + 7/3) sin(ks - ) — u(¢p — 7/3) sin(ks - )
le quilt écossais u(¢p +m/3) cos(ky - 1) —u(¢p — w/3) cos(ks - )

TABLE 10 — Les planformes impairs avec u(—¢) = —u(¢), ks = —(k1 + ko)

quantes pour u(¢) = 1 sont celles bifurquantes de 1'étude fait en prmiére partie
(comme sans prendre compte de Porientation).

6 Discussion et perspectives

Dans ce rapport on a traité un modéle mathématique avec bifurcation vérifié
par 'activité des masses neuronales dans la couche V1 du cortex visuel. D’aprés
la résolution du modéle dans la premiére partie, on est arrivé a des solutions qui
sont compatibles aux images vues par des patients soumis a I'effet du drogue.
Dans la deuxiéme partie, paragraphe 4, d’aprés la prise en compte de I'orientation
des objets observés, on obtient de plus que les solutions obtenues en premiére par-
tie, des nouvelles solutions qui décritent un autre catégorie des formes géométriques
définis & I'introduction.

D’autres généralisation sont possibles et pourraient conduire a des nouvelles
solutions : par exemple la prise en compte de la sensibilité des neurones a la
fréquence spatiale des objets [2]|, ou, en revenant au formalisme de Ermentrout-
Cowan étudier les bifurcations de Hopf qui peuvent se produire dans certains
conditions [8].
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FIGURE 13 — Contours de planforms pour u(¢) = 1, dans le cas du réseau carré : (a)
carré, (b) bande
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FI1GURE 14 — Contours de planforms pour u(¢) = cos(¢), dans le cas du réseau carré :
(a) carré, (b) bande
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FIGURE 15 — conlours de planforms pour u(¢) = sin(sin ¢), dans le cas du réseau carré :
(a) carré, (b) bande
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FIGURE 16 — L’action de linverse de 'application retinocorticale sur les contours pour
u(@p) 2 1, dans le cas du réseau carré : (a) carré, (b) bande

(@

FIGURE 17 — L’action de linverse de 'application retinocorticale sur les contours pour
u(p) = cos(¢), dans le cas du réseau carré : (a) carré, (b) bande

FIGURE 18 — L’action de linverse de 'application retinocorticale sur les contours pour
u(@) = sin(¢), dans le cas du réseau carré : (a) carré, (b) bande
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