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∂E
∂t

= −E + Se(αeew
∗∗
ee E− αiew

∗∗
ie I) ≡ Ge(E, I)

∂I
∂t

= −I + Si (αeiw
∗∗
ei E− αiiw

∗∗
ii I) ≡ Gi (E, I)

E, I ∈ F = C∞(R2) et
w∗∗mnz(x , y) =

∫
R2 wmn(x − x ′, y − y ′)z(x ′, y ′)dx ′dy ′
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Etats d’équilibre

Formalisme de Ermentrout-Cowan :

0 = −E + Se(µw∗∗ee E− αiew
∗∗
ie I) ≡ Ge(E, I, µ)

0 = −I + Si (µw∗∗ei E− αiiw
∗∗
ii I) ≡ Gi (E, I, µ)

Formalisme de Bressloff-Cowan et al :

∂a

∂t
= −αa + µw∗∗S [a] ≡ G [a, µ]

w(x2 + y2) = 1/
√

2πξ2e−(x2+y2)/2ξ2 − A/

√
2πξ̂2e−(x2+y2)/2ξ̂2
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Stabilité dans la formalisme de Bressloff-Cowan

Linéarisation dans le modèle de Bressloff-Cowan et al :

DG [a, µ](a) = −αa + µs1w
∗∗a

DG [a, µ](a) = (−α + µs1ŵ(k2 + l2))a = λ(µ, k2 + l2)a

Figure: q2 = k2 + l2, ξ = 1, ξ̂ = 3,A = 1/5
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Symétrie euclidienne

E(2) = O(2) o R2

g = (r , a) ∈ E(2),X = (x , y) ∈ R2, gX = rX + a

-Opérateur linéaire

Tgu(X) = u(g−1X), g ∈ E(2)

Alors G est E(2)-equivariant :

TgG = GTg , ∀g ∈ E(2)
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Restriction sur l’espace des fonctions doublements
periodiques

DG [0, µc ](a) = (−α + µcs1ŵ(k2 + l2))a

Ker(DG [0, µc ]) = {φ(µc ,Ω
2)e<rΩ,X>,X = (x , y) r ∈ O(2)}

Ω le vecteur d’onde correspondant à µc (le plus petit valeur de
µ) : l1, l2 deux vecteurs linèairements indépendants :
L = {L = m1l1 + m2l2,m1,m2 ∈ Z}, l1 = |Ω|(1, 0)

Definition :
f : R2 −→ R2

On dit que f est L-doublement périodique si f (X + L) = f (X) pour
tout L ∈ L

FL = {f ∈ F : f L− doublement periodique} = L2(T2)
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µ) : l1, l2 deux vecteurs linèairements indépendants :
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Restriction sur l’espace des fonctions doublements
periodiques

Groupe de symétrie restreint : Γ ∼= E (2)/L = HL o T2, HL = Dn,
n=2,4 ou 6
Dn engendré par κ et ξ tel que :

κ(z) = z et ξ(z) = ze2iπ/n

θ est l’angle formé par l1 et l2 :
(1) Réseau hexagonale : θ = π/3 , alors Γ = D6 × T2

(2) Réseau carré : θ = π/2 , alors Γ = D4 × T2

(3) Réseau rhombique : 0 < θ < π/2 et θ 6= π/3, alors
Γ = D2 × T2
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Restriction sur l’espace des fonctions doublements
periodiques

χ(L) ≡ Ker(DG [0, µc ])/FL
= {φ(µc ,Ω

2)e<rΩ,X>, r ∈ Dn}

Base de χ(L) pour le Réseau carré :

ψ1(X ) = φ(µc ,Ω
2)e i |Ω|x , ψ2(X ) = Tξψ1

ψ3(X ) = Tξ2ψ1 = ψ1, ψ4(X ) = Tξ3ψ1 = ψ2
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Les équations de bifurcation

Technique de Lyapounov-Schimdt Résoudre :

G [u, µ] = DG [0, µc ]u + R[u, µ− µc ]

DG [0, µc ] compact et autoadjoint sur FL = L2(T2) alors

FL = kerDG [0, µc ]⊕ ImDG [0, µc ]

Soient P et Q = (I − P) les projections

M : QFL −→ (I − P)FL

telque MDG (0, µc) = Id identité sur (I − P)FL

u ∈ FL, u=ψ + ϕ où ψ = Pu = et ϕ = (I − P)u
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Les équations de bifurcation

ϕ+ MQR(ψ + ϕ, µ− µc) = 0

(I −Q)R[ψ + ϕ, µ− µc ] = 0

Les équations des bifurcations : F : kerDG [0, µc ]→ kerDG [0, µc ]

(I −Q)R(ψ + ϕ(ψ, µ− µc), µ− µc) = 0 = F (ψ, µ)

ψ =
n∑

j=1

zjψj , zj =< u, ψj > et F =
n∑

j=1

Fjψj

Definition : x0 solution du problème de bifurcation, on appelle le
sous groupe d’isotopie de x0 :

Σx0 = {γ ∈ Γ : γx0 = x0}
Fix [Σx0 ] = {x ∈ F : σx = x pourtout σ ∈ Σx0}
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Equivariant branching lemma

Alors pour Σ un sous groupe d’isotopie on a :

F : Fix [Σ] −→ Fix [Σ]

Si dim Fix [Σ]=1, on dit que Σ est un sous groupe axial.
Lemme :

G : Rn × R −→ Rn

un problème de bifurcation, Γ est un sous groupe compact qui agit
d’une façon irréductible sur Rn. G est Γ-équivariant, (x0, λ0) un
point d’equilibre avec Ker DG [x0, λ0] est non nul. Soit Σ un sous
groupe axiale de Γ. Alors, il existe génériquement une branche de
solution bifurquante en x0 d’isotropie Σ.
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Exemple

Réseau carré :
ψ = z1e

ik1X + z2e
ik2X + c .c .

Action du groupe de symétrie sur le réseau carré

D4 action

I (z1, z2)
ξ (z2, z1)
ξ2 (z1, z2)
ξ3 (z2, z1)
κ (z1, z2)
κξ (z2, z1)
κξ2 (z1, z2)
κξ3 (z2, z1)

[θ1, θ2] (z1e
−2iπθ1 , z2e

−2iπθ2)
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Exemple

Sous groupe axiales Vecteurs fixes

D4(κ, ξ) (1,1)

O(2)⊕ Z2(κ) (1,0)

Table: O(2) engendré par (0, τ2) ∈ T2 et rotation d’un angle π

Conséquences :(η = ε2(µ− µc))

u1(x , y) = εφ(µc ,Ω
2)

√
−η
A

cos(|Ω|x)

u2(x , y) = εφ(µc ,Ω
2)

√
−η
B

cos(|Ω|y)

u3(x , y) = εφ(µc ,Ω
2)

√
−η

A + B
[cos(|Ω|x) + cos(|Ω|y)]
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Le modèle de Bressolff-Cowan avec orientation

Modèle :

∂a(r , φ, t)

∂t
= −αa(r , φ, t)+µ

∫ π

0

∫
R2

w(r , φ/r ′, φ′)S [a(r ′, φ′, t)]
dr , dφ′

π

FL = L2(T2 × S1)

On introduit des solutions du ker de la linéarisé pour la petite
valeur de bifurcation µc

a(r , φ) = u(φ− ϕ)e ik·r

κa(r , φ) = a(κr ,−φ) = u(−φ)e ikr + c .c .
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Nouvelles solutions
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Introduction d’un nouvelles paramètre géométrique

Prise en compte de la fréquence spaciale
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Merci pour votre attention

Questions ?
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