MODÉLISATION ET SIMULATION DE RÉSEAUX DE COMMUNICATION

Ecole Polytechnique{1999{2000 ————–

Francois.Baccelli@ens.fr

Table des matières

1 Simulation de réseaux et schémas de Matthes 6 1.1 Tirage de variables aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.1.1 La méthode de l’inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.1.2 La méthode du rejet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2 Canal de communication en isolation . . . . . . . . . . . . . . 11 1.3 Schémas de Matthes et simulation à événements discrets . . . 14 1.3.1 Schémas de Matthes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.3.2 Simulation à événements discrets . . . . . . . . . . . . 15 1.3.3 Les problèmes à résoudre . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.4 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.4.1 Réseaux à commutation de paquets . . . . . . . . . . . 17 1.4.2 Files d’attente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 1.4.3 Trafic http . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2 Chaînes de Markov à temps discret, files d’attente et protocoles de communication 28 2.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 2.1.1 Loi d’une chaîne de Markov homogène . . . . . . . . . 29 2.1.2 Distribution stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.1.3 L’équation de Chapman–Kolmogorov . . . . . . . . . . 31 2.1.4 Graphe de transition, communication, période . . . . . 32 2.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.2.1 Marche aléatoire associée à un jeu de pile ou face . . . 37 2.2.2 Canal de communication à temps discret . . . . . . . . 37 2.3 Propriété de Markov forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.3.1 Temps d’arrêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.3.2 Propriété de Markov forte . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.3.3 Application : loi du nombre de visites en i . . . . . . . 42

2.4 La méthode “un pas en avant” . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 2.4.1 Temps moyens d’atteinte . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 2.4.2 Probabilité d’atteinte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.5 Récurrence, transience . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 2.5.1 Définition et critère de la matrice potentiel . . . . . . . 47 2.5.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.6 Mesure invariante et récurrence . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.6.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 2.6.2 La mesure invariante canonique . . . . . . . . . . . . . 50 2.7 Distribution stationnaire et récurrence positive . . . . . . . . . 53 2.7.1 Le critère de la distribution stationnaire . . . . . . . . 53 2.7.2 Formule des temps moyens de récurrence . . . . . . . . 54 2.7.3 Produit de 2 chaînes indépendantes . . . . . . . . . . . 55 2.7.4 Couplage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 2.7.5 La chaîne serpent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.8 Le théorème ergodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.8.1 Enoncé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.8.2 Démonstration du théorème ergodique . . . . . . . . . 59 2.9 Comportement asymptotique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 2.9.1 Théorème de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . . . . 61 2.9.2 Le cas périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 2.10 Réversibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 2.11 Une condition suffisante de récurrence positive . . . . . . . . . 65 2.12 Protocoles de communication pour canal à accès multiples . . 70 2.12.1 Aloha discret pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 2.12.2 Stabilisation d’Aloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 2.12.3 Le protocole de Tsibakhov–Mikhailov–Capetanakis . . 74

3 Processus de Poisson, chaînes de Markov à temps continu et réseaux stochastiques 80 3.1 Processus de Poisson homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 3.2 La méthode de la chaîne incluse . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 3.2.1 La file M/GI/1/1/P AP S . . . . . . . . . . . . . . . . 84 3.2.2 Temps de séjour dans les systèmes PAPS avec des arrivées poissonniennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 3.2.3 La file GI/M/1/1/P AP S . . . . . . . . . . . . . . . . 89 3.3 Systèmes poissonniens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 3.3.1 Construction markovienne . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.3.2 Propriété de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 3.4 Récurrence et stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 3.4.1 Semi–groupe de transition, générateur infinitésimal, mesures invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 3.4.2 Classification des états . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 3.4.3 Critère d’ergodicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 3.5 Réversibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 3.5.1 Files d’attente markoviennes classiques . . . . . . . . . 113 3.6 Réseaux de files d’attente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 3.6.1 Les réseaux de Jackson . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 3.6.2 Equations de trafic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 3.6.3 Distribution stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 3.6.4 Réseaux de files d’attente fermés . . . . . . . . . . . . 125 3.7 Réseaux de files d’attente avec rejet . . . . . . . . . . . . . . . 131 3.7.1 Modèle markovien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 3.7.2 Distribution stationnaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 3.7.3 Calcul de la probabilité de rejet . . . . . . . . . . . . . 134 3.7.4 Calcul de la fonction de partition . . . . . . . . . . . . 135

4 Chaînes de Bellman et graphes d’événements 137 4.1 Le semi-anneau (max, plus) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 4.2 Chaînes de Bellman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 4.2.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 4.2.2 Communication, période . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 4.2.3 Récurrences (max, plus)-linéaires . . . . . . . . . . . . 140 4.3 Réseaux de Petri et récurrences (max, plus)-linéaires . . . . . . 143 4.3.1 Réseaux de Petri, graphes d’événements . . . . . . . . 143 4.3.2 Graphe d’événements associé à une récurrence

(max,plus)-linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 4.3.3 Dynamique logique d’un graphe d’événements . . . . . 145 4.3.4 Caractérisation algébrique des interblocages . . . . . . 147 4.3.5 Simulation d’un graphe d’événements temporisé . . . . 148 4.3.6 Compteurs et dateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 4.3.7 Equation de récurrence IR_{min}–linéaire associée à un graphe d’événements temporisé . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 4.3.8 Equation de récurrence IR_{max}-linéaire associée à un graphe d’événements temporisé . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 4.3.9 Graphes d’événements ouverts . . . . . . . . . . . . . . 160

4.4 Représentation de réseaux par des graphes d’événements . . . 161 4.4.1 File d’attente G/D/1/1/P AP S . . . . . . . . . . . . 162 4.4.2 Files d’attente ./D/1/1/P AP S en série . . . . . . . . 163 4.4.3 Réseau de Jackson fermé cyclique . . . . . . . . . . . . 163 4.4.4 Contrôle de flux par fenêtre . . . . . . . . . . . . . . . 165 4.5 Théorie spectrale des matrices de IR_{max} . . . . . . . . . . . . . 167 4.5.1 Interprétation des valeurs et vecteurs propres . . . . . 167 4.5.2 Valeur propre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 4.5.3 Vecteurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 4.5.4 Equations affines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 4.5.5 Cyclicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

INTRODUCTION

Ce cours est une introduction à la modélisation mathématique et à la simulation numérique des réseaux de communication.

Diverses classes de réseaux sont décrites au fil de l’exposé, notamment les réseaux à commutation de paquets et leurs protocoles de contrôle, les réseaux à commutation de circuits, ainsi que certains protocoles d’accès multiples utilisés dans les réseaux locaux.

Dans un grand nombre de cas, la seule méthode d’analyse connue est la simulation à événements discrets dont nous donnons les principes dans le chapitre 1.

Le cours se concentre ensuite sur deux types d’outils de modélisation mathématique:

– les méthodes d’analyse markovienne qui sont applicables sous certaines hypothèses de trafic, et qui sont étudiées aux chapitres 2 et 3;

– les méthodes algébriques fondées sur les semi–anneaux (max, plus) et (min, plus) qui permettent d’étudier certains réseaux non markoviens et qui font l’objet du chapitre 4.