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introduction

La motivation qui a conduit a développer les outils présentés dans ce mémoire est d’améliorer,
par apport de méthodes et de techniques de calcul formel, les performances et les capacités de
calcul des logiciels qui modélisent et simulent le comportement dynamique de systémes de corps
mécaniques reliés entre eux®.

La phase de modélisation de ce comportement est une étape essentielle du processus de conception
de tout objet mécanique qui est amené par sa fonction a avoir un mouvement.

L’établissement des équations qui constituent un modele dynamique demande généralement un
travail long et complexe nécessitant d’importants calculs et qui doit étre renouvelé a chaque mo-
dification apportée au systeme mécanique considéré.

On va s’intéresser ici a la possibilité d’écrire de maniere automatique et littérale un ensemble
d’équations différentielles régissant la dynamique des systéemes multicorps a partir de leur descrip-
tion physique.

0.1 DPétude des systemes multicorps

On ressent, dans des secteurs technologiques extréemement variés, le besoin de calculer précisément
le comportement cinématique et dynamique de systemes de corps polyarticulés.

En effet, ce comportement ne peut pas, dans de nombreux cas, étre connu expérimentalement :

- soit parce que ’environnement n’est pas accessible, c’est le cas, par exemple dans le domaine
spatial, lorsqu’il s’agit de déployer des panneaux solaires ou d’orienter des antennes sur un
satellite,

- soit a cause d'un trop grand nombre d’expériences a réaliser, comme, par exemple, dans
I'industrie automobile pendant la phase de conception d’un systeme de suspensions,

- soit par la nécessité pour un mécanisme de s’adapter a des circonstances changeantes ou
difficilement prévisibles, comme cela peut étre le cas en robotique,

- ou encore, parce qu’il est impossible d’effectuer des mesures de maniere expérimentale, par
exemple en biomécanique, pour déterminer quantitativement comment les muscles travaillent
ou quels sont les efforts aux articulations.

L’évolution des technologies et des méthodes de fabrication pousse cependant & concevoir et a
étudier des systemes mécaniques de plus en plus complexes, au niveau de leurs structures, du
nombre et de la diversité des corps qui les composent, et des liaisons qui interviennent.

Parallelement, la nature des taches imparties aux mécanismes nécessite une précision de plus en
plus grande et exige des temps de calcul de plus en plus faible — I'objectif ultime est le temps réel
—en ce qui concerne la simulation du mouvement.

*appelés systéemes multicorps ou encore systéemes de corps polyarticulés.



6 INTRODUCTION

C’est ainsi que sont mises en évidence, de plus en plus fréquemment, les limites des logiciels
de simulation basés sur des méthodes purement numériques, et la nécessité de faire appel a des
techniques nouvelles et différentes.

un peu d’histoire

A la fin du dix-septieme siécle et au dix-huitieme, en posant les fondements de la mécanique
classique, et en étudiant la dynamique du corps solide, Newton [Newton, 1687] puis d’Alembert
[D’Alembert, 1743] ont ouvert la voie a I’étude du mouvement des objets physiques divers.

La mécanique analytique, depuis Lagrange [Lagrange, 1788] et avec Hamilton [Hamilton, 1835],
permet théoriquement d’étudier la dynamique des systemes multicorps quels qu’ils soient, mais
conduit a des calculs qui se révelent souvent impraticables méme dans des cas relativement simples.
Ainsi, peut-étre par manque d’un réel intérét technologique, mais surtout en I’absence d’outil
permettant d’effectuer rapidement un gros volume de calculs, ce domaine n’a longtemps connu
que tres peu d’activité de recherche et les efforts des mécaniciens se sont focalisés sur I'étude
théorique du comportement des milieux continus.

Un léger regain d’intérét, aux alentours de 1900, a débouché sur quelques travaux importants —
on peut citer Gibbs [Gibbs, 1879], Appell [Appell, 1900], Boltzmann [Boltzmann, 1902], Hamel
[Hamel, 1904], ...— visant & rendre plus utilisable la théorie élaborée par Lagrange.

Toutefois, la dynamique des systéemes de corps polyarticulés n’a vraiment pris de I'essor qu’aux
alentours de 1960, avec le développement d’ordinateurs possédant une grande puissance de traite-
ment. A cette époque sont apparus des logiciels spécifiques a des systemes mécaniques précis,
pour simuler leur mouvement. Essentiellement écrits par des mécaniciens ou par des physiciens,
il s’agissait d’énormes programmes codés en FORTRAN. Ces programmes calculaient 1’évolution
numérique d’un grand nombre de parametres décrivant un systeme mécanique en résolvant, par
des méthodes itératives, des équations différentielles établis manuellement au préalable.

Quelques années plus tard, il parut nécessaire, pour éviter des efforts de programmation redon-
dants, de construire des logiciels plus généraux permettant d’étudier la dynamique de toute une
classe de systemes, a partir de la description physique de ces systéemes — DRAM, pour Dynamic Re-
sponse of Articulated Machinery, développé par Chace et Korybalski [Chace et Korybalski, 1970],
qui fut le premier de ces logiciels, se restreignait aux mouvements bidimensionnels, ADAMS, pour
Automatic Dynamic Analysis of Mechanical Systems (voir [Rampalli, 1987]) est un produit com-
mercial tres performant actuellement utilisé par des milliers d’ingénieurs.

Parallelement se sont développés de nombreuses études sur des problémes connexes tels que
loptimisation de trajectoires en robotique, I'introduction de contrdle et/ou de commandes dans
les mouvements, la modélisation de la flexibilité des corps, les singularités des mouvements, ...

Beaucoup plus récemment a été ressenti le besoin de connaitre les équations gouvernant la dy-
namique des systemes mécaniques sous une forme symbolique, essentiellement pour pouvoir mani-
puler ces équations avant d’effectuer de la simulation numérique afin de gagner en efficacité, et pour
pouvoir étudier précisément le mouvement des systémes au voisinage des configurations singulieres.
Sont alors apparus de nombreux logiciels ayant pour objet la génération sous forme littérale des
équations de la dynamique de systéemes polyarticulés dont les deux principaux sont AUTOLEV
développé par Kane et Levinson [Schaechter, Levinson et Kane, 1988] et MESA VERDE développé
par Wittenburg (voir [Wittenburg, Woltz et Schmidt, 1990] et aussi [Wittenburg, 1977]).

Aucun de ces logiciels n’a malheureusement utilisé de véritables techniques de calcul formel.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay
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0.2 le calcul formel

Le calcul formel, par opposition au calcul numérique, englobe toutes les manipulations d’objets
mathématiques qui ne sont pas des nombres : calculs de primitives, de dérivées, factorisation
d’expressions, développements, substitutions, utilisation de formules, de regles de simplification,
résolution d’équation, manipulation de vecteurs, de matrices, d’opérateurs, ...

En tant que domaine scientifique, le calcul formel ou calcul symbolique dépend a la fois des
mathématiques et de I'informatique et étudie tout ce qui permet de faire effectuer ces manipulations
par un ordinateur ([Davenport, Siret et Tournier, 1988]).

Il existe actuellement des logiciels — ou systemes — de calcul formel codés dans divers langages infor-
matiques, qui sont capables d’effectuer toutes ces manipulations plus ou moins automatiquement
en utilisant des algorithmes de calculs plus ou moins performants.

D’autres systemes, plus récents, savent effectuer des calculs plus sophistiqués en autorisant 'utilisa-
teur a définir les regles de calculs particulieres au domaine des expressions qu’il utilise.

Pour la plupart, les logiciels de calcul formel integrent un langage qui leur est propre et permet a
I'utilisateur d’écrire de simples procédures comme de véritables programmes.

De plus, ces logiciels permettent aussi, bien entendu, d’effectuer des calculs numériques et acceptent
le plus souvent de manipuler des entiers de taille arbitraire, des rationnels, et des approximations
décimales de réels en précision arbitraire.

L’interét, pour le scientifique en général et pour le mécanicien en particulier d’effectuer des calculs
symboliquement en utilisant de tels logiciels est double :

- il s’agit d’une part de faire réaliser par une machine des calculs longs et fastidieux & faire a
la main,

- et d’autre part, cela permet d’effectuer des calculs intrinsequement justes par opposition aux
calculs numériques, qui, des lors qu’il ne font plus intervenir que des entiers ou des rationnels
substituent aux nombres considérés des valeurs approchées.

Ce second avantage est particulierement flagrant si coexistent dans un méme calcul des valeurs
dont les ordres de grandeurs sont tres différents sans que I'on puisse pour autant négliger les
“petites” quantités par rapport aux autres.

D’ailleurs ces avantages n’ont pas échappé aux scientifiques de toutes les origines puisque, si
les mathématiciens ont consacré de nombreuses recherches au développement d’algorithmes de
calculs, et si les informaticiens se sont penchés sur les problemes spécifiques a la conception de
logiciels de calcul formel, ce sont souvent des physiciens qui ont écrits, pour répondre a leurs
besoins, de tels logiciels plus ou moins spécifiques — c’est notamment le cas de MATHEMATICA
et aussi de REDUCE qui, avec MACSYMA et MAPLE, sont les quatre systemes généraux les
plus répandus (voir respectivement [Wolfram, 1988], [Hearn, 1985], [The Mathlab Group, 1983],
[Char et al., 1988]).

0.3 plan de I’étude

Il a paru nécessaire, en ’absence d’une littérature qui puisse servir de référence sur ce point, de
présenter soigneusement les objets mécaniques et mathématiques qui interviennent dans I’étude
dynamique des systemes de plusieurs corps reliés entre eux.

C’est 'objet du premier chapitre. Il permettra au lecteur non mécanicien d’acquérir les connais-
sances mécaniques essentielles pour la compréhension de ce mémoire.

On s’attache ainsi, dans un premier temps, a définir ce qu’est un mécanisme, a ’aide
d’entités mathématiques précises et adaptées. Pour cela, on part de la description

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



8 INTRODUCTION

du mouvement d'un objet mécanique dans sa plus grande généralité, et on introduit
successivement les notions de corps, de rigidité, d’ensemble de corps rigides, puis les
notions de liaisons — holonomes ou non — entre les corps, et la notion d’architecture de
systemes de corps reliés entre eux.

Dans un deuxieme temps, on introduit les bases nécessaires a 1’étude cinématique des
mécanismes, et notamment les variétés d’étude et les variétés de configurations. On
montre au passage I'influence du caractere arborescent ou bouclé de la structure des
mécanismes étudiés sur la complexité de cette étude et on dégage deux problemes
fondamentaux traités dans les chapitres suivants :

- le choix d’une variété d’étude adéquate,
- la nature de I’ensemble des configurations admissibles des mécanismes a structure
bouclée.

On s’intéresse, dans un troisieme temps, a I’étude dynamique des mécanismes. Ceci né-
cessite d’abord d’introduire soigneusement les grandeurs cinétiques et dynamiques, no-
tamment les notions de masse, d’inertie et de force, et de faire le lien entre le vocabulaire
développé jusqu’ici et le vocabulaire classique de la dynamique : vitesse et accélération
en un point. On peut alors passer en revue les différentes méthodes d’établissement
des équations de la dynamique, ainsi que les principes et les formalismes qui leur sont
rattachés, ce qui fournira les bases essentielles pour le second chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie en détail sur un exemple simple mais non trivial les différentes
méthodes existantes de génération des équations du mouvement de systémes multicorps, dans
loptique de leur implémentation dans un logiciel de calcul symbolique.

Ce chapitre aidera le lecteur non familier a 'utilisation de logiciels de calcul formel & comprendre
les possibilités et les contraintes qu’entrainent ces logiciels.

Tous les calculs effectués dans ce chapitre sont programmés et réalisés par le systeme de calcul
formel MAPLE, ce qui permet d’analyser la plus ou moins bonne adéquation des différents for-
malismes a un traitement systématique, tant au niveau du travail nécessaire a leur emploi que du
temps et du volume des calculs effectués et de la forme des équations obtenues.

Apres une courte introduction au logiciel MAPLE, on commence par décrire avec
soin le modele de satellite qui servira d’exemple, en dégageant toutes les grandeurs
indispensables & la mise en ceuvre des différents formalismes.

On applique ensuite les méthodes de mises en équations issues de la mécanique clas-
sique.

Puis, on établit les équations analytiquement & partir des formalismes lagrangien et
hamiltonien.

Et enfin, on met en ceuvre un formalisme plus récent, provenant des travaux de Kane
[Kane, 1978].

Ainsi ce second chapitre conduit naturellement a dégager une méthodologie pour construire un
générateur automatique des équations de la dynamique de systemes polyarticulés.

L’exposé de cette méthodologie constitue le troisieme chapitre.

Plutot que de concevoir et de présenter un nouveau logiciel, on a préféré mener une réflexion
plus théorique et on expose dans ce chapitre des principes généraux qui aident a ’écriture de tels
générateurs ainsi qu'un ensemble d’outils informatiques qui, en complétant les fonctionnalités des
systemes de calcul formel existants, permettent de mener a bien cette écriture.

On analyse, pour commencer, I’architecture informatique selon laquelle doit s’organiser
le processus de génération des équations, ce qui permet de préciser, pour chaque tache,
les lacunes des systemes de calcul formel classiques.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay
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On présente ensuite successivement les outils qui ont été développés pour combler ces
lacunes, a savoir :

- un langage de haut niveau pour la description des mécanismes,

- un algorithme de génération des équations, utilisant un formalisme spécifique, et
particulierement bien adapté a un traitement symbolique automatisé,

- diverses implémentations de bibliotheques de manipulation d’expressions vecto-
rielles et matricielles — et d’expressions écrites a base de quaternions.

Le quatrieme chapitre est entierement consacré aux problemes particuliers a la modélisation du
mouvement des mécanismes dont ’architecture est bouclée, problemes qui proviennent de la spé-
cificité caractéristique de ces mécanismes en ce qui concerne essentiellement :

- la nature de ’ensemble des configurations admissibles,
- et la définition de la notion de degré de liberté.

Les problemes mathématiques sous-jacents sont étudiés, des méthodes de résolutions sont pro-
posées, leur implémentation et leur expérimentation sont présentées.

Tout d’abord, on analyse mathématiquement les deux caractéristiques spécifiques es-
sentielles des mécanismes bouclés afin d’en déterminer une classe pour lesquels il est
raisonnable de vouloir :

- calculer le degré de liberté,
- déterminer un paramétrage de la variété de configurations,
- et enfin générer les équations différentielles du mouvement.

ce qui conduit a définir une notion “locale” de degré de liberté et de variété de config-
urations.

On présente ensuite les deux types d’approches envisagées pour effectuer ces différentes
taches, qui sont :

i. une méthode de calcul du degré de liberté qui utilise des algorithmes probabilistes
et modulaires de calcul de rang de matrices,

ii. une méthode d’étude de la variété de configurations faisant appel aux outils al-
gébriques de la théorie des bases standard (ou de Grébner).

Apres avoir décrit quelques exemples de mécanismes a architecture bouclée - d’abord
tres simples puis graduellement plus complexes - et I'implémentation de ces deux mé-
thodes dans des logiciels de calcul formel, on expérimente alors ces méthodes sur ces
exemples en présentant les résultats qu’elles permettent d’obtenir, en analysant leurs
performances et en dégageant aussi leurs limitations.

références bibliographiques

Tout au long de ce mémoire, il est fait référence a de nombreux textes présentant les travaux de
leurs auteurs qu’ils s’agissent d’ouvrages généraux, de manuels, d’articles de revues spécialisés,
d’actes de colloques, de theses, de rapports ...

Ces textes sont répertoriés in fine selon un classement par nature puis par ordre alphabétique sur
les noms des auteurs.

En ce qui concerne les ouvrages généraux, on trouvera pour chacun d’entre eux une courte analyse
de leur contenu.
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Chapitre Premier

préliminaires mécaniques

1.1 de l'objet mécanique au mécanisme
On a tenu, dans cette section, a “décortiquer” sur le plan mathématique, des notions
mécaniques qui sont pour la plupart tres intuitives. Le lecteur averti pourra donc se
dispenser d’une lecture qui risque de paraitre inutilement complexe et fastidieuse.

L’objet le plus simple auquel est confronté le mécanicien est le point matériel qui, sans avoir de
réelle existence physique, permet d’étudier de maniere relativement simple certains phénomenes
mécaniques.

Un objet mécanique, dans sa plus grande généralité, est une collection de points matériels, qui
sont en quelque sorte ses composants infinitésimaux.

Si ’on veut considérer le mouvement d’un objet mécanique au cours d’un intervalle de temps, il
faut :

- pouvoir représenter cet objet a chaque instant,
- connaitre I’ensemble de ces représentations aux différents instants considérés,

- pouvoir “suivre” le mouvement de chacun des composants infinitésimaux de cet objet a
Iintérieur de toutes ces représentations.

Ce dernier point est tout a fait indispensable en mécanique des milieux continus, lorsque l'on
étudie le mouvement de fluides par exemple. Néanmoins il est aussi particulierement important
lorsque l'on étudie des corps rigides qui présentent des symétries au niveau de leurs formes. Par
exemple, ce troisieme point est nécessaire pour décider si un cylindre astreint a rester en contact
avec un plan roule sur celui-ci sans glissement ou, au contraire, glisse sans roulement.

A un instant donné, un objet mécanique apparait, a tout observateur, comme un ensemble de
) .] q pp 3 )
points dans ’espace®.

Chaque point représente la position a cet instant d’'un composant infinitésimal de I'objet.

Ainsi, on dit que le point M! (€ IE) est la position d'un composant infinitésimal de I'objet &
I'instant ¢ ou encore que (¢, M?) est un état de ce composant infinitésimal.

L’ensemble S* (C IE) de tous les points M*, et le couple (¢, S*) généralisent & l'objet les notions
de position et d’état.

Pour un point matériel, et a fortiori pour un objet mécanique quelconque, les positions et les états
different essentiellement pour plusieurs observateurs.

*on désigne par espace ’espace affine euclidien réel de dimension 3, noté IE.
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La connaissance intrinseque du mouvement demande de pouvoir représenter un objet mécanique
indépendamment d’un observateur, ce qui nécessite de connaitre les transformations qui font passer
d’une observation a 'autre.

En mécanique relativiste, ces transformations dépendent explicitement du temps mais, dans le
cadre de la mécanique classique dans lequel on se placera délibérément, les grandeurs spatiales et
temporelles sont indépendantes.

Mathématiquement, on peut donc considérer que les objets mécaniques évoluent dans un espace
fibré trivial sur IR dont chaque fibre est l'espace affine IF, c’est a dire dans le produit cartésien
Rx .

La donnée d’une chronologie, et d’un repere de I'espace a chaque instant définit un référentiel de
IR x IE et donne un sens a la notion d’observateur du mouvement.

La connaissance du mouvement d’un objet mécanique dans un référentiel suffit pour définir ce
mouvement intrinsequement dans la mesure ou elle permet de le connaitre dans n’importe quel
autre référentiel.

1.1.1 description du mouvement d’un objet

Cette section s’inspire du premier chapitre du cours de mécanique [Germain, 1980].

On se donne un référentiel définissant tout au long du temps la position et orientation de
I’observateur du mouvement.

Si I (C IR) est I’ensemble de tous les instants considérés lors du mouvement, on note
M={(t,M",telet M' € S'}

I’ensemble de tous les états des composants infinitésimaux de ’objet au cours du mouvement.

Les propriétés physiques d’un objet en mouvement se traduisent sur M sous la forme de propriétés
mathématiques que 'on va étudier ci-dessous.

Définition 1.1 Une famille (S*)ie; de sous-ensembles de IE dépendants du temps (I est une
partie de IR) permet de décrire le mouvement d’un objet mécanique si et seulement si il existe une
application 11, définie sur I x I (C IR?) qui satisfait les conditions suivantes :

i. pour tous réels t et ta appartenants a I, T(t1,t3) est une bijection de S* dans S'2,
it. pour tout réel t appartenant a I, II(t,t) est Uapplication identique de IE,
iii. pour tous réels t1, ta et t3 appartenants & I, T(t1,t3) = U(te, t3) o (¢, t2).

Comme le montre la figure (1.1), mécaniquement, c’est l'existence de Papplication I qui traduit
le fait que 'on doit savoir comment évolue, au cours du mouvement, et a l'intérieur de I'objet,
chacun de ses composants infinitésimaux. I1(¢1,¢3) associe & tout point M; de S — position &
l'instant ¢; d’un composant infinitésimal de ’objet mécanique considéré — le point M, de S%2 — sa
position a l'instant ts.

Les conditions (i%) et (4i7) de la définition (1.1) assurent la cohérence de la notion de composant in-
finitésimal d’un objet mécanique, tandis que la condition (i) traduit I'invariance de sa composition
au cours du mouvement.

Mathématiquement, Pexistence d’une application II satisfaisant les conditions (), (i) et (¢i7) de
la définition précédente permet de donner une signification précise aux notions d’objet mécanique
et de composant infinitésimal en définissant les objets abstraits leur correspondant : le systéme
mécanique et la particule.

En effet, on peut définir une relation d’équivalence (~) sur I'ensemble de tous les états des com-
posants infinitésimaux de 'objet au cours du mouvement M, en disant que (¢1, M7) est en relation

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



1.1. de I'objet mécanique au mécanisme 13

figure 1.1 : description du mouvement d’'un objet mécanique

avec (tg, Ms) si et seulement si My est la position & 'instant t2 du composant dont la position a
Iinstant t1 est M7, c’est a dire :

[(t1, M) ~ (ta2, My)] <= 1I(t1, t2)(M1) = M>

Définition 1.2 On appelle particules d’un systeme mécanique les classes d’équivalence non vides
de la relation (~) définie ci-dessus ; un systéme mécanique S est l'ensemble de ses particules,
c’est-a-dire l’espace quotient M/ de l’ensemble de tous les états des composants infinitésimauxs
par cette relation.

Dans la suite, on assimilera 'objet mécanique au systeme mécanique qu’il permet de définir, et
ses composants infinitésimaux aux particules du systéme ; on parlera, notamment, par abus de
langage, d’états et de positions d’une particule ou du systeme.

Comme on va s’intéresser seulement a 1’étude de corps rigides ou flexibles, il n’est pas nécessaire
de développer longuement le principe de description du mouvement qui est tres intuitif.

On se bornera a présenter ici ce qui permet de définir rigoureusement les notions de corps rigides
et flexibles.

La particularité d’un systeme mécanique est le fait qu'une particule possede, a tout instant, une
position bien déterminée, précisément puisque II satisfait la condition ().

C’est pourquoi, on peut, pour tout instant ty, exhiber une bijection ¢ entre le systéme S et
I’ensemble S? : & toute particule m, on fait correspondre sa position & I'instant tg, le point M.
Puisque m est une classe d’équivalence non vide, il existe un représentant de m : (¢, M*). Alors
M est le point tel que : M' = TI(t,to)(M?).

Cette application est bien définie puisque elle est indépendante du choix de I'état (¢, M) de m
d’apres les conditions sur II ; elle est bijective a cause de 'existence de ’application canonique de
passage au quotient.

L’existence de ces bijections ¢* permet de donner une nouvelle caractérisation des modélisations
d’objets mécaniques en mouvement qui ne fait plus intervenir 'application II. C’est cette carac-
térisation que 'on utilisera essentiellement par la suite.

Définition 1.3 Une famille (S%)ic; de sous-ensembles de IE dépendants du temps (I est une
partie de IR) permet de décrire le mouvement d’un objet mécanique si et seulement si il existe un
ensemble S et une application surjective 1, de M = {(t, M), t € I et M* € S*} dans cet ensemble
S, d’une part, et d’autre part il existe une application ¢ de I dans ]E‘S, telles que :
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i. pour tout réel t, ¢(t) est une bijection de S dans St,
ii. pour tout réel t, et pour tout point Mt de S, ¢(t)(y(t, Mt)) = M?,
iii. pour tout réel t, et pour tout élément m de S, P(t, o(t)(m)) = m.

On montre facilement que cette définition est bien équivalente a la premiere définition : en effet,
si IT est donnée, v est Papplication qui, & tout état (¢, M?), associe sa classe d’équivalence et ¢
peut étre définie par : pour tout réel t, ¢p(t) = ¢ ; réciproquement, si 1) et ¢ sont données, IT
peut étre définie pour tous réels t; et to par : II(¢1,t2) est Papplication de S™ dans S telle que
[(ty,to) (M) = ¢(t2)(¢(t1, M) pour tout point M de S?.

De plus, il est immédiat que I'ensemble S = (M) introduit dans cette propriété est bien identique
au systeme S tel qu’on la définit précédemment et que la notion de particule est conservée.

La figure (1.2) schématise la maniére dont sont reliés ces objets mathématiques entre eux.

(to, S™) ——— M (to, M)
o(to) /(\/111 o(to) /(\/71’
S H(fo’H)lTH(tl,to) et m H<f0’f1>lTH(t1mo)
oty NN Y ot W\ Y
(t1,8%) —— M (t1, M)

figure 1.2 : liens entre 11, ¢ et ¢

Remarque 1.4 L’intérét de la définition (1.3) est que le mouvement d’un objet mécanique y
apparait comme une caractéristique de cet objet, alors que dans la définition (1.1) c’est 'objet qui
apparait comme une caractéristique d’un mouvement.

Définition 1.5 Soit S un systéme mécanique, on appelle configuration de ce systéme a l'instant
t Uapplication ¢(t) = ¢' de S dans IE qui, & toute particule m de S, associe M — sa position a
linstant t.

On note V g 'ensemble de toutes les configurations du systemel : Vegr = {9, t € I}.

Définition 1.6 L’application ¢ de I dans Vg qui, a tout instant t associe la configuration ¢*
du systéme a cet instant est appelée mouvement du systéme.

En conclusion, on dispose, pour modéliser un objet mécanique en mouvement, des différentes
notions suivantes :
- la particule du systéme et le systeme S, ensemble des particules,

- Tétat du systeme a linstant ¢ : (¢,S?), 'état d’'une particule du systéme & instant ¢ :
(t, M), avec M* € S* et I'ensemble de tous les états des particules du systéme au cours du
mouvement : M,

- la configuration du systéme & linstant ¢ : ¢!, I'ensemble de toutes les configurations du
systeme : Vg = {¢*,t € T}, et le mouvement du systeme : ¢.

Remarque 1.7 1l est important de bien différencier les notions d’états, de positions et de con-
figurations d’un systéme mécanique :

fP’indice eff est mis ici pour préciser qu'il s’agit des configurations effectivement atteintes par le systéme au cours
du mouvement.
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- & deux instants distincts ¢ et t5 le systéme est dans des états différents (puisque t1 # t2)
méme s'il occupe des positions semblables (S = S%) et méme si il a une configuration
identique aux deux instants (¢'* = ¢'2),

- a deux instants distincts ¢; et ¢y le systéme peut occuper les mémes positions (S* = §*2)
tout en se trouvant dans des configurations différentes (¢ # ¢'2).

4 t t3

figure 1.3 : exemples de positions et de configurations

Dans la figure (1.3) représentant trois instants du mouvement d’un cadre métallique dans lequel
on sait distinguer 1'un des cotés, on a : S = S¥2 = St gl = @b et ¢t £ ¢’ alors que :
(tl,Stl) #+ (tQ,Stz), (tl,Stl) #* (t3,St3), et (tQ,Stz) #+ (t3,St3).

Classiquement, la description du mouvement présentée ci-dessus est appelée description par tra-
jectoires (ou Lagrangienne) ; en effet, I'ensemble {(t, ¢*(m)),t € I} représente, d'un point de vue
mécanique, la trajectoire de la particule m au cours du mouvement.

Il existe d’autres descriptions du mouvement, notamment la description par champs de vitesses,
dite Eulerienne, que ’on n’abordera pas ici.

1.1.2 notion de corps

Par corps, on désigne intuitivement un objet mécanique tel que, pour connaitre son mouvement,
il suffise de connaitre une de ses configurations et le mouvement d’un nombre fini de particules
représentatives de cet objet — et non le mouvement de toutes ses particules .

On dira qu'un corps est rigide s’il suffit de connaitre le mouvement de quatre particules bien
choisies de ce corps — ou d’un repére attaché a ce corps.

On parlera de corps flexible sinon.
notion de rigidité

Définition 1.8 On dit d’un systeme S qu’il est rigide si et seulement si Uapplication I1 introduite
dans la définition (1.1) est telle que : pour tous réels t et t' de I, Uapplication TI(t,t') est une
isométrie de St dans St .

Définition 1.9 Une particule m est dite solidaire d’un systéme rigide S si et seulement si la
réunion S U {m} forme encore un systéme rigide.
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On va voir ce que 'hypothese de rigidité énoncée dans la définition (1.8) entraine comme propriétés
de 'application ¢ décrivant le mouvement.

Mais, auparavant, il est nécessaire de munir les systemes mécaniques d’une structure topologique ;
ceci est possible, notamment dans la mesure ot ’hypothese de rigidité autorise 'introduction de
la notion de distance entre les particules.

On considére un systeme rigide S ; on peut définir sur S une distance § de maniére canonique a
partir d'un état particulier du systeéme (tg, S%) par :

§(m,n) = d(M' N')

ol Mo = ¢'o(m), Nto = @' (n) et d est la distance usuelle de IF.
Le fait que les applications II(¢,t') soient, pour tous réels ¢ et ¢’ des isométries, garantit que ¢ est
indépendante du choix de ty et donc bien définie.

On peut alors munir S de la topologie induite par cette distance 9.
C’est ce que 'on supposera dans la suite ; ainsi, on peut affirmer :

Propriété 1.10 Lorsque S est un systéme mécanique rigide, pour tout réel t, Uapplication ¢ est
une isométrie de S dans IF.

De maniere analogue, on peut, par le choix d’une position particuliere du systeéme (to, S%), trans-
porter la structure affine canonique de IE sur S ; pour cela, on commence par prolonger les
isométries I1(¢, ') en des isométries de (S*) dans (S*') — on note (X) le sous-espace affine engendré
par X lorsque X est une partie d’un espace affine. Ceci permet de plonger S dans un ensemble (S)
défini comme image réciproque de (S%) par le prolongement de ¢, et sur lequel on transporte la
structure d’espace affine de (S™).

Définition 1.11 Lorsqu’il existe un ensemble de 4 particules affinement indépendantes appar-
tenant d (resp. solidaire d’) un systéme rigide, on dit que cet ensemble forme un repére (resp. un
repére solidaire) de ce systéme.

Remarque 1.12 L’existence d’un repere solidaire du systeme rigide S a pour conséquence que
(S') est égal & IE pour tout to et donc que (S) est un espace affine de dimension 3 et d’espace
vectoriel sous-jacent E = R®. Dans ce cas, on note cet espace £. On peut alors, attacher au
systeme rigide un référentiel.

Dans tout ce qui suit, on se placera dans les circonstances de la remarque précédente, ce qui, en
d’autres termes signifie que l'on saura, pendant ’observation mécanique d’un systeme en mouve-
ment, distinguer la position de chacun de ses composants et par exemple, décider de 'orientation
angulaire d’une tige en rotation sur elle-méme ou des deux faces d’un systeme plan.

Dans ce cas, on emploiera le terme de corps rigide au lieu de systeme rigide.

A ce stade de I’étude, on est amené a adopter une hypothese supplémentaire : I'hypothese de la
continuité du mouvement.

Celle-ci nécessite tout d’abord de considérer que I est un intervalle de IR puis se traduit par la
continuité de 1'application ¢ qui, & tout réel ¢ fait correspondre I'isométrie ¢! donnant la position
des particules du systeme & cet instant (cette continuité est relative a la topologie induite par
(¢'0)~1 — indépendamment de to — sur 'ensemble des isométries de £ dans IF & partir de 'ensemble
des isométries de IE).

Le mouvement étant désormais supposé continu, on peut alors transporter la structure d’espace
affine orienté de IE sur £, toujours par une méthode analogue a celle utilisée précédemment ; en
effet, a cause de la définition de ¢, il est facile de voir que la continuité du mouvement entraine
la continuité de l'application II par rapport a ses deux variables ; alors, puisque I’ensemble des
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isométries de IE, Is(IE), posséde deux composantes connexes, et, puisque I(¢,t) = Id(IF), on en
déduit que toutes les applications TI(¢,t') sont des déplacements de IE.

Une orientation de £ définie a partir d’une position particuliere du systeme est donc bien indépen-
dante du choix de cette position.

Dorénavant, on suppose £ muni d’une orientation qui permet d’affiner la propriété (1.10) en
écrivant que :

Propriété 1.13 Lorsque S est un corps rigide, pour tout réel t, application ¢ est un déplace-
ment de S dans IF.

Ainsi, 'ensemble Vg = {¢',t € I} de toutes les configurations d’un corps rigide est une partie de
'ensemble Is™ (£, IF) des déplacements de £ dans IE.

Cet ensemble est bien stir isomorphe, modulo le choix d’une position de référence £ (= IE), a
une partie de I'ensemble Is™ (IE) des déplacements de IE :

a ¢' — la configuration du systéme & l’instant ¢ — on associe ¢*of — le déplacement
de IE rendant le diagramme de la figure (1.4) commutatif, i.e. le déplacement @0t =

¢t (¢lo) .

t ¢t
& — FE m — M?
cb‘Ul Sptost et 4o l Sptost

FE Mto
figure 1.4 : isomorphisme entre Is™ (&, IE) et IsT (IF)

Concretement, la donnée de la configuration ¢* d'un corps rigide & l'instant ¢ correspond & la
donnée de la position et de 'orientation, relativement a ’observateur du mouvement, d’un repere
R solidaire de ce corps.

Le choix d’une position et d’une orientation de référence R permet, seul, de connaitre cette
configuration sous la forme d’un déplacement de I'espace, celui qui transforme R en R!.

traitement de la flexibilité

Comme on 'a écrit plus haut, un corps flexible est un systeme mécanique tel que, pour connaitre
son mouvement, il suffise de connaitre une de ses configurations et le mouvement d’un nombre fini
n (n > 4) de ses particules.

On ne s’intéressera pas ici a la modélisation de la dynamique des corps flexibles, ce theme pouvant,
a lui seul, justifier un travail bien plus ambitieux.

On se contentera de présenter, pour information, les deux méthodes les plus utilisées dans ce
domaine, basées sur la décomposition en corps multiples ou sur la notion de pseudo-rigidité.

décomposition en corps multiples En anticipant sur les paragraphes suivants qui présentent
les systemes de plusieurs corps rigides articulés, on remarque que l'on peut considérer un tel
systeme comme un seul corps flexible, dans la mesure ou la donnée d’une de ses configurations et
du mouvement de 4 particules pour chaque corps suffira & connaitre le mouvement du systeme.

Réciproquement, si la nature physique du corps flexible que ’on étudie le permet, on étudiera son
mouvement en le décomposant en un certain nombre de corps rigides reliés, le cas échéant, par
diverses articulations.
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Par exemple une poutre pourra étre considérée comme une succession de petites tiges reliées les
unes aux autres par des articulations rotoides, ...

pseudo-rigidité L’étude physique de corps flexibles permet, dans certains cas, de mettre en
évidence des modes vibratoires & fréquences déterminées dont seulement un nombre fini influe de
maniere non négligeable sur le mouvement du corps considéré.

Chaque mode est une application de £ x IR dans IF décrivant un mouvement vibratoire particulier
de chacune des particules du systeme.

Ces modes ayant été préalablement établis, la position du corps flexible & un instant donné, est en-
tierement déterminée, modulo le choix d’une position de référence, par la donnée d’un déplacement
— en ce qui concerne le mouvement principal — et d’un point dans ’espace vectoriel fonctionnel
engendré par les modes — en ce qui concerne le mouvement vibratoire du a la flexibilité.

On retrouve ainsi une notion étendue de configuration.

1.1.3 systéme de plusieurs corps rigides

On se donne un référentiel définissant, tout au long du temps, la position et l'orientation de
I’observateur du mouvement.

Définition 1.14 Un systeme de plusieurs corps rigides est un ensemble S de particules, tel qu’il
existe une famille finie de parties S1,...,S, de S vérifiant :

n
- S= |_| Si (réunion disjointe des S;)
i=1
- pour tout entier ¢ inférieur ou égal a n, S; est un corps rigide

Mécaniquement, le fait de définir un systeme de corps rigides comme une réunion disjointe de
systemes rigides autorise deux particules appartenant a deux corps distincts a occuper la méme
position a un instant donné.

Ainsi, tout ce qui provient de la notion de contact ou de chocs entre différents corps n’est pas pris
en compte a ce stade de la modélisation.

Les contacts et les chocs interviendront lors de la définition de liaisons entre les corps ou lors de
I’étude dynamique du mouvement.

On a vu, au paragraphe précédent, que pour chaque corps S;, il existe une application ¢; de I
dans ESi qui, a un instant donné, fait correspondre la configuration de ce corps.

Les S; étant des corps rigides, on sait que, pour tout réel t, ¢;(t) = ¢! est un déplacement de S;
dans IF, ou plutot d’un exemplaire de £ dans IF.

D’aprés le premier point de la définition (1.14), la connaissance de lapplication ¢ permettant
de décrire le mouvement de S est équivalente a la connaissance des n applications ¢;, en effet,
[T, (IES) et (IB)S (i.e. (IE)“=15:) sont naturellement isomorphes.

Ceci conduit a poser :

Définition 1.15 On appelle ensemble de toutes les configurations d’un systeme de plusieurs corps
rigides, l'ensemble Ve = {p(t) = (¢4, ..., ¢%),t € I'}.

Ainsi, comme 'on sait associer, & chaque corps, un repere qui lui est solidaire, V.g est une partie
de 'espace produit Is™ (&, IE)".

De maniere analogue a ce qui se passe lorsqu’on étudie le mouvement d’un seul corps, le choix

d’un ensemble de positions de référence des corps du systeme S* = (S ... S%) — ou, ce qui
est équivalent, des positions de reperes qui leur sont solidaires (R’i", ..., RY) — permet d’obtenir
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une description effective de son mouvement en définissant un isomorphisme entre les espaces

produits IsT(£, E)" et IsT(IF)" : & (¢},...,¢!) la configuration du systéme & l'instant ¢, on
. -1 -1

associe (@17, 0l0") = ($1(1°) ..., 0L (01) ).

Remarque 1.16 Le choix d'un ensemble de positions de référence (R!°,..., RY) des reperes

solidaires des corps du systéme permet aussi de définir a cet instant, pour tout corps S; et pour

tout corps S;, un déplacement ¢f;’ de ’espace tel que qﬁfg (Rf“) = R;".

On déduit de (bf; le déplacement ¢f; tel que ¢};(R}) = R’ par :

b= etel )T = e el el

La relation ci-dessus est, bien siir, vérifiée pour tout instant tg et pour tout instant ¢ de 'intervalle
de temps considéré.

Cela permet de définir un déplacement ¢;; de S; (C &) dans S; (C &) tel que ¢;; = (¢§°)_1¢§3¢§°,
indépendamment du choix de ¢y — voir figure (1.5).

On appelle g;; configuration structurelle relative de S; par rapport a S;.

$:0 $:0
E —— E m;  —— M°
/ /!
EXE #is JT% 09 l%;g (mq, m;j) wilewi ;0 l Tqb;lg
N\ N\
¢ ¢
E — 5 E m;  ——— M

figure 1.5 : configurations et configurations relatives

Définition 1.17 On appelle configuration relative du systéme mécanique S par rapport au corps
Si a Vinstant t le (n — 1)-uple :

(éf’fu ) ¢§(¢71)7 (blz?(iJrl)a s ad’fn)

L application de I dans IsT(IE)"~' qui fait correspondre (¢!,,..., (;52(1._1), ¢§(i+1)7 co @) a tout
instant t est appelée mouvement relatif du systéeme par rapport au corps S;.

De tout ce qui précede, on peut conclure que, si ’on se donne un systeme mécanique S de n corps
rigides avec n — 1 configurations structurelles fondamentales ¢;; de £ dans £ — ce qui revient a les

connaitre toutes puisque @, = @ik (cpij)_lf on dispose de n"~2 + 1 modélisations équivalentes du
mouvement de S :

i. par la donnée de I'application de I dans Is™ (&, E)™ :
te (1, 00)

ii. par la donnée d’une application de I dans Is* (€, IF), et de n — 1 applications de I dans
Ist (B

t — o

t = ((bfr(l)l’""¢Z(k—1)(k—l)’(bfr(k-i-l)(k-i-l)’"'7¢f7(n)n)
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ol k € [1,n], et o est une application de [1,n] dans [1,n] que I'on peut définir a 'aide d’un
arbre étiqueté par les n premiers entiers, dont la racine est étiquetée par k et tel que o(i)
est I’étiquette du nceud adjacent a celui étiqueté par ¢ appartenant au chemin qui le relie a
la racine — voir figure (1.6).

3
YRR
4 1 6 ;
t —

N 1\ donne &

8 7 t = (¢g,17¢g,27(bg,élu¢§,57¢g,67¢g,77¢278)
1

5

figure 1.6 : exemple de o

Pratiquement, on utilisera plus fréquemment des modélisations de type (i%), qui sont mieux adap-
tées au traitement des liaisons entre les corps, comme on va le voir au paragraphe suivant.

De plus, ces modélisations sont particulierement adaptées si 'on considere que l'observateur du
mouvement est solidaire d’un des corps — i.e. si I'on considere que I'un des corps est fixe.

Dans ce cas, une configuration du systeme est en effet compléetement caractérisée par la connais-
sance des n — 1 déplacements de I’espace donnant les configurations relatives.

1.1.4 notion de liaison entre deux corps

Dans les systemes mécaniques dont on va étudier le mouvement, les différents corps interagissent
par le biais de contacts ou d’articulations, voire d’attirances ou de répulsions magnétiques.

Ces interactions dépendent exclusivement de la structure mécanique (ou physique) interne du
systeme, c’est a dire de la forme et de la matiere des corps, ainsi que de la nature des dispositifs
mécaniques qui réalisent les articulations entre eux.

Cette structure contraint les mouvements relatifs des différents corps d’un systéme au niveau de
leurs positions et de leurs orientations, voire de leurs vitesses, ou de leurs accélérations lorsque ces
grandeurs sont définies.

D’une maniere générale, il est intuitif de considérer que deux corps sont liés, a un instant donné, si
il existe localement, au moins un mouvement du systeme qu’ils composent qui, bien que continu,
n’est pas compatible avec la structure mécanique de ce systeme.

Il est clair que, comme cette structure, la nature d’une liaison d’un systeéme peut évoluer dans le
temps.

Néanmoins, il est raisonnable, lorsque I'on étudie des systemes de corps rigides, de supposer que
leur structure mécanique ne varie pas continuellement.

C’est pourquoi on peut considérer que cette structure reste constante pendant tout I'intervalle I
pendant lequel on observe le mouvement, quitte a réduire cet intervalle, ce qui amenera a parler de
liaisons indépendantes du temps, a condition que celles-ci ne fassent pas explicitement intervenir
le temps — i.e. soient invariantes par changement de chronologie.
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De plus, la notion de liaison doit étre indépendante de I’observateur du mouvement, et notamment
de sa position et de son propre mouvement.

Formellement, on dira qu’il existe une liaison entre deux corps S; et S; d'un systéme a l'instant
to lorsque :

si 'on étudie, dans n’importe quel voisinage V;, de tp, le mouvement du systeme re-
streint & S; U S;, 'ensemble @ comp(Vi,) des applications ¢ = (¢;, ¢;) définissant un
mouvement continu compatible avec la structure mécanique de ce systeme est stricte-
ment inclus dans ’ensemble des applications continues de ce voisinage dans ’ensemble
des déplacements de S; LI'S; dans IE, ce qui se note :

D eomp(Vig) & C°(Vi; IsT (€, IE)?)

Remarque 1.18 Pour traduire I'indépendance vis a vis de 'observateur du mouvement, on as-
sumera que P omp(Vy,) possede la propriété suivante :

V¢ S C(WO;IS+(E))7 si (¢17¢]) S (I)comp(‘/to) alors (¢¢17¢¢J) S (I)comp(v;fo)

Lorsque ’on utilise une modélisation du mouvement des systemes de corps rigides faisant intervenir
les mouvements relatifs des corps, on introduit, pour tout voisinage V;, d’un instant ¢y, I’ensemble
Dmp(Vi,) des applications ¢;; définissant un mouvement relatif continu de S; par rapport a S;
compatible avec la structure mécanique de S; U S;.
On dit alors que S; et S; sont reliés a 'instant o si cet ensemble est strictement inclus dans
I’ensemble des applications continues de V4, dans I’ensemble des déplacements de IE :

oy (Vi) & C°(Vig: Is™ ()

comp

Les deux moyens de définir des liaisons que ’on vient de voir sont totalement équivalents.

La premiere définition possede I'avantage d’étre symétrique par rapport aux deux corps.

La deuxieme, quant a elle, possede ’avantage d’exprimer intrinsequement la propriété d’indépen-
dance des liaisons vis & vis du mouvement de I'observateur, puisqu’aucune condition n’est imposée
au mouvement propre de S;.

On va continuer, dans ce paragraphe, a étudier les liaisons dans le cadre de ces deux modélisations.
Dans le cas de liaisons indépendantes du temps, on pose V;, = I — I est l'intervalle de temps
pendant lequel on considere le mouvement et pendant lequel la structure mécanique du systeme

reste constante — et on utilise les notations @ comp (1) et @Z)mp (I).

Définition 1.19 Il existe une liaison entre les corps S; et S; si et seulement si l'une des deux
conditions équivalentes suivantes est réalisée :
1.

Deomp(Vig) & CO(Vig; Is* (€, E)?)
Vo € C(Viy; Is™(IE)), si (6i,05) € Peomp(Va,) alors (i, 65) € Peomp(Vi, )
O, (Vo) & C°(Vig; Is* ()

L’ensemble @ oy (1) que Von notera ®comyp siil n’y a pas d’ambigiiité, permet de définir ensemble
Vadm () noté aussi Veam des configurations admissibles pour la structure mécanique de S; U S;
par :

Vadm = {( Iz?a d);) € IS+((€E)2/3t € Ia Ed) S (I)compv(b(t) = ( 55 ¢§)}
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une configuration étant admissible pour la structure mécanique du systéme si elle peut étre atteinte
au cours d’'un mouvement compatible.
ij

um des configurations relatives admissibles pour la

On définit de maniere analogue I’ensemble V
structure mécanique de S; U S; par :

V(lzjdm = {¢§] € ISJF(E)/Et € Ia 3¢ € (I)compa (b(t) = ¢§]}

une configuration relative étant admissible pour la structure mécanique du systeme si elle peut
étre atteinte au cours d’un mouvement relatif compatible.

Toujours a cause de I'indépendance de la notion de liaison par rapport a I’observateur du mouve-
ment, ’ensemble des configurations admissibles possede la propriété suivante :

V¢ € Is*(IE), si (¢}, ¢%) € Vaam alors (¢°¢}, $°¢%) € Vadm

Par contre, la définition de ’ensemble des configurations relatives admissibles integre cette in-
dépendance de fagon intrinseque.

Selon la nature des interactions entre les corps du systeme, deux cas peuvent étre envisagés :
i. n’importe quelle application continue de I dans V4, (resp. dans V(i{im) définit un mouvement

(resp. relatif) compatible avec la structure mécanique interne du systéme,

ii. il existe au moins une application continue de I dans Vg, (resp. dans Vﬁlm) qui définit un

mouvement (resp. relatif) qui n’est cependant pas compatible avec cette structure.

Définition 1.20 On dit que deux corps d’un systeme sont reliés par une liaison holonome lorsque
le systéme restreint o ces deux corps vérifie les conditions de lalinea (i) ci-dessus, i.e. :

®comp = C(I;Vaim) (0w D, = C(I; Vi)

comp adm
On parle de liaison non-holonome sinon.

Mécaniquement, cette définition s’interprete ainsi :

- les liaisons holonomes introduisent, sur le mouvement des corps liés, des contraintes portant
exclusivement sur les positions et les orientations relatives de ces corps,

- tandis que les liaisons non-holonomes introduisent aussi des contraintes sur les vitesses et/ou
sur les accélérations relatives des corps.

Les figures (1.7) et (1.8) présentent deux exemples illustrant le caractére holonome ou non des
liaisons.

1.1.5 enfin les mécanismes

On considere un systeme mécanique S constitué de n + 1 corps rigides Sy, S1, ..., Sy ; on suppose
que lon sait, a chaque corps S; pour ¢ = 0,1, ..., n associer un repere R; qui lui est solidaire.
On considere bien entendu qu’il existe des liaisons entre certains corps de ce systeme ; la structure
mécanique de S est supposée constante pendant tout l'intervalle de temps I (i.e. les liaisons sont
indépendantes du temps).

Enfin, on assume I'hypothese que ces liaisons sont holonomes.
On appellera un tel systeme un mécanisme.

On a vu que, pour modéliser le mouvement de ce mécanisme, il suffit de connaitre, a chaque instant
de l'intervalle de temps considéré, les configurations dans lesquelles se trouvent les corps qui le
composent.
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Ici, le systeme est constitué d’une sphere et d’un plan, la sphere etant astreinte a
rouler sur ce plan sans glissement. Etant donnée une orientation, on peut imaginer un
mouvement qui permette a la sphere de se retrouver en contact avec n’importe quel
point du plan dans cette orientation, alors que le mouvement qui consiste a la déplacer
en lui conservant son orientation n’est pas compatible puisque c’est un glissement.

figure 1.7 : exemple de liaison non holonome

Ici, la tige 2 peut glisser le long de la tige 1 et tourner autour d’elle. N’importe quel
mouvement défini & partir de ce glissement et de cette rotation est bien compatible.

figure 1.8 : exemple de liaison holonome
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On se propose d’étudier ce mouvement relativement au référentiel R solidaire du corps Sgy.

Ainsi le corps Sy est considéré comme fixe et le systéme est composé de n corps rigides en mou-
vement.

D’apres le paragraphe précédent, pour déterminer effectivement le mouvement du mécanisme, il
s’agit de calculer, pour chaque instant,

i. soit les n déplacements du systeme dans ’espace qui donnent, par rapport au référentiel
choisi, la position et I'orientation de chacun des corps, ou plutot des reperes associés a
chacun des corps,

ii. soit les n déplacements de 1’espace qui donnent, par rapport au référentiel choisi, la position
et 'orientation relatives de chacun des corps par rapport au corps Sy, ou plutot des reperes
associés a chacun des corps par rapport a Ry,

iii. soit n déplacements de ’espace qui donnent, par rapport au référentiel choisi, la position et
lorientation relatives de chaque corps par rapport a un autre corps convenablement choisi,
ou plutét de chaque repere associé a des corps par rapport a un repere associé a un autre
corps convenablement choisi.

Concretement, pour connaitre les n déplacements de Palinea (7), il est nécessaire de se rapporter
a une configuration de référence du mécanisme, et il s’agit en fait de calculer les n déplacements
de ’espace qui donnent la position et I'orientation de chacun des corps par rapport a sa position
et a son orientation dans la configuration de référence.

Ceci revient exactement, si ’on choisit comme configuration de référence une configuration ou les
reperes de tous les corps sont confondus avec Rg, & calculer les n déplacements de 1'alinea (i7).

C’est pourquoi, dans la suite, on utilisera essentiellement des descriptions du mouvement du type
de Palinea (ii) basé sur la notion de configuration relative.

On peut étendre aux mécanismes les notions décrites au paragraphe précédent :

- un mouvement relatif par rapport a Sy est compatible avec la structure mécanique interne du
mécanisme, si, pour tout couple de corps (S;, S;) reliés du mécanisme, le mouvement relatif
induit par rapport au corps S; du sous-systeme S; U S; est compatible avec la structure
mécanique de ce sous-systeme,

- on note @, I'ensemble des mouvements relatifs par rapport a Sy compatibles,

- on note Vy4, I'ensemble des configurations relatives admissibles i.e. 'ensemble des config-
urations relatives du mécanisme qui peuvent étre atteintes au cours de tout mouvement
compatible.

Remarque 1.21 En toute généralité, on n’est pas en mesure de relier simplement 1’ensemble
Vaam des configurations relatives admissibles du mécanisme considéré globalement, aux ensembles
V2, des configurations relatives admissibles pour chacun des couples de corps liés. On verra, au
paragraphe suivant, une classe de mécanismes — les mécanismes a structure arborescente — pour

lesquels il est facile de déduire V,q4,, & partir des ensembles Vi]dm.

Dans le cas ou les corps du mécanisme considéré ne sont reliés que par des liaisons holonomes, on
peut séparer ’approche cinématique du systeme de son approche dynamique et procéder en deux
étapes pour étudier leur mouvement :

i. on détermine, dans un premier temps, 'ensemble V,4,, de toutes les configurations relatives
admissibles du mécanisme

ii. on détermine, pour chaque instant ¢, la configuration ¢(t) (€ Vaam ) correspondante.

Remarque 1.22 1l y a lieu de bien distinguer Vg et Vaqm qui le contient, en effet :
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- L’ensemble V4, sous-ensemble de Is™ (I£)™ ne dépend que de la structure mécanique interne
du mécanisme c’est a dire du nombre, de la position et de la nature des corps et des liaisons
entre les corps.

- L’ensemble Vg est un sous-ensemble de V,4m qui contient toutes les configurations effective-
ment atteintes au cours du mouvement ; il dépend des propriétés dynamiques du systeme
(masse, inertie, forme des corps, ...) et des actions externes qu’il subit. On lobtient en
résolvant les équations différentielles du mouvement écrites sur Vagm -

Si le systéme comporte des liaisons non-holonomes, cette scission du travail en deux étapes n’est
pas envisageable dans la mesure ol :

- il faut introduire la notion de configuration compatible avec un certain mouvement puisque
toutes les configurations admissibles ne sont pas forcément atteignables avec un mouvement
compatible,

- le calcul de Veomyp, ensemble des configurations compatibles, nécessite la connaissance du
mouvement.

On est alors amené a effectuer la mise en équation globalement ou a définir une notion de configu-
ration étendue du systeme qui décrit non seulement les positions et les orientations de chaque corps
mais aussi leurs vitesses et leurs accélérations ..., d’'une maniere générale, toutes les grandeurs
dont dépendent les liaisons.

architecture d’un mécanisme

On note ¢;; la liaison reliant le corps S; et le corps Sj, le cas échéant et £ ’ensemble des liaisons
du mécanisme.

Pour étudier ’ensemble des configurations admissibles d’un mécanisme lorsqu’il est composé de
plus de deux corps reliés entre eux, on est amené a représenter son architecture, c’est a dire la
maniere dont les corps sont reliés.

On utilise pour cela la notion mathématique de graphe.

A un systeme mécanique S composé de n + 1 corps soumis & un ensemble de liaison £, on associe
le graphe simple &(S) = ({0,1,...,n},2(S)) ou A(S) est un ensemble de paires d’éléments de
{0,1,...,n} tel que {7, 5} € A(S) si et seulement si ¢;; € L ou ¢;; € L.

Alors, les correspondances suivantes s’établissent entre le graphe du systéme mécanique et son
architecture :

- a chaque corps, on associe un sommet du graphe,

- a chaque liaison, on associe une aréte,

- si il y a une liaison entre deux corps alors les sommets correspondants sont voisins,

- tout sous-graphe de &(S) représente un sous-systeme de S et en particulier, chaque com-

posante connexe du graphe représente un sous-systeme mécanique dit interconnecté.

Remarque 1.23 Quitte a diviser le systéeme mécanique en plusieurs sous-systemes et a les étudier
séparément, on peut considérer que le systéme est completement interconnecté, c’est a dire que
son graphe est connexe.

Remarque 1.24 Le fait que l'on représente un systéme mécanique par un graphe simple sous-
entend les particularités suivantes sur les liaisons du systeme :

- un corps n’est jamais lié a lui-méme,
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- il n’y a pas de notion d’orientation sur les liaisons.

Définition 1.25 On dit d’un sytéme mécanique que son architecture est arborescente si le graphe
qui lui est associé est un arbre. On parle d’architecture bouclée sinon.

Par abus de langage, on parlera de mécanismes arborescents et de mécanismes bouclés.

N

figure 1.9 : exemple de mécanisme arborescent

figure 1.10 : exemple de mécanisme bouclé
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1.2 modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique

On considere un mécanisme S composé de n + 1 corps rigides Sp, S1, ..., Sp.

On se propose d’étudier le mouvement de ce mécanisme vu par un observateur solidaire du corps
So.

On utilisera, bien entendu, la notion de configuration relative par rapport a un corps, une confi-

guration relative® du systéme S & un instant ¢ étant, comme on I’a vu dans la définition (1.17),
n

une application ¢(t) = (¢,. .., ¢E(i71)’¢§(i+1)7 ..., ¢t) appartenant & I'espace produit Is* ()",

1.2.1 variétés primitives de configurations

Propriété 1.26 IsT(IF) est une variété différentielle’ réelle de dimension 6.

La propriété ci-dessus est un résultat classique de géométrie différentielle.

En fait, il est méme connu, que l'’ensemble des déplacements de ’espace affine euclidien réel de
dimension trois, Is™ (IF), est un groupe de Lie de dimension 6, i.e. une variété analytique réelle de
dimension 6 munie d'une structure de groupe telle que les applications [(x,y) +— zy] et [z — z71]
sont analytiques.

Moyennant le choix d’une origine dans I, Is*(IF) s’identifie au produit semi-direct IR® x SOs.

En effet, tout déplacement ¢ se décompose en un produit 7 o p d’une rotation autour de cette
origine p par une translation 7, le produit de deux déplacements s’exprimant par :

(12, p2) 0 (11, p1) = (p2(71) + T2, p2 0 p1)

et 'inverse du déplacement (1, p) étant (—p=1(7),p~1).

Les cartes utilisées pour décrire Is* (IF) comportent donc trois coordonnées pour la translation et
trois coordonnées pour la rotation.

En ce qui concerne la rotation, on utilise généralement :

- soit trois angles (angles d’Euler, angles de Bryant, ...),

- soit des quaternions unitaires.

rotation et quaternions unitaires

Le groupe des quaternions unitaires est la sphere S, ce groupe opere sur le corps des
quaternions. Les restrictions des automorphismes intérieurs ainsi obtenus & IR> assimilé
a I’ensemble des quaternions purs, sont des rotations.

On peut donc construire un homomorphisme surjectif entre le groupe des quaternions
unitaires et le groupe des rotation SOs.

Au quaternion unitaire (Mg, A1, A2, A3) (dans la base canonique (1,4, j, k)), on associe
la rotation p d’axe dirigé selon (A1, A2, A3) et d’angle 2 arccos(Ag).

Si p est une rotation donnée par son angle a et un vecteur unitaire de son axe ¢’ alors
un des quaternions qui la représentent est :

A= cos(%) + sin(%).ﬁ

l’autre étant son opposé.
La matrice p de la rotation p associé & (Ao, A1, A2, A3) s’écrit :

*lorsque aucune confusion n’est possible, on écrira simplement configuration.
Tsauf mention du contraire, on écrira différentielle ou différentiable pour indéfiniment différentiable.
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)\02 + )\12 - )\22 - )\32 2()\1)\2 - )\3)\0) 2()\0)\2 + )\1)\3)
2(XoA3 + A 2) PYRIEED P S 2(XaAs — AoA1)
2(A1 A3 — AoA2) 2(AoA1 + A2A3) DY D PEIED VR v

angles d’Euler

Les angles d’Euler (¥ la précession autour d’Oz, © la nutation autour d’Ox et @ la
rotation propre autour d’Oz) fournissent une carte de SO3 souvent employée mais qui
ne permet pas d’atteindre de maniere univoque les rotations d’axe Oz — voir figure
(1.11).

La matrice de la rotation ainsi paramétrée par (¥, 0, P) est :

cos(¥) —sin(¥) 0 1 0 0 cos(P) —sin(P) 0
p=| sin(¥) cos(¥) O 0 cos(@) —sin(O) sin(®) cos(P) O
0 0 1 0 sin(@) cos(O) 0 0 1

c’est a dire :

cos(P) cos(¥)—sin(P) cos(O) sin(¥) —sin(P) cos(¥)—cos(P) cos(O) sin(¥) sin(©) sin(¥)
cos(P) sin(¥)+sin(P) cos(O) cos(¥)  — sin(P) sin(¥)+cos(P) cos(O) cos(¥) —sin(O) cos(¥)

sin(®) sin(O) cos(P) sin(O) cos(O)

angles de Bryant

Les angles de Bryant (*® autour d’'Ox, Y@ autour d’Oy, *® autour d’Oz) fournissent
aussi une carte de SO3 souvent employée mais qui ne permet pas, cette fois, d’atteindre
de maniére univoque les rotations d’axe Ox — voir figure (1.12).

La matrice de la rotation paramétrée par (*@,Y®,*®P) est donnée par :

1 0 0 cos(¥®) 0 sin(VP) cos(*P) —sin(*P) 0
p=1| 0 cos(*®) —sin(*P) 0 1 0 sin(*®)  cos(*®) 0
0 sin(*®) cos(*P) —sin(Y®) 0 cos(YP) 0 0 1

c’est a dire :

cos(*®) cos(VP) —sin(*®) cos(VP) sin(Y®)
sin(*®) cos(?®)+cos(*P) sin(YP) sin(*®)  cos(*P) cos(*P)—sin(*P) sin(VP) sin(*P) — cos(VP)sin(*P)

sin(*®) sin(*®)—cos(*®@) sin(Y®P) cos(*P)  cos(*P) sin(*P)+sin(*P) sin(YP) cos(*P) cos(YP) cos(TP)

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



1.2. modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique 29

Le mécanisme ci-dessous réalise mécaniquement les angles d’Euler, ¥ autour de I'axe
1, © autour de 'axe 2 et @ autour de I'axe 3.

On voit que, si il s’agit de représenter une rotation autour de 'axe Oz, les axes 1 et 3
doivent étre confondus et seule la somme ¥ + @ est fixée.

figure 1.11 : angles d’Euler

Le mécanisme ci-dessous réalise mécaniquement les angles de Bryant, *@ autour de
laxe z, Y® autour de l'axe y et *® autour de 'axe z.

On voit que, si il s’agit de représenter une rotation autour de 'axe Oz, les axes = et z
doivent étre confondus et seule la somme *® + *® est fixée.

z
y
X

figure 1.12 : angles de Bryant
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Quel que soit le jeu de parameétres utilisé pour représenter les rotations, on obtient alors les
coordonnées (., yar, zp) d'un point M’, image par ¢ du point M de coordonnées (zas, yar, 2ar)
en écrivant :

TN XM XTr
YnM =0 ym + 7 avec T = Yr
M’ M R

Cette relation peut aussi s’écrire a l’aide de matrices 4 x 4 :

Vg Lr TMm

Ynmr _ p Yr YmM

ZM! - Zr ZM
1 0 0 0 1 1

En termes de telles matrices le déplacement ¢ = (7, p) et son inverse sont donc représentés respec-
tivement par les matrices :

et

ﬁz‘fz ﬁl‘ﬁ ﬁzﬂﬁ‘ﬁzﬁ-ﬁ-ﬁ
0‘1 0‘1 0 ‘ 1

Propriété 1.27 Is"(IE)" est une variété différentielle réelle de dimension 6n.

Cette propriété découle immédiatement de la propriété précédente puisque Is™ (I£)™ est le produit
direct
Ist(F) x ... x IsT(IE)

nfois
Définition 1.28 On appelle Is™ (IE)" variété primitive de configurations du systéme S relative-
ment a Sot que L'on note V'(S).

En généralisant ce que I'on a vu plus haut, on dispose de quatre possibilités pour décrire, plus ou
moins précisément, un élément ¢ de la variété primitive de configurations d’'un mécanisme

- en termes de déplacement :

(b:((blw"a(bn)

- en termes de translations et de rotations :

¢ = ((T17p1)7 ) (Tnvpn))

fou simplement variété de configurations de S lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



1.2. modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique 31

- aux moyens de matrices 4 x 4

p1| T1 Pn | Tn
0|1 01
- en utilisant une carte (¢i,¢3,...,4%,q4,-..,4%), par exemple :

(wﬁvyna'znug/la@la@lu-'-ux‘rnayrnazﬂuglnvgnvd)n)

x Yy z x Yy z
ou (levyTlaZTU 4315 4’)17 le"'ax‘rnay‘rnva"a q)na an Qn)

Remarque 1.29 On gardera présent a l’esprit qu’une seule carte ne permet pas en général de
décrire tout ’ensemble des déplacements. Il faudra donc s’assurer que tous les calculs effectués
avec une telle description ne font intervenir que des déplacements qui font partie du domaine de
validité de la carte choisi, ou alors effectuer un changement de carte le cas échéant.

1.2.2 variété d’un systéme de deux corps soumis a une liaison

Afin de ne pas compliquer inutilement les calculs que 1'on sera amené a effectuer dans ce para-
graphe, on suppose que l'on étudie le mouvement du systeme relativement au corps S;.

L’hypothese d’holonomie, telle qu’elle a été présentée précédemment se traduit par le fait qu’'une
liaison /;; entre les corps S; et S; d'un systeme S est entierement caractérisée par la donnée de
I’ensemble des configurations relatives admissibles du systeme S; LI S; soumis a la liaison ¢;;, que
) 4 V)t

l'on anoté V5, .

. , ey ij

Or on ne dispose d’aucune propriété sur V.2, .

Pour la suite de 1’étude, et pour développer une théorie cinématique sur les mécanismes, il est
nécessaire de restreindre la généralité des liaisons étudiées pour obtenir plus de renseignements

sur cet ensemble.

C’est pourquoi, on rajoute a nos hypotheses une certaine condition de “régularité” des liaisons
définie ci-dessous :

Définition 1.30 Deuz corps S; et S; d'un systéme S sont reliés par une liaison holonome
réguliere lorsque l’ensemble des configurations relatives a S; admissibles du systéme restreint a
ces deuz corps V27, est une sous variété de V'(S; U S;), variété primitive de configurations de
S; US; relativement a S;.

Définition 1.31 On appelle degré de contrainte d’une liaison holonome réguliere ¢;; la codimen-
sion de V), c’est a dire la différence entre la dimension de la variété primitive de configurations
du systéme restreint aur deux corps S; et S; et la dimension de la variété de configurations de ce

systéme.
Ce degré est noté 6°(¢;;) ou 6(¢;5) lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion.

Remarque 1.32 Puisque la variété primitive d’un systeme de deux corps relativement a un de
ces corps est de dimension 6, le degré de contrainte d’une liaison holonome réguliere est toujours
inférieur & 6, i.e. pour toute liaison £;;, 1 < §¢(¢;;) < 6.

On peut exprimer la définition de la régularité des liaisons de deux autres facons, en effet, dire

que V;Jdm est une sous variété de V'(S; U S;) est équivalent & dire que :
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j

. toute configuration [¢;] de V), .

possede un voisinage V' dans V'(S; US;) sur lequel on peut
définir une submersion f vers RO%i3) telle que V;Jl;lm NV = f710), ce qui est équivalent
a définir sur V, 6(¢;;) fonctions & valeurs réelles, dont les différentielles sont linéairement

indépendantes, telles que
[6i3] € Vil <= [i[635]) = fo[6i5]) = - - = Fsey([$i5]) = 0
autour de toute configuration [¢;;] de V;{im il existe un voisinage ouvert V' de [¢;;] dans

V'(S; US;) et un systeme de coordonnées locales ¢i1,qo,. .., gs de V'(S; U S;) différentiable
sur V, tel que V), NV est défini par 1 = ... = gs¢,,) =0

adm

terprétation mécanique de 'existence d’une liaison holonome réguliere entre deux corps est

donc :

- d’une part, qu’il existe partout localement un certain nombre §¢ de relations f([¢i;]) = 0
que doivent satisfaire indépendamment les positions et les orientations relatives des corps
liés, on appelle contrainte chacune de ces relations,

- d’autre part, que l'on peut toujours trouver, localement, un jeu de 6 — ¢ parametres pour
décrire les configurations relatives de S; par rapport a S;.

En fait, la plupart des liaisons que l'on rencontre dans les applications industrielles satisfont la
condition de régularité définie au paragraphe précédent.

On va voir ci-dessous comment s’écrivent explicitement les contraintes sur des exemples de liaisons

que

I'on rencontre fréquemment a savoir :
- encastrement

- liaison rotoide

- liaison prismatique

- liaison hélicoidale

encastrement

Il s’agit d’une liaison possédant un degré de contrainte §¢(enc) = 6.

Les
que

deux corps reliés sont totalement solidaires, voir figure (1.13), ce type de liaison n’est utilisé
lorsque les propriétés dynamiques des corps en question font qu’il n’est pas avantageux de ne

considérer qu’un seul corps.

figure 1.13 : encastrement

On obtient les six contraintes en écrivant que la différence d’orientation entre les reperes R; et R;
est constante ainsi que la différence vectorielle entre leurs origines.
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On peut obtenir des contraintes équivalentes en écrivant 1’égalité entre deux repéres 'un lié & S;,
lautre lié a S;.
Globalement, on obtient alors la relation suivante :

Ad;; € IsY (), Vt € 1,¢}; = dj
ou matriciellement :

ot | 7t - -
Pij ‘ Tij Aij ‘ bij

0|1 0‘1

JA;; € 803,73, € RVt € 1,

ou encore les six équations ci-dessous (en supposant que 1'on se place dans le domaine de carte des
angles d’Euler) :

Jz;; € R, xf-j —zy; = 0
Jyi; € IR, vi;—yi; = 0
Jyi; € R, vier 2=z = 0
3w, € [0, 2x], Ut —w; = 0
30, € [0, 2n], 0L -6 = 0
30, € [0, 2n], PPy = 0

La variété des configurations admissibles est un point, aucun parametre n’est nécessaire pour
définir la configuration relative de S; par rapport a S;.

liaisons rotoide, prismatique et hélicoidale

Ces trois liaisons possedent un degré de contrainte §¢ = 5.

Les deux corps sont reliés par un axe de rotation, par un axe de translation, ou par un systeme
vis-écrou — voir figures (1.14, 1.15, 1.16).

o N

figure 1.14 : liaison rotoide

Globalement, il s’agit d’écrire qu'’il existe deux reperes, 'un solidaire du corps S;, R/, l'autre
solidaire du corps §;, R;J dont le mouvement relatif est soit une rotation d’axe donné, soit une
translation le long d’un axe donné, soit un vissage d’axe et de pas donné.

Ceci revient & exprimer I'existence d’un sous-groupe & un parametre de Is*(IF) auquel appartient
le déplacement transformant I'un de ces deux repéres en 'autre.
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figure 1.15 : liaison prismatique

On obtient ainsi la relation suivante :
dd; € Is+(E),

VteI,(d) " ogt od; € Ay,
3d; € IsT(IE),

]

olt Ay,; est le groupe de déplacement & un parametre, selon le cas, des rotations d’axe donné,
des translations le long d’un axe donné, ou des vissages d’axe et de pas donné. d; et d; sont
respectivement les déplacements qui déterminent les positions et les orientations des repeéres R;’
et R}J par rapport aux reperes de référence des corps S; et S;.

Matriciellement, cette relation se traduit par :

- dans le cas de la liaison rotoide,

JA; € SOg3,3b; € Bg,

34, € SO3,3b; € R, vtel, 36} €(0,2rn],
HAij S SOg,
ARV AV AN I A Y E A YRCAIL
0 1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 0 ‘ 1
cos(©f;) —sin(©F;) 0
avec  ((0};) = sin(©;)  cos(©f;) 0
0 0 1
GCAAYESANE
/ S Ag”
0 ‘ 1 0 ‘ 1

figure 1.16 : liaison hélicoidale
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- dans le cas d’une liaison prismatique,

dJA; € SOg3,3db; € JRS,

JA; € S03,3b; € IR, vtel, =l € R,
Jb;; € IR?,

- dans le cas de la liaison hélicoidale

JA; € SO3,3b; € R?,
JA; € S03,3b; € IR, vtel, 3T ER,
3Aij € SO3,3k € R,

g7t ) (Al (Ao} (o) (s o) (o] dary)
0 ‘ 1 0 ‘ 1 0 ‘1 0 ‘ 1 0 ‘1 0 ‘ 1
cos(Ty;) —sin(Yf;) 0 0
avec  ((T)=| sin(Y%) cos(Th) 0 et G(T) = 0
0 0 1 Ttk

Remarque 1.33 Dans les expressions précédentes, A;, b;, A;, bj, Aij, b;; et k sont des constantes
décrivant la nature de la liaison ¢;;, plus précisément, donnant I’axe de rotation, I’axe de transla-
tion, ou I’axe et le pas du vissage (c’est a dire les positions et les orientations de R” et de R; 4 par
rapport aux reperes de références R; et R; des corps S; et S;). Par contre, @W Hffj et Tt sont,
les parametres qui décrivent la conﬁguration relative de S; par rapport a S; & I'instant t.

Pour obtenir les cing contraintes scalaires, on exprime les conditions imposées par la liaison sur

RY et R” ce qui donne :

- pour une liaison rotoide, si ’on suppose que toutes les rotations considérées restent dans le
domaine de carte des angles de Bryant,

Jx;,dz; € R, fi(xl =Pt vPt. FPt) 0
1 Iz CU 177 ? ’Z ij -
Fyi, Jy; € IR, #al . @fj sﬁtj 45‘5])
2 yz 1 7, 7y 1 7Z j - 0
32}“323 S Rv Vi I f ( t7 thj y@tj Qstj) 0
€ 1, 3 (% * 35 2 ’z tj -
3w¢i73w¢j € [07277[7 : ; J
4 APl vl 2 0) = 0
ij ij vy
30, 399, € 0,271, ot vt o
f5( d)z]v d)z]’ gpij) =0

0,30, € [0,2q],
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ou fi, f2, f3 qui traduisent 1’égalité des origines des reperes Rz] et R;J sont obtenues en

développant :
P ‘ T 4 ‘ b; 0 A | bi ¢(6%) ‘ 0 0
01 01 1 01 o 1)\

ont pour expressions :

t xHt t zpt y —
fl(xijv dsijay@ija dsij)—
zgjthL(cos(z@;j)cos(yégj))zjf(sin(zdﬁj)cos(ydﬁj))yj+(sin(y45§j))zj-

fz(yfjamﬁ vl z@j):

177 YR
Yyl —yi+(sin(Fd!) cos(* DL ) +eos(*DL) sin(Y DL sin(“ L) )
+(cos(z¢2j) cos(m';bﬁj)fsin(z';sz) sin(y';sz) sin(m'@ﬁj))yjf(cos(y';bﬁj) sin(m';sz))zj-
fs(zfjvm@zt'jvy@ja Zq’zt'j) =
z:fj—zi—i-(sin(z@fj) sin(’”@fj)—cos(2¢fj) sin(yéfj) cos(z¢fj));ﬂj

+(cos(* @) sin(" B} )+sin(F &) sin(Y L) cos("D};) Jy;+(cos(VBL,) cos(T @) )z

et olt fy et f5 qui traduisent que les reperes R}’ et R} ont un axe commun — on choisit Oz
pour ne pas compliquer inutilement les expressions calculées — sont obtenues en développant :

0 0
Aflﬁngj 0 ]1=10
1 1

ont pour expressions :

f4(w¢§j7 y@gj, zd)ﬁj) =
cos(zégj) cos(yégj) sin(y';bj)quin(z@Ej) cos(y';bﬁj) cos(YP;) sin(m';bj)Jrsin(y@;j) cos(Y®;) cos(“P;)—sin(YP,)
I5 (IQZ" y@ja zq);?j) =
- sin(zéfj) sin(yéfj) cos(zéfj) cos(Y®,) sin(zéj)—cos(zéfj) sin(yéfj) cos(zéfj) sin(V®;)
— cos(z';bﬁj) sin(m';bﬁj) cos(YP;) sin(m';bj)Jrsin(z@Ej) sin(m';sz) sin(Vo,)
+ cos(yégj) cos(m';bﬁj) cos(Y®;) cos(*P;)—cos(YP,) cos(“P;)
- pour une liaison prismatique, si ’on suppose que toutes les rotations considérées restent dans
le domaine de carte des angles d’Euler,

Hxi,ﬂxj,ﬂxij € R, f ( . C gt ot gt ) 0
1\T555 Y555 %05, Oy Dij =
Ey“ay,ayl EB, J J J J J
’ ’ f2(yfjazfj7!pitj7@fj7¢$j) = 0
Ezi,EIzj,Eyij € R,
Hlpij S [0,27‘1’[,
HQU‘ S [0,27‘1’[,
- = 0
3@@' S [0,27‘([,
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oll les trois derniéres relations traduisent 1'égalité des orientations des reperes R;’ et RY et
ou f1 et fo qui traduisent la colinéarité a un vecteur donné du vecteur reliant leurs origines
sont obtenues en développant :

090 Nby; =0

7 i —t | =t
avec 0707 | _ (P ‘ Tij 4 ‘ b ) [0 ) _ o
1 0 ‘ 1 0 ‘ 1 1 1

ont pour expressions :

t t t t t —
fl(xijv Yij» Lpijv Qija i’ij) =
Tij [ufj —yi-'r(sin(llffj) Cos(@fj)-i-cos(ll/fj) cos(@fj) sin(@fj ))acj
+(cos(¥};) cos(O};) cos(PE;) —sin(#};) sin(D%;) )y; — (cos(Pf;) sin(OF) ) 2]
—Yij [zij 7xi+(cos(kbfj) cos(';bﬁj)fsin(kbfj) cos(@qu) sin(égj))xj
7(cos(qlfj) sin(@fj )Jrsin(lI/fj) cos(@fj) cos(ézj))yj +(sin(¢fj) sin(@fj ))Z]‘]
t t t t t —
f2(yijvzij7![/ijv@ij7¢ij) -
[t in(O! ) sin(dt ) in(ot ot ) ot )
Yij [zij zIJr(sm( ;) sin( ij))zJJr(sm( i) cos( ij))yJJr(cos( ij))z]]
—Zij [yij 7yi+(sin(qlfj) cos(ézj)Jrcos(J/fj) cos(@fj) sin(@fj ))zj
—(sin(lllitj) sin(@fj)—cos(lllitj) Cos(@:fj) Cos(@fj ))uj —(Cos(ll/fj) sin(@fj))z]-]

- pour une liaison hélicoidale, si ’on suppose que toutes les rotations considérées restent dans
le domaine de carte des angles de Bryant, et en choisissant Oz comme axe de la liaison :
)

Jdz;,3z; € IR, fu(at gyt Tt vt 2Pt ) = 0

=i, 3z € IR, ke RVEELQ f3(°B, V!, *dL) =0
37;,37; € [0, 2], Fa(=t. Yt 2Pt ) =0
I, 3P, € [0, 2n], f5(x#l]y‘?< :y mg;t ygt. Pt = 0
F,, 3, € [0,2n], AR

ou f1 et fo qui traduisent ’'appartenance a l'axe Oz — plus précisément ’axe O;j z]” — du

vecteur reliant les origines des reperes R;’ et R}’ sont obtenues en développant :

0
0709 A A | 0 | =0
1
PTG | =t
o (oor N (] (A ) (o) o
1 0‘1 0‘1 1 1
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ont pour expressions :

fi(@ly,ys;, “ 05, VP, 2P =
—[cos(Y®,;) sin("P,)] [wfj—wri-(cos(zqsfj) Cos(yqf’fj))%’
—(sin(*@?;) cos(V L) )y +(sin(V@Y,)) 2]
—[sin(Y®,)][ul; —yi+(sin(*B;) cos(* P, ) +cos(* DY) sin(YPY,) sin(TBE) )
+(cos(z¢jfj) cos(xéfj)fsin(zéfj) sin(y¢f]~) Sin(IQEj))yj —(Cos(yqﬁj) Sin(xéfj))zj]
falyly 21, " @5, Yy, 2 DY) =
[cos(*®;) cos(*®,)][uf; —yi+(cos(* i) sin(Y ) sin(* ;) +sin(* ;) cos(“D};) )
+(cos(z¢§j) cos(méfj)—sin(zézj) sin(yéfj) sin(méfj))yj —(COS(yQEj) Sin(mq%j))zj]

+[cos(Y ;) sin(*P,;)] [Zf —®

i i+(sin(z¢fj) sin(xéfj)—cos(zéfj) sin(yéfj) cos(zéfj))wj

+(COS(2¢§]-) sin(zéfj)-i-sin(z@;fj) sin(yézj) cos(zs‘bfj))yj-i-(cos(yézj) COS(ZQEJ-))Z]']

olt f3 et fi qui traduisent que les reperes R;’ et R} ont un axe commun — en l'occurence
Oz — sont obtenues comme f4 et f5 dans le cas des liaisons rotoides ont pour expressions :

f3 (m@ . Yt

K YR zq);&j) =

COS(ZQEJ-) Cos(yéfj) sin(yéj)-i-sin(z@fj) Cos(yéfj) cos(Y®,) sin(xéj)-l-sin(y@fj) cos(YP,) cos(*®,;)—sin(YP,)
f4(m¢§ja y@fja Z@j) =
—sin(zézj)sin(ydﬁj)cos(zézj)cos(yéj)sin(zéj)—cos(zézj)sin(ydﬁj)cos(zézj)sin(yéj)

- cos(zéfj) sin(xéfj) cos(Y®;) sin(xéj)-l-sin(z@fj) sin("séfj) sin(Y®,)

+ Cos(yQEj) cos(””qfﬁj) cos(quj) cos(ZQj)—cos(yQi) cos(“P;)

k3

et ou f5 qui traduit que la translation le long de I’axe du vissage est proportionnelle & la
rotation autour de cette axe et est obtenue en développant :

0 1 1

1
COS(E (Pijbs + 745 —bi) - Ai | 0 )= 1A [ o [-Ai| o
1 0 0
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a pour expression :

fs(aly,yt;, 2L, 20, vt # L) =
COS( ([bm(yé )][ wH_(COb( qszj)Cos(yqszj))wj_(Si“(ZQEj)Cos(yQEj))yj (bm(y¢ )ZJ]

—[cos(Y®,) sin(*P,)] [yzjfth(sin(z@;j) cos(mdﬁj)Jrcos(z@Ej) sin(yét sm(m¢t z;j

)
Jr(cos(zé,t»’J-) cos(méfj)fsin(zé,fj) sin(yéfj) sin(m45§]~))‘7;j7(cos(y4s sm(m45t )zj]
+eos(Y®,) cos("D,)][2L; —zi+ (sin(* DY) sin (T DL ) —cos(* L) sin(VPY;) cos(T D) ),
+(cos(*®L,) sin(*®!)-+sin(* B, ) sin(VB,) cos(*BL,) )y + (cos(V Y, ) cos(* %)) 2]))
—[cos(*®,;) cos(VP,)] [cos(zégj) sin(ydﬁj) cos(*9P;) cos(yéj)fsin(zézj) cos(ydﬁj) cos(*®;)sin(YP,)sin(“P;)
- sin(zéfj) Cos(yéfj) sin(*®;) cos(zéj)—sin(yéfj) cos(*®,)sin(YP;) cos(“P;)
+sin(Yo!) sin(*,) sin("d,)]

—[cos(*®,) sin(Y ;) sin(*P,)+sin(*P,) cos(*P,)] [cos(zégj) sin(ydﬁj) sin(mdﬁj) cos(*P;) cos(YP;)

i
+ sin(zé,t!j) cos(zéfi’j) cos(*®;) cos(yéj)fsin(zdﬁj) sin(yé,fj) sin(zézj) cos(*@®;)sin(YP;) sin("P;)
- sin(zéfj) sin(yéfj) sin(zéfj) sin(*®;) cos(z¢j)+cos(z¢:fj) Cos(xéfj) cos(*®,) sin(Y®,)sin(“P;)
+ cos(zézj) Cos(xéﬁj) sin(*®;) Cos(xéj)—cos(yéﬁj) sin(xéﬁj) sin(*®;) sin(*®;)
+ cos(ydﬁj) sin(mdﬁj) cos(*®;)sin(YP;) cos(éj)]

—[sin(*®,) sin(*P;)—cos(*P;) sin(YP,) cos(*P,)] [7 cos(zé,t!j) sin(yéfj) cos(zéfi’j) cos(*®;) cos(VP;)
+ sin(zéfj) sin(zéfj) cos(*®;) cos(yéj)—i-sin(z@fj) sin(yéfj) Cos(xéfj) cos(*®,)sin(YP;)sin(“P;)
+ sin(zégj) sin(y';sz) cos(zégj) sin(*9;) cos(méj)qLcos(z@;j) sin(zégj) cos(*P;)sin(Y®,)sin(*P;)
+ cos(zézj) sin(zézj) sin(*®;) cos(zéj)fcos(yézj) cos(m';sz) cos(*®,)sin(Y®;) cos(“P;)

+ cos(YPE,) cos("P;) sin(*P) sin(TD,)]

Remarque 1.34 Pour toutes ces liaisons, on a vu que l'on peut faire agir sur Vyg4,, un sous-
groupe de SO3 qui est en fait un groupe de Lie a un parametre, et que I'on peut écrire Vg4, sous
la forme :

Vadm = diAlij (dj)71

Ce n’est bien str pas le cas de toutes les liaisons holonomes régulieres. Considérons, par exemple,
un mobile astreint a rester en contact avec un plan par le biais de deux attaches a un rail. Cette
liaison satisfait bien la condition de régularité telle qu’elle est présentée dans la définition (1.30)
des que I’équation du rail dans le plan est suffisamment réguliere mais sa variété de configurations
n’est stable par 'action d’aucun sous-groupe du groupe des déplacements.

Toutefois la plupart des liaisons mécaniques que ’on rencontre dans les mécanismes industriels
peuvent étre caractérisées par un sous-groupe de SOgs, soit & un parametre comme celles étudiées
précédemment, soit & deux parametres dans le cas du cardan (ou joint universel) et de la coulisse
rotoide, voire & trois parametres pour la rotule ou pour le joint plan — voir figures (1.17, 1.18, 1.19,
1.20).
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figure 1.17 : joint universel

P —
—

-~

figure 1.18 : coulisse rotoide

figure 1.19 : rotule

D

figure 1.20 : joint plan
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1.2.3 variété de configurations d’un mécanisme

Propriété 1.35 Lorsque l'ensemble des configurations relatives a S; admissibles d’un systeme
mécanique S composé de n+ 1 corps est une sous-variété de sa variété primitive de configurations
relativement a S; alors pour tout entier k plus petit que n, l’ensemble des configurations relatives
a Sk admissibles de ce systéeme est une sous-variété de sa variété primitive de configurations
relativement a Sy.

Cette propriété provient de I'isomorphisme décrit ci-apres entre I’ensemble des configurations rel-
atives a §; admissibles et I’ensemble des configurations relatives a S admissibles

(Bits -+ s Pi(i—1), Pi(it1)s - - » Pin)

l

(i1 (din) " sdicim) (Pin) " (k) ™ biirn) (Dik) ™o bie—1) (Pin) T ity (Pik) T s bin (Pin) )

Remarque 1.36 Cet isomorphisme est en fait un difféomorphisme, & cause du caracteére analy-
tique de la multiplication et de I'inverse dans Is™ (IE), donc, lorsque les ensembles de configurations
relatives sont des sous-variétés des variétés primitives, elles sont toutes deux a deux difféomorphes.

Définition 1.37 Lorsque le systeme vérifie I'hypothése de la propriété précédente, on appelle
degré de liberté de ce systéme la dimension de cette sous-variété.

On note ce degré de liberté §'(S) ou §(S) lorsque I'indice ! n’est pas indispensable & la bonne
compréhension.

Remarque 1.38 Le degré de contrainte d’une liaison ne dépend que de la nature de cette liaison,
alors que le degré de liberté d’un systeme dépend, bien entendu, aussi du nombre de corps et de
I’architecture du systeme.

Dans le cas d’un systeme composé de deux corps, dire que la liaison entre ces corps est réguliere,
c’est dire que le systéme satisfait aux hypotheses de la propriété (1.35), et la variété primitive de
configurations du systeme étant de dimension 6, on doit avoir : §¢(¢;;) + 0'(S) = 6.

Les deux propositions suivantes montre que lorsqu’un systéme composé de trois corps comporte
deux liaisons régulieres, les ensembles de configurations sont aussi des sous-variétés.

Proposition 1.39 On considére le systéme S composé des corps S;, S; et S comportant deux
lizisons £y et Ly, Si ces deux liaisons sont réguliéres alors l’ensemble des configurations relatives
a S; admissibles de S est une sous-variété de sa variété primitive de configurations relativement a

So.

Puisque la liaison £;; est régulidre, V7, est une sous-variété de V'(S;)(= R* x SO3),
ainsi, tout point (b% de Vﬁlm possede un voisinage V;; dans V'(S;) sur lequel on peut
définir une submersion f;; vers IR’ telle que szm NV = fi;1(0).

De la méme maniere, puisque la liaison £;; est réguliere, ngim est une sous-variété de
V'(Sk)(= R*xS03), ainsi, tout point ¢, de Vi posséde un voisinage Vjj, dans V' (Sk)
sur lequel on peut définir une submersion fi;, vers R°¢ix) telle que V;’fim NV = fa ! (0).
L’ensemble V4., des configurations relatives a S; admissibles de S, sous-ensemble de
sa variété primitive de configurations V'(S) (= (IR* x SO3) x (IR* x SO3)) est donc tel

que :
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?j, ¢:10) de cet ensemble posséde un voisinage V x V' dans V'(S) sur lequel

on peut définir une submersion f vers IR’ T« telle que Vagm N(V x V') = £71(0),
on posera en effet

tout point (

fij(i)
f(big o) =g 7Y
fie(Pir)
ce qui montre que Vogm est une sous-variété de V'(S) de dimension 12— (d¢¢,,) +ds,,))-

<

Proposition 1.40 On considére le systéme S composé des corps S;, S; et S comportant deuz
lizisons £;; et ;. Si ces deux liaisons sont réguliéres alors 'ensemble des configurations relatives
a S; admissibles de S est une sous-variété de sa variété primitive de configurations relativement a

So-

On peut déduire cette proposition de la proposition précédente en s’appuyant sur la
propriété (1.35) et sur la remarque (1.36) aprés avoir effectué une permutation sur les
indices.

Une démonstration explicite ressemble a celle de la proposition précédente :
Puisque la liaison ;; est réguliere, V7, est une sous-variété de V'(S;)(= IR x SO3),

ainsi, tout point qﬁgj de V[Zlm possede un voisinage V;; dans V'(S;) sur lequel on peut

définir une submersion f;; vers IR’ telle que VZ?dm NV = fi;1(0).

De la méme maniere, puisque la liaison ;) est réguliere, V77 est une sous-variété de

V' (Sk)(= R*xS03), ainsi, tout point 99, de V& possede un voisinage Vji, dans V'(S)

adm

sur lequel on peut définir une submersion f;j, vers R telle que VZSMQV = fjkfl (0).

L’ensemble V,4,, des configurations relatives a S; admissibles de S, sous-ensemble de
sa variété primitive de configurations V'(S) (= (IR® x SO3) x (IR* x SO3)) est donc tel
que :

0 .0
ij> Pik
on peut définir un morphisme f vers R*“) 1) telle que Vagm N (V x V') = f~1(0),
on posera en effet

tout point ( ) de cet ensemble posseéde un voisinage V x V' dans V'(8S) sur lequel

f(@ij, bir) = fii(95) . avec  fir(bij, din) = fin(din(0i) ™)
Fin(bir (i) )

. . . N . 0 O
Ce morphisme est bien une submersion dans la mesure o, en tout point (¢;;, ¢;.), sa
matrice jacobienne :

%( b 0
e I I R

est bien de rang maximum puisque si on note m(¢1, ¢2) le produit de deux déplacements,

Ofik _ dfjk ~1\ O 1
5o (00 05) = 22 () ™") g (0 (60 )

Ainsi Vyam est bien une sous-variété de V'(S) de dimension 12 — (0(¢,;) + d(e,,))-  ©

On va maintenant généraliser ce qui se passe pour les systemes de deux et de trois corps aux
systemes de n + 1 corps arborescents en établissant le théoreme suivant :

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



1.2. modélisation des mécanismes en mouvement — étude cinématique 43

Théoréme 1.41 On considére un systéeme mécanique S composé de n + 1 corps dont toutes les
liaisons sont régulieres. Si l’'ensemble des liaisons L est tel que I’architecture de S soit arborescente,
alors l’ensemble des configurations admissibles relatives de S est une sous-vari€té de sa variété
primitive de configurations, et son degré de liberté vérifie :

§H8) =6n— > 5°(Ly)
Li;eL

On va démontrer ce théoreme par récurrence sur le nombre de corps.
On a déja vu plus haut, que pour un systéeme a deux corps le théoréeme est vrai par
la définition méme de la régularité des liaisons, les propositions précédentes 1’établisse
pour n = 3.
Supposons donc que tout systeme mécanique d’au plus n corps vérifie I’énoncé du
théoreme et considérons un systeme mécanique S de n+ 1 corps dont l'architecture est
arborescente.
Nécessairement, il existe parmi les corps qui composent le systeme S, au moins un
corps qui n’intervient que dans une liaison, notons le Sy et notons S&; le corps auquel
il est lié.
Considérons le systeme S’ composé des corps Sy, . .., S, et dont 'ensemble des liaisons
est L' =L~ {6071}.
L’architecture de ce systeme S’ est arborescente et il vérifie donc I'hypothese de récur-
rence. En conséquence '’ensemble de ses configurations relatives a S; admissibles est
une sous-variété de sa variété primitive de configurations V'(S’) (= (IR x SOg)nil).
Ainsi, tout point (¢ ,,...,4Y,,) de Vagm(S’) possede un voisinage V' dans V'(S’) sur

lequel on peut définir une submersion f’ vers JRS=1=9"(S) telle que Voam (8)NV =
77H0).
D’autre part, puisque la liaison £y ; est réguliere, Vi;gn est une sous-variété de V'(Sp) (=

IR?® x SO3), ainsi, tout point ¢ de V;ﬁn possede un voisinage V; o dans V'(Sp) sur

lequel on peut définir une submersion f; ¢ vers R’ telle que Vi;gn NV = fl)ofl(O).
L’ensemble V,4,, des configurations relatives & S; admissibles de S, sous-ensemble de
sa variété primitive de configurations V'(S) (= (IR* x SO3)™) est donc tel que :

tout point (¢ o, 99 5,...,¢7,) de cet ensemble possede un voisinage V' x Vi o dans

(n—1)-6'(s"))

V'(8) sur lequel on peut définir une submersion f vers R 310 telle que

Vaam N (V' x Vi) = f7(0), on posera en effet

fij( ?,27 A d)?,n)
f1,0(01,0)

ce qui montre que Vg, est une sous-variété de V'(S) de dimension

f( ?,07 ?,27 .- -7¢?,n) =

6n — (6(n—1) = 6'(S") +6e, ) =6n— | D °Wi) + e, | =6n— > (L)

Li;eL! LijeL
<&

Remarque 1.42 L’hypothese sur 'arborescence de la structure du mécanisme est essentielle dans
la preuve du théoreme précédent. Ceci explique pourquoi ’étude cinématique des mécanismes a
structure bouclée — et, a fortiori leur étude dynamique — est beaucoup plus complexe. On verra,
dans le troisieme chapitre, différents moyens pour obtenir des renseignements sur 1’ensemble des
configurations admissibles relatives d’un systeéme mécanique a structure bouclée.
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1.2.4 variétés d’étude d’un mécanisme

Lorsque l'on a étudié les variétés de configurations de systéeme de deux corps soumis a une liaison,
on a vu que dans la plupart des cas on pouvait rattacher a la liaison un sous groupe a un ou
plusieurs parametres du groupe des déplacements.

Il semble alors naturel d’utiliser ce parametre pour décrire le mouvement relatif d’un des corps
lié, et lorsqu’on étudie un systeme comportant plus de deux corps d’écrire certaines contraintes a
I’aide de ces parametres.

Ceci amene a définir de maniere générale les variétés d’étude des mécanismes :

Définition 1.43 On appelle variété d’étude d’un mécanisme S toute sous-variété (au sens large)
de sa variété primitive de configurations V'(S) qui contient l’ensemble de ses configurations (resp.
relatives) admissibles Voim(S).

Remarque 1.44 Le degré de liberté d’un mécanisme est indépendant de la variété d’étude, mais
il n’en est pas de méme du degré de contrainte d’une liaison. En effet, une variété d’étude est
souvent définie en tenant compte de certaines contraintes des liaisons du systeme.

On va voir sur un exemple simple l'intérét de bien choisir les variétés d’études des mécanismes
pour simplifier les calculs a effectuer.

On considere dans le plan® un systeme de 4 tiges rigides de longueurs lo, 11, lo, s,
articulées par des axes de rotations perpendiculaires au plan.

On se propose d’étudier le mouvement de ce systeéme relativement a une des tiges
notée Sy, la variété primitive de ce systeme est ’ensemble (Ist(P))3 produit cartésien
de 'ensemble des déplacements du plan par lui-méme, 3 fois. C’est une variété de
dimension 9.

On représente classiquement un déplacement du plan comme le produit d’une rotation
par une translation, (Is™(P))? étant assimilé au produit semi-direct R? x SOs, et
totalement décrit par les deux cartes : (z,y, 0) avec § €]—m, 7| et (z,y, 0) avec 8 €]0, 27].

£/

figure 1.21 : quatre tiges dans le plan

Ainsi, V'(S) = (IR* x 802)3, et une configuration de S sera décrite par les neuf
parametres :

(w1,91,01, 22,2, 02,23,93,03,)

Son désigne par plan I’espace affine euclidien réel de dimension 2, noté P.
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et avec les choix des reperes de références décrit figure (1.21), les contraintes s’écrivent
(dans le domaine d’une des cartes) :

1 = g

v =0
29 —x1 = licos(br)
y2—y1 = lisin(6h)
x3— 2Ty = lacos(ba)
Yys —y2 = l2sin(62)
—x3 = lgcos(fs3)
—ys = l3sin(f3)

en traduisant simplement la coincidence des extrémités des tiges.

Ce qui est intéressant, dans 1’étude de ce systeme, est l'influence du caractere bouclé
de son architecture ; si ’on ne tiens pas compte d’une (resp. de deux) des liaisons le
systéme devient arborescent et il est clair que sa variété de configurations est alors
difféomorphe & la sphere de dimension 3 (resp. au produit de IR? x SO, par la sphere
de dimension 2).

En effet, dans le premier cas, c’est a dire en ne tenant pas compte de la liaison au point 0,
les trois composantes en translation des configurations ¢1, ¢2 et ¢3 sont complétement
déterminées par :

_ lo
T1 =
0

_ Iy
T2 = T1+pM,

0
_ ly
T3 = T2+ p2

0

on peut alors choisir comme variété d’étude la sous-variété de V'(S) des configurations
satisfaisant ces conditions que l'on décrira par des cartes de la forme (01,02, O3) avec
61 =01, O3 =05 — 01 et O3 = 03 — O3 modulo les formules de changement de cartes.

La liaison dont on n’a pas tenu compte sera traduite par les contraintes :

Il
o

lo+11cos(01) + 12 cos(O1 + O2) + I3 cos(O1 + O2 + O3)
I sin(@l) + lysin(G1 + 92) + l3sin(@1 + O3 + @3)

I
o

Dans 'autre cas, c’est a dire en ne tenant compte ni de la liaison au point 2 ni de la
liaison au point 3, les deux composantes en translation des configurations ¢, et ¢3 sont
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completement déterminées par :

_ lo
T1 =
0
_ A
T3 = —pP3
0

on peut alors choisir comme variété d’étude la sous-variété de V'(S) des configurations
satisfaisant ces conditions que 'on décrira par des cartes de la forme (01, x2, Y2, 02, O3)
avec ©1 = 61, O3 = 03 — ™ modulo les formules de changement de cartes.

Et les liaisons dont on n’a pas tenu compte seront traduites par les contraintes :

xo = lo+1icos(6r)

ya = lisin(61)
lacos(@2) = l3cos(O3) — 11 cos(O1) — o
lasin(@2) = I3sin(@3) — 1y sin(O1) — Iy

Il est clair que pour étudier la dynamique de ce systeme supposé arborescent — ne comportant que
trois articulations — il est préférable de travailler dans une variété d’étude de dimension 3, donc
de méme dimension que le degré de liberté du systeme, plutot que de travailler dans une variété
d’étude de degré 5 en tenant compte de deux contraintes supplémentaires.

On reviendra sur cette exemple lorsque l'on s’intéressera a la modélisation des mécanismes a
architectures bouclées pour voir ce qu’il en est dans ce cas.

1.3 modélisation du mouvement des mécanismes — étude dynamique

L’objet de I’étude dynamique du mouvement des mécanismes est ’obtention d’équations permet-
tant de calculer la configuration d’un systeme & un instant donné en fonction d’une part de sa
configuration — étendue aux parametres cinématiques — initiale et d’autre part de ses parametres
physiques — les masses des corps, leurs inerties, leurs interactions connues dues par exemple a la
présence de moteurs, de ressorts ou d’amortisseurs aux liaisons, les forces extérieures induites par
exemple par un champ gravitationnel ou par un champ magnétique, .. ..

Dans le cas le plus simple du point matériel, le principe fondamental de la dynamique établit
la proportionnalité entre I'accélération du mouvement de ce point et la somme des forces qui
s’exercent sur lui par la traditionnelle formule vectorielle :

F=mx

On obtient ainsi trois équations différentielles du second ordre gouvernant la fonction vectorielle
qui, & un instant donné, associe la position de ce point a cet instant.

La connaissance de la position du point a deux instants de référence permet alors de déterminer
completement cette fonction.

En ce qui concerne les mécanismes, il existe de nombreuses méthodes et de nombreux formalismes
différents qui fournissent des ensembles d’équations différentielles gouvernant leurs mouvements.
Ils ont été développés par ceux qui ont étudié, depuis quatre siecles, le comportement dynamique
des systemes mécaniques.
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On va présenter ci-dessous les méthodes et les formalismes les plus courant existant dans le cadre
de la mécanique classique — Newton-Euler et d’Alembert — et dans le cadre de la mécanique
analytique — Lagrange, Hamilton, et plus récemment Kane.

Dans le chapitre suivant on illustrera ces méthodes en utilisant chacune d’entre elles pour met-
tre en équation le mouvement d’un systeme mécanique simple mais non trivial et on en tirera
les enseignements concernant la génération automatique d’équations dans un logiciel de calcul
symbolique.

Auparavant, il est nécessaire d’introduire quelques notions de base notamment & propos des
grandeurs cinématiques, dynamiques et inertielles.

1.3.1 grandeurs cinématiques, cinétiques et dynamiques

On considere un mécanisme S composé de n + 1 corps rigides Sp, S1, ..., Sy.

Quitte a étre introduit arbitrairement pour cela, le corps Sy est fixe dans le repere de 'observateur
du mouvement.

Ainsi, on utilisera systématiquement la notion de configuration relative au corps Sy, et on se
permettra, pour alléger les notations d’écrire ¢; au lieu de ¢g ;.

On suppose que 'ensemble des configurations admissibles de S est une sous-variété de sa variété
primitive de configurations V’.

Un mouvement ¢ de ce mécanisme est, comme on I’a vu, une application d’un intervalle I de IR
dans V — la variété de configurations de S — qui, a un instant donné ¢ de I, fait correspondre la
configuration de S a cet instant :

¢(t) = (¢1,---,6n)

On supposera que tous les mouvements considérés sont des applications deux fois continuement
dérivables, ce qui, une fois de plus, exclut la possibilité de chocs entre les corps du systeme ou avec
des objets extérieurs et suppose que la structure mécanique interne du systéme reste constante
pendant tout l'intervalle de temps considéré — i.e. les liaisons sont indépendantes du temps.

trajectoires, vitesses et accélérations

Définition 1.45 - On appelle trajectoire du systéme (resp. du i-éme corps du systéme) Uen-
semble ¢(I) (resp. ¢;(I)) de ses configurations atteintes au cours du mouvement.
- On appelle vitesse du systéme (resp. du i-éme corps du systéme) d Uinstant t, et on note
@' (resp. @) le vecteur tangent a sa trajectoire, valeur de lapplication linéaire tangente a ¢
(resp. & ¢;) en't :

Tt Qb : TtI — T¢r % Tt (bz : TtI — T¢t Vl
. resp. ot
L o— ¢ 1 — ¢

Uapplication ¢ (resp. b:) de I dans TV (resp. T'V;) — le fibré tangent a'V (resp. Vi) — qui, a t
fait correspondre ¢' (resp. ¢t) est la vitesse associée au mouvement ¢ (resp. ¢;) du systéme
(resp. du i-éme corps).

- On appelle accélération du systéme (resp. du i-éme corps du systeme) a l'instant t, et on
note ¢' (resp. ¢t) le vecteur, valeur de l'application linéaire tangente d ¢ (resp. d ¢;) en't :

T, : T, —s T, TV Tipi : T,I — T3, TV
..¢ resp. e
1 — ¢ 1 — ¢t
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La trajectoire, la vitesse et ’accélération — au sens habituel — de n’importe quel point matériel
appartenant a un des corps du systeme peut se calculer a ’aide des grandeurs définies ci-dessus.

Considérons une particule m du systéeme appartenant au corps S; et ug le vecteur
O;M 6 exprimant la position de m a un instant de référence ou le repere R; coincide
avec le repere Ry.

La position M? de m & l'instant ¢ est donnée par :
—_— s ——
M! = ¢t(M%)  ie.  OM'=00!+O'M" =7t + pt(w))
Le vecteur vitesse v(M?") de m a I'instant ¢ est donné par :

—
v(M*) = v(0) +wi AO;M' (1.3.1.i)

olt w! est le vecteur vitesse de rotation instantanée associé & la rotation p!, porté par

I’axe de la rotation et de longueur égale a la vitesse angulaire.
Le vecteur accélération v(M*) de m & l'instant ¢ est donné par :

t
dw;,

dt

— —
y(M?) = ~(0}) + AOEMY + wh A (wf A oth) (1.3.1.ii)

La nature de la formule (1.3.1.1) qui donne le vecteur vitesse des particules d’un systéme exprime
que le champ de ces vecteurs est un champ equiprojectif, ce qui conduit & poser la définition
suivante :

Définition 1.46 On appelle torseur distributeur des vitesses ou torseur cinématique d’un corps

S; pour un mouvement ¢; a linstant t, Uapplication affine de IE vers ﬁ qui, a tout point M de
Uespace, fait correspondre le vecteur vitesse v(M) pour le mouvement ¢; de la particule ¥ (t, M) —
dont la position a linstant t serait M — de £ considérée comme solidaire de S;.

Propriété 1.47 On peut identifier, par isomorphie, l’espace tangent en un point a la variété
primitive de configurations d’un corps d’un systéme mécanique a l’espace vectoriel des champs
équiprojectifs de [’espace. La vitesse ¢f de ce corps a linstant t a pour image par cet isomorphisme
le torseur distributeur des vitesses de ce corps.

On a vu que la variété primitive de configurations V;’ d’'un corps d’un systeme est le
groupe des déplacements de Pespace IR> x SOs.

L’espace tangent a IR? x SO3 en l'identité, TIdVi/ est la somme directe IR® @ Hy ot Hs
est Iespace vectoriel des endomorphismes antisymétriques de R? lui-méme isomorphe
a Pespace vectoriel des champs équiprojectifs de 1’espace Eq(IF) par 'application :

Eq(E) — R*®H;
F — F (X/l)
— N
M +—s X+AANOM

0 —c b a
avec A= c 0 —a si A: b
b a 0 c
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De plus, le produit des déplacements étant différentiable, en tout point ¢ de IR® x SOs,

'espace tangent T},);" est isomorphe & I'espace tangent en I'identité TIdVi/'

En effet, si, pour ¢ € (IR* x SO3) fixé, on note o4 le produit & gauche d’un déplacement

par ¢ :

op : IR*xS03 — IR*xSO3
d — ¢od

alors [T1q0g : T1qV' — TyV'] est bien un isomorphisme.

Concrétement & (X, A) de T1qV', T1q0¢ associe (p(X), pA) dans TyV'. o
La propriété 1.47 permet effectivement de calculer les caractéristiques du torseur cinématique d’un
corps.
Considérons un mouvement dont la trajectoire reste a 'intérieur du domaine de carte des angles

d’Euler ¢ : t — ¢! (2(t),y(t),2(£),%(t),0(t),8(t)) Ol :
B (w(t),y(1),2(1), 0 (1),0(t),8(1)) = [M —> M"]

— —
avec OM" = 7(x(t),u(t),2(t)) + p(w(t),0(t),8(t)) (OM)]

Dérivons, par rapport a t la matrice 4 x 4 de ce déplacement, on obtient une matrice assez encom-
brante mais qui peut s’écrire simplement™ :

0 — 0 —cos(Q)’ $in(¥)0’ —sin(O) cos(¥)d’ !

@' 4cos(0)d’ 0 — cos(¥)O' —sin(O) sin(¥)d’ y o

— sin(¥)©’ +sin(O) cos(¥)d’  sin(O) sin(¥)d’+cos(¥)O’ 0 Z 0|1
0 1

Ainsi, la vitesse du corps sera donnée par le couple de IR*> @ H3 de composantes :

e
et le torseur cinématique pour ce corps sera donné par M? — v(O!) 4wt AO*M" soit analytique-
ment, si a, b et ¢ sont les coordonnées de M° dans le repere Ry :

x(t) a 2/ (t) cos(W())O' (£)+sin(O(¢)) sin(¥ (1))’ (t) a
yt) | + Pl b — y(@t) |+ sin(@©)e ()—sin(O(t)) cos(w(t))d' (t) | A Pl b
z(t) c 2'(t) ' (£)+cos(O(t)) ' (t) c

Remarque 1.48 Dans la mesure ou la variété primitive de configurations d’un systeme de plu-
sieurs corps est le produit cartésien des variétés primitives de configurations de chacun de ces corps,
on peut facilement étendre la propriété 1.47 en énoncant que, pour chaque corps du systeme, la
composante de la vitesse du systéme correspondant a ce corps fournit le torseur cinématique de
ce corps.

*Tous les parametres dépendant du temps, on n’écrira pas explicitement (¢) afin d’alléger les expressions ; et,
pour toute fonction f dépendant du temps t, f’ représentera sa dérivée par rapport a t
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torseurs cinétique et dynamique, centre et opérateur d’inertie, énergie cinétique

Pour étudier la dynamique d’un systeme mécanique, on est amené a introduire la notion de masse.

La mécanique classique — non relativiste — postule I'existence d’une densité de masse du en toute
particule des corps étudiés et 'invariance de cette masse au cours du temps.

La masse du systéme est obtenu a partir de cette densité par :

w(S) = /mesdu

Définition 1.49 Le centre d’inertie d’un corps rigide S est défini comme la particule g de ce
corps telle que :

/ gmdp =0 (1.3.1.iii)
meS

Remarque 1.50 Si l'on considere un corps non rigide, ou si ’on considere un systeme composé
de plusieurs corps, le centre d’inertie dépend de la configuration du systeme. Ce n’est donc plus
une notion liée a une particule mais & une position et il varie donc au cours du temps. C’est le
point G* défini par :

trt .
/ G'M'du=0 (1.3.1.iv)
Mtest
ou du représente cette fois une densité de masse induite sur les points a partir des particules dont
ils sont les positions.
La formulel.3.1.iv entraine, par dérivation immédiate :
W) = [ o e uSHE) = [ 0
Mtest Mtest
et conduit & définir les torseurs cinétique et dynamique.

Définition 1.51 On appelle torseur cinétique (resp. dynamique) d’un corps S a un instant t le
torseur qui a pour moment en tout point M? :

— —
/ M'P" A v(PY)dp (resp./ M'P' A V(Pt)du)
ptest ptest

ce torseur a alors pour somme géométrique u(S)v(G?) (resp. u(S)y(G?)).

Ainsi, le torseur cinétique a pour éléments de réduction la quantité de mouvement du systeme et,
en chaque point, son moment cinétique par rapport a ce point.

De méme, le torseur dynamique a pour éléments de réduction la quantité d’accélération du systeme
et, en chaque point, son moment dynamique par rapport a ce point.

On a les relations suivantes entre résultantes et moments des torseurs cinématiques et dynamiques :

d

= ((S(E) = u(SNI(GY) (1:3.1.v)

— d —
/ MPE A (PYdp = & ( / MIPEA v(Pt)du) +uS(MY ABGH)  (1.3.1.v)
Ptest dt Ptest

Lors des calculs, on essaiera de se placer dans I'un des cas ot la formule (1.3.1.vi) se simplifie,
notamment :
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- si v(M?%) = 0, ce qui arrive pour M* = O! lorsque l'on écrit les torseurs cinétiques et
dynamiques dans un repere lié au corps en mouvement ; alors (1.3.1.vi) s’écrit :

— d —
/ OLP' Ny (PY)dp = — (/ OLP! A ’U(Pt)du> (1.3.1.vii)
prest dt \J prest
- pour Mt =G — d’ott v(M?) = v(G*) — alors (1.3.1.vi) s’écrit :
—— d —
/ G'P' ANy (PYdp = — (/ G'P' A ’U(Pt)du> (1.3.1.viii)
Ptest dt PteSt

Remarque 1.52 La définition 1.51 s’étend naturellement aux systemes de plusieurs corps rigides
et en particulier aux mécanismes. Il est néanmoins prudent, dans ce cas, de conserver a l'esprit
que la notion de centre d’inertie n’est alors pas rattachée a une particule.

Définition 1.53 On appelle énergie cinétique a linstant t d’un systéme S de corps rigides en
mouvement le scalaire K(S,t) défini par :

=g ([ o) )

Pour calculer explicitement le moment cinétique d’'un corps par rapport & un point M?, on est
parfois amené a ’exprimer sous la forme :

— — —
/ M'P* Avo(PYdp = / M'P A (U(O;?) +wiA 0§Pt> dp
Ptest Ptest

— — —
= u(S)M'G' Av(O}) + MO A <,u(8)wf A OﬁGt) (1.3.1.ix)
+/ OoLP' A (wf A 0;?Pf) dp
PteSt

C’est pourquoi, on définit en tout point de IF un opérateur linéaire dépendant du corps considéré
comme suit :

Définition 1.54 On appelle opérateur d’inertie du corps S en un point Mt Uapplication linéaire
I(8, M) qui a tout vecteur @ fait correspondre I(S, M@ défini par :

(S, M")i = / M'P* A <m MtPt) du

Ptest
Remarque 1.55 Si on exprime cet opérateur a I’aide de sa matrice dans une base liée au corps
considéré, cette matrice ne dépend pas du temps, mais est caractéristique de la particule m de ce
corps, on la note I(S,m) et elle a pour expression (indépendamment de ¢) :

/Ptest ((ZJPt)2 + (th)2) du _/Ptest (@pe)(ype)dp _/Ptest (zp)(zpt)dpt
_/ (@pe)(yp)dp / ((”Tpt)2 + (Zpt)Q) dp _/PtESt (ype)(zpt)dp

Pt eSt Pt est
[ @eGedn [ weGede [ (@) we)?) de
Ptest Ptest Ptest

Le moment cinétique au centre d’inertie du corps considéré s’exprime de fagon particulierement
simple, a partir de la formule (1.3.1.ix), si 'origine du repeére R; est choisie au centre d’inertie :

—
/ G'P' Av(PYdp = I(S,G"w! (1.3.1.x)
Ptest
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torseurs des efforts extérieurs

Un des principes de la dynamique est que la somme des efforts exercés par un systeme mécanique
sur un autre systeme mécanique est un torseur qui a tout point du systeme sur lequel s’exerce ces
efforts associe un vecteur de ’espace représentant une force.

On modélise classiquement ces efforts au travers de lois physiques faisant intervenir des densités
de forces — par exemple le champ gravitationnel — des densités de couples — par exemple un champ
electro-magnétique — et des torseurs d’efforts concentrés — pour des actions ponctuelles.

On appelle torseur des efforts extérieurs’ du systeme mécanique S le torseur représentant les efforts
exercés sur ce systeme dont il est nécessaire de tenir compte dans le schéma d’étude physique choisi.

1.3.2 les méthodes de la mécanique classique

On va présenter ci-dessous les deux principales méthodes en mécanique classique, qui proviennent
- 'une de I'application de la loi fondamentale de la dynamique,
- l'autre de l'introduction en tout point du mécanisme de forces et de couples d’inertie.

La premiére méthode est historiquement attribuée & Newton [Newton, 1687] méme si le théoréeme
du moment cinétique, que l'on considerera comme partie intégrante de la loi fondamentale, ne
peut s’en déduire effectivement qu’en assumant ’hypothése que les efforts de réactions entre deux
corps ont méme ligne d’action, et est considéré, dans le cas général comme un postulat d’Euler.

La deuxieme méthode dérive des travaux de d’Alembert [D’Alembert, 1743] bien qu’elle ne fasse
pas intervenir explicitement le principe des travaux virtuels que 'on désigne habituellement comme
principe de d’Alembert.

la Loi fondamentale de la Dynamique — Newton-Euler

Il s’agit d’appliquer au systeme considéré la Loi fondamentale de la Dynamique qui exprime
I’égalité des éléments de réduction du torseur dynamique et du torseur des forces extérieures a
tout instant au cours du mouvement.

C’est a dire, en ce qui concerne la résultante, le théoréme du centre d’inertie (ou seconde loi de
Newton) :

La somme des forces extérieures est égale au produit de sa masse totale par ’accéléra-
tion de son centre d’inertie.

Fowt = W(S)(GY) = /MteSﬂ(Mt)d“ (1.3.2.)

et, en ce qui concerne les moments, le théoréeme du moment dynamique :

—
Ceat (S, M") = / M'P' Ay (P')du
pteSt

qui devient, si on 1’écrit en un point fixe ou en G¥, le théoréeme du moment cinétique (ou postulat
d’Euler) :

TOn notera Feut(S) sa resultante et Ceyt (S, M) son moment au point M, voire F et Cjs si aucune ambiguité
n’est possible
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Au centre d’inertie du systeme, la dérivée du moment cinétique est égale au moment
des forces extérieures.

d —
Cear(8,G") = = </P ) G'P' A v(Pt)d;L> (1.3.2.ii)
te t

On obtient ainsi six équations différentielles du second ordre qui sont indépendantes et permettent
donc de déterminer — au moins numériquement — six parametres qui décrivent le systeme en
fonction de t.

Or, dés que le systéme est constitué d’au moins deux corps, on a vu que six parametres ne suffisent
b) y b
pas pour décrire les configurations des différents corps.

Pour obtenir des équations supplémentaires, on est contraint d’appliquer de nouveau la loi fonda-
mentale a des sous-systemes considérés comme libres.

Dans ce cas, les quantités inconnues qui interviennent dans les équations sont, non seulement les
configurations des différents corps mais aussi les réactions entre certains de ces corps qui, bien
qu’internes au systeme, sont extérieures au sous-systeme considéré.

Sur ces réactions, le principe de laction et de la réaction (ou troisieme loi de Newton) fournit les
renseignements suivants :

Si on note Fj; I'action du corps S; sur le corps S;, on sait seulement que F;; + Fj; = 0.

On est donc amené a appliquer la loi fondamentale a des sous-systemes de fagcon surabondante
pour pouvoir éliminer, a l'intérieur de 'ensemble des équations, les variables correspondant aux
réactions inconnues.

les équations de d’Alembert

Par antagonie avec I'approche de Newton, d’Alembert consideére la notion de force comme une
“causalité motrice” plutét que comme une grandeur concrete. Il privilégie donc une représentation
fonctionnelle des forces, ce qui aboutit & une forme différentielle au lieu d’intégrale des équations
du mouvement.

Plus clairement, si Newton a établi que I'accélération du centre d’inertie d’un systeme est propor-
tionnelle & la somme des forces extérieures qui s’appliquent sur ce systéme, d’Alembert démontre
lui que I'accélération de chaque particule du systéme est proportionnelle aux forces, externes et
internes, qui agissent sur cette particule.

Ainsi, d’Alembert établit, apres avoir introduit en chaque particule m du systéme une force
d’inertie (—du y(M?)), que les sommes des forces et des moments des forces sont nulles en n’importe
quelle particule du systeme :

VM' € 8", dF.p —v(M"Y)dpu =0 (1.3.2.iii)

On ne va néanmois pas utiliser ce principe sous cette forme différentielle, mais en 'intégrant sur
un des corps du mécanisme considéré et non sur tout le mécanisme.

Ainsi, sachant que I'on peut représenter I’ensemble des forces d’inertie qui s’appliquent a un corps
rigide par un couple et une force appliquée au centre d’inertie de ce corps, on va étre amené,
une fois encore, a écrire et a dériver des expressions de vitesse comme précédemment, mais en un
des centres d’inertie des corps du systeme que l'on essayera de choisir de maniere a simplifier les
calculs.

On écrira donc
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- que la somme des forces — forces extérieures et force d’inertie — s’exercant sur le systeme est
nulle :

Z (Femt + Finert) =0
S

- que la somme des moments des forces — forces extérieures et force d’inertie — en n’importe
quel point Mt du systéme est nulle :

Z (Cezt(sv Mt) + Cinert(sv Mt)) = O
S

Ce sont ces équations que 'on désignera par principe de d’Alembert contrairement & ’habitude de
la littérature qui désigne sous ce nom le principe des travaux virtuels — dans le cas des mécanismes,
ce dernier se réduit & ces équations (voir [Kane et Levinson, 1980]).

Par rapport a la méthode exposée plus haut, on n’est donc pas obligé de localiser le centre d’inertie
global du mécanisme et la différence se compose essentiellement du choix supplémentaire a faire
lors de I’établissement des équations — en quel corps appliquer le principe ? — qui conduit & une
réduction de la complexité des calculs a exécuter si ce corp est bien choisi.

On obtient, bien entendu, de nouveau seulement six équations différentielles du mouvement, et
on est donc la aussi amené a réappliquer cette méthode a des sous-systemes pour obtenir des
équations différentielles supplémentaires, et a le faire de fagon surabondante puisque ces équations
font elles aussi intervenir des efforts de réactions entre les corps qu’il faudra éliminer.

On pourra, bien entendu, choisir la encore en quels points des sous-systéemes on écrira que la
somme des moments des forces s’annulle.

1.3.3 les méthodes de la mécanique analytique

Les travaux de Lagrange [Lagrange, 1788], & la fin du 18eme siecle, puis les travaux de Hamilton
[Hamilton, 1835], au début du 19éme se sont appuyés sur le principe de d’Alembert et sur les
recherches de Maupertuis pour jeter les bases de la mécanique analytique. Ils se sont développés
autour de deux notions fondamentales :

- celle de déplacement virtuel infiniment petit associée au principe de moindre action — le
mouvement réel d’un systeme apparait comme un mouvement privilégié, celui qui dépense
le moins d’énergie, dans ’ensemble de tous ses mouvements possibles —

- celle d’espace de configurations, qui ramene 1’étude d’un systeme a I’étude d’un nombre
restreint de parametres indépendants et permet de séparer I’étude dynamique de I'étude
cinématique du mouvement d’un systeme.

C’est depuis Lagrange que 1’on s’accorde a considérer la mécanique comme une science théorique
et abstraite, branche a part entiere de ’analyse mathématique.

De nombreuses méthodes de mise en équation ont, depuis, étés développées, qui different entre
elles essentiellement par le formalisme choisi — la nature de I'espace de configurations et la maniere
dont on le représente — et par les grandeurs a calculer pour obtenir les équations différentielles du
mouvement — énergie cinétique, Hamiltonien, fonction de Gibbs, ...

On va en présenter quelques-unes ci-dessous.

les équations de Lagrange

On utilise précisément la notion de configuration d’un systéme introduite au paragraphe (§1.1) :
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Un point d’'un espace de dimension 6n — pour un systeme de n corps — isomorphe, mo-
dulo le choix d'une configuration de référence, & (Is™(IE))" ot (Is*(IE)) est Pensemble
des déplacements de ’espace affine de dimension 3.

En prenant en compte les liaisons holonomes du mécanisme étudié — que 1’on suppose a structure
arborescente — on définit comme une variété différentielle I’ensemble de ses configurations admis-
sibles (cf. §1.2). On fait le choix d’un jeu de coordonnées généralisées, c’est & dire d’un certain
nombre de parametres indépendants ¢; (autant que le degré de liberté) représentant une carte de
la variété de configurations.

Les équations de la dynamique s’établissent en écrivant que, lors de n’importe quel mouvement
virtuel compatible avec les liaisons du systeme, la puissance des quantités d’accélération est égale
a la puissance des efforts connus s’exercant sur le mécanisme — principe des puissances virtuelles.
Le théoreme dit de Lagrange relie les quantités de mouvement et d’accélération a I’énergie cinétique
K du systeme, les équations différentielles du mouvement s’écrivent ainsi :

d (0K\ 0K .
- (8%) ~5g =@ (1.3.3.)

ou les Q; sont les composantes généralisées des forces connues.

dgi
dt

Il s’agit donc de calculer, a partir des parametres g; et g; (: ) , Pexpression de I’énergie cinétique

du systeme :

K=1/2 US [U(M)]2dm] (1.3.3.ii)

L’avantage considérable de cette méthode est de ne pas nécessiter I'introduction puis I’élimination
de parametres représentant les réactions internes inconnues mais ceci n’est vrai que si ’on connait,
a priori, le degré de liberté du mécanisme et un jeu de parametres indépendants pour le décrire.

Par contre, ’établissement des équations est en général beaucoup plus cotiteux que dans les méth-
odes précédentes et nécessite plusieurs dérivations.

les équations de Lagrange avec multiplicateurs

Comme on vient de le voir, ’établissement des équations de Lagrange nécessite le choix préalable
d’un jeu de coordonnées généralisées. Ce choix n’est pas toujours faisable, notamment dans les
deux cas suivants :

- si les liaisons intervenant dans les mécanismes étudiés ne sont pas holonomes (i.e. contraig-
nent non seulement les positions mais aussi les vitesses), — voir (§1.1.4)

- si 'on ne connait pas, a priori, le degré de liberté des mécanismes étudiés — notamment dans
le cas de structures bouclées complexes.

Pour étudier ces cas, on est amené alors a utiliser des jeux de coordonnées généralisées contenant
des parametres surabondants qui satisfont des relations complémentaires de la forme :

Fi(a.0) = Aji(@)di =0 pourj=1...p (1.3.3.ii)

ce qui revient, d’une part, a ne tenir compte que de certaines liaisons pour définir la variété d’étude
et introduire les ¢;, d’autre part, a exprimer effectivement les liaisons, dont on n’a pas tenu compte,
par les équations ci-dessus.
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On doit ensuite introduire , en nombre égal, des inconnues complémentaires Aj, Ao, ..., A, - ap-
pelées multiplicateurs de Lagrange. Les équations s’établissent alors comme au paragraphe précé-
dent :

d (0T oT

— == ——=Q:+ AjAj 1.3.3.

dt (an> an QZ ; ¥ e K ( IV)

le terme ; AjAji représentant la puissance des efforts (inconnus) des liaisons dont on n’a pas
tenu compte dans la définition du paramétrage.

On obtient ainsi un systeme d’équations algébro-différentielles. L’intérét de cette méthode, en
dehors du fait qu’elle n’oblige pas a effectuer de choix préalable de coordonnées, est manifeste si
I’on possede de bons outils d’intégration de tels systeme. Sinon, il faut éliminer les multiplicateurs,
ce qui, formellement revient a expliciter les relations entre les colonnes de la matrice A, processus
qui s’avere tres coutelix dans le cas général.

Un autre intérét de cette méthode est de fournir des renseignements sur les réactions internes au
mécanisme lorsque 'on calcule effectivement les multiplicateurs.

les équations de Hamilton

La volonté de Hamilton de vouloir unifier les différentes sciences en dégageant en mécanique un
principe variationnel comme il existait déja en optique, I’a conduit a travailler non pas sur ’espace
de configurations des mécanismes, mais sur leur espace de phases (configuration et vitesse). C’est
pourquoi, dans le formalisme hamiltonien, on introduit comme parametres supplémentaires les
moments conjugués p; = 0K /9q;.

L’établissement des équations de Hamilton est facilement réalisable lorsque les efforts extérieurs
s’appliquant au systeme dérivent d’un potentiel. Dans ce cas la, on définit le Lagrangien L du
systeme comme la différence entre son énergie cinétique et le potentiel en question et les équations
de Lagrange s’écrivent alors :

d (0L oL
— =) —-—=—=0 1.3.3.
dt (3%) 0¢; ( v)
Le Hamiltonien du systeme H est alors défini par :
H=> pii—L (1.3.3.vi)

la fonction qui a L fait correspondre H est appelée transformation de Legendre.

Les équations du mouvement s’écrivent, & partir de (1.3.3.v) et en différenciant (1.3.3.vi) :

OH _ dg; ot OH _ dp;
op;  dt dq;  dt

(1.3.3.vii)

Pour former les équations du mouvement, on est ainsi amener & exprimer successivement :
- I’énergie cinétique du systeme en fonction des g;
- les p; en fonction des g; et des ¢;
- les ¢; en fonction des p; et des ¢; (ce qui revient & inverser la transformation de Legendre)

Si 'avantage de cette méthode est de fournir des équations différentielles du premier ordre, il est
clair que son principal obstacle réside dans l'inversion formelle de la transformation de Legendre
qui s’avere tres coliteuse voire impossible.
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les équations de Boltzmann-Hamel

On peut présenter le formalisme de Boltzmann-Hamel comme un raffinement (ou une exten-
sion) du formalisme Lagrangien. C’est d’ailleurs ainsi que ces auteurs ont présentés leurs travaux
[Boltzmann, 1902] [Hamel, 1904] au début du siecle.

L’idée de Boltzmann et de Hamel consiste a travailler avec les coordonnées généralisées ainsi
qu’avec des parametres supplémentaires — parfois appelés quasi-coordonnées de Lagrange — tels
que les mesures des vitesses ou des vitesses angulaires.

Ainsi, on introduit les parametres supplémentaires u; reliés aux g; par :

Uj; = Zaijqi et qi = Zﬁij’u]' (133V111)

i J
Il s’agit alors d’écrire T" en fonction des u; et des g; ce qui conduit & définir les variables intermé-
diaires ¢; et §; comme :
oT orT
€ = et 0; = i | — 1.3.3.ix
= =X (5 ) (133.ix)

il ne reste plus qu’a former les équations, par substitution dans les équations de Lagrange, ce qui

donne :
€+ Zz%jk“kej —0; = Zﬁji@j (1.3.3.x)
ik j

avec :

Oay;  Oag,
Yijk = ;;ﬁriﬁsk ( 80;5] - 86:]:)

Sauf dans quelques cas tres particuliers, les équations obtenues ne sont pas de forme plus agréable
que celles de Lagrange. Il est, en dehors de ces cas, tout a fait inintéressant d’utiliser cette méthode
dans la mesure ou elle nécessite, pour n coordonnées de départ, 'introduction et le calcul de
n3 4 2n? 4 n variables supplémentaires.

les équations de Gibbs

Le formalisme de Gibbs [Gibbs, 1879] ressemble fortement au formalisme précédent puisqu’il utilise
les mémes parametres et conduit & calculer les mémes variables intermédiaires ;7. Cependant
Pétablissement des équations est subordonné au calcul de la fonction (dite de Gibbs) faisant
intervenir les accélérations inertielles des points de vitesse u; :

1 9 .
G = 3 Zmiai (1.3.3.xi)

et il n’est donc plus nécessaire d’établir I’expression de I’énergie cinétique ce qui évite I'introduction
des 9;,¢; et v;.5. Les équations s’écrivent :
) J

oG .
8_1'1,1' = Zﬁjl@] (1.3.3.)(11)
J

Ce formalisme est, parmi les formalismes dérivés de 'approche Lagrangienne celui qui permet
d’obtenir les équations du mouvement avec le moins d’effort et qui débouche sur la forme la
plus simple de ces équations. Son principal inconvénient, qui est commun avec les précédents
formalismes, a I’exception de celui de Lagrange avec multiplicateurs, est qu’il nécessite de connaitre
a l’avance le nombre de degrés de liberté du mécanisme étudié.
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1.3.4 les méthodes “contemporaines”

Avec lavénement des outils informatiques de calcul formel, des équipes de mécaniciens se sont
récemment intéressées a la génération automatique des équations et ont utilisés des formalismes
qui leurs sont propres a partir des formalismes existants.

On peut notamment citer les équipes des :

- Pr Wittenburg a I’Université de Karlsruhe qui ont développé un logiciel basé sur les méthodes
de Newton utilisant aussi le principe de D’Alembert pour traiter les cas bouclés — voir
[Wittenburg, 1977],

- Pr Kane a I’Université de Stanford qui ont introduit un formalisme original implanté dans
divers logiciels — voir [Kane, 1978],

- Pr Chevallier a I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées qui, dans la continuité des travaux
d’Arnold [Arnold, 1976], ont étudié I'utilisation de groupes de Lie pour la modélisation des
mécanismes [Chevallier et Helmer, 1984] — voir aussi [Chevallier, 1984].

On va présenter ci-dessous les deux derniers formalismes.

formalisme de Kane

L’originalité du formalisme de Kane, qui s’applique a tout mécanisme que 'on peut caractériser
par un jeu de coordonnées généralisées - et donc dont on connait le nombre de degrés de liberté -
tient dans 'introduction de nouvelles grandeurs appelées vitesses partielles.

Comme dans le formalisme de Boltzmann-Hamel, on utilise les u;, mesures des vitesses et des
vitesses angulaires. On se place dans le cas ol 'expression des u; en fonction des ¢; et des ¢;
permet d’exprimer la vitesse angulaire de chaque corps et la vitesse de n’importe quel point du
mécanisme étudié, comme une combinaison linéaire des u; & coefficients vectoriels (3 x 1). Ces
coefficients sont les vitesses partielles qui servent de base a 1’établissement des équations. On note
ainsi vf 7 le vecteur coefficient de u; dans l'expression de la vitesse de la particule P; :

. P;
P = E u;v;’
i

Les équations s’obtiennent alors en écrivant que la somme des forces généralisées et des forces

d’inertie généralisées est nulle soit :
K, +K =0 (1.3.4.0)

avec :

K=Y @ F) et Kf=) (u].(-mja)) (1.3.4.ii)

Ce formalisme est tres performant, aussi bien au niveau du travail nécessaire pour établir les
équations qu’au niveau de la forme de ces équations. Mais ces performances dépendent beaucoup
du choix préliminaire des u;, et, une fois de plus, il est nécessaire de connaitre & ’avance le nombre
de degrés de liberté du systéme mécanique étudié. Les logiciels qui utilisent ce formalisme se sont
donc restreint au traitement des cas de mécanismes a structure arborescente et dont les liaisons
font parties d’'un “catalogue de liaisons-type”.

théorie des groupes de Lie

Le formalisme développé a partir de cette théorie est radicalement différent des précédents, il est
basé sur les trois principes suivants :
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- utiliser la géométrie différentielle intrinseque pour décrire les positions des solides indépen-
damment de tout choix de coordonnées,

- étudier, dans ce cadre, les propriétés géométriques des liaisons et la cinématique des méca-
nismes,

- et exprimer, toujours dans ce cadre, la cinétique et la théorie de 'inertie du solide rigide.

L’idée fondamentale est donc de décrire la position s d’un solide par un point d’un ensemble S
homogene sur lequel agit le groupe des déplacements de ’espace et donc muni d’une structure de
groupe de Lie. On caractérise alors la vitesse d'un solide par un élément v(t) de l'algebre de Lie
du groupe des déplacements 0 avec :

$(t) = Ll (v(t).r) (1.3.4.ii)

ol Li(t) : TS — TS est 'application linéaire tangeante & La : S — S, s+ A.s (A € IsT(IF)).
L’ensemble des déplacements relatifs possibles d’un solide, par rapport & un autre solide auquel il
est relié, est représenté (sous certaines hypothéses) comme un sous groupe de Is™ (IF).

Les concepts de masse, de tenseur d’inertie et de centre d’inertie laissent la place a un opérateur
hexadimentionnel H : 9 — 0.

Les équations de la dynamique s’écrivent alors, pour un systeme constitué de n corps :

S = Lgk (vg.r) pour k=1,...,n (1.3.4.iv)

Hy(0%) + [vi, He(0)] = Fi(s,5,1) + > (Rir(s, 3) + Nix(t)) (1.3.4.v)
i#k

relations d’orthogonalité diverses sur les Ny (t) (1.3.4.vi)

les R;j représentent les efforts internes connus (moteurs, raideurs, frottements,...) tandis que les
N, représentent les efforts de liaisons inconnus, les relations (1.3.4.vi) dépendent de la nature des
liaisons.

Il ne reste plus qu’a choisir un jeu de coordonnées et a écrire les équations précédentes en fonction
de ces coordonnées.

L’intérét de ce formalisme est qu’il permet de réaliser ’essentiel des calculs avant de choisir le jeu
de coordonnées - mais ce choix est incontournable. Dans 'optique d’un traitement automatique,
ce formalisme est particulierement agréable et performant a condition d’avoir implanté dans un
systeme de calcul formel la manipulation d’objets caractéristiques des groupes de Lie et leurs
propriétés, notamment le crochet de Lie et les opérations B et C' de ? x 0 dans ? définies par :

B(X,Y)=[X,H(Y)] et C(X,Y)=[X,HY) +[Y,H(X) +H(X,Y))

tres utiles dans 1’écriture des équations.

pour conclure

De ces préliminaires mécaniques, et pour la suite de cette étude, il faudra retenir essentiellement
les points suivants :

i. Parmi les systemes d’objets mécaniques dont on peut étre amené a modéliser le comporte-
ment dynamique, on considérera — et on désignera par mécanismes — seulement ceux qui sont
constitués par des corps rigides reliés entre eux par des articulations possédant des propriétés
particulieres — liaisons holonomes régulieres.
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ii.

iii.

iv.

PRELIMINAIRES MECANIQUES

Le mouvement d’un systeme de corps rigides articulés, et donc plus particulierement diun
mécanisme, se modélise par la donnée, a chaque instant, de sa configuration, que I’on peut
considérer comme constituée d’autant de déplacements de I’espace que le mécanisme contient
de corps.

L’étude du mouvement d’un mécanisme se décompose en deux étapes, a savoir :

- la détermination, a partir de sa nature physique — structure et type des articulations —
de I'ensemble des configurations admissibles, et la paramétrisation de cet ensemble,

- Décriture d’équations différentielles, a partir des caractéristiques dynamiques du mé-
canisme, gouvernant ces parametres.

La détermination de ’ensemble des configurations admissibles d'un mécanisme est aisée
lorsque la structure de ce mécanisme est arborescente : dans ce cas, cet ensemble est une
variété différentielle réelle dont on connait la dimension.

On dispose, pour ’écriture des équations différentielles du mouvement, de différentes méth-
odes associées a différents formalismes basés sur les théoremes généraux de la mécanique
classique ou de la mécanique analytique.
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Chapitre 2

approche formelle : un exemple

On va maintenant appliquer certaines des méthodes de génération des équations de la dynamique
vues au chapitre précédent a un exemple simple mais non trivial : la modélisation du mouvement
d’un satellite transportant une antenne.

Plus précisément, pour ce mécanisme, on va établir les équations de Newton-Euler, de d’Alembert,
de Lagrange — sans multiplicateurs —, de Hamilton et de Kane.

On pourra ainsi non seulement expliciter ces méthodes, mais surtout les étudier au niveau de la
possibilité de les automatiser, de la quantité de travail que demande 1’élaboration des équations
et de la taille des expressions obtenues.

Tous les calculs de ce chapitre ont été réalisés avec le systeme de calcul formel MAPLE que 1'on
présente brievement ci-dessous.

On trouvera le code et les résultats de calcul dans Pannexe (§A).

MAPLE est un logiciel écrit en C a I'université de Waterloo qui permet de manipuler
des objets symboliques.

Pour I'utilisateur, il se présente comme un programme interactif, qui lit des commandes,
les exécute et rend leurs résultats.

Les commandes de MAPLE s’écrivent dans une syntaxe naturelle a partir :

- d’un certain nombre d’opérateurs qui permettent de définir des expressions ma-
thématiques — addition, multiplication, sommation, différentiation, intégration,

- d'un certain nombre de déclarations qui permettent de représenter des objets
mathématiques — vecteurs, matrices, applications, ensembles, . ..

- et d'un grand nombre de fonctions qui forment la bibliotheque du systeme et
qui permettent de manipuler ces expressions et ces objets — développement, fac-
torisation, simplification, substitution, calcul de dérivées, d’intégrales, résolution
d’équations, . . .— ces fonctions représentant toute la “connaissance” mathématique
du systeme.

L’utilisateur de MAPLE dispose, de plus, d'un langage de programmation spécifique
ressemblant au langage PASCAL qui permet d’écrire des procédures, en utilisant di-
verses structures de données — tableaux, listes, ensembles, ...— et en faisant appel a
des structures de controles classiques — instructions conditionnelles, boucles, ...

Dans la mesure ou la riche bibliotheque d’algorithmes mathématiques de MAPLE
est elle-méme écrite dans ce langage de programmation, il est facile pour 'utilisateur
d’avoir acces a ces algorithmes et de les modifier si le besoin s’en fait sentir.

Enfin MAPLE possede des interfaces particulierement agréable, du point de vue :
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- de la mise en forme des résultats a I’écran — a ’aide d’un pretty-printer paramé-
trable,

- du graphique, notamment pour le tracé de courbes et de surfaces,

- de la génération de codes d’autres langages

— soit pour I’écriture de formules — génération de TEX et de IATRX,
— soit pour ’écriture de code de calcul — génération de FORTRAN et de C.

On essaiera de dégager, dans les exemples qui suivent, quelques techniques de base de I'utilisation
et de la programmation de MAPLE.

Dans un premier temps, il est nécessaire de décrire le systeme mécanique auquel I’on va s’intéresser.

2.1 description du systeme étudié

Le systéme S que l'on considere — voir figure (2.1) — est constitué de quatre corps Sy, S2, Sz et Sy
a savoir :

- &1 un satellite de forme cylindrique,

- 83 la partie primaire d’un bras articulé, en forme de tige, reliée au satellite par une articu-
lation rotoide, dont I’axe est contenu dans le plan d’une face du satellite,

- 83 la partie secondaire du méme bras, qui coulisse sur la partie primaire en formant une
articulation prismatique d’axe porté par le bras,

- 84 un réflecteur parabolique que 'on assimilera en fait & un disque relié a la partie secondaire
du bras, en déport de son centre d’inertie, par une articulation rotoide, d’axe confondu avec
I’axe du bras.

figure 2.1 : le satellite

Les deux parties du bras sont supposées de masses négligeables. En revanche, on note uq et pg
les masses respectives du satellite et du réflecteur, g, et g4 leurs centres d’inertie et Z; I'opérateur
d’inertie de S — toute la masse du reflecteur sera supposée concentrée en son centre.

On se propose d’étudier le mouvement de ce systeme relativement a un repere Galiléen R d’origine
O et de vecteurs unitaires i, j et k.
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On associe au satellite un repére Ry d’origine 01 (= g1) et dont les vecteurs unitaires 41, j1 et k;
sont portés par ses axes principaux d’inertie — i.e. dans ce repere la matrice de 'opérateur d’inertie,
I, est diagonale :

L O 0
Il - 0 Ily 0
0 0 I

La particule du satellite o le bras est articulé est notée mj2, et a pour coordonnées (0,0, z12) dans
le repere R1. L’axe de cette articulation a pour direction la droite vectorielle engendrée par ;.
On appelle ms; la particule du corps Sy au point d’articulation avec le corps S1. Le repére Ro
associé & cette partie du bras a pour origine oy (= ma1) et est constitué des vecteurs unitaires is
(= i1), jo2 orienté selon axe du corps et ko tel que (i, j2, ko) forment un triedre direct. A chaque
instant ¢, Uangle k%, k% est repéré par ©1a(t).

R, repere solidaire du corps S3 a les mémes vecteurs unitaires que Ro et a son origine o3 en msy,
point d’articulation entre la partie mobile du bras et le réflecteur. A tout instant ¢, le point M,
position de la particule ms4, a pour coordonnées (0, Y23(t),0) dans R%.

La particule du réflecteur, point d’articulation avec le bras est my3. Dans le repere Ry, g4, le centre
d’inertie du réflecteur a pour coordonnées (0,0, z34).

Le point my3 est aussi l'origine o4 du repere R, associé au corps Ss. Ce repére a pour vecteurs
unitaires 44, ja, et k4 tels que jy, = j3 et que i} et k! soient respectivement images de i} et de k}
par la rotation autour de ji d’angle ©34(t) & tout instant ¢.

Tous ces repéres sont représentés sur la figure 2.2.

ﬁ
S

figure 2.2 : R1, Ra, R3 et Ry

La présence de ressorts et d’amortisseurs aux articulations entre Sy et So, entre Sy et S3 et entre Sy
et S, est modélisée par des torseurs d’efforts s’exergant sur Sp, sur S3 et sur Sy dont les éléments
de réduction sont connus sous la forme d’un couple de moment C12(012, 612).2'2 s’appliquant sur
S,, d’une force de direction js et de module Fy3(Yas, Ya3) s’appliquant en msy et d’un couple de
moment Csy (O34, 634).i4 s’appliquant sur Sy.
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Les efforts extérieurs s’exercant sur le systeéme sont de deux types :
- les efforts s’exercant sur S; représentés par une force Fi;.i1 + Fiy.51 + Fi..k1 s’appliquant
en g; et un couple Ci;.i1 + Ciy.J1 + Ci2.k1,
- les efforts s’exercant sur S, représentés par une force Fy..i1 + Fyy.J1 + Fy..k1 s’appliquant
en gy.
Pour établir les équations du mouvement de S§ on est d’abord amené a exprimer différentes
grandeurs cinétiques et donc a choisir un moyen de paramétrer les configurations de ce systeme.

Une rapide analyse mécanique montre que ce systeme possede un degré de liberté égal a neuf — le
satellite est libre dans I’espace, et chacune des trois liaisons avec les trois autres corps possede un
degré de contrainte égal a cinq — et conduit & choisir neuf parametres ¢1, g2, g3, 94, g5, gs, 97, qs,
qo pour le décrire.

On choisira, par exemple, ces parametres tels que :

- q1, g2, q3 soient les trois angles de Bryant décrivant l'orientation de R! — image de Ry &
Iinstant t — par rapport a R,

- qu, g5, g6 soient les trois coordonnées du point Of — position de la particule o; & I'instant ¢
— dans le repere R,

- ¢7 soit 'angle ©15 donnant 'orientation — on en déduira la position — du corps Sa,
- gs soit la longueur Ys3 donnant la position — on déduira de ©14 l'orientation — du corps Ss,
- ¢g soit 'angle O34 donnant I'orientation — on en déduira la position — du corps Sy.

On peut alors, en fonction de ces parametres, exprimer les positions et les orientations des repéres
liés a chacun des corps du systeme.

Ainsi, on note p% (resp. ply, phs, ph4) la matrice de la rotation associée au déplacement qui
transforme R en R} ( resp. R! en RS, RS en Rf, R, en RY) — qui est aussi la matrice de passage
de la base associée & RY dans la base associée & R (et respectivement) —, on a* :

cos(g2) cos(qs) — cos(qz) sin(qs) sin(gz)

P = sin(q1) sin(g2) cos(g3)+cos(q1) sin(g3) —sin(q1) sin(g2) sin(g3)+cos(q1) cos(gz)  —sin(q1) cos(gz) 5

— cos(q1) sin(qz2) cos(gs)+sin(q1) sin(gs)  cos(q) sin(qz) sin(gs)+sin(q1) cos(qs) ~ cos(qr) cos(gz)

1 0 0 1 00 cos(q9) 0 sin(gy)
Pla=1 0 cos(qgr) —sin(gr) |, Phs=1] 0 1 0 | etphy = 0 10
0 sin(q7)  cos(gr) 0 0 1 —sin(gg) 0 cos(gg)

Alors, d’apres ce qui précede, les vecteurs 0012, O} Oé, OgOé, OZGZ ont pour coordonnées dans le
repere R :

q4 0 0 0
001 = | ¢ 0105 = pf 0 0505 = pi ply qs OLGYy = i plapss 0
de 212 0 234

Pour simplifier I’écriture des grandeurs cinématiques, on sera parfois amené a utiliser des para-
metres cinématiques, ainsi :

*I’indice ! indique que ces matrices dépendent explicitement du temps et permet d’écrire seulement g; a la place
de q;(t) pour i =1,2,...,9
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- la vitesse du corps & par rapport & R sera représentée par les coordonnées (vy,vy,v,) du

vecteur v(GY) = (ﬂ OG%) dans le repere R},

dt|p
- la vitesse angulaire de &7 par rapport a R sera représentée par le vecteur vitesse instantanée
de rotation wy de coordonnées (wy,wy,w,) dans le repere R.

En tant que fonctions du temps t les parametres dits “de position” ¢1, g2, g3, q4, g5, gs €t les
parametres dits “cinématiques” de S; sont reliés par les systemes d’équations différentielles suiv-
ant :

- pour ce qui est du vecteur vitesse de rotation instantanée,

wgz cos(g3) — sin(gs)wy
cos(ga)
g2 = sin(g3)ws + wy cos(qgs) (L.1)
(wg cos(g3) — sin(gs)wy) sin(g2)
cos(gz)

@i =

(].3 = Wz

- et, en ce qui concerne la vitesse linéaire,

qa cos(qz) cos(q3)vz — cos(qz) sin(gs)v, + sin(ga)v,

ds (sin(q1) sin(gz) cos(g3) + cos(q1) sin(gs)) vz

+ (cos(g1) cos(gz) — sin(qr) sin(ga) sin(gs)) vy

—sin(q1) cos(qz)v= (1.2)
gs = (sin(q1)sin(gs) — cos(q1)sin(g2) cos(gs)) vz

+ (cos(q1) sin(gz) sin(g3) + sin(q1) cos(g3)) vy

+ cos(q1) cos(gz)v,

Dans la mesure ou le paramétrage des rotations de I’espace IF par les angles de Bryant ne permet
pas de représenter de maniére unique les rotations autour de I'axe Ox et donc que 1'on suppose
— au risque de devoir utiliser localement un autre paramétrage — que ce cas n’est pas rencontré
au cours du mouvement, on est assuré que cos(gz) est non nul et que les relations (I.1) sont bien
définies.

Les systemes d’équations précédents ont été obtenus en “inversant” les équations qui, récipro-
quement, donnent les expressions de (vg, vy, v,) et de (wg, wy,w,) en fonction des parametres de
position (q1, g2, ¢3, 94, G5, gs) et de leurs dérivées (g1, g2, G3, 44, 45, G ), C’est-a-dire respectivement :

wy = cos(qz)cos(gz)g1 + sin(gs)de
wy = —cos(q2)sin(gs)di + cos(qz)ge (I1.3)
w, = sin(g2)q1 + g3

vy = cos(q2)cos(g3)da + (sin(q1) sin(gz) cos(gz) + cos(q1) sin(gs)) gs
— (cos(g1) sin(gz) cos(g3) — sin(q1) sin(gs)) ge

et vy, = —cos(qz)sin(gs)ga — (sin(q1)sin(gz) sin(gs) — cos(q1) cos(qs)) ds (1.4)
+ (cos(q1) sin(gz) sin(gsz) + sin(q1) cos(g3)) ge

v, = sin(ga)ds —sin(q1)cos(qz)ds + cos(q1) cos(q2)qs
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Une fois établies les équations différentielles du mouvement du systéme mécanique faisant inter-
venir les parametres cinématiques , on pourra :

- soit remplacer dans ces équations les parametres cinématiques par leurs expressions en fonc-
tion des parametres de position en utilisant les équations (I.3) et (I.4), on obtiendra alors un
systeme de neuf équations différentielles du second ordre en les neuf parameétres de position,

- soit ajouter les six équations différentielles (I.1) et (I.2) aux neuf équations du mouvement et
considérer ainsi le systeme de quinze équations différentielles en les parametres de position
et les parametres cinématiques qui seront du premier ordre seulement en q1, g2, g3, g4, g5,
et ge.

On pourrait tres bien introduire de la méme maniere des parametres cinématiques pour les autres
corps du systeme, et les substituer ou les conserver apres génération des équations du mouvement.

Il faut cependant garder & l'esprit que le gain en taille et en lisibilité des équations est ainsi
acquis au détriment du nombre des variables et du nombre des expressions a calculer et n’est pas
forcément intéressant surtout dans l'optique d’une simulation numérique effectuée a partir des
équations du mouvement.

Le code MAPLE correspondant a cette description du mécanisme est le fichier intro.
L’examen de ce code amene quelques remarques qui se réveleront utiles.

Tout d’abord, en ce qui concerne les fonctionnalités logicielles utilisées, on notera le
chargement initial de la bibliotheque d’algebre linéaire pour avoir acces a toutes les
fonctions de manipulation et de calcul sur les expressions matricielles et vectorielles.
On utilise notamment, de cette bibliotheque :

- l'addition et la multiplication — non commutative — de matrices,
- l'addition de vecteurs,

- la multiplication d’un vecteur par une matrice,

- la multiplication d’une matrice par un scalaire

Il est important de remarquer aussi que ’on peut introduire des formules de deux
manieres différentes,

i. par une affectation,

ii. par une équation.
Dans le premier cas, il s’agit d’établir une correspondance irréversible entre
un identificateur et une expression mathématique, ainsi la ligne de code

Rotl:=multiply(Rotql,Rotq2,Rotq3)

affecte a Rot1 la matrice résultat de I’évaluation du produit, soit composante
par composante la matrice p! telle qu'on ’a écrite plus haut.
Dans le deuxieme cas, il s’agit de stocker une formule provenant d’un calcul
qui permettra, le cas échéant, d’effectuer des substitutions d’expressions.
Ainsi, en conservant le systéme d’équations (I.3) sous la forme

{omX(t) = cos(q2) cos(g3) qpl + sin(q3) qp2,
omY(t) = - cos(q2) sin(q3) gpl + cos(q3) qp2,
omZ(t) = sin(q2) qpl + qp3}
on pourra, a la demande, substituer dans n’importe qu’elle expression omZ (t)

par sin(q2) * gpl + qp3 mais rien n’est affecté a l'identificateur omZ(t)
si ce n’est son propre nom.
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On remarque encore les écritures de la forme q1(t) qui permettent sans affecter q1
d’indiquer qu’il s’agit d’un parametre dépendant de la variable t, et provoquent, no-
tamment, la réaction suivante de l'opérateur de différentiation diff :

> diff(ql(t),t);
d
-——- q1(t)
dt
> diff(ql,t);
0

Enfin, on note I'utilisation de deux fonctions de manipulations d’expressions, simplify
et collect qui réalisent respectivement la simplification et la factorisation partielle.
Ainsi, 'expression

gp3 = - (- sin(q2(t)) sin(q3(t)) omY(t) + sin(q2(t)) omX(t) cos(q3(t))

2 2
- omZ(t) cos(q2(t)) cos(q3(t)) - omZ(t) cos(q2(t)) sin(q3(t)) )

/ 2 2
/  (cos(q2(t)) (cos(g3(t)) + sin(q3(t)) ))
/
obtenue au cours du calcul de tmp16 devient, par un appel & simplify avec l'option
trig:
gp3 = - (- sin(q2(%)) sin(g3(t)) omY(t) + sin(q2(t)) omX(t) cos(q3(t))

- omZ(t) cos(q2(t)))/cos(q2(t)),
et finalement apres appel de la fonction collect avec le parametre sin(q2(t)) :

(- sin(q3(t)) omY(t) + omX(t) cos(g3(t))) sin(q2(t))
gp3 = - ——mmm --—— + omZ(t)
cos(q2(t))

2.2 la loi fondamentale de la dynamique — Newton-Euler

Dans ce qui suit, lorsqu’on considere les vecteurs vitesse et accélération d’un point M, c’est par
rapport au repere R et on les note respectivement v(M) et (M) sans indiquer explicitement R.

On écrit pour commencer le théoréme du centre d’inertie (1.3.2.1).

théoréme du centre d’inertie

Pour tout point M de I'espace, et a tout instant ¢, on a :

WS)MGt = MG + pyMG} (N.1)

En considérant un point M fixe dans le repére R, et en dérivant (N.1) par rapport au temps dans
ce repere, on obtient I’expression de la quantité de mouvement totale du systeme, c’est a dire :

W(S)(GY) = pro(G) + pav(Gh) (N.2)
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Une nouvelle dérivation par rapport au temps, toujours dans le repere R, donne la quantité d’accé-
lération totale du systeme :

s = (5

M&M@O=uw@9+m%%) (N.3)
R

Il vient le théoreme du centre d’inertie :
y(GY) + pay(Gy) = Fr + Fiy (N.4)

Pour déduire de cette équation trois équations différentielles du mouvement, il faut maintenant
exprimer les accélérations de GY et de G} en fonction des parametres du mécanisme.

Pour établir ces expressions, on peut :

- soit utiliser traditionnellement les formules de composition de vitesses et d’accélérations et
les formules de dérivation vectorielle,

- soit exprimer directement OGz1 et OG42 dans le repere R et faire calculer automatiquement
les dérivées secondes.

On va comparer ces deux possibilités.

Le programme MAPLE correspondant & la premiére de ces possibilités se trouve dans
le fichier newtonlalamain.

Les formules de composition de vitesses et d’accélérations donnent :

7@®=<%

Rtv(G’i)) + w1 Av(Gh) (N.5)

d e e
(G = ~(Gh+ <E w1> NG Gy +wi A (wl A G§G4>
Rt
! (N.6)
d| ziat @ | oat
9 “

ce qui permet d’obtenir, relativement simplement, les expressions voulues en fonction des para-
metres cinématiques (v, vy, ;) €t (Wg, Wy, wy).

Exprimées dans RY, on a en effet :

Vg W Uy Wy
d d
ty __ _ t\ . .
@)=y e =] wy | dt u(G) = | o, et ql o= wy
Rt Rt
1 . 1 .
Uz Wy Uz Wz

et donc directement :
Vg + WyUy — W,y
ty .
V(Gl) - Uy + WU — WUy

UV + Waly — WyUy
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Pour exprimer v(GY) dans RY, on se sert de :

0 0 0
GiGl =GlOL + OO+ OLGh = | 0 | +7t | g |+t | O
Z12 0 234

Il est alors nécessaire d’utiliser de nouveau les formules classiques de dérivation vectorielle pour
établir au préalable :

- 'expression de —| G} G42
1
qr 0 0 q7 0 0
0 | APia| as | +/A2| ds |+ || 0O | +Aa| do || APi2psa| ©
0 0 0 0 0 234
2 )
et I'expression de 5| GGy
2
g7 0 47 47 0
0 |Ada| g5 |+] 0 | A 0 | Afa| as
0 0 0 0 0
qr 0 0
+2 0 | APL| ds | +0i2 | ds
0 0 0
Gr 47 0 0 0
+ 0 [+] 0 |AP2]| d | +A2]| do A Plapsy 0
0 0 0 0 234
47 0 G7 0 0
+ 0 | +0a] g A 0 | +A2]| do A Plapsy 0
0 0 0 0 234

En ce qui concerne les termes représentant les coordonnées dans le repere R de la somme
géométrique du torseur des efforts extérieurs s’exergant sur S, ils valent :

Fl;E F4;E
Iy + | Fuy
Flz F4z
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Le théoreme du centre d’inertie fournit ainsi les trois premieres équations du mouvement de S :

Firo+Fye =
p1 (Ve twyve —wvy )+ s
(Vo +wy vz —wz vy +wy (212+sin(g7)gs +cos(qr) cos(go) 234) —w= (cos(g7)gs —sin(qr) cos(go ) z34)
+wy (wg (cos(qr)gs —sin(qr) cos(qe)z34) —wy sin(ge)z34)
—w; (w» sin(gy) 234 —wq (z12+sin(g7)gs +cos(qr) cos(go) z34))
(N.7.a)

+2(wy (47 cos(q7)qs+sin(q7)ds — (g7 sin(qr) cos(qg)z34) —(cos(q7)go sin(qo)z34))

—wz(—q7 sin(g7)gs+cos(qr)gs+sin(qr)do sin(qe) 234 —g7 cos(qr) cos(qo)z34))
+(—g7 sin(g7)do+cos(q7)do) cos(qr) cos(qo)z3a4+ (g7 cos(q7)de+sin(qr)do) sin(gr) cos(qo) 234
+ cos(q7)qo (— (g7 sin(qr) cos(qo)z34)—(cos(q7)qo sin(qe)z34))

— sin(qr)do (sin(gr)go sin(go) 234 —g7 cos(qr) cos(go)234))

Firy+Fyy =
11 (Vy+wzve —we vz )+ 1a
(y w2 Ve —wa vz W, sin(qo) 234 —we (z12+sin(g7 ) gs+cos(qr) cos(qo) z34)
+wz (wy (z12+sin(g7)gs+cos(q7) cos(qe)z34) —w (cos(q7)gs —sin(q7) cos(qo)z34))
(N.7.b)
—we (wa (cos(gr)gs—sin(gr) cos(qo)z34) —wy, sin(qg) z34)
+2(w= g9 cos(g9) 234 —wq (47 cos(qr)gs+sin(gr)ds — (g7 sin(qr) cos(go)z34)—(cos(q7)qgo sin(go)234)))

—g7 sin(g7)qs — 43 cos(q7)qs — 247 sin(qr)ds+cos(gr)ds+(dr cos(qr)do+sin(gr)do) sin(go ) z34

—q7 cos(qr) cos(qo)z3a+sin(qz)go (4o cos(qe)z34)—q7(— (47 sin(q7) cos(qo)z34)—(cos(qr)do sin(qe)z34)))

Fi.+Fy, =
w1 (Vz+wa Uy —wyva)+pa

(V2 Fwavy —wy Ve +we (cos(qr)gs —sin(qr) cos(qg)z34) —wy sin(qg) 234
+wg (w2 sin(ge) 234 —wz (212 +sin(g7)gs+cos(qr) cos(go) z34))
—wy (wy(212+sin(g7)gs+cos(qr) cos(go)234) —w= (cos(g7)gs —sin(qr) cos(qo)z34)) (N-7'C)
+2(wz (—g7 sin(q7)gs+cos(q7)gs+sin(qz)do sin(qo ) z34— (47 cos(qr) cos(go)z34)) —wy do cos(qe)2z34)
+47 cos(qr)qs — 4 sin(qr)gs+2dr cos(qr)ds-+sin(gr)ds —dr sin(qr) cos(qo) z34
—(—4r sin(qr)qdo+cos(q7)do) sin(go) 234 +q7 (sin(g7)do sin(qge)z34 — g7 cos(qr) cos(ge)z34)
— cos(q7)do (o cos(go)z34))

Le programme MAPLE du fichier newtonlalamain effectue précisément tous les calculs

précédents.

Néanmoins, dans la mesure ol les formules de dérivation vectorielle ne sont pas connues
de MAPLE, et ou il n’existe pas de structure de données permettant de les introduire
facilement — on reviendra sur ce point — il a fallu développer “a la main” les formules

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



2.2. la loi fondamentale de la dynamique — Newton-Euler

2

d| == 1
qui donnent les expressions de v(G%), de —| G4GY et de GG, avant de les

dt 2

Ry Rt

programmer.

Ce travail peut devenir considérable — et donc source d’erreurs — si, au lieu de trois,
comme c’était le cas, il fallait faire intervenir une dizaine de corps et de repéres inter-

médiaires.

71

Avec un systeme de calcul formel et dans 'optique d’'une génération automatique des équations, il

—
semble préférable d’utiliser la deuxieéme possibilité & savoir d’exprimer directement 1(S)OG" dans
le repere R en utilisant la formule (N.3) puis calculer u(S)v(G*) en dérivant deux fois par rapport
au temps dans ce repére, pour éviter d’avoir a faire appel au savoir du mécanicien a chaque étude

d’un systeme mécanique différent.

Le programme correspondant a ces calculs se trouve dans le fichier newtonl.

Pour cela, on commence par écrire les expressions de OGz\l et de OG4Z\ dans R :

q4 sin(qg) 234
OG1 = | g5 et GiGy=p} cos(gr)gs — sin(gr) cos(go) 34
46 z12 + sin(qr)gs + cos(gr) cos(qo) 234

d’ot il vient I’expression de u(S)OG* :
H1qa+ita

(qa+cos(gz2) cos(gs) sin(g9)zsa—cos(gz) sin(ga) cos(qr)gs+cos(qz) sin(gs) sin(qr) cos(qe) 234

+sin(g2)z12+sin(g2) sin(gr)gs+sin(gz2) cos(gr) cos(q)z34)

H1gs+pa
(g5+sin(gy)zs4 sin(q1) sin(g2) cos(g3)+sin(go)z34 cos(q1) sin(gz)—sin(q1) sin(gz) sin(gs) cos(g7)qgs
+ sin(q1) sin(g2) sin(g3) sin(g7) cos(qe)z34+cos(q1) cos(gs) cos(gr)gs —cos(q1) cos(gz) sin(g7) cos(qe)z34

—sin(q1) cos(g2)z12—sin(g1) cos(qz) sin(qr)gs —sin(q1) cos(qz) cos(qr) cos(go)234)

H1qe+pa
(g6 —sin(qg)z34 cos(q1) sin(gz) cos(gs)+sin(ge)z34 sin(q1) sin(gz)+cos(q1) sin(g2) sin(gs) cos(g7)qgs

— cos(q1) sin(g2) sin(gs) sin(q7) cos(qo)2z34+sin(q1) cos(qs) cos(gr)gs —sin(q1) cos(gs) sin(gr) cos(qo)z34

+ cos(q1) cos(gz)z12+cos(q1) cos(gz) sin(gr)gs+cos(q1) cos(gz) cos(qr) cos(go)z34)

On différentie alors deux fois par rapport au temps chacune des composantes du vecteur précédent

et on multiplie par la transposée de p} pour avoir 'expression de p(S)y(G*) dans R}.
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On obtient ainsi de nouveau les trois premieres équations différentielles du mouvement de S :

Fro+Fiz =
(1 +pa)vewy — (1 +pa)vywz +(212+sin(g7) gs +cos(gr) cos(g9) z34) paw>wa
+(cos(qr)gs —sin(qr) cos(ge) z3a)nawyws — () +w?) pa sin(go) 234
+(2pawy sin(qr) —2paw; cos(qr))qs (N.S.a)
—(2pawy cos(qr) sin(qg)z34+2paw; sin(qr) sin(qo)z34) 4o
+((2 cos(qr)qs —2sin(qr) cos(qe)z34) prawy +(2 cos(qr) cos(qo) z34+2 sin(qr )gs ) Haw: ) g7

—(cos(qr)gqs—sin(gr) cos(qo)z3a) paw=+(z12+sin(qr)gs+cos(gr) cos(qo)z3a) pady

— 4 sin(qo ) dg z3a+ (11 +14a) b + 14 cos(ge ) do 234

Fry+Fyy =
(p1+pa)vew, —(p1+pa)vzwe+(212+sin(qr) gs+cos(qr) cos(qo) 234) awz wy +pawy sin(qo) 234 we
—(cos(qr)gs —sin(qr) cos(qo)zaa) pa (w2 +w?) —2paws sin(qr)ds
+(2paw: cos(g9)z34+2paw, cos(qr) sin(ge)z34)do+(2 sin(gr) cos(go) 234 —2 cos(g7)qs) Hawa g7 (N.8.b)
—(2z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)z34) pawy +paw, sin(ge) z3a+2414 cos(q7) g7 sin(ge ) g 234 h
—2p4 sin(gr ) g7 ds+pea sin(gr) cos(qo)da zza+(p1+pa) vy

—(cos(g7)qs —sin(qr) cos(qo)z34) pads — (sin(gr ) gs+cos(qr) cos(qo) z34) pradiz

+pe4 cos(qr)Gs+pa sin(qr) sin(go)Go 234

Fi,+Fy, =
(p14pa)vywe —(p1+p4a)vewy+(cos(gqr)gs —sin(qr) cos(qe)z34) paw . wy+paw. sin(qe) 234wy
—(z12+sin(g7) s +cos(qr) cos(qs) z34) pa (w2 +w} ) +2paws cos(qr)ds

—(2ptawy cos(qo) 234 —2pawy sin(qr) sin(qe) 231 )do — (2 cos(q7) cos(go) 23a+2 sin(g7)qs ) pawa g7

(N.8.c)

+(cos(q7)gs —sin(qr) cos(qo)z34) pata — pay sin(qo) z34+2p4 sin(q7) g7 sin(qo ) o234
+2p14 cos(gr ) d7ds — 4 cos(gr) cos(qo)da z3a+ (1 +1ta) D=

—(sin(gr)gs-+cos(qr7) cos(go)zs4) adi +(cos(q7)gs —sin(gqr) cos(qo) 234 ) padiz

+114 sin(qr)ds —pra cos(qr) sin(go ) do 234

Il est intéressant de constater que les équations trouvées ci-dessus sont plus compactes que celles
obtenues par le calcul traditionnel.

Il ne s’agit pas seulement de factorisations différentes qui dans un cas donneraient une présentation
mécaniquement significative et dans l'autre cas une présentation plus compacte. Certaines sim-
plifications — notamment trigonométriques — ont, en effet, été réalisées dans les équations (N.8),
ce qui diminue leur nombre de termes (par exemple le membre de droite de 1’équation (N.8.a)
est composé, une fois développé de 28 monoémes pour 34 dans le membre de droite de I’équation
équivalente (N.7.a)).

Malheureusement ces simplifications que I’on peut constater sont tres cotiteuses en temps de calcul.
En effet, le temps CPU nécessaire pour engendrer les trois équations (N.7) — de lordre de 15
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secondes sur une DECstation 5000/200 — est environ quinze fois plus faible que le temps nécessaire
pour engendrer les trois équations (N.8) - de I'ordre de 230 secondes.

Si I'on regarde de plus pres les fichiers newtonlalamain et newton, on s’apergoit que
cette différence de temps provient du nombre d’appel aux fonctions simplify et clct
— qui est une version récursive de collect pour la factorisation partielle de sous-
expressions.

Ces appels ont lieu :

- d’une part apres la substitution dans l'expression de (G?) des dérivées des
parametres de position et d’orientation par leurs expressions en fonction des
parametres cinématiques,

- d’autre part apres la multiplication de y(G*) par la transposé de pf.

Ainsi, cette dépense de temps de calcul est directement liée & la volonté d’exprimer
le principe fondamental de la dynamique dans R! et en fonction des parametres ciné-
matiques. Ceci ne sert, a priori, qu’a conserver provisoirement — puisqu’au moment de
Iintégration numérique, on substituera de nouveau les parametres cinématiques par
leurs expressions en fonction des dérivées des parametres de position et d’orientation
— une taille “humaine” aux équations différentielles obtenues.

Ici, ce mauvais choix a été fait délibérément pour insister sur le fait que lorsqu’on utilise
des techniques de calcul formel, il est indispensable, avant de commencer a engendrer
des équations, de bien définir 'usage que 1’on veut avoir de ces équations et notamment
de savoir :

i. si 'on veut obtenir des équations de tailles raisonnables, avec des parametres
mécaniquement significatifs,

ii. si par contre I'objectif est d’engendrer des équations puis un code — FORTRAN
ou autre — pour la simulation numérique.

Dans le premier cas, il faut alors appliquer précisément les méthodes traditionnelles
de mise en équation, c’est a dire procéder par substitutions successives de formules,
en utilisant des variables intermédiaires ayant un sens mécanique, jusqu’a obtenir le
niveau de détail voulu — considérant qu’au plus bas niveau de détail les équations
s’écrivent : 1(S)y(G?) = Foxs, qu'au niveau que 'on souhaite dans notre exemple, elle
s’écrivent comme en (N.7), et qu’au plus haut niveau de détail il s’agit de ce que 1'on
obtiendrait en substituant dans (N.7) vg, vy, V;, Ws, wy et w, et leurs dérivées par leurs
expressions en fonction des ¢; et des §;.

Dans le deuxieme cas, il faut engendrer les équations le plus simplement possible, sans
utiliser de variables intermédiaires, en n’effectuant que les simplifications indispensables
et sans vouloir obtenir les résultats dans des formes inutilement factorisées.

Ainsi le code suivant calcule directement les équations différentielles en fonction des
¢, des ¢; et des ¢; en un temps CPU comparable & celui du fichier newtonlalamain.

read intro:

Ogl:=vector([q4(t),q5(t),q6(t)1):
glgd:=add(gim12,add(multiply (Rot12,m21m34) ,multiply(Rot14,m43g4))):
Og4:=add (0gl,multiply(Rotl,glgd)):
mu0G:=add(scalarmul (Ogl,mul) ,scalarmul (Og4,mu4)):
tmp35:=map (diff ,mulG,t) :

tmp36:=map(diff,tmp35,t):

tmp38:=multiply(Rotl,add(f1,£4)):
eqla:=subs(varslect,tmp36[1]=tmp38[1]):
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eq2a:=subs(varslect,tmp36[2]=tmp38[2]):
eq3a:=subs(varslect,tmp36[3]=tmp38[3]):

Il serait agréable qu’un logiciel qui engendre les équations de la dynamique de mé-
canismes puisse donner le choix a 'utilisateur du type d’équations désirées — aisément
interprétables ou bien conditionnées pour la simulation — & partir de la méme descrip-
tion physique du systeme.

Pour cela, il faudrait donner au logiciel formel en question une base de connaissance mé-
canique, par exemple sous la forme d’une table de formules contenant pour le systeme
mécanique étudié :

- les formule de changements de reperes,
- les formules de composition des vitesses et des accélérations en fonction des dif-
férents reperes.

Cette fonctionnalité n’existant pas de fagon standard en MAPLE, il faut envisager de
créer un outil, qui a partir des caractéristiques physiques d’'un mécanisme, et a partir
de quelques formules générales de changement de reperes et de dérivation vectorielle
produira les occurences de ces formules spécifiques a ce mécanisme.

théoréme du moment cinétique
La deuxieme partie de 1’établissement des équations du mouvement de Newton-Euler consiste a

écrire le théoreme du moment cinétique.

Pour cela, on exprime tout d’abord le moment cinétique du systeme en G* & 1'aide du théoréme
de Koénig, ce qui donne :

Tiwi + MthGl A\ ’U(Gi) + Tywyg + /1,4GtG4 A\ ’U(Gi)

ou, compte tenu de la définition du centre d’inertie G, et du fait que 1’'on suppose la masse de Sy
concentrée en g4 — i.e. que Zywy =0 :

Tywy + ,LLG’_{Gi A (—v(GY) + v(GY)) en posant = %
1+ Ha

Exprimées dans le repere RY, on a :

Wy Ilwwm
wi = | wy et Twwi = | Iywy
Wy Ilzwz
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Donc le moment cinétique de S en G s’ecrit, dans R} :

I gws+p(cos(qr)gs —sin(gr) cos(qo)z34)
(cos(q7)qd7gs+sin(qr)ds —sin(g7) g7 cos(ge)2z3a—cos(qr) sin(go)do 234
+wa (cos(gr)gs —sin(g7) cos(ge)z34) —wy sin(ge)2z34)
—p(z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)z34)
(— sin(q7)grgs—+cos(q7)gs —cos(q7) g7 cos(qo)z3a+sin(qr) sin(qo)doz34+w- sin(qe)z3a

—wq (z12+sin(g7)gs+cos(gr) cos(go)234))

Inywy+p(z12+sin(g7)gs+cos(q7) cos(qe)z34)
(cos(q9)doz3a+wy(z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)z34)
—wz(cos(qr)gs —sin(qr) cos(qo)234))
—usin(qge)z34
(cos(g7)d7gs+sin(gr)ds —sin(q7 )47 cos(ge)z34—cos(q7) sin(go)qgo 234

+wa (cos(g7)gs —sin(q7) cos(ge)z34) —wy sin(go)234)

Izw. —psin(ge)z3a
(sin(g7)q7gs —cos(q7)ds+cos(qr7)gr cos(ge) 234 —sin(q7) sin(go)go 234 —w: sin(qo)z34
+waz (z12+sin(q7)gs+cos(g7) cos(qe)z34))
—p(cos(qr)gs—sin(g7) cos(qe)z34)

(cos(q9)do z3a+wy (2z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qe)z34)

—w> (cos(qr7)gs—sin(gr) cos(go)z34))

Pour calculer le moment dynamique de S en Gt — i.e la dérivée du moment cinétique — il s’agit de
différentier dans R ’expression précédente, donc de la multiplier au préalable par la matrice de
passage de R dans R, de la différentier et de la remultiplier par la matrice de passage de R dans
Rt

Quant aux termes représentant le moment en G* du torseur des efforts extérieurs, ils sont calculés
par la formule suivante :

Ch + GtGl N Fy + GtG4 A Fy
ou, pour ne pas devoir calculer explicitement la position de G?,
a4 F, F
C1 + pGiGy A <—4 - —1)
Ha 1

ce qui s’exprime dans R} par :

. Fi F .
Cio+ (%z e ) (qs cos(g7)—sin(qr) cos(qo)zsa)— (%f - ) p(z12+4qs sin(gr)+cos(gr) cos(qo) z34)

F, F1, . F, F .
Cry+ ( ﬁm - ) p(z12+¢s sin(q7)+cos(qr) cos(qo ) z3a)— ( Ty ) psin(qo)zsa

F, P . F, F .
Crat (T2 — 222 ) psin(as) 230 — ( 542 — 212 ) u(gs cos(qr) —sin(ar) cos(gs)2a4)
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Par substitution dans la formule (1.3.2.ii), on obtient trois autres équations différentielles du
mouvement, dont on ne reproduira ci-dessous que la premiére, étant données leurs tailles — on
trouvera en annexe les deux autres équations :

. . F F,
Cra—p(cos(ar)gs —sin(ar) cos(a9) z4) (512 — Z42 ) +pu(z12-+sin(ar)as+cos(qr) cos(ag) zea) (L — T2 ) =
pw? (2005(117)2 cos(qg) 23498 —qs cos(qo ) z34+2z12 cos(qr)gs —z12 sin(q7) cos(qo) 234

— cos(gr)cos(go)* 34> sin(gr)+cos(q7)gs > sin(gr))
+ e (212 sin(q7) cos(qge)z34— 212 cos(q7)qs—+gs cos(qge) z34+cos(gr)cos(gs)* z34° sin(qr)

— cos(qr)qs? sin(gr)—2cos(q7)? COS(q9)234q8)
+ 1w we (cos(qr)gs sin(go) zsa—sin(gr) cos(go) z34” sin(ge) )
—wzwy (g8 +2212 sin(qr) gs —cos(go ) 234> +2234%cos(go) 2cos(q7) > —2c0s(g7) > gs >+ 212>

+2212 cos(g7) cos(gg)z3a+4 cos(qr)gs sin(gr) cos(qe)z34)+I1y—I12)

—pwywq (212 sin(qo) 234 +sin(g7 ) gs sin(qe ) zaa+cos(gr) cos(ge) 234> sin(go) )
+pwe ds (2212 sin(g7)+2qs) +pwa §7 (2212 cos(qr)gs —2212 sin(qr) cos(qe) z34)
(N.9.a)
—idg (wx (2z12 cos(qr7) sin(qo)z3a+2 cos(qo)z34> sin(qg))+

wy (2 cos(q7)gs cos(qg)z3a—2 Sin(Q7)COS(qg)22342)

+w: (2 cos(g7)cos(go) 2342 +2 sin(g7 ) gs cos(qo) z3a+2212 cos(qe) 234 ) )
+@g (Iz+p(cos(g)? 234> +2212 cos(gr) cos(go) zaa+212" +2212 sin(gr)gs+4s”) )
— o= (212 sin(qo) z3a+sin(qr)gs sin(ge) 234 +cos(qr) cos(qo) 234> sin(go) )
+ iy (sin(q7) cos(qg) sin(q9)2342—cos(q7)qg sin(qg)Z34)
— 1145 (qs cos(q9) zza+212 sin(qr) cos(qe) zsa) —pd? (212 sin(qr) cos(qo) z3a — 212 cos(q7)gs)
—2pudo g7 (212 cos(qr) sin(go ) z3a+cos(qo) sin(go) 234 ) +2puds g7 (212 sin(qr)+gs)
+ iz (212 cos(gr) cos(ge) zaa+cos(qo) 234 +4s>+212 sin(g7) s ) — pudis (212 cos(g7)+cos(qo) 234)
— 1o (gs sin(go)z3a+212 sin(qr) sin(go)z34)
Le fichier newton2 comprend & la fois le code MAPLE pour le calcul de ces équations
et pour le calcul des équations qui proviennent de I'application du théoreme du centre
d’inertie.
Il n’a pas été écrit dans un soucis d’économie de temps CPU dans la mesure ol on a en-
core voulu exprimer le théoréme du moment cinétique dans le repere Rf et en fonction
des parametres cinématiques, pour montrer que méme en utilisant toute 'intuition mé-
canique pour limiter la taille des équations, on arrive, pour un mécanisme relativement
simple, a des expressions trop grandes pour étre lisibles.
Il faut ici faire intervenir la notion déja évoquée de niveau de détail des équations :
a un niveau de détail moindre, par exemple en conservant les expressions sous formes
de produits et de sommes de matrices et de vecteurs, ces équations redeviendraient
lisibles.
On met ainsi en évidence la nécessité de pouvoir manipuler — et simplifier, le cas échéant

— des expressions matricielles et vectorielles — sans avoir affecté de composantes aux
matrices et aux vecteurs considérés.
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Cette possibilité n’existe pas, tout au moins sans un important travail de programma-
tion préalable, dans les systémes commerciaux actuels de calcul formel et en particulier
en MAPLE.

En effet, en I'absence de véritable typage au niveau du langage, une expression de
MAPLE n’est reconnue par le systéme comme étant une matrice ou un vecteur que

- dans le cas d’une expression complexe, si elle est composée d’opérateurs manipu-

lant des matrices ou des vecteurs — add, multiply, scalarmul, ...— qui eux-mémes
ne peuvent s’appliquer qu’a des expressions reconnues comme matricielles ou vec-
torielles,

- dans le cas d’un seul identificateur, si il a été affecté au résultat d’une des fonctions
matrix ou vector qui prennent en arguments les composantes scalaires.

On verra, au chapitre suivant, dans quelle mesure on peut, en MAPLE, définir des
opérateurs comme la multiplication non-commutative, ou le produit vectoriel, perme-
ttant d’obtenir les fonctionnalités souhaitées.
D’autre part, il existe des logiciels dédiés au calcul formel — pour la plupart encore
expérimentaux — qui ont étés concus spécialement dans cet optique, et donnent la
possibilité :

- de typer les expressions de maniere sophistiquée,

- de définir des opérateurs pour certains type d’objets a partir de leurs propriétés

algébriques,

- de définir et de faire opérer des regles de simplification spécifiques.
Parmi ces logiciels, le plus connu est SCRATCHPAD I — [Griesmer et Jenks, 1971] — et
ses successeurs SCRATCHPAD II et AXIOM développés au centre de recherche T.J.
Watson d’IBM dans I’équipe du Pr. R. Jenks. Il faut citer aussi ULYSSE en cours de
développement & I'INRIA Sophia Antipolis au sein du projet SAFIR, que l'on aura
Poccasion de présenter plus longuement et d’utiliser dans un prochain chapitre.

Les formules (N.8) et (N.9) fournissent ainsi six équations différentielles qui gouvernent les neufs
parametres (vg, Uy, Uz, Wy, Wy, Wz, 47, 48, 49) -

A Taide des formules (I.1) et (I.2), on peut calculer (q1,q2,4s,q4,9s5,q6) deés que lon connait
(Vg Uy, V) €t (Way Wy, wy).

Il est donc nécessaire, pour avoir le modele dynamique complet, d’obtenir trois équations différen-
tielles supplémentaires faisant intervenir soit q1, g2, ¢3, G4, g5, Gs, 7, g8 €t qg, sOit vy, Vy, Vs, Wy,
Wy, Wz, 47, G8 et qo.

equations complémentaires

Pour ce faire, on va isoler des corps ou des sous-systémes du systeme S et appliquer le principe
fondamental de la dynamique a chacun de ces sous-systemes, considéré comme libre.

Il faudra bien entendu tenir compte des efforts de réaction aux liaisons, qui sont alors vus comme
des efforts extérieurs aux sous-systemes en question mais sont des grandeurs inconnues.

Ces efforts de liaisons inconnus vérifient toutefois les lois physiques de 'action-réaction, & savoir
que leffort d’un premier corps sur un second en une liaison est exactement 1'opposé de l'effort du
second corps sur le premier en cette liaison.

On écrira ainsi suffisamment d’équations pour pouvoir obtenir trois équations différentielles apres
élimination des termes d’effort inconnus.

Remarque 2.1 Il est toujours possible, quels que soient la nature et le degré de contrainte
des liaisons d’un systeme mécanique et quelle que soit son architecture, d’écrire suffisamment
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d’équations pour pouvoir obtenir autant d’équations différentielles en les parametres du systeme
que de parametres.

En effet, si on suppose que ’on doit étudier un systeme quelconque de n corps reliés par
p liaisons (n—1 < p < n(n—1)/2), on a alors & déterminer au plus 6n—(n—1) = 5n+1
parametres.

L’étude du systeme complet fournit 6 équations et 1’étude de chaque corps considéré
comme isolé fournit 6n équations en faisant intervenir au plus 6p composantes d’efforts
inconnues.

L’étude de tous les sous-systemes de deux corps reliés fournit a son tour 6p équations
ne faisant intervenir que les composantes d’efforts inconnues déja rencontrées ci-dessus.
On dispose alors de 6(n + p + 1) (dés que n > 2) équations pour obtenir au plus
5n + 1 équations différentielles aprés élimination d’au plus 6p inconnues ce qui est
théoriquement possible sous certaines conditions d’indépendance de ces équations.

La provenance mécanique de ces équations permet d’assumer ces conditions d’indépen-
dances, dans une certaine mesure équivalentes au fait que les efforts de liaisons inconnus
ne “travaillent” pas lors du mouvement du systeme considéré.

premier sous-systéme On considere tout d’abord le corps 81 comme isolé du reste du systéme,
il est soumis a trois types d’efforts extérieurs :

. la force F1 = Flzi1+F1yj1 —|—F121€1 s’appliquant en gi, et le couple Cl = Olzil+clyj1 —I—Clzkl,
- la force de réaction du corps Sy s’appliquant en miz : 71 = T212%1 + T21yJ1 + T212K1,

- le couple de réaction du corps Sz : ca1 = 21241 + 21471 + C212K1, olt la composante selon 71
n’est autre, d’apres le principe de 'action et de la réaction, que le couple développé par le
mécanisme ressort-amortisseur de la liaison rotoide — i.e ¢co1, = —Cio.

La loi fondamentale de la dynamique, appliquée a S ainsi isolé donne :

my(GY) = ra+F
d(Ilwl)

t t
di = G1Mj3 Aray +ca1 + Cy

Ce qui, si I’on se place dans le repere R}, conduit aux six équations suivantes :

Vg +wyvz —wevy = To1p + Fla
Uy + Wty — ey = To1y + Fiy (N.10)
Uz +wely —wyUy = 721z + F1z
Lty + (I — Iy) wyws = —z12r21y — C12 + C1
Liywy + (Iie — [1z) waw: = 2127210 + C21y + Cy (N.11)
L6, + (Iy — L) wywe = co1 + Chs

étant donné que, exprimées dans le repere RY, on a :

Vg + WyUy — W,y Ny + (I — Iiy) wyw;
NG = | by + wave — wevs et T = | Lywy + (Ie — 1) wews
Uy + Wyly — Wyly L, + (Iiy — Lig) wyws
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To1z —C2 0

insi = = t GIML, =
amsl que 721 = [ 7oy, |, €21 = | cCouy e 1My = 0
21z C21z 212

Ces six équations introduisent cinq nouvelles inconnues, & savoir raiz, 21y, 7212, C21y €t C212.
On peut alors tirer de (N.10) la valeur de ra1, ce qui permet d’obtenir, par substitution dans la
premiere équation de (N.11) une septieme équation différentielle du mouvement :

I,ws + (Ilz — Ily)wywz + 212 (’Uy + WUy — WU, — Fly) =Ciz — C12 (N12)

Les calculs précédents, qui correspondent au début de fichier newton3 de code MAPLE,
font intervenir I'utilisateur, pour 1’élimination des cinq nouvelles inconnues et I’obten-
tion de I’équation différentielle.

Ces calculs peuvent étre réalisés par MAPLE de maniére autonome en faisant de

Pélimination de Gauss sur la matrice définie & partir des systémes d’équations (N.10)
et (N.11).

En effet, si I'on écrit ces systemes sous la forme :

T21x
21y
212
C21y

C21z

1

ce qui se code facilement :

> egs:=subs(c21X=-C12, [eql0a,eqlOb,eqlOc,eqlla,eqllb,eqllic]):
> vars:=[r21X,r21Y,r21Z,c21Y,c217Z] :
> A:=genmatrix(eqs,vars,flag);

A =

[ -1 0 0O 0 O - vY omZ + vXp + vZ omY - fiX ]
L 0 -1 0 0 0 - vZ omX + v¥p + vX omZ - f1Y ]
[ © 0O -1 0 ©0 vZp + vY omX - vX omY - f1Z ]

[ © z12 0 0 O - il1lY omY omZ + ilX omXp + ilZ omZ omY - C21 - c1X ]
[ -z12 O 0 -1 0 i1lY omYp + i1X omX omZ - ilZ omZ omX - clY ]

[ © 0 0O 0 -1 - 11X omX omY + ilY omY omX + ilZ omZp - clZ ]

et sil’on transforme cette matrice par la méthode de Gauss en une matrice triangulaire
supérieure, alors le coefficient non nul de la derniere ligne fournit 1’équation recherchée :
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> gausselim(4);
[-1, 0, 0, 0, O, - vY omZ + vXp + vZ omY - f1X]
[0, -1, 0, 0, O, - vZ omX + v¥p + vX omZ - f1Y]
[0, 0, -1, 0, 0, vZp + vY omX - vX omY - f1Z]
[0, 0, 0, -1, 0, z12 f1X + z12 vY omZ - z12 vXp - z12 vZ omY - cl1Y + ilY omYp
+ i1X omX omZ - i1Z omZ omX]
[0, 0, 0, 0, -1, - i1X omX omY + ilY omY omX + ilZ omZp - c1Z]
[0, 0, 0, 0, O, - i1lY omY omZ + il1lX omXp + ilZ omZ omY - C21 - c1X - z12 vZ omX

+ 212 v¥p + 212 vX omZ - z12 f1Y]

deuxiéme sous-systéme On considere ensuite le corps S; comme isolé du reste du systeme, il
est soumis aux mémes types d’efforts extérieurs que le corps S; a savoir :

- des efforts extérieurs a tout le systeme — i.e. la force Fy = Fuzi1 + Fayj1 + Fa k1 s’appliquant
en g4,

- une force de réaction du corps Ss s’appliquant en mu3 : 34 = 134474 + T34y Ja + 734.ka dont
la composante selon j, est précisément, d’apres le principe de I'action et de la réaction, la
force exercée par le mécanisme ressort-amortisseur de la liaison prismatique entre Sy et S3
— ainsi T34y = F23,

- le couple de réaction du corps Sz : €34 = 34514+ C34yJa+C34.k4 dont, 1a encore, la composante
selon j4 correspond au couple développé par le mécanisme ressort-amortisseur i.e. cgay = Cs4.

Dans la mesure ou toute la masse du corps S4 est supposée concentrée en gy, I'inertie du corps Sy
est nulle et donc le principe fondamental de la dynamique, appliqué a ce corps ainsi isolé donne :

—
ILL4’}/(GZ) =134+ Fy et 0= GZMZEB A T34 + C34
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Les égalités précédentes se traduisent, dans le repere RY, par les six équations suivantes :

cos(q9) T34z +sin(qo)r3a. +Fap=
VpWy — Uy W, —wy? sin(ge) 234 —w» 2 sin(ge ) z3a+(cos(gr) cos(ge ) z3a+sin(gr)gs+212)w>ws
+(cos(q7)gs —sin(qr) cos(go)z34)wywa
—((2sin(q7) cos(qo)z3a—2 cos(q7)gs)wy —(2sin(q7)gs+2 cos(gr) cos(qo)z34)w= )47
+(cos(qr) cos(qo)z3a+sin(gr)gs+z12)wy~+(sin(gr) cos(qe ) z34 —cos(q7 ) qs )@=
—(2w= cos(g7)—2wy sin(qr))gs

—(2wy cos(g7) sin(go) z34+2w sin(g7) sin(qo)234)do+x —sin(qe ) 43 234+cos(go ) Go 234

Faz4-cos(q7) Fay+sin(qr) Fa=

sin(g7)w> sin(qg) 234wz +cos(q7)wy sin(qe)z34we
+(2c0s(q7)? cos(go) z3a+212 cos(gr)+2 sin(g7 ) gs cos(gr) —cos(go) 234 )wyws
— sin(gr)vgwy+cos(qr)vyw= +(sin(gr) vy —cos(qr) vz )wz — (g8 +212 sin(gr) Jws
—(sin(gr) cos(qr) cos(go) z3a—gscos(qr)*+212 sin(qr) +qs )wy
+(Sin(¢Z7) cos(qr) COS(qg)ZM—QSCOS(Q7)2)wz2 —2wz g7qs —(cos(qe)z3a+212 cos(qr))we (Nl?’)
— sin(g7)wy sin(qy)zga+cos(q7)w: sin(qe) 234
—(2sin(qr) cos(qy)z3awy —2sin(gy ) 2z34ws —2 cos(q7 )w cos(ge)z34)do+cos(gr) vy

+ sin(gr) 0> +247 sin(qo)do 234 — 43 gs — iz cos(ge ) 234 +ds

— sin(qo ) T34z +c0s(qo )34~ —sin(q7) Fay+cos(q7) Fa.=
cos(qr)ws sin(qe) 234wz —sin (g7 )wy sin(go)z34we
- (QS +2sin(g7) cos(q7) cos(qo)zza+z12 sin(q7)—2qscos(q7)2)wywz —cos(g7 ) vawy —sin(g7 ) vaw.
+(sin(gr)vz+cos(qr)vy )we — (cos(qo) z34+212 cos(qr) )wa >
— ((:05((17)2 cos(qo)zza+z12 cos(q7)+sin(gr)qs (:05((17))(.01,2
+(sin(gr)gs cos(g7) —cos(qe)zsa+cos(gr)? cos(go) 234 )w= > —2wa G7 cos(go) z3a+(gs+212 sin(g7))wa
— cos(q7)wy sin(qg)z34—sin(g7)w- sin(qe)z34+2wz s

—(2sin(g7)w= cos(go)z34+2 cos(qr) cos(qo) 234wy )do

— sin(qr) iy +cos(qr) b= +247ds — 47 cos(qe) z3a—cos(qo )43 z3a+i7qs —sin(qo) o 234

234F53 + €342 =0
—234734z + C34 =0 (N.14)

€34, =0

La deuxieéme des équations (N.13) fournit immédiatement la huitieme équation de la dynamique
du systeme puisqu’elle ne fait pas intervenir de composante d’effort inconnue.
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Bien entendu, MAPLE peut facilement tester si une des équations ne fait pas intervenir
de réactions inconnues.

La fonction genmatrix que l'on a vu plus haut, sans 'option flag produira, dans ce
cas, une ligne de zéros, et il existe aussi une fonction coeff qui rend le coefficient en
une variable donnée d’un polynéme quelconque.

troisieme sous-systéme On obtient la derniére équation de la dynamique de S en considérant
le systeme S LI S3 comme isolé.

Puisque la masse, et donc inertie de ce sous-systeme est nulle, le principe fondamental de la
dynamique entraine que le moment, par rapport a n’importe quel point de S LI S3, du torseur des
efforts extérieurs est nul ainsi que la résultante de ce torseur.

Si on note respectivement cio, 743 €t c43 le couple de réaction du corps S; sur le corps S; et la
force et le couple de réaction du corps Sy sur le corps Ss, on obtient :

—
mo1mzi ATa3 + c12 +ca3 =0 et T3+ 7112 =0
9 N d. . 7’ . .t >t kt .
c’est a dire, en projetant ces équations sur i3, j; et kg :

gs (sin(qg)rzaz — cos(go)r34z) + Cr2 — c08(g9 )34 — sin(gy)czaz = 0

— cos(qr)ca1y — sin(gr)ca1. — C34 =0

(N.15)
—q3 (—c0s(qo)T342 — sin(qo)r34z) + sin(gr)ca1y
— c0s(q7)ca1, + sin(qg)csar — cos(qo)czar = 0
—T915 — €0S(q9)T'345 — Sin(go)734, = 0
—cos(q7)ra1y — sin(qr7)ro1, — Faz =0 (N.16)

sin(g7)ra1y — cos(gr)ra1, + sin(qg)raas — cos(go)rsaz =0

étant donné que dans R%, on a, en tenant compte du principe de I’action et de la réaction :

0 —7342 COS(qg) — T34 sin(qo)
m21M34 = qs ) T43 = —Fbs
0 T34 8I0(q9) — 7342 c08(qo)

—C342 c08(q9) — €342 sin(qo)
C43 = _034 !

€34z Sin(qy) — €342 cos(qg)

—T21z Cr2
T2 = —791y €08(q7) — 7212 Sin(gr) et ci2= | —co1ycos(qr) — co1,sin(gr)
To1y SIn(g7) — 721, cos(qr) 214 8in(gr) — c21- cos(gr)

Il reste a éliminer dans 'une des six équations (N.15) et (N.16) les composantes d’efforts inconnus,
en utilisant d’autres équations les faisant intervenir, i.e. (N.10), (N.11), (N.13) ou (N.14).
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Ainsi, en substituant par exemple dans I’équation (N.16.b) les expressions de rai, et de ro1,
déduites du systéme (N.10), on aboutit enfin & une neuvieme équation de la dynamique de S :

— c08(q7) (—VWy + Vpw; + Uy — Fiy) — sin(gr) (0, — vpwy + vywg — Fi;) — Fa3 =0 (N.17)

Ces neuf équations différentielles permettent théoriquement de connaitre le mouvement du satellite,
méme si elles nécessitent — peut-étre — un certain conditionnement avant d’étre transmises a un
logiciel d’intégration numérique.

D’apres ce que 'on a vu précédemment, on pourrait croire qu’il est facile en MAPLE
d’effectuer de maniere completement systématique 1’élimination des composantes d’ef-
forts inconnus, comme on ’a fait plus haut, en formant un gros systéme linéaire & partir
des équations (N.10), (N.11), (N.13), (N.14), (N.15) et (N.16), en le mettant sous la
forme du produit d’une matrice 18 x 13 — puisqu’il y a 18 équations et 12 inconnues —
par le vecteur des inconnues augmenté d’une ligne de composante constante non nulle,
puis en faisant de I’élimination de Gauss sur cette matrice et en récupérant le treizieme
coefficient, parmi les lignes dont les douzes premiers coefficients sont nuls.

Malheureusement, dans la plupart des cas et en particulier sur notre exemple, la matrice
que l'on obtient a des coefficients qui dépendent de maniere complexe des parametres
¢; du mécanisme et donc du temps.

Ces coeflicients risquent donc de s’annuler pour toutes ou pour certaines des valeurs
de t sans que l’on soit capable de le détecter — ce qui pourrait amener a effectuer des
divisions par 0.

Pour éviter ces erreurs, MAPLE refuse de pratiquer la méthode de Gauss, des que cer-
tains des coefficients de la matrice a trianguler — ceux par lesquels on est susceptible de
diviser — ne sont pas reconnus comme appartenant & un corps de fractions rationnelles,
comme en témoigne ’exemple suivant :

> A := matrix(3,3,[x,1,0,0,0,1,1,y,11);

[x 1 ]
A:=[0 0 1]

[1 y 1]

> gausselim(A);

[ x 1 0 1]
[ yx-1 ]
[0 -————- 1]
L X ]
[0 0 1]

> A := matrix(3,3,[x(t),1,0,0,0,1,1,y,11);
[x(t) 1 01
A = [ 0 0 11
[ 1 y 11

> gausselim(A);
Error, (in gausselim) matrix entries must be rational polynomials
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On est en fait confronté ici & deux problemes différents, inhérents & I’emploi de méth-
odes de calcul formel, qui sont fondamentaux :

i. Le fait de savoir si une expression qui dépend d’un certain nombre de parametres
est identiquement nulle ou non.

ii. Le fait de savoir si une expression qui dépend d’un certain nombre de parametres
peut s’annuler ou non pour certaines valeurs de ces parametres.

Ces problemes sont moins simples qu’ils ne le paraissent et font ’'objet d’une importante
activité de recherche.

Le probleme (i) dépend du domaine mathématique auquel appartient 'expression en
question :

- si cette expression est une fraction rationnelle, I’examen des coefficients — numé-
riques — de cette fraction permet de décider immédiatement si elle est identique-
ment nulle ou non,

- si on considere, par exemple, un polynéme en les fonctions circulaires des multiples
entiers d’un parametre

P(sin(q), cos(q), sin(2q), cos(2q), . . ., sin(ng), cos(ng), . . .)

il faudra, pour tester s’il est identiquement nul, exprimer toutes les lignes trigono-
métriques en fonction de sin(q) et de cos(q) et tenir compte de 1’égalité

sin?(q) + cos*(q) = 1

- tester si un polynome de plusieurs variables est identiquement nul, modulo cer-
taines relations polynomiales revient & tester ’appartenance de ce polynoéme a
un idéal et nécessite d’avoir recours a des algorithmes sophistiqués — bases de
Grobner — et en général coliteux

- il existe méme des classes de fonctions — voir [Moses, 1971] — pour lesquelles la
nullité d’une expression construite a partir de fonctions de ces classes est indécid-

able.

Le probleme (i) contient, quant & lui, & la fois le probleme général de la résolution
d’équations sous forme littérale sur le plan mathématique, et sur le plan informatique,
le probleme de pouvoir gérer une discussion en faisant des hypotheses successives, en
étudiant leur compatibilité, en revenant sur des calculs antérieurs, ...

Dans I'exemple précédent, on aimerait, en effet avoir le résultat suivant :
> A := matrix(3,3,[x,1,0,0,0,1,1,y,1]1);

=
I
Lo I e B e |
= O M
< O
—
—_

> gausselim(A);

si x<>0
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=
—
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sinon
[1 v 1]
[ ]
[0 1 0]
[ ]
[ O 0 1]

Pour conclure, & moins de connaitre le domaine mathématique des expressions inter-
venant dans les calculs et de pouvoir facilement tester la nullité d’une expression dans
ce domaine, on sera amené, pour automatiser le procédé d’élimination des efforts in-
connus, a approfondir I’étude de la méthode de mise en équation du mouvement, et a
écrire un algorithme décidant :

- d’'une part du choix des sous-systemes a considérer comme libres pour avoir des
équations complémentaires,
- d’autre part, de ’élimination des composantes d’efforts inconnues.

Cet algorithme sera présenté au chapitre suivant.

2.3 une autre méthode classique — équations de d’Alembert

premieéres équations

On revient tout d’abord sur le fait qu’en ce qui concerne la résultante des torseurs dynamiques
et des efforts extérieurs, il est completement équivalent d’écrire le principe de d’Alembert et le
principe fondamental de la dynamique.

Cela tient a la fagon dont on exprime d’un coté les forces d’inertie et de 'autre co6té I’accélération
du centre d’inertie du systeme. En effet, au paragraphe précédent, on a vu que :

HSN(G") = 3 (S (G)

et, d’apres les définitions de d’Alembert, pour chaque corps la résultante du torseur d’inertie s’écrit
1(Si)v(GY).
Ainsi les trois premiéres équations de la dynamique du systéme sont obtenues rigoureusement par

les mémes calculs qu’au paragraphe précédent et s’écrivent donc comme en (N.7.a), (N.7.b) et
(N.7.c) :

Fip+Fyr =
(p1+pa)vewy —(p1+pa)vyws +(212+sin(g7)gs +cos(gr) cos(go) 234) pawzwa
+(cos(qr)gs—sin(gz) cos(qe)234) pawywe — (w§+wf)u4 sin(qo)z34
+(2pawy sin(gr) —2paw; cos(qr))ds (A.1.a)
—(2pawy cos(gr) sin(qo) z3a+2paw. sin(qr) sin(qe)z34)qgo
+((2cos(gr)gs—2sin(qr) cos(qo)z34) pawy+(2 cos(qr) cos(qo) z3a+2 sin(q7)qs ) paw= )47
—(cos(q7)qs —sin(q7) cos(qo)2z34) paw=+(z12+sin(q7)gs+cos(qr) cos(qo) z34) pawy

— 14 8in(qo ) dg 234+ (1 +114) Vo + 114 c0S(qo ) do 234
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Fry+Fyy =
(14 pa)Vewz —(p14pa)vzwe +(2z12+sin(q7) gg+cos(qr) cos(qe) z34) paw - wy +rawy sin(ge) 234wz
—(cos(qr)qs —sin(qr) cos(go)za4) pa (w2 +w? ) —2paws sin(qr) ds
+(2paw: cos(go)z34+2paws cos(qr) sin(qe)z34)do+(2 sin(gr) cos(qo) 234 —2 cos(q7)qs) pawa g7 (A1D)
—(z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)z34) pawy +paw, sin(qe) z3a+2414 cos(q7) g7 sin(ge ) go 234 -
—214 sin(q7) 47 ds+pa sin(gr) cos(qe)dg zaa+(p1+pa) vy

—(cos(g7)qs —sin(qr) cos(qo)z34) ad3 — (sin(gr ) gs+cos(qr) cos(qo) z34) pradiz

+114 cos(qr)Gs+pa sin(qr) sin(qo ) Go 23

Fi.+Fy. =
(H1+p4)vywe —(p1+pa)vewy +(cos(g7)gs —sin(gr) cos(qo) 234 ) paw =z wy +Haw. sin(go) 234we
—(212+sin(q7)gs+cos(qr) cos(qo) zaa) pra (w2 +wy ) +2pawe cos(gr)ds
—(2pawy cos(qo) 234 —2p4wy sin(qr) sin(qe ) 2z34)go —(2 cos(gr) cos(qo)z3a+2 sin(q7)qs) pawa g7 (A1)
+(cos(qr)as—sin (qr) cos(qo) 2a4) adoa —acs, sin(go)2a4-+2jas sin(gr)dr sin(qo)do s h
+2p14 cos(gr ) d7ds — 4 cos(gr) cos(qo)dg z3a+ (1 +1ta) D=
—(sin(qr7)gs+cos(qr) cos(qo)z34) pads +(cos(qr)qs —sin(qr ) cos(qo) 234) tadiz

+pua sin(qr ) ds —pa cos(qr) sin(qo)Go 234

On obtient trois autres équations différentielles de la dynamique en écrivant que la somme des
moments des forces (extérieures et d’inertie) en n’importe quel point du systéme considéré est
nulle.

Si 'on choisit d’écrire ces moments au centre d’inertie G du systéme, on aboutit de nouveau aux
équations (N.9) provenant de I’égalité des moments en G* du torseur dynamique et du torseur des
efforts extérieurs, et ceci en effectuant & peu pres les mémes calculs.

On a vu que lintérét du principe de d’Alembert est de permettre de choisir un autre point du
systeme, ou il sera plus facile de calculer la somme des moments des forces.

Ainsi, dans cet exemple, on choisira d’écrire que la somme des moments des forces extérieures et
d’inertie est nulle au point G%, position a I'instant ¢ de la particule g, centre de masse de Sy.

Les efforts extérieurs s’exercant sur S sont, on le rappelle,
- un couple C; agissant sur S; et une force Fy de point d’application GY,
- une force Fy de point d’application GY.

En GY, le moment de C; est bien entendu C7, le moment de Fy est nul — puisque F; s’applique en
GY — et le moment de Fy vaut :

ce qui s’exprime dans Rf par :

(—sin(gr) cos(qo)z34 + cos(qr)qs) Fi. — (sin(qr)gs + cos(qr) cos(qo)z34 + 212) Fuy
(sin(g7)gs + cos(q7) cos(qg)z3a + 212) Faz — sin(qo)z3aFy-
sin(qg)z34F4y — (—sin(qr) cos(qg) 234 + cos(qr)qs) Fuz
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Quant aux forces d’inerties, on peut les décomposer en deux catégories :
- les forces s’exercant sur des points de S; que l'on peut représenter par :
— un couple C;; valant :

I — AT
o n + w1 1W1

ALe) __ (7, )

— une force Fj; s’exercant en GY valant —u1y(GY),

- les forces s’exercant sur des points de &4 que l'on représente, dans la mesure ou toute la
masse de Sy est concentrée en gy, par une force Fj, s’appliquant en G et valant —pusv(GY).

En GY, le moment de C;; est bien entendu C;;, le moment de F;; est nul — puisque F;; s’applique
en GY — et le moment de F}4 vaut :

GﬁGi A Fiy
Dans le repere RY, C;; s’exprime alors :
_Ilmwm — WyWy (Ilz - Ilu)
_Ilywy — WeWy (Ilm - Ilz)
_Ilzwz — WalWy (Ily - Ilz)

Pour connaitre I'expression de Fj4, on doit au préalable calculer v(G?Y), par exemple en exprimant
v(GY) dans RY puis dans R, et en dérivant par rapport au temps.

On obtient 'expression ci-dessous, dans R%, en remultipliant par la matrice de passage de R dans
R, transposée de la matrice de la rotation pf.

—Vy Wz +vzwy+(— sin(g7) cos(qe) 234 +cos(q7)gs )wywa+(sin(q7)gs+cos(qr) cos(qe) 234 +212)wzwa
—w?sin(gg)z3a—wy? sin(ge)z34
+((2 cos(qr) cos(qo) z34+2 sin(g7)gs)w= +(—2sin(qr) cos(qo)z34+2 cos(qr)gs)wy ) g7
+(sin(gr)gs+cos(qr) cos(qo)z3a+212)wy+(— cos(g7)gs+sin(gr) cos(go)z3a)w=+(2wy sin(gr) —2w. cos(g7))ds

+(—2w sin(gr) sin(ge) 234 — 2wy, cos(qr) sin(qoe)z34)do+ve —sin(ge )ds 234 +cos(qe)do 234

(= cos(gr)gs +sin(gr) cos(qo) z3a)wa > +vews v Wy +(sin(gr) gs+cos(gr) cos(qe) zzat212 )wswy +wy sin(ge) zzawa
+(— cos(gr)gs+sin(qr) cos(qo)z3a)w: 2+ (2 sin(gr) cos(qe ) z3a—2 cos(qr ) qs )wz 47
+(— cos(gr)gs+sin(gr) cos(q9)z34)42 —2 sin(qr)d7ds+(— cos(gr) cos(q9) zaa—z12—sin(qr ) g8 )Wz
+w. sin(ge)z34— 2wy sin(gr)ds+ (2w cos(qo)zs4+2we cos(gr) sin(ge)z34)do+0y+sin(gr) cos(qo)ds 234

+2 cos(q7)q7 sin(qo)qo z34+(— sin(q7)gs —cos(q7) cos(qe ) z34)G7+cos(q7)ds+sin(qz7) sin(qo ) do 234

(— cos(qr) cos(qg)Z347z127sin(q7)qg)wifvzwarvwaqL(f sin(g7) cos(qg)z34+cos(q7)qs )w-wy+w: sin(qy) 234wz
+(— cos(gr) cos(g9)zza—z12—sin(g7)gs )wy > +(—2 cos(gr) cos(g9) z3a —2 sin(g7 ) g8 )wa g7
+(— sin(qr)qs —cos(qr) cos(qo)234) 3 +2 cos(qr) 47 ds+(— sin(qr) cos(qo) zsa+c0s(qr) g8 ) wa —wy Sin(qo) 234

+2w,, cos(gr ) ds+(2wy sin(gr) sin(ge ) 234 — 2wy cos(ge ) 234)do -+ —cos(gr) cos(ge )da z3a+2 sin(qr ) d7 sin(go)do 234

+(— sin(g7) cos(qge)z3a+cos(q7)gs ) d7+sin(q7) s —cos(qr) sin(qo)Go 234
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On en déduit I’expression du moment de Fj4 et la somme des moments en Gﬁ des forces extérieures
et d’inertie s’exergant sur toutes les particules de S dans le repere RY.

Cette expression fournit trois nouvelles équations différentielles du mouvement, par projection sur
les trois axes du repere.

On reproduit, ci-dessous, la premiere de ces trois équations, les autres, étant donnée leurs tailles
sont reproduites en annexes.

C1o+(gs sin(go) 234 +212 sin(qr) sin(go) 234) pado+4gs cos(qr) Fuz+(cos(go) 234 +212 cos(qr)) pads
—(2g8+2212 sin(gr)) pawa ds — (sin(q9) 234> sin(g7) cos(ge) —sin(go ) 234 cos(qr)gs ) patsy
+(z12 sin(gr) cos(q9) z3a+gs cos(d9) z34) Had3 + (2212 cos(qr) sin(qe) z3a+2 sin(qe) 234 cos(go) ) Hadodr
—(—sin(gr) cos(qo)z3a+cos(qr)qs) pa¥=+(212 sin(qr) cos(qe) 234 —z12 cos(q7)qs) pads —qs sin(gz) Fiy
—(2gs+2212 sin(g7)) adsg7+(sin(g7)gs+cos(gr) cos(ge)z3a+212) ay
“+do (2234 cos(ar)cos(go)+2 sin(g7)gs cos(qs)za4+2212 cos(qo) 234 ) praws
+(2 cos(q7)gs COS(qg)Z34722342 sin(q7)cos(q9)2),u4wy
+(2z12 cos(qr) sin(qo)zza+2 sin(qg)z;g42 cos(qg)),u4w2)
— (212 cos(a7) cos(go) z3a+234c0s(q0)> +212 sin(q7 ) gs+qs> ) padr
+(sin(q9)Z§4 cos(qr) cos(go)+sin(qr)gs sin(ge)z34+212 sin(q9)234)u4wz
- (Ilz *11y+(2342005(q.9)2 —4sin(qr)gs cos(qr) cos(qg)z3a—2212 cos(gr) cos(ge ) 234 —2212 sin(qr ) gs —z12>
+2q82cos(q7)2—2cos(q7)2cos(q9)2z342—q82)u4)wywz (AQ&)
+(2212 sin(g7) cos(qo)z34 —2z12 c0s(q7 ) qs ) pawa g7
+(sin(q9)Z342 cos(q7) cos(qo)+sin(q7)gs sin(qo) zza+2z12 sin(qg)Z34),u4wwa
+(sin(g9)z34” sin(qr) cos(qo) —sin(go) z34 cos(qr)ds | Hawzw
+ (g8 cos(go) z3a+cos(q7)cos(go) 234> sin(g7) — 212 cos(g7)gs+212 sin(qr) cos(qo) 234
— sin(gr)gs” cos(g7)—2cos(q7)” cos(ge) z3ags ) paws>
— cos(qr) cos(qo) z3a Fay~+(sin(gr ) gs+cos(qr) cos(qo) zsa+212) pravaw.
— (g8 cos(go) z5a+c0s(q7)cos(go) 254> sin(gr) — 212 cos(g7 ) gs+212 sin(q7) cos(qo ) 234
— sin(gr)gs” cos(q7) —2cos(q7)” cos(go) z3ags ) pawy,”
—212 F4y —((— sin(gr) cos(qo)z3a+cos(q7)qs) pravy +(sin(gr ) gs +cos(qr) cos(qo) z34+212) fravz )wa
— (T2 (234%cos(q0)* +4s>+2212 cos(gr) cos(qo) z3a+2212 sin(q7)gs +212° ) pa )

—(— cos(q7)gs+sin(qr) cos(qe)z34) pavewy —234 sin(qr) cos(qo) Fa-

Ces équations different essentiellement des équations (N.9) par le fait qu’elle font intervenir le corps
Sy par sa vitesse linéaire et non par la force extérieure qui s’y applique. Contrairement a ce qui
était prévu, elles sont plus complexes que les équations (N.9) — 86 termes additifs pour 'expression
précédente contre 78 pour ’équation correspondante établie avec la méthode de Newton.

Ceci montre la difficulté de faire un choix “simplificateur” du point ol ’on annulera la somme des
moments des forces.
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En ce qui concerne ’établissement de ces équations a ’aide de MAPLE — le code corre-
spondant se trouve dans le fichier dalembert1 — on a utilisé les mémes fonctionnalités
du logiciel que lors de la mise en équation du satellite par la méthode de Newton-Euler.

Le gain de temps réalisé ici — 581 secondes de temps CPU contre 1351 précédemment
— provient, cette fois encore, de I'utilisation de la fonction simplify et est du a la fois
a la taille et & la nature des expressions sur lesquelles on applique cette fonction.

Ce gain dépend donc du systéeme mécanique que 'on étudie, et on peut difficilement
Pattribuer a la méthode elle-méme.

équations des corps isolés

Comme lorsque ’on applique la loi fondamentale de la dynamique, il nous manque maintenant,
pour avoir un modele complet de la dynamique du systeme étudié, trois autres équations dif-
férentielles que 'on va obtenir en réappliquant le principe de d’Alembert & des corps ou a des
sous-systeme de S considérés comme isolés du reste du systéme.

Sy isolé Considérons tout d’abord le corps S4 comme isolé. Etant données les suppositions que
I'on a faites sur la distribution des masses de ce corps, les seuls points ou il est intéressant de
considérer la somme du moment des forces sont les points G, position du centre de masse g4 et
M}, point d’articulation du corps Sy avec le corps Ss.

Appliquer le principe de d’Alembert au point G est completement équivalent & appliquer la loi
fondamentale de la dynamique.

On obtiendrait donc les mémes équations qu’au paragraphe précédent avec les mémes calculs, c’est
a dire, avec les notations déja introduites :

raa+ Fy = pay(GY)
—
C34 +GZM£3 Argg = 0

Tandis que si 'on applique le principe de d’Alembert au point M}, la somme des moments des
efforts extérieurs et d’inertie s’exprime en ce point par :

C34 + MX3G4F4
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r3a+Fy = pay(GY) se traduit, comme précédemment dans le repere R par le systéme d’équations :

c0s(q9) T340 +s5in(q9) T34+ Fax=
Vawy —Vyw, —wy 2 sin(ge) 234 —w» 2 sin(ge ) z34+(cos(g7) cos(ge) z34+sin(qr)gs +212)w-ws
+(cos(gr)gs —sin(gr) cos(qo)z34)wywa
—((2sin(g7) cos(qe)z34—2 cos(q7)qs )wy — (2 sin(g7)gs+2 cos(qr) cos(qe) z34)w= )47
+(cos(qr) cos(g9)z3a+sin(gr)gs+=212)wy+(sin(gr) cos(qe) 234 —cos(q7)gs)w-
— (2w cos(g7)—2wy sin(q7))ds

—(2wy cos(gr) sin(qe)z34+2w sin(qr) sin(qe) 234 )de +z —sin(ge )42 234 +cos(qo ) do 234

Faz+4-cos(qr) Fay+sin(qr) Fa-=

sin(g7)ws sin(go) 234ws +cos(qr)wy sin(ge) z3awe
+(2c08(q7)? cos(go) z3a+212 cos(qr)+2sin(gr)gs cos(qr) —cos(ge) 234 )wyw.
— sin(gr)vgwy +cos(gr)vpw=+(sin(gr)vy —cos(qr) vz )wz —(gs+212 sin(gr) Jws >
—(sin(gr) cos(qr) cos(qo) zsa—gscos(qr ) +212 sin(gr) +gs w2
+(sin(gr) cos(qr) cos(go) 234 —qscos(qr)? )w= > —2wa 47 qs — (cos(go) z3a+212 cos(qr) ) (A.3)
— sin(g7)wy sin(qo ) z3a+cos(g7)w> sin(qe) 234
—(2sin(g7) cos(qy)z3awy—2 sin(gg)z3awa —2 cos(q7)w cos(qo)z34)do+cos(g7) vy

+ sin(qr )0 +247 sin(qo)do 234 — 43 gs — dir cos(qe) 234 +iis

— sin(go) T340 +c0s(qo) T34z —sin(qr) Fay+cos(q7) Fuz=
cos(g7)w> sin(qg) z3awz —sin(gr )wy sin(ge ) z34we
—(QS+2 sin(qr7) cos(g7) cos(qe)z34+212 Sin(q7)—2ngOS(q7)2)wywz —c0s(g7)vgwy —sin(g7)vaw:
+(sin(gr)vs+cos(qr)vy )ws —(cos(qe) z34+212 cos(qr ) w2
—(cos(gr)? cos(go) z3a+212 cos(qr)+sin(gr)gs cos(qr) Jwy, >
+(sin(q7)q8 cos(gr)—cos(go)z3a-+cos(gr)? cos(qg)zs4)w2272wxq7 cos(qo)z3a+(gs+212sin(qr))wa
— cos(q7)wy sin(qg)z34 —sin(q7)w; sin(qe ) z34+2wz G

—(2sin(g7)w= cos(qo)z34+2 cos(q7) cos(qe) z3awy ) do

— sin(qr )by +cos(qr) b2 +2474s —d7 cos(qo)z3a—cos(qo ) dg 23a+7qs —sin(qo ) o z34

et, en ce qui concerne les moments, au lieu d’avoir :

234F53 + 342 = 0
—2347342 + C34 =0 (A4)

€34, =0
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on obtient les équations (en projetant dans le repere RY) :

—234 (cos(q7) Fay + sin(q7) Fuz) + ¢34 =0
234(cos(qo) Fag + sin(gr) sin(goFay — cos(qr) sin(qe)Fu.) + C34 =0 (A.5)

€34, =0

La deuxie¢me des équations (A.3) ne faisant pas intervenir de composantes d’effort inconnues, on
peut la considérer comme la septieme équation différentielle du mouvement du satellite.

Et on dispose de plus d’une huitieme équation différentielle du mouvement puisque la deuxieme
équation de (A.5) ne fait pas non plus intervenir de composantes d’efforts inconnus.

Les quatre autres équations ne sont pas utilisables directement, mais pourront se révéler utiles,
le cas échéant pour exprimer les composantes de r34 et de c34 en fonctions des parametres du
systeme.

Cette fois, 'interét de pouvoir choisir le point ol on annule la somme des moments des forces est
beaucoup plus flagrant, puisque I’on obtient directement deux équations au lieu d’une en effectuant
quasiment le méme travail. En ce qui concerne 1’étude des corps isolés, on peut méme dégager,
heuristiquement, un algorithme de choix de ce point en remarquant que la somme des moments
de forces en un point ne comporte pas de contribution des forces dont la ligne d’action passe
par ce point. Ainsi en choisissant un point de liaison avec un autre corps, on évite ipso facto les
composantes inconnues de 'effort de réaction de cette liaison.

Sp isolé Pour tirer au maximum avantage des possibilités de choix du point ou I'on écrit le
principe de d’Alembert, on va chercher a obtenir la derniere équation différentielle du mouvement
de S a partir du corps §; considéré comme isolé en écrivant que la somme des moments des efforts
extérieurs et d’inertie au point MY, est nulle, i.e. :

d(Z; —
—%—I—MélGl/\Fl—l—CQl—l—Cl:O

ce qui s’exprime, dans le repere R! :

_Ilmwm - Wyllzwz + wzllywy + Zl2Fly - Cl2 + Cl;ﬂ =0
_Ilywy - wzllxwz + wxllzwz - 212Flz + C21y + Oly =0 (A6)
_Ilzwz - wleywy + wyjlzwz + c21, + Clz =0
La premiere de ces trois équations ne faisant intervenir aucune composante d’effort inconnue, elle
donne directement la derniere équation différentielle du mouvement du satellite.

On trouvera le code de calcul MAPLE relatif a 'obtention de ces équations dans le
fichier dalembert?2

2.4 équations de Lagrange

A cause de la structure mécanique du systeme S, on sait que ’ensemble de ses configurations

admissibles est une sous-variété de dimension 9 de (Is™ (5))6 — et donc, l'ensemble de ses configu-

rations relatives par rapport a une configuration de référence est une sous-variété de dimension 9

de (Ist(E))°.
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En effet, les liaisons entre S; et So, entre Sy et S3 et entre S3 et Sy ont toutes un
degré de contrainte égal a 5 puisqu’elles n’autorisent que le mouvenment autour ou le
long d’un axe. En vertu du théoréme (1.41) du paragraphe (§1.2.3), la structure de S
étant arborescente, I’ensemble des configurations est bien une sous-variété de dimension
(6 x6)—(3x5)=09.

Il est intuitif que les 9 parametres q1, g2, g3, 94, 45, 96, 97, 48, €t g9 que ’on a choisis précédemment
forment une carte de cette sous-variété, tout au moins sur le produit cartésien du domaine ou
(q1,92, 93,44, q5,96) forme une carte de la variété de configurations de S; avec les variétés de
configurations relatives de Sz, S3 et de Sy par rapport respectivement a S1, a Sz et a Sy.

Pratiquement, étant donné que les angles de Bryant ne forment pas une carte de toutes les rota-
tions de l’espace mais seulement des rotations dont I’axe n’est pas parallele a 'axe Ox du repere
considéré, le domaine de validité des équations que 1'on va développer sera ainsi restreint.

Une fois cette restriction assumée, il n’est par contre pas nécessaire d’ecrire des équations de
Lagrange avec multiplicateurs puisque puisqu’on dispose du bon nombre de parametres.

Pour écrire les neuf équations différentielles du mouvement (1.3.3.i), il est donc nécessaire de
calculer en fonction de ces parametres,
- d’une part I'énergie cinétique totale du systéme K(S),

- d’autre part les neuf composantes généralisées des efforts connus @Q;.

Les neufs équations s’obtiendront alors en répétant pour chacun des parametres ¢; (i = 1,2,...,9)
le méme procédé :

i. différentier I’énergie cinétique par rapport a ¢;, la dérivée par rapport au temps du parametre
pour obtenir

oK
A4

ii. dériver par rapport au temps l’expression obtenue a I’étape précédente pour avoir

d (9K
dt \ 9¢;

iii. différentier I’énergie cinétique par rapport au parametre, ce qui donne

oK
0q;

iv. former ’équation :

4 (9K\ oK
dt \ 0¢; dqi '

On calcule I'énergie cinétique totale du systeme S a ’aide du théoreme de Konig en développant

la formule suivante :
1

5 (M(v(Gﬁ))Q + w1.(Zwr) + u4(v(GZ))2)
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Ce qui donne comme expression dans R! — et donc dans tout autre repere orthonormé direct :

K(S) = 3p(ve+vy?+0.2)+ 3 (lizwa? +rywy* +112w:2)
+ 2 14 ((vo+cos(qo) o zsa+wy (z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo) z34)
—w:(cos(qr)gs —sin(qr) cos(qo)zs4))”
+(vy —sin(gr )47 gs+cos(qr ) 4s —cos(qr) dr cos(qe) z3a+sin(qr) sin(qe ) Goza4 (L.1)
+w. sin(ge)z34—we (212+sin(q7)gs+cos(qr) cos(ge)z34))>
+(vz+cos(qr)drqs+sin(g7)ds —sin(qr) g7 cos(qo)z34 —cos(qr) sin(qe ) do 234
+wy (cos(q7)gs —sin(gr) cos(go ) z34) —wy sin(ge)z34)” )
Pour calculer les termes de gauche des six premieres équations, il est nécessaire d’avoir une ex-
pression de ’énergie cinétique faisant intervenir explicitement g1, q2, ¢3, q4, g5, €t gs-

Pour cela, on substitue dans la formule précédente v;, v, et v, et w,, w, et w, par leurs expressions
en fonction de q1, g2, g3, q4, g5, et de gg, provenant des systémes (1.3) et (I.4) — cf. (§2.1).

Il en découle, pour K(S) :

311 (((— cos(q1) sin(gz) cos(g3)+sin(g1) sin(gs))do+(sin(q1) sin(gz) cos(gs) +cos(q1) sin(g))ds
+c03(¢2)da cos(gs))
+((cos(a) sin(az) sin(s) +sin(a1) cos(4s))do-+(— sin(a1) sin(42) sin(gs)+cos(ar) cos(as))ds
— sin(gs) cos(ga)ds)?
+(— cos(q2)ds sin(q1 ) +cos(qz) cos(q1)de+da sin(g2))?)
+3 Iz (c0s(q2) cos(qa ) ds +sin(a)d2)*+ & T1y (— cos(qs) sin(qs)ds +cos(qs)dz)?+ I1 (sin(qa)d1 +ds)?
+ 3 1a(((— cos(qr) sin(gz) cos(gs)+sin(q1) sin(gz))de+(sin(q1) sin(gz) cos(gs)+cos(q1) sin(gs))ds
+ cos(q2)qa cos(g3)+cos(q9)go 234 (L.2)
+(— cos(g2) sin(qs)d1 +cos(ga)dz ) (212-+sin(7)gs+cos(ar) cos(qs)a)
—(sin(g2)d1+ds)(cos(qr)gs —sin(qr) cos(qo)z34))?
+((cos(a1) sin(gz) sin(gs)+sin(q1) cos(qa))ds+(— sin(q1) sin(g2) sin(qs) +cos(q1) cos(4s))ds
—sin(gs) cos(qz)da —sin(qr)47gs+cos(gr)gs —cos(qr)dr cos(an) zsa+sin(qr) sin(go ) do 234
(sin(g2)d1-+ds) $in(s) 51— (c05(42) cos(qa) 1 +5in(gs)dz) (12 +in(ar )as-+os(a7) cos(ao) z34))°
+(— cos(g2)ds sin(q1)+cos(qz2) cos(q1)ds+da sin(q2)+cos(ar)dr as+sin(q7)ds —sin(ar)dr cos(ge)z3
— cos(qr) sin(qe)do 234+ (cos(qz2) cos(qs)d1+sin(gs)dz2) (cos(qr)gs —sin(qr) cos(qo)z34)

—(— cos(g2) sin(gs)d1+cos(gs)dz) sin(ge) z34)*)

Il faut ensuite calculer les neuf composantes généralisées des forces.

Par définition, la composante généralisée des forces relative au parametre ¢; est le coefficient de
¢; dans I'expression de la puissance de toutes les forces connues développée au cours de n’importe
quel mouvement compatible avec la structure mécanique du systeme S.

Cette puissance est donc la somme globale :
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- des produits scalaires des forces connues qui s’appliquent en des points du systéeme par la
vitesse de ces points dans le mouvement considéré,

- des produits scalaires des couples connus exercés sur les corps du systeme par la vitesse
instantanée de rotation de ces corps.

Dans notre exemple, en prenant le mouvement compatible le plus général — en n’imposant au-
cune contrainte sur les ¢; — cette puissance s’écrit, avec les notations introduites au paragraphe
précédent :

Flv(G’-j) + Ci.w; — Cia11 w1 — FQg]Q .U(MQtl) + Ci219 .wa
- + - + -
+Fh3 jg . v(Miy,) — Caa jg.ws + Fr.o(GY) + Cs4 ja wa

ol wa, w3 et wy sont respectivement, a chaque instant ¢ les vecteurs de rotation instantanée des
reperes attachés aux corps Sz, S3 et Sy par rapport au repere R.

Ainsi elle a comme expression dans RY, ou dans tout autre repere orthonormé direct :

Fiave+F1yvy+F1.0:4+(C1:—C12)we+C1ywy+C1w. —cos(qr) Faz (vy —wg z12) —sin(gr ) Fagv.+Ci2 (wa+47)
+ cos(qr) Fa3(vy —sin(q7)¢7gs+cos(qr)ds —wq (212+sin(gr)gs))
+ sin(q7) F23(vz +cos(q7) g7 qs+sin(qr) s +wa cos(q7)qs)+Csado
+ Faz (v +c0s(go) g9 231 +wy (2124-sin(g7 ) gz +cos(qr) cos(go ) z34) —w» (cos(g7)gs —sin(qr) cos(ge ) 234)) (L.3)
+Fuay (vy—sin(g7)drgs+cos(g7)ds —cos(q7)dr cos(go)z34+sin(qr) sin(qe)go 234 +w: sin(ge)z34 .
—wa (z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(qo)z34))

+F4z(vz+cos(qr)drgs—+sin(qr)ds —sin(q7) g7 cos(qe)z34 —cos(q7) sin(qe)do 234

+wq (cos(g7)gs —sin(qr) cos(ge)z34) —wy sin(go)234)
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ou, en faisant intervenir ¢1, 2, g3, g4, g5, et gs a la place de vz, vy, v, et de w,, wy et w,,

Fi4((— cos(q1) sin(g2) cos(gs)+sin(q1) sin(gs))de+(sin(q1) sin(gz) cos(gs)-+cos(q1) sin(gs))ds+cos(gz)ds cos(gs))
+F1y((cos(q1) sin(gz2) sin(gs)+sin(q1) cos(gs))ge+(— sin(q1) sin(qz2) sin(gs)+cos(q1) cos(qs)) s
—sin(g3) cos(g2)4a)
+Fi1- (= cos(gz2)gs sin(q1)+cos(gz) cos(q1)de+qa sin(gz))+(C1z—Ci2)(cos(gz) cos(gs ) g1 +sin(gs)dz)
+C1y(— cos(g2) sin(gs) g1 +cos(g3)42)+C1z (sin(gz) 41 +43) +Czado
— cos(q7) Fas
((cos(q1) sin(gz) sin(g3)+sin(g1) cos(qs))de+(— sin(q1) sin(gz) sin(gz)+cos(g1) cos(g3))ds
— sin(gs) cos(gz)ga—(cos(gz) cos(gs)g1+sin(gs)dz)z12)
— sin(qr) Fa3
(= cos(gz)ds sin(q1)+cos(gz) cos(q1)de+da sin(gz))+Cr2(cos(qz) cos(gs) g1 +sin(gs)d2+dr7)
+ cos(q7) Fs
((cos(q1) sin(gz2) sin(gs)+sin(q1) cos(gs))gs+(— sin(q1) sin(qz2) sin(g3)+cos(q1) cos(qs))gs
— sin(gs) cos(gz2)da —sin(gr) g7 qs+cos(qr)gs —(cos(qz) cos(gs ) d1 +sin(gs)d2) (212 +sin(gr)gs))
+sin(qr) 23
(= cos(q2)ds sin(q1)+cos(qz2) cos(q1)de+qa sin(qz)+cos(qr)drgs+sin(qr)ds
+(cos(g2) cos(g3)d1+sin(g3)g2) cos(gr)gs)
+Fua
(= cos(q1) sin(gz2) cos(gs)+sin(q1) sin(gs))gs+(sin(q1) sin(q2) cos(gs)+cos(q1) sin(gs))gs
+ c0s(qz)da cos(gs)+cos(go)do z34+(— cos(qz) sin(gs)d1+cos(gs)g2)(z12+sin(gr)gs+cos(qr) cos(qo) z34)
—(sin(g2)g1+ds)(cos(q7)gs —sin(qr) cos(qo)z34))
+Fay
((cos(q1) sin(gz2) sin(g3)+sin(q1) cos(gs))ds+(— sin(q1) sin(gz) sin(g3)+cos(q1) cos(qs))ds
— sin(gs) cos(qz2)da —sin(gr)d7qs+cos(qr)ds —cos(qr)dr cos(ge) zsa+sin(qr) sin(go)go 234
+(sin(gz2)d1+ds) sin(go) 234 — (cos(gz) cos(gs) g1 +sin(gs)g2)(z12+sin(g7)gs +cos(qr) cos(qo) z34))
+F4z
(— cos(qz2)ds sin(q1)+cos(qz2) cos(q1)de+da sin(qz)+cos(qr)d7gs+sin(g7)ds —sin(qr)dr cos(go)z3a
— c0s(qg7) sin(ge)do z34+(cos(qz2) cos(gs)d1 +sin(gs)dz2) (cos(gr)gs —sin(gr) cos(go) z34)

—(— cos(qz) sin(gs)q1+cos(gs3)qz2) sin(qo)z34)

(L.4)

On est alors amené a choisir pour chaque calcul de composante, le mouvement compatible avec la
structure mécanique du systeme qui rend l'expression de la puissance des forces la plus simple pos-
sible — simplement pour diminuer le temps de calcul puisqu’il est clair que les @; sont indépendants
du mouvement compatible choisi pour les calculer.
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Commencgons par calculer Q1. On va choisir comme mouvement compatible, celui qui est défini
par :
G2=Gs=q1=Gs =46 = O12 = Y23 =031 =0

Par substitution dans (L.4), on obtient :

Q1 = Cigcos(g2) cos(gz)—C1y cos(gz) sin(gs)+C1 sin(g2)
+Fuae (— cos(gz2) sin(gs) (z12+sin(g7)gs+cos(gr) cos(go)234) —sin(qz ) (cos(qr)gs —sin(gr) cos(go)234))
+Fyy (sin(qz) sin(qg) z34 —cos(qz2) cos(q3)(z12+sin(qr)gs+cos(qr) cos(qo)z34))

+F42(cos(gz2) cos(gs)(cos(qr)gs—sin(gr) cos(qo)z34)+cos(gz) sin(gs) sin(go) 234)

De la méme maniere, en choisissant des mouvements compatibles adéquats, il vient aisément :

s avec g1 = (3 =G4 = (5 = go = O12 = Yo3 = O34 = 0

Q2 = Cigsin(gs)+Ciy cos(q3)+Faz cos(qs)(z12+sin(g7)gs+cos(q7) cos(qo)z34)
—Fu4y sin(qs) (z12+sin(g7)gs+cos(qr) cos(go)z34)

+Faz (sin(gs) (cos(g7)gs —sin(g7) cos(go) z34) —cos(gs) sin(go)234)
s avec g1 = go =G4 = (5 = go = O12 = Yo3 = O34 = 0
Qs = Ci.—Fun(cos(qr)gs—sin(qr) cos(qo)zaa)+Fay sin(go)zss
s avec i = o = g3 = g5 = 4o = O12 = Yo = O34 = 0

Qs = Figcos(qz)cos(qs)—Fiysin(gs) cos(g2)+Fi- sin(qz)

+F4y cos(q2) cos(q3)—F4y sin(qa) cos(qz )+ Fa sin(q2)
- avec ¢y = o =43 = G4 = o = O12 = Ya3 = O34 = 0

Qs = Fiz(sin(q1)sin(gz2) cos(qa)+cos(q1)sin(ga))+F1y(— sin(q1) sin(gz) sin(gs)+cos(q1) cos(qs))
—F, cos(qz) sin(q1)+Faz (sin(q1) sin(gz2) cos(gz)+cos(q1) sin(gs))

+Fuy (— sin(q1) sin(gz2) sin(g3)+cos(q1) cos(q3)) — Fi= cos(qz) sin(q1)
s avec §1 = o =43 = Gs = g5 = O12 = Ya3 = O34 = 0
Qe = Fiz(—cos(q1)sin(gz2) cos(gz)+sin(q1)sin(ga))+F1y(cos(q1) sin(gz) sin(gs)+sin(q1) cos(qs))

+F1 . cos(g2) cos(q1)+Faq (— cos(q1) sin(gz) cos(gs)+sin(q1) sin(gs))
+Fuy(cos(qr) sin(gz) sin(gs)+sin(q1) cos(gs))+Fu- cos(gz) cos(q1)
Et les composantes généralisées des forces correspondant aux parametres 12, Ya3 et O34 s’obtien-

nent aussi de la méme maniere, a partir de I'expression plus simple (L.3), en utilisant des mouve-
ments compatibles dans lesquels, respectivement, seules ©12, Yo3 et ©34 sont non nulles. Ainsi :
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Q7 = Ch2 + Fuy (—sin(qr)gs — cos(qr) cos(qg)z34) + Fu. (cos(qr)gs — sin(gr) cos(qg)z34)
Qg = Fh3 + Fyy cos(qr) + Fy. sin(qr)

Q9 = Cs4 + Fly co8(qo) 234 + Fuy sin(qr) sin(go) 234 — Fu. cos(gr) sin(go)z34
Il reste maintenant,pour avoir les équations différentielles du mouvement a calculer les neufs ex-

pressions, pour ¢ =1,...,9
4 (0K _ 0K
dt \ 0¢; 9qi

en répétant, pour chaque équation, les quatre étapes du procédé décrit plus haut.

Effectuons ces calculs pour i = 8 — c’est pour ¢ = 8 que 'on obtient les équations les moins
volumineuses, pour certaines valeurs de 7, on obtient des expressions qui dépasseraient, méme
apres simplification, le volume d’une page.

La premiere étape consiste a établir I’expression de la dérivée partielle de I’énergie cinétique par
rapport a gs, soit :

g—gg =p4 (sin(gr)vz+cos(gr)vy+cos(gr)w sin(ge ) zza—sin(gr) sin(qy) z3awy —(cos(qo ) 234 +212 cos(qr) )wz —§7 cos(qo) z34+4s)

Ensuite, on dérive cette expression par rapport au temps.
Puis, on calcule la dérivée partielle de 1’énergie cinétique par rapport a gg soit :

OK . . .
das = pa(—vaw; cos(qr)+vzwy sin(gr)+(vz cos(qr)—vy sin(qr))we —cos(q7) sin(qe) 234wy Wa

—(2 cos(qo)z34cos(qr )2 —cos(qe)zaa+2z12 cos(qr)+2 sin(qr)qs cos(q7))wywz —sin(g7)w; sin(qg) 234wy
+(z12 sin(q7)~+qs —cos(q7)? qs+sin(q7) cos(qo) 234 cos(q7))wy2
—(sin(gr) cos(go) zs4 cos(g7) —cos(a7)*gs )w= >+ (212 sin(gr) +qs )ws >

+(vz cos(g7)—vy sin(q7) —w: sin(go) 234 sin(g7) —sin(qo ) 234wy cos(qr)+ (212 sin(qr)+2gs)ws ) g7

—(wg sin(qg)z34—sin(qr) cos(qe ) z34wy+cos(qr)w. cos(qo)2z34) 4o — g7 sin(q9)49234+q'$qs)
Et enfin, on écrit ’équation du mouvement :

Fa3+Fuy cos(qr)+Faz sin(gr)=

#4((Sin(q7) cos(g9)z3a cos(lI7)*cos(q7)2l18)wz2+vxwz c0s(g7) —vzwy sin(gr) —(v= cos(gr) —vy sin(g7))wa
— (212 sin(g7)+qs—cos(gr) *gs+sin(gr) cos(go) 234 cos(q7) Jwy > — (212 sin(gr) +4s)ws>

+ sin(g7)w; sin(go)zzaws +cos(qr) sin(go) 234wy wa (L.5)

+(2 cos(go)z3acos(qr)®—cos(qe)z3a+212 cos(gr)+2 sin(qr)gs COS(‘N))‘*’ywz +247 sin(go)doz34—24rwaqs -

—(cos(qg)z3a+2z12 cos(qr))wa —sin(q7) sin(qy ) 234wy +cos(g7)w= sin(qo ) z34

+(2wq sin(qe)z34—2 sin(q7) cos(qo) 234wy +2 cos(q7)w- cos(qo)z34)qo

+ cos(gr) vy +sin(gr ) V= — 42 gs — Gz cos(ge ) 234 +¢?8)
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L’examen du code de calcul MAPLE correspondant & ’écriture des équations de La-
grange — qui se trouve dans le fichier lagrange — ameéne plusieurs remarques.

En plus des fonctionnalités de manipulation matricielle et vectorielle dont on a déja
parlé et qui servent ici surtout au calcul de ’énergie cinétique et de la puissance général-
isée des efforts connus, on note 'utilisation massive de la fonction de dérivation formelle
diff conjointement avec la fonction de substitution d’expression subs.

On a vu déja que pour indiquer & MAPLE qu’une expression q non affectée dépend
d’une variable t, il suffit de ’écrire q(t).

Par contre, syntaxiquement, MAPLE n’accepte pas de différentier une expression par
rapport a une variable qui elle-méme dépend d’une autre variable :

> diff (eq2,q1(t))
Error, wrong number (or type) of parameters in function diff;

Ainsi, auparavant, on avait défini varslect — qui permet de réaliser les substitutions
de la forme q(t) — q et diff(q(t),t) — gp — simplement pour obtenir a ’ecran
des expressions plus lisibles.
Ici, varslect est indispensable aux calculs. On a été amené de plus a définir varstq
— qui réalise les substitutions de la forme q — q(t) — et varstgp — qui réalise les
substitutions de la forme qp — diff (q(t) ,t) —et a faire des substitutions successives
dans les deux sens pour pouvoir utiliser diff.
Mais, dans la mesure ou, en MAPLE les substitutions sont “syntaxiques”, c’est a dire
ne sont réalisées que si I'objet que 'on veut modifier se trouve explicitement — au
niveau de la représentation interne — dans I’expression considérée, ces substitutions ne
sont, pas cotiiteuses en temps de calcul.
Par contre, 'utilisation de ce mécanisme de substitution syntaxique nécessite une
bonne connaissance de la représentation interne des objets MAPLE comme le mon-
tre ’exemple suivant :
> exp:=atb+c;

exp :=a+b+c
> subs(at+b=d,exp);

> exp:=(a+b)*c;

exp := (a + b) ¢
> subs(at+b=d,exp);
dc
> exp:=(atb)+c;
exp :=a+b+c
> subs(at+b=d,exp);
a+b+c

les résultats surprenants proviennent de ce que méme introduite par (a+b)+c 'expres-
sion a + b + c est représentée comme +(a,b,c) et non comme +(+(a,b),c) tandis
que (a + b) c est représentée comme *(+(a,b),c) et que la substitution se traduit
par +(a,b) — d.

Une deuxieme remarque sur le fichier lagrange concerne le temps de calcul nécessaire
a son éxécution, beaucoup plus court — de l'ordre de 315 secondes CPU — que les temps
nécessaires pour établir les équations avec les méthodes précédentes.

Ce gain est, cette fois, bien da a la méthode employée dans la mesure ou celle-ci utilise
massivement des dérivations plutot que de nombreux produits de matrices qui induisent
des produits de grosses expressions au niveau des coefficients.
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En revanche la forme des expressions obtenues et leurs tailles interdisent toute tentative
d’interprétation mécanique des équations obtenues et ceci est aussi intrinseque a la
méthode.

Enfin, concernant I’écriture du code en lui-méme, ou tout au moins de la partie de code

) d (0K 0K . . . g
qui calcule les Q; et les — — | — ——, on voit qu’il consiste en une répétition des
dt \ 9g; 9qi

meémes instructions pour chacun des parametres g;.

Il est donc parfaitement adapté & une écriture a 'aide d’instructions controlées par
une boucle. Le langage de programmation de MAPLE possede bien entendu les struc-
tures de contrdle nécessaires ainsi qu'un mécanisme de création de nom de variables
intéressant. Ainsi cette partie du code du fichier lagrange peut se réécrire par :

for i from 1 to 9 do
Q.i:=collect(
coeff (
collect(
subs ({seq(qp.j=0,j=1..i-1),seq(gp.j=0,j=i+1..9)},tmp62),
qp-1i),
qp.i),
[f4X,£4Y,f47])
od;

for i from 1 to 9 do
diff(eq2,qp.1i):
subs (varstq,"):
subs (tmpl7 union convert(tmp21,set),"):
simplify(subs(varstqp,"),trig):
dK2dqgp.i.dt:=subs(varslect,diff(",t)):
diff(eq2,q.1i):
subs(varstq,"):
subs (tmpl7 union convert(tmp21,set),"):
simplify (tmpl108,trig):
K.i:=rlms(
clct(
simplify(dK2dqgp.i.dt-dKdq.i,trig),
[app7.,qpp8,qpp9l,
[omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,
qpl,9p2,9p3,9p4,9p5,9p6,9p7 ,qp8,qp9] ,
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mu4] ,factor));
od:

Ainsi, la méthode de Lagrange, décrite par un algorithme indépendant de la structure du systéme
mécanique et de la nature des corps qui le composent permettrait facilement de programmer un
générateur automatique du code de mise en équation.

2.5 équations de Hamilton
Pour établir les dix-huit équations différentielles du premier ordre du mouvement du satellite —

on rapelle que les équations de Hamilton sont toutes des équations du premier ordre sur ’espace
des phases hamiltonien du systeme, i.e. le fibré cotangent a sa variété de configurations — on est
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amené a effectuer les deux étapes suivantes :

i. calculer le lagrangien du systeme,

ii. puis calculer le hamiltonien du systeme.
Comme on va le voir, aucun de ces deux calculs ne peut facilement étre réalisé de maniere au-
tomatique.
On ne peut déterminer le lagrangien d’un systeme mécanique que si les efforts connus qui s’exercent
sur ce systeme dérivent :

- soit d’un potentiel, c’est-a-dire qu’il existe une fonction V' (g) a valeurs réelles telle que, pour
1=1,2,...,n,
0= - IV (q)
' 9q;
ou les ); sont les composantes généralisées des forces connues que 'on a introduites au
paragraphe précédent,

- soit d’un potentiel lagrangien, c’est-a-dire qu’il existe une fonction V(q, ) & valeurs réelles
telle que, pour i =1,2,...,n,

0, = d (3‘/((174) > V()
YTt q 0q;

Dans ces deux cas, on voit facilement que si I’on pose

les équations différentielles du mouvement de Lagrange,

d
d (azc) K

dt \9d; )  dqi
s’écrivent :
d(OKY DK oVl 0 d (0K 0K d (0Vigd)) Vi),
dt \ 0¢; d¢; g Pt 9q; dq;  dt qi 0q;
. d (0L oL
soit pn (3%) e 0 (H.1)

On dit alors que L est le lagrangien du systeme considéré.

Si I'on sait que les efforts s’exercant sur le systeme étudié dérivent effectivement d’un potentiel —
ou d’'un potentiel lagrangien — et que l'on connait ce potentiel, I'écriture du lagrangien ne pose
aucun probleme.

Dans le cas contraire, qui est bien str celui dans lequel rentre une approche automatique de
la génération des équations de la dynamique, il faut “récupérer” le potentiel voulu & partir des
composantes généralisées des efforts donnés.

Toutefois, ce potentiel étant additif — relativement aux forces —, on peut essayer de le déterminer
terme a terme en examinant les différentes forces successivement.

Ainsi, sur I'exemple du satellite, on obtiendrait assez facilement, si I’on étudiait son mouvement
dans le repere R, le potentiel dont dérivent les efforts connus, tant extérieurs que ceux exercés par
les mécanismes ressorts-amortisseurs — a condition de se donner explicitement Ci2(q, ¢), Fas(q,q)
et Cs4(q, q), et que ces efforts dérivent effectivement d’un potentiel !

En supposant, pour simplifier que Cia, Fas et C34 sont constantes, on trouverait alors V(q) en
utilisant 1’algorithme suivant :

- V(g) <—/O7Q7de7
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- pour ¢ =3§,9
qi oV
v v+ [ (a- 5 )
0 qi
En effet, si 'on étudie le mouvement relativement au repéere Ri, des calculs similaires a ceux du

paragraphe précédent — écriture de I'expression de la puissance généralisée des efforts connus —
donnent :

+ Q7 = C12 + Fuy (—sin(gr)gs — cos(qr) cos(qo)234) + Fi. (cos(qr)gs — sin(gr) cos(qo)234)
-+ Qg = Fy3 + Fyy cos(qr) + Fiu. sin(qr)
« Q9 = C34 + Fyy cos(qy)z3a + Fuy sin(qr) sin(qg) 234 — Fu, cos(g7) sin(gy) 234

et lalgorithme fournit alors le potentiel V'(gq)

V(g) = sin(qo)Fuzz34 + (cos(gr)gs — sin(gr) cos(qo)z34) Fuy (H.2)

+ (sin(gr)gs + cos(qr) cos(qo)z34) Faz + Ciaqr + Fa3qs + Csaq9

MAPLE possede une bibliotheque puissante d’intégration formelle qui permet de cal-
culer, lorsqu’elles existent les expressions des intégrales définies et des primitives. C’est
la fonction int de cette bibliotheque que ’on utilise pour réaliser les calculs précédents.

Par contre, si 'on étudie le mouvement du satellite relativement a R, comme on 'a fait jusqu’a
présent, il est immédiat de voir que les @); ne dérivent pas d’un simple potentiel puisqu’ils ne
satisfont pas les trente-six conditions nécessaires :

Qi _ 9Q;

dq;  Og;

N

et le probleme qui consiste a trouver un algorithme pour obtenir, lorsqu’il existe, un potentiel
lagrangien dont les @; dérivent est beaucoup plus difficile.

Meéme en supposant que ’on sache effectuer cette premiere étape, — le calcul du lagrangien — pour
une certaine classe de systemes mécaniques, il reste a calculer, pour établir les équations de la
dynamique, le hamiltonien du systeme :

H(p7Q) = sz% - L(QuQ)

Cette expression fait intervenir les vitesses généralisées p; pour ¢ = 1,...,9, qui forment une carte
particuliere de I'espace cotangent a la variété de configurations du systéme mécanique et sont
définies comme :

_ 0K(q,9)
9qi

Les équations différentielles du mouvement viennent facilement a partir des équations de Lagrange
sous la forme (H.1) et de la différentielle de H(p, q) :

. OL(q. g
dH(p,q) =Y didpi =Y _ #d%

pour i=1,...,9 Di (H.3)

et s’écrivent :

. _ 0H(p.q) . 0H(p,q) . _ _OH(p,q) d (9V(g.q)
ql - 8pz et pl - 3(]1 (resp' pl - 8q1 + dt 8q1 )

selon que les efforts connus dépendent d’un simple potentiel ou d’un potentiel lagrangien.
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mouvement relatif & Ry Sil’on étudie le mouvement du satellite relativement au repere R,
on arrive apres un volume raisonnable de calcul a établir les équations du mouvement.

En effet, dans ce cas, les p; sont définis par :

7 gs® + z342cos(q9)”  —cos(ge)zza  — sin(qo)23ags g7
Ds = M4 —c0s(q9) 234 1 0 qs
Do — sin(qo) 23448 0 234> qo

ce systeme linéaire ayant pour déterminant :
3.2 2, 2
114" qs~cos(qo) 234

on obtient, & condition que ni gs ni cos(qg) ne soit nul, les expressions de ¢z, de s, et de ¢g en
fonction de (p7, ps,p9) :
cos(g9)234°ps + sin(qo)gspo + Pr234

COS(Q9)2234M4Q82

c0s(qo)z34”ps + sin(qo)qspe + Pr234 + ps cos(qo ) s>
cos(q9)qs?pa

c0s(gg)2342ps sin(qo ) + gspo + p7 sin(qe) 234

#41182342008((19)2

g7 =

4s =

g9 =
On peut alors écrire successivement les expressions du lagrangien et du hamiltonien en fonction
de (q7,gs,99) et de (p7,ps,po) :

1

H(p.q) 2C05(Q9)2#4¢I822342

(;072Z342+2034ZI9#4QS2Z342COS(¢19)2+2F4y,u4q832342 cos(gr)cos(gg)?
+2C12q71aqs® 234> cos(qo) > +ps” 234° qs > cos(qo ) > +2 sin(qo ) pr 234 Po g8
+2sin(go) cos(qo) 234 psPogs+2Fuz praqs” 234> cos(qr)cos(q9)® +po” qs®
+ps”z34”cos(qo)*+2F4z praqs® z34” sin(qr)cos(qe) > +2F23qs® prazza>cos(go)?
—2F4y 11aqs> 234” sin(qr)cos(qo ) +2p7234° cos(qo)ps
+2F10234° pags® Sin(qg)COS(QQ)2)

et finalement établir les six équations différentielles du premier ordre du mouvement.

Les trois premieres de ces équations proviennent de :

9H (p,q)

7
0q;
et s’écrivent :

pr234 + c0s(gg) 2342 ps + sin(go)gspo

N4q82234COS(Q9)2

pr =

jo = PrEmt cos(gg)234°ps + sin(g)gspo + psgs” cos(go) (11.4)
14qs® cos(qg)

sin(qo)pr 234 + sin(qo) cos(qg)z34ps + Pogs

M4(J82342COS(Q9)2

Do =
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Les trois autres équations qui proviennent de :

_9H(pq)
' op;

s’écrivent :

(7 = Faysin(qr)gs—Cr2+Fu. sin(qr) cos(qo)z34 — Fiz cos(qr)qs+Fay cos(gr) cos(qo) 234

. 1 .
B = oG raasiin (Faypags®z3a cos(qr)cos(q)”+2p7 234> cos(qe)ps+sin(ge)prpogs

+ sin(qe) cos(qo) z3apspogs+ps>z34>cos(go)?

—Fu p1aqs® 234 sin (g7 )cos(qo ) > +p7° 231 — Fos gs® j1a 234¢05(g9) )

1

- - ) 3 2 2 . 2 . 2 2 H 5
cos 234~ C! cos z —sin z .
cos(09 )P Ha a2 7322 (cos(qo)® 234> Caaprags®+cos(qo)pr23apogs (g9)p7~ 234 (H.5)

— sin(qo)po>qs® —2pr234pogs —cos(qo) 234> pspogs
: 2_ 3 3
+sin(qo) Fazp1aqs®z34° cos(qr)cos(qo)

— sin(ge) Fay paqs® 234 sin(gr)cos(ge ) —sin(qo ) pr 234> cos(qo)ps

*COS(QQ)42343F41#4¢182)

Ce qui est nouveau, par rapport aux fonctionnalités déja vues, dans 'utilisation de
MAPLE pour obtenir ces équations — le code se trouve dans le fichier hamiltonl — est
la résolution du systeéme linéaire pour obtenir les ¢; en fonction des p;.

Les restrictions que 'on a faite dans le paragraphe (§2.2) concernant ’élimination de
Gauss, a savoir la possibilité de savoir formellement si une expression est identiquement
nulle ou non, s’appliquent aussi pour la résolution de systemes linéaires puisque 1’on
est amené a diviser par des coefficients des équations du systeme linéaire considéré.
Toutefois, MAPLE est moins prudent dans la fonction linsolve — qui résout les sys-
temes linéaires — que dans la fonction gausselim et accepte de traiter des systeémes
avec des équations dont les coefficients sont quelconques.

C’est alors I'utilisateur qui doit prendre les précautions nécessaires pour que le résultat
soit correct. C’est pourquoi, avant d’appeler linsolve on a eu recours a la fonction
det qui calcule le déterminant de la matrice du systeme linéaire en développant tous
les mineurs.

mouvement relatif & R

Le code MAPLE correspondant aux calculs décrit ci-dessous se trouve dans le fichier
hamilton2.

Si on étudie le mouvement du satellite relativement a R, il faut, en premier lieu, établir les 9
équations (H.3), ce qui se fait & partir des calculs déja effectués au paragraphe précédent.

On obtient, comme précédemment, un systeme linéaire — en annexe §A a cause de sa taille impor-
tante — sous la forme p = M.q¢ qu’il faut résoudre en .

Malheureusement, si on arrive a obtenir — laborieusement : plus de neuf mille secondes de calcul
— le déterminant de ce systeme :

Iy cos(qg)thhzm2#421182005((19)22342

on ne dispose pas d’une puissance de calcul suffisante pour réussir a avoir les expressions des ¢;.
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En fait, il faut relativiser cet “echec”. D’une part, ce n’est pas un probléme de temps
de calcul, mais de volume de calcul qui contraint MAPLE a s’arréter avant d’obtenir
le résultat voulu. Pendant la résolution du systeme, MAPLE stocke en effet toutes
les expressions intermédiaires qu’il est amené a calculer. Lorsque 1’ensemble de ces
expressions atteint un volume proche du volume maximal que l'ordinateur accepte
d’allouer & MAPLE, 'essentiel du temps CPU est alors employé par le programme
pour gérer cette espace en écrivant de fagon dispersée dans la mémoire pour optimiser
son occupation et en recherchant systematiquement — tres souvent — les expressions
qu’il peut “oublier” pour effacer des secteurs de mémoire. Ainsi, on aurait pu, pour ce
calcul particulier faire en sorte que l'ordinateur alloue & MAPLE un espace de travail
plus grand et donc suffisant pour mener a bien sa tache.

D’autre part, on aurait pu faire effectuer étape par étape I’algorithme d’élimination de
Gauss, pour minimiser le volume des expressions intermédiaires a conserver.

Ce que l'on a voulu mettre ici en évidence est plutdt le handicap que représente
I’éxécution d’un calcul aussi volumineux, incontournable si I’on emploie ce formalisme,
dans l'optique d’une génération automatique des équations de la dynamique pour des
mécanismes quelconques.

2.6 le formalisme de Kane

La méthode développée par Kane pour engendrer les équations de la dynamique est fondée sur le
principe de d’Alembert puisqu’il s’agit d’annuler une somme de termes de forces extérieures et de
forces d’inertie.

Sans anticiper sur la conclusion de ce chapitre, il est clair qu'un inconvénient de la méthode
attribuée a Lagrange réside dans le calcul puis les dérivations successives de I’énergie cinétique
et de la puissance généralisée des efforts connus qui fournissent des équations particulierement
volumineuses et difficilement interprétables mécaniquement.

Les méthodes issues des travaux de Newton, et de d’Alembert ont, quant a elles, pour inconvénient
principal, dans I'optique d’une génération automatique des équations, de nécessiter de faire des
choix, tant & propos des points ou il est opportun d’appliquer le principe de d’Alembert, qu’a
propos des sous-systemes qu’il faut considérer comme isolés pour établir toutes les équations du
mouvement.

La méthode pronée par Kane que I’on va appliquer ci-dessous essaye d’éviter ces inconvénients en
se basant sur l'utilisation de :

- variables décrivant l’espace tangent a la variété de configurations du systéme mécanique,
introduites initialement, et appelées vitesses généralisées,

- parametres vectoriels, appelés respectivement vitesses angulaires partielles et vitesses par-
tielles, qui sont les coefficients dans les expressions de la vitesse angulaire de n’importe quel
corps du systeme et de la vitesse linéaire de n’importe quel point du systeme mécanique,
sous forme de combinaisons linéaires des vitesses généralisées.

Ce formalisme n’utilise donc plus du tout les parametres “cinématiques” que l'on a
introduits au paragraphe (§2.1).

Ainsi, le code MAPLE correspondant a la mise en équation du satellite dans ce for-
malisme est divisé en deux fichiers :

- le premier kaneintro définissant les parametres utilisés et réalisant les calculs
préliminaires a la mise en équation,
- le second kane calculant les équations du mouvement.
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calculs préliminaires Il est nécessaire de se donner, au préalable, neuf parametres uy, uso,
us, U4, Us, Ug, U7, Us, €t ug provenant d’un changement de carte affine inversible & partir des
parametres ¢;.

Il faut ici constater que I'introduction de ces parametres u; ne comporte pas les mémes désagré-
ments que I'introduction des p; dans le formalisme de Hamilton, a savoir 'inversion du changement
de carte, puisque ces u; sont choisis par l'utilisateur.

Il faut de plus faire, a propos des u; les remarques suivantes :

- d’une part, on peut toujours poser pour tout i, u; = ¢; si 'on ne sait pas dégager une
stratégie systématique de choix de ces parametres.

- d’autre part, le choix des u; peut n’étre effectué qu’a la fin de 1’élaboration des équations de
la dynamique, et au vu de leurs expressions.

Ici, on va poser :

© U1 = w, = cos(qz) cos(gz)g1 + sin(gs) gz

© up = wy, = —cos(qz) sin(gz)¢1 + cos(g3)qa

- uz = w, = sin(q2)g1 + g3

* ua=vy=cos(q2) cos(gs)da+(sin(q1) sin(gz2) cos(gs)+cos(q1) sin(gs))gs —(cos(q1) sin(g2) cos(gs)—sin(q1) sin(gz))ds

+ us=v,=— cos(qz) sin(q3)ds—(sin(q1) sin(gz) sin(gs)—cos(q1) cos(q3))ds+(cos(q1) sin(gz) sin(gs)+sin(q1) cos(q3))ds

- ug = v, = sin(q2)qs — sin(q1) cos(qg2)qds + cos(q1) cos(qz2)ds

- ur = qsqr — sin(qo) 2344

- ug = — cos(qo)2z34q7 + ds

© Uy = 234Q9

Ceci, a condition toutefois que le déterminant de ce systeme linéaire, i.e. cos(g2)gsz34 ne soit pas
nul — ce qui est le cas dans le domaine de validité des angles de Bryant en assumant de plus que
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qs # 0 — conduit immédiatement aux équations réciproques suivantes :

. cos(gz)uy — sin(gs)us
qg =
cos(gz)

G2 = sin(gz)u1 + cos(qz)uz
G = ) (congnyun + sin(gs)ua) +us

cos(gz)
qa = cos(gz)cos(gz)us — cos(qz) sin(gz)us + sin(gz)ue
g5 = (cos(q1)sin(gs) + sin(q1)sin(gz) cos(g3)) ua

+ (cos(q1) cos(gs) — sin(qy) sin(q2) sin(gs)) us — sin(q1) cos(g2)ug (K.1)
g = (sin(q1)sin(gs) — cos(q1)sin(gz) cos(gs)) ua
+ (sin(q1) cos(g3) + cos(q1) sin(gz) sin(g3)) us + cos(q1) cos(gz)ue
. w7 + sin(qo)ug
qQr = —
g8
. Ccos 2Z34U7 + COS sin 234U
is = (qg) 34U7 (qg) (qg) 34U9 + ug
g8

. Ug
q9 = —

234

Maintenant que l'on a défini les vitesses généralisées, il s’agit d’exprimer, en fonctions de ces
parametres, les vitesses angulaires de chacun des corps et les vitesses linéaires de chaque point du
systeme ou s’applique une force.

On va exceptionnellement, tout au long de ce chapitre, noter
- w® le vecteur vitesse instantanée de rotation du corps S; par rapport & R,
- et vM la vitessse linéaire de n’importe quel point M du systeme par rapport & ce repere.

On obtient alors, en ce qui concerne les vitesses de rotation :
) b 4wk
cw' =wupiy +ugjr +uskr

uy + sin Uug \ — — —
cw® = <u1+7—(cjg)9> i1 4+ ug g + usk

g8
cw® =@
uy + sin ug \ — CcoS Ug \ — sin Ug \ —
@ <ul+ 7 (q9) 9> an <u2+ (q7) 9) g (u3+ (q7) 9) W
g8 234 234
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Quant aux vitesses linéaires elles s’expriment par :

, - e e , — — —
0@ = uy i) + usj1 +ugky et vMi2) = (z12u2 +u4) i1 + (—212u1 + us) j1 + ueki,
o(M21) U(Mb),

v(Msa) ((sin(q7) + gsz12) u2 — cos(qr)usz + u4) i1
+ (— (sin(qr)gs + z12) w1 + us + (sz - sin(q7)) u
—|—Cos(q7)u8 + cos(qr) COS(S:)Sm(QQ)ZM _ sm(qﬂ sm(qg)) ug) g1,
+ (COS(Q7)Q8U1 + ue + (7Sin(q7)zzs(qg)z“ + COS(Q7)> u7
+ sin(gr)us + (bm( )Cos(gz) sin(go)z34 + cos(qr) Sin(QQ)) UQ> k
oMis) — o (Mzy) ot
(G — : w

((z12+sin(g7)gs+cos(gr) cos(go)zaa)uz —(cos(qr ) gs —sin(qr) cos(qe) z34) us+ua+cos(qo)ug) 11
+(—(212-+sin(gr)gs +cos(q7) cos(qe) z34)u1 +sin(ge) z3aus +us —sin(qr )uz+cos(gr)us) J1
—
+((cos(qr)gs—sin(gr) cos(qo)z3a)u1 —sin(go) zaauz +us-+cos(q7)ur+sin(qr)us) k1

On peut maintenant établir les expressions des vitesses partielles et des vitesses angulaires partielles
qui sont, on le rappelle, les coefficients vectoriels des u; dans les expressions précédentes.
On obtient ainsi les vitesses angulaires partielles :

(1)f i ():j : ()fk etw(l) wél):wél):wgl):wél):wél):?,
- - - 1 —
. wf) = i, wf) 1, w§2) = kl, wf) = wéQ) = wé?) = 0, w§2) = —1, wéQ) = O et
qs
sin —
W (99) e
qs
— - - ~ 1= —
. w£4) = i1, wgl) = J1, w§4) = ki, wffl) = w§4) = wé4) = 0, w§4) = q—zl, wé4) = 0 et
8
sin —  cos — sin —
Wi = (99) 7 (117)]1 4 sinlar) 7
qs 234 234
et les vitesses partielles :
t t t _> t _> t _> t H t t t _>
. vlc —v2G —vglz O,vfl— zl,vgl—jl,vglzkl etv? —’U8G —vg =0,
t H t H t t H t ’ t
. vi\/[” =—21274, véw” = 21211, véw” = O vi\/[” =1, véw” =7, vé\/[” = kl et
,U";wf2 — ’Uéwl2 — éwf2 — ﬁ7
Mg, Mgy _ : e
s vyt =(—212— Sln(Q?)%) i+ COS(Q?)sth vy ** = (212 +sin(g7)gs) i1,
¢ M, = —
v = — cos(qr) QS11,U4 1=, UéwM = 11, UéwM = ki,
M34L _ (sm cos(q7)cos(Q9)zg4) e (cos(q7) N sin(q7)cos(q9)Z34> e
qs qs ’
M34
vg o = cos(q7) J1 —l—sm(q7)k1 et
oM . . cos(qr) cos(qg)z34 \ —
vy *' = —sin(go) (s1n(q7)+ ( )qg (45) )]1
. sin cos(q9)z —
+sin(qo) (cos(q7) + (ar) . (45) 34) k1
8
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Gl : — . —
- vyt = (—212 — sin(g7)gs — cos(qr) cos(qe)z34) j1 + (cos(gr)gs — sin(gr) cos(qe)z34) k1,

at . = —
vy * = (212 + sin(gr)gs + cos(g7) cos(qg)zs4) i1 — sin(qo)z34 k1,

ot — —
vy * = (sin(gr) cos(ge)z34 — cos(qr)gs) i1 + sin(gy)zs4 j1,

Gy = Gf _— Gi_ 77 G . - G - -
vt =i, v5t = g1, vt = ki, vt = —sin(gr) 1 + cos(gr) k1, vg™ = cos(qr) j1 + sin(gr) k1

¢ —
et vg“ = cos(qo) i1

La méthode de mise en équation de Kane repose sur 1'utilisation exclusive de ces vitesses et vitesses
angulaires partielles comme parametres pour 1’écriture des lois de la dynamique.

De maniere tout a fait systématique, on peut en effet exprimer le principe de d’Alembert — la
somme des forces extérieures et d’inerties est nulle ainsi que la somme des moments de ces forces
en tout point — sous la forme synthétique suivante :

pouri=1,...,p Ki+K;=0 (K.2)

ou p est la dimension de la variété de configurations du systeme, et ou K; et K}, que 'on appelle
respectivement les forces généralisées connues et les forces généralisées d’inertie sont définies par :

K= Z (leJJ.Fj) + Z (wl(j).Cj) en notant :
j=1 j=1

— v : le nombre de particules du systemes ou des forces connues s’exercent,

- Mj pour j =1,...,v : les positions de ces particules,
— Fj pour j =1,...,v : les forces qui s’exercent en ces points,
— n : le nombre de corps du systeme,
— et Cj pour j =1,...,n : les couples connus qui s’exercent sur ces corps.
o (.c t t - ©) dw') j j
i = 3 (o (ueinien) ) + 3 (o (-5 - Azt ) )
= j=1

avec les mémes notations que précédemment, et les notations habituelles.

En particularisant a I’exemple du satellite, les forces généralisées connues se développent a partir

de :

¢ — t — —
ICZ' = viGl.Fl + wgl). (Cl - 012 Zl) + 1}5\421. (—F23j2) + w§2).012 iQ

el | IS i (K.3)
o5 Ry Gy 4w (_03433) + ot Fy 4+ w . O34 s

pour i =1,...,9 et s’écrivent donc :
« K1 = Ciz — (212 + sin(g7)gs + cos(qr) cos(qo)z34) Fuy + (cos(qr)gs — sin(qr) cos(qg)z34) Fi.
- Ko = Chy + (212 + sin(gr)gs + cos(gr) cos(qo)z34) Fuy — sin(qe)z34 Fu
+ K3 = C1 + (sin(qr) cos(qo)z3a — c0s(q7)qs) Faz + sin(qo)z34 Fy

« Ka=Fig+ Fup
- Ks =Py + Fuy
« Ko =P+ Fy,
Ko = C1a + I3 cos(qo) 234 — sin(qr)qs Fay + cos(qr)qs Fa-

a8
-+ Ks = Fas + cos(q7) Fuy + sin(qr) Fu.
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sin(qg) (C12 4 cos(qg) Fo3234) n c08(qo) Fazpz34 + C34

. ’Cg =
qs 234

Quant aux forces d’inertie généralisée, elles proviennent du développement de l’expression suiv-
ante :

K2

t dw(l) t
K= viGl, (—1v(GY)) + wgl). (—117 —wM A Ilw(l)) + viG“. (—pav(GY)) (K.4)

ce qui nous amene a calculer tout d’abord les expressions de 'accélération des points G} et G et

P . )
de l'accélération angulaire d“’T du corps S.

En utilisant I'une des deux méthodes déja utilisées lors de ’étude du formalisme de Newton pour
calculer ces mémes grandeurs, on obtient, en projetant dans RY :

1.1,4 + Uglo — UsU3 1.1,1
dw®
(Gt) _ . _ .
Wo1) = | us +uguz —usuy | > a |
Ug + UsUL — UgUS Us

et pour v(GY) :

(212+sin(g7)gs+cos(g7) cos(go)z34) 2 +(sin(q7) cos(ge) 234 —cos(q7)gs ) Uz +ia+cos(go ) o +sin(gr)gsuius
— sin(q7) cos(qo)zzaurua —2 cos(qr ) uzusg —ususz —sin(qo ) z34usz 2 +2 cos(qr ) uzur +cos(qr) g u1 ua +ugusz

+z12uiuz+cos(gr) cos(go)zzaui uz+2 sin(gz)uzug —sin(qg)Z34uz2 +2sin(g7)urus

_ sin(go)uo
Z34

—(gs sin(q7)+cos(g7) cos(qo)z3a+2z12)01+sin(qo)z34Us+1us —sin(qz)ur+cos(q7)us+sin(qr) cos(q9)234u12
+usuz —cos(qr)gsu1 > —cos(qr)gsus>+sin(ge) zsuzu1 +sin(gr)gsuzus+sin(gr) cos(qo)zzaus>

+ cos(g7) cos(ge)zzauzuz—2 cos(qr)urur —2 sin(gr)ugui —ugu1+2 cos(go )uguz+z12uzus

_ cos(q7)ur?4cos(qr)ur sin(qo)ug+sin(qr)ugur+sin(qr)us sin(qo)ug
g8

(cos(g7)qs —sin(qz) cos(qo)z34 )t —sin(qo ) 2342 +1ig+cos(q7 )7 +sin(qr ) iig —ugus —z12u1 2 —sin(q7 ) gguz?
—z12u22+cos(q7)qgue,u2—cos(q7) Cos(qg)Z34u12+usu1 —sin(q7)q8u12—2 sin(g7)uiur—2 cos(qg)ugusz

+ sin(gg)z34uzu1 —sin(qz) cos(qy)zzauzuz+2 cos(gr )ui ug—cos(qr) Cos(q9)234u22

+= sin(gq7)uy sin(qo)ug —sin(qr7)ur>+cos(q7)us sin(qo)ug+cos(qr)ugur
g8

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



110 APPROCHE FORMELLE : UN EXEMPLE

Ce qui donne, par substitution dans (K.4) les 9 composantes généralisées des efforts d’inertie :
’CT = —lztit+uzusliy—ususls,
+ua(z12+sin(q7)gs+cos(qr) cos(ge)z34)
(—(gs sin(g7)+cos(gr) cos(qo)z3a+212) U1 +sin(ge)z34 Uz +us —sin(gr)ur+cos(qr)us
+u4u37cos(q7)qgu12+sin(q7)qgu2u37cos(q7)qgu327u3u1+sin(q9)z;g4u2u1
+ cos(g7) cos(qg)zzauzusz+sin(qr) cos(q9)234u32

—2 cos(gr7)urui+sin(qr) COS(qg)234ul2+212U2U3—2 sin(g7)u1ug+2 cos(go)ugus

4= cos(q7)ur sin(qo)ug —sin(qr)uguz —sin(qr)us sin(qe)ug —cos(qr )ur> )
as

—pa(cos(qr)gs —sin(qr) cos(qo)z34)
((cos(g7)gs—sin(qr) cos(qg)z34) w1 —sin(qg) 23412 +1s+cos(gr )ty +sin(gr ) us
+ sin(gg)z34uzu1 —sin(qr) cos(qo) zzauzuz+cos(qr)gsusuz+2 cos(qr)u1us
— cos(qr) cos(q9)234u22 —sin(q7)q8u22—zlgu22—cos(q7) COS(q9)234ul2

—2 cos(go)uouz —sin(qr)gsur > +usui —z12u1> —2 sin(gr)ur ur —usuz

+ cos(qr)usg sin(qo)ug4cos(qr)uguz —sin(qr)uy sin(qo)ug —sin (g7 )ur> )
as

IC; = —Iiytetuiuszli,—uzuili,
—pa(z12+sin(gr)gs+cos(qr) cos(qo)z34)
((sin(g7)gs+2z12+cos(g7) cos(qge)zs4) U2 —(cos(q7)gs —sin(qr) cos(go) z34) U3 +1a+cos(go )by
+ sin(gr7)gsuiuz+z12u1 uz+cos(qr) cos(qo)zzauiuz+2 sin(qr)usus 7sin(q9)Z34u32
— sin(g7) cos(qg)z3au1uz+2 sin(q7)urus —sin(q9)234u22—2 cos(gr7)ugus —usus

+ cos(q7)gqsuruz+usuz+2 cos(qr)urusz

_ sin(go)uo® )

234

+sin(go) 234114
((cos(q7)gs—sin(gr) cos(qe)2z34)11 —sin(qe ) 2342+ +cos(g7) 7 +sin(gr )i +sin(qo ) zzauszus
— sin(gqr) cos(qo)z3auszus+cos(qr)gsusuz+2 cos(qr)uiug—cos(qr) cos(qg)Z34u22
— sin(q7)qsu22—212u22—cos(q7) Cos(q9)234u12 -2 Cos(qg)ugug—sin(q7)q8u12

2 .
+usur—zi2u1” —2sin(q7)uiur —usuz

+ cos(qr)usg sin(qo)ug4cos(qr)ugur —sin(qr)uyz sin(qe)ug —sin(qz )uz> )
g8

et sept autres expressions de tailles analogues.

Il reste alors & former les équations d’apres (K.2), et si on le désire substituer dans ces équations
les expressions des u; et des u; en fonction des ¢;, des ¢; et des §; — mais il semble plus facile de
résoudre le systeme différentiel a dix-huit variables constitué des neufs équations du mouvement
et des équations (K.1) .

De tous les formalismes que 'on a employé dans ce chapitre, le formalisme de Kane est
celui qui a conduit aux équations les plus concises en demandant le temps de calcul le
plus faible — moins de 150 secondes CPU.
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Ces performances proviennent

- d’une part de l'utilisation des grandeurs dites partielles qui factorisent naturelle-
ment les expressions des forces généralisées connues et des forces généralisées
d’inertie et permettent de réduire les appels a la fonction simplify par leur na-
ture vectorielle qui évite d’avoir & effectuer des changements de reperes

- d’autre part du bon choix qui a été fait ici des vitesses généralisées.

Il est bien str, en l'absence d’algorithme, difficile d’envisager qu’un systeme de calcul
formel puisse faire ce choix, sans intervention de 1'utilisateur.

Par contre le découplage entre la phase de mise en équation en elle-méme, qui peut se
faire en conservant les grandeurs partielles sous forme littérale, et la phase de choix
des u;, qui peut se faire a posteriori permet de guider 1'utilisateur dans ce choix, des
lors qu’on possede un systeme de calcul formel ayant de bonnes fonctionnalités de
manipulation d’expressions vectorielles sous forme littérale.

en guise de conclusion

A propos des formalismes La nature particuliere de certains mécanismes fait que, selon le cas,
tel ou tel formalisme paraitra beaucoup plus performant qu’un autre, ou engendrera des équations
beaucoup plus significatives mécaniquement, ou au contraire sera pratiquement impossible & mettre
en oceuvre.

En choississant un mécanisme relativement “neutre” on n’a pas réussi a mettre en évidence de
réelles impossibilités d’utiliser un des formalismes étudiés — sauf en ce qui concerne le formalisme
de Hamilton si le potentiel dont dérivent les efforts n’est pas connu.

L’inconvénient des méthodes que 'on a qualifiées de “classiques” vient de ce qu’elles ne se servent
pas de ’ensemble des configurations des mécanismes étudiés.

En effet, toutes les grandeurs que 'on est amené a exprimer avec ces méthodes sont
des vecteurs de l'espace et les équations sont obtenues en projetant ces grandeurs dans
des reperes — plus ou moins — convenablement choisis.

De plus cette absence de référence a la variété de configurations, débouche sur 'intro-
duction nécessaire d’efforts de liaisons qu’il faut ensuite éliminer.

Un programme de génération des équations du mouvement sous forme littérale qui
utiliserait ces méthodes devra pallier, en utilisant un savoir-faire algébrique a cet in-
convénient — en éliminant algébriquement les variables inutiles, ce qui sera généralement
possible mais jamais habile.

L’inconvénient par contre des méthodes purement analytiques — on a étudié seulement la méthode
de Lagrange dans ce chapitre, mais la génération des équations de Boltzmann-Hamel ou de Gibbs
conduirait aux mémes remarques — est de trop s’éloigner des notions dynamiques de bases, forces
et quantités d’accélération, et d’établir les équations du mouvement en faisant du calcul purement
différentiel sur la variété de configurations des mécanismes étudiés.

Les formalismes plus récents ont le plus souvent étés développés dans le but d’echapper a ces
inconvénients en adoptant des positions moins extrémes.

Ils sont, pour la plupart, dérivés des principes de Newton-Euler ou de d’Alembert et proviennent
de l'application des théoremes généraux de la mécanique classique. Cependant, en exprimant
les grandeurs dynamiques fondamentales directement a partir de paramétrages de la variété de
configurations des mécanismes étudiés, ces formalismes évitent d’introduire des efforts inconnus
ou tout au moins systématisent leur élimination.
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C’est le cas du formalisme de Kane, mais aussi de tous les formalismes qui ont été récemment
implémentés dans un logiciel et plus particulierement dans un logiciel de génération formelle des
équations.

En tenant compte a la fois de la nature spatiale des notions de force et d’accélération et de la
nature de variété de l’ensemble des configurations des mécanismes, ces formalismes réalisent le
bon compromis entre 1’étendue de leur champs d’application, le volume des calculs a effectuer et
le caractere significatif des équations obtenues.

En ce qui concerne les outils formels Un logiciel de calcul formel classique, comme MAPLE,
a permis de mener a bien la génération des équations, quelle que soit la méthode employée.

Les principales fonctionnalités utilisées concernent la manipulation d’expressions, notamment la
substitution et la simplification et, dans une moindre mesure, la différentiation et les opérations
algébriques courantes.

Seules les fonctionnalités de manipulation d’expressions vectorielles, matricielles ou matricielles
par bloc — qui sont absentes de MAPLE mais existent dans d’autres systeémes — devront donc étre
écrites.
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Chapitre 3

outils pour la modélisation

Dans ce chapitre on va s’intéresser & la modélisation dynamique, par des logiciels de calcul formel,
des mécanismes en général. Les problemes de modélisation qui sont spécifiques aux mécanismes a
structure bouclée ne seront étudiés qu’au chapitre suivant.

Le but, ici, n’est pas de présenter un nouveau logiciel de génération des équations de la dynamique
des mécanismes, mais plutot des principes généraux qui aident & 1’écriture de tels logiciels ainsi
qu’un ensemble d’outils informatiques qui, en complétant les fonctionnalités des systemes de calcul
formel classiques, permettent de mener a bien cette écriture.

3.1 architecture d’un générateur formel des équations de la dynamique

On propose dans cette section une architecture informatique adaptée aux générateurs formels des
équations de la dynamique, qui permet, de plus, de séparer ces logiciels en différents modules
indépendants et interconnectés.

On pourra alors traiter séparément les problemes de conception attachés a chacun de ces modules,
voire par la suite utiliser les différents systemes de calcul formel les mieux adaptés pour programmer
chacun d’entre eux.

Il est nécessaire, au préalable, de bien analyser quelles sont les taches que doivent réaliser les
générateurs formels d’équations, quelles sont, parmi les données, celles que ’on doit leur fournir &
chaque utilisation, et quelles sont celles qui doivent étre résidentes dans ces logiciels.

On de propose donc d’essayer de définir les besoins des utilisateurs dans ce domaine et, si nécessaire,
les contraintes qu’il faut leur imposer.

On rappelle que 'utilisation de tels logiciels se situe & un stade avancé de la phase de conception
assistée par ordinateur, puisqu’il s’agit d’étudier des systemes mécaniques déja bien définis, méme
si certaines de leurs caractéristiques restent paramétrées par des valeurs numériques ou formelles.

Ainsi, il n’y a pas, entre I'utilisateur et le logiciel, une interaction telle, que la nature physique du
mécanisme étudié puisse étre modifiée en cours d’éxécution.

3.1.1 définition des besoins et des contraintes

Le processus de génération des équations de la dynamique de mécanismes se décompose naturelle-
ment en trois taches :

i. la description physique du mécanisme,

ii. la génération des équations en elle-méme,



114 OUTILS POUR LA MODELISATION

iii. lexploitation de ces équations par I'utilisateur, c’est a dire :

- soit leur manipulation — simplification, linéarisation, ...— en vue d’une interprétation
“humaine” interactive basée sur leur signification mécanique,

- soit la génération d’un code — paramétrable par des valeurs numériques — dédié a une
simulation numérique postérieure.

Ce processus peut se schématiser par le diagramme de la figure (3.1).

interprétation
interactive

exploitation

description | y
des équations

génération
des équations

du systeme

simulation
numérique

figure 3.1 : architecture du processus de génération des équations

La description physique du systeme mécanique doit donner au logiciel toutes les informations
nécessaires — propres au mécanisme étudié — pour calculer les expressions des équations de la
dynamique.

Parmi ces informations, il est indispensable d’avoir :
- le nombre de corps du systeme mécanique,

- une représentation de son architecture — le nombre de liaisons, et les corps reliés par chacune
des liaisons,

- la nature des liaisons entre les corps — rotoide, prismatique, universelle, . ..
- pour chaque corps et pour chaque liaison, la position des particules de liaison,

- les caractéristiques cinétiques de chacun des corps, i.e la masse et Uinertie, ainsi que la
position du centre d’inertie,

- les efforts exercés sur le systemes, leurs natures et leurs points d’action,

- le cas échéant, les efforts de liaisons connus — dus par exemple a la présence de ressorts,
d’amortisseurs ou de motorisations aux articulations.

Certains mécanismes étudiés peuvent étre considérés comme plans et/ou leur mouvement peut étre
limité a étre planaire. Toute la théorie développée au premier chapitre se simplifie alors de maniere
non négligeable, puisque, dans ce cas, une configuration d’un corps est non plus un déplacement
de I’espace mais un déplacement du plan, et que 'ensemble Is™ (IP) est un groupe de dimension 3,
en tant qu’espace vectoriel — au lieu de 6. Il est donc bon de pouvoir informer le logiciel de cette
particularité.
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La génération des équations dépend, comme on l’a vu au chapitre précédent, du formalisme
choisi pour I'étude de la dynamique du mécanisme considéré. On peut imaginer que 'utilisateur
ne possede pas le choix parmi différents formalismes mais dispose seulement d’un formalisme
“moderne”, exprimant les équations de Newton-Euler ou le principe de d’Alembert dans la variété
de configurations du mécanisme étudié.

Par contre, l'utilisateur doit pouvoir choisir le niveau de détail des équations obtenues, et disposer
d’un ensemble de formules qui lui permettent de changer de niveau de détail. On va préciser cette
notion déja évoquée au paragraphe (§2.2).
Pour les équations de la dynamique, on peut définir essentiellement trois niveaux de
détail :
- Au niveau le plus bas, les équations de la dynamique sont écrites exclusivement
en fonction des grandeurs cinétiques et cinématiques des corps, ce sont des instan-
ciations des théoremes généraux pour le mécanisme étudié. Par exemple, si 'on
utilise un formalisme de Newton-Euler, pour mettre en équation le mouvement
d’un systeme de deux corps, on écrira, a ce niveau — avec des notations évidentes :

Fi + Fy = 11y(GY) + pov(Gh)

- Au niveau intermédiaire, on aura des équations sous forme d’expressions ma-
tricielles ou vectorielles, voire matricielles par bloc — selon la méthode de mise en
équation utilisée — ne faisant pas intervenir explicitement les parametres choisis
pour décrire le mécanisme et donc relativement compactes. Les équations de ce
niveau sont obtenues a partir des équations du niveau précédent en les dévelop-
pant le plus possible par les formules mécaniques spécifiques au mécanisme étudié.
L’exemple correspondant est — toujours avec des notations évidentes :

dwt 2 —

Fi+Fy=m <7(0§)+ d—tl AOYGY + wi A (w?j AO§G1)> +...

- Le plus haut niveau de détail correspond aux équations différentielles scalaires en
fonctions des parametres choisis pour décrire le systeme considéré.

Pour passer du plus bas niveau de détail au niveau intermédiaire, 'utilisateur devra choisir la
nature de la modélisation du systeme mécanique étudié — modélisation du mouvement absolu, par
rapport a un repere donné, non nécessairement fixe, ou modélisation des mouvements relatifs des
corps les uns par rapport aux autres.

Et c’est au moment du passage entre le niveau de détail intermédiaire et le niveau le plus haut
que l'utilisateur pourra décider de la maniere dont il veut représenter les rotations de I’espace — a
I’aide de quaternions, d’angles d’Euler, d’angles de Bryant, ...

L’exploitation des équations demande de pouvoir accéder a la fois aux fonctionnalités générales
de manipulation d’expression dans le cas d’une interprétation “humaine”, et aux fonctionnalités
de génération de code dans le cas d’une simulation numérique.

Au cours de la génération des équations de la dynamique, le logiciel aura, vraisemblablement, eu
besoin de calculer — au moins en partie — le modele statique et les modeles cinématiques directs et
inverses du systeme étudié, c’est a dire certaines formules concernant la géométrie ou la cinématique
de ce systeme.

Ces renseignements devront rester a la portée de 'utilisateur pendant la phase d’exploitation des
résultats, phase pendant laquelle 'acces a toutes les fonctionnalités du systeme de calcul formel
sous-jacent au logiciel doit rester possible, pour permettre notamment d’effectuer des linéarisations
des systemes d’équations différentielles obtenus, ou d’étudier formellement, lorsque c’est faisable,
les singularités de ces systemes.
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3.1.2 le point de vue informatique

On appelera descripteur la partie du générateur formel des équations de la dynamique dédiée a la
description, par l'utilisateur, des caractéristiques physiques du mécanisme étudié.

Le moteur regroupe tout ce qui permet de réaliser la génération des équations. Sans trop rentrer
dans les détails — on le fera par la suite — il est clair qu’il se compose d’au moins deux parties qui
interagissent entre elles :

- le calculateur en lui-méme,
- une bibliothéque de connaissances mécaniques portant & la fois

— sur le formalisme et la méthode de mise en équation,

— sur la nature des liaisons,

sur les différents paramétrages,

— sur des formules mécaniques générales — changement de reperes, formule de composition
de vitesses et d’accélérations, théoreme de Huygens, ...

Ainsi, en fonction de la méthode de mise en équation, de la nature des liaisons et des paramétrages
choisis, le calculateur fait appel a la bibliotheque pour déterminer quelles sont les expressions qu’il
doit calculer, et puis fait de nouveau appel a la bibliotheque pour connaitre les formules générales
qui lui permettent de calculer ces expressions. Il crée enfin une table de formules spécifiques au
systeme considéré.

Il fournit, comme résultats, les équations en elle-mémes ainsi que cette table de formules spécifiques,
qui est en fait une instanciation pour le mécanisme considéré de certaines formules générales de
mécanique.

Ensuite, selon le cas, c’est le manipulateur—simplificateur ou le générateur de code qui intervient
pour travailler sur ces résultats, I'un n’excluant pas l'autre dans la mesure ot 'on doit pouvoir
faire de la simulation numérique apres avoir manipulé les équations du mouvement.

Le manipulateur—simplificateur doit, de plus, avoir acces a la “connaissance” mécanique générale
du logiciel.

On peut maintenant raffiner un peu le diagramme de la figure (3.1), en présentant dans la figure
(3.2) les diverses composantes d’un générateur formel d’équations et leurs interactions mutuelles.

le descripteur

Le descripteur est, par essence, I'interface d’entrée du logiciel.

Les objets qu’il doit permettre de définir sont des corps, des liaisons, des forces, ... des objets
mécaniques assez éloignés des objets mathématiques que les systemes de calcul formel manipulent
habituellement.

Dans les logiciels de modélisation dynamique existants, cette interface peut prendre trois formes
différentes :

- Le plus couramment, ces logiciels ne sont pas interactifs et la description du mécanisme
consiste en un fichier de données, c’est a dire une succession de champs que 'utilisateur doit
instancier. Un tel fichier pour le logiciel ROBOTRAN (développé a 'université de Louvain,
voir [Maes, Samin et Willems, 1990]) est présenté ci-dessous, il décrit un robot représenté
figure (3.3) formé de trois corps reliés & une base fixe — les deux premieres articulations étant
des articulations cylindriques, la troisieme une articulation rotoide — sur lequel n’agit que la
gravité.

Spatial Motion of Robot

5 | 0; c; 0;
01234 | 0; 0; 0;

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



3.1. architecture d’un générateur formel des équations de la dynamique 117

bibliotheque

formalismeI formules

liaisons paramétrages

descripteur

I moteur

calculateur
équations

résultats

formules
spécifiques

manipulateur

générateur
simplificateur

de code

systéme
de calcul formel
sous-jascent

figure 3.2 : architecture d’'un générateur formel des équations
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figure 3.3 : robot

0; ml; 0; m2; m3; | 0; 0; 0;
0; 0; 0; | 0; 0; 0;
0; 0; | 0; 0; 0;
0; | 0; 1; 0;
I111; 0; 0; | R3 ql; qpl; qppl;
I122;  0; | T3 q2; qp2; qpp2;
1133; | R2 q3; qp3; qpp3;
0; 0; 0; | T2 a4d; qp4; qpp4;
0; 0; | R1 a5; qp5; qpp5;
0; | 0; 0; 0;
I211; 0; 0; | 0; 0; 0;
1222; 0; | 0; 0; 0;
1233; | 0; 0; 0;
I311; 0; 0; | 0; 0; 0;
I1322; 0; | 0; 0; 0;
I1333; | 0; 0; 0;
0; 0; z1; | 0; 0; 0;
0; 0; 0; | 0; 0; 0;
0; 0; 0; | 0; 0; 0;
0; 0; 0; | 0; 0; -g;

- Dans les logiciels interactifs, un préprocesseur de données, plus ou moins convivial, as-
siste l'utilisateur pour lintroduction de caractéristiques physiques du mécanisme en lui
posant les questions adéquates. Ci-dessous sont représentées les deux phases — initialisa-
tion et assignation — d’une session d’utilisation du préprocesseur du logiciel JAMES — voir
[Garnier et Rideau, 1989b] — développé & l’aerospatiale-Cannes, qui décrit le méme robot* :

Bienvenue sur JAMES V2.0 (Copyright 1991)

par C.Garnier & P.Rideau
Version pour MAPLE V du 03/01/92

Ce logiciel est propriete de AEROSPATIALE Societe Nationale Industrielle
et ne peut etre reproduit ou communique sans son autorisation ecrite

> donnees;

*Les commandes et les expressions entrées par I'utilisateur sont, & chaque ligne, situées a droite du signe >.
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COM-> init;
INITIALISATION DES DONNEES

nombre de corps > 3;

numero du 1-ieme corps > 10;
nombre de modes du corps 10 > 0;
numero du 2-ieme corps > 20;
nombre de modes du corps 20 > 0;
numero du 3-ieme corps > 30;
nombre de modes du corps 30 > 0;

nombre de points > 6;

numero du l-ieme point > 1;

numero du corps a qui appartient le point 1 > 0;
numero du 2-ieme point > 101;

numero du corps a qui appartient le point 101 > 10;
numero du 3-ieme point > 102;

numero du corps a qui appartient le point 102 > 10;
numero du 4-ieme point > 202;

numero du corps a qui appartient le point 202 > 20;
numero du 5-ieme point > 203;

numero du corps a qui appartient le point 203 > 20;
numero du 6-ieme point > 303;

numero du corps a qui appartient le point 303 > 30;

nombre de liaisons > 3;

numero de la l-ieme liaison > 1;

type de la liaison numero 1 > cyl;

premier point de la liaison 1 > 1;

deuxieme point de la liaison 1 > 101;

Voulez-vous associer des forces a cette liaison > nj;

numero de la 2-ieme liaison > 2;

type de la liaison numero 2 > cyl;

premier point de la liaison 2 > 102;

deuxieme point de la liaison 2 > 202;

Voulez-vous associer des forces a cette liaison > nj;

numero de la 3-ieme liaison > 3;

type de la liaison numero 3 > rj;

premier point de la liaison 3 > 203;

deuxieme point de la liaison 3 > 303;

Voulez-vous associer des forces a cette liaison > n;

nombre de forces > 0;
GRAVITE
La gravite agit-elle > oui;

entree des donnees terminee

COM-> assgn;
ASSIGNATIONS DES VALEURS
ASSIGN-> assgn;

Numero du corps > 0O;
Voulez-vous assigner
1- gravite
2- distance point de reference point 1
3- matrice de passage locale du point 1
Numero de la commande > 1;
Nouvelle valeur de GRAV > mat;
Type de la matrice > sparse;

Position de 1l’element a initialiser > [3,1];
GRAV(3,1) > -g;
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Position de 1l’element a initialiser > fin

[l K N
o
[E )

Numero de la commande > 2;
Nouvelle valeur de rO1 > O;

Numero de la commande > 3;
Nouvelle valeur de PL1 > id;

Numero du corps > 10;
Voulez-vous assigner :
1- masse
2- inertie
3- distance point de reference CdG
4- distance point de reference point 101
5- matrice de passage locale du point 101
6- distance point de reference point 102
7- matrice de passage locale du point 102
Numero de la commande > 2;
Nouvelle valeur de In0O10 > mat;
In010(1,1) > I111;

In010(1,2) > 0;

In010(1,3) > 0;

In010(2,2) > I122;

In010(2,3) > 0;

In010(3,3) > I133;
[ 1111 0
[
[ o 1122
[
[ o 0

Numero de la commande >

body 0 alias
motion zero
body 1 alias tower
force 1 (z) fr
body 2 alias arm
force 1 (z) fr
body 3 alias hand
force 1 (z) fr

OUTILS POUR LA MODELISATION

s

I133

- les logiciels les plus sophistiqués permettent de décrire le systéme mécanique étudié dans un
langage approprié, c’est le cas du logiciel MESAVERDE développé a I'université de Karlsruhe
— voir [Wittenburg, Woltz et Schmidt, 1990] — dont on présente ci-dessous la description de
données pour le méme robot,

ame inertial

ame inertial

ame inertial

joint 1 type transzrotz

from inertial

to tower

joint 2 type transyroty

from tower to
joint 3 type rotx

from arm to hi
include joint.lib

arm

and

la concision de cette description est en partie diie au fait que, dans ce robot, les reperes
de référence et les liaisons correspondent précisément aux reperes et aux liaisons génériques
prédéfinies dans la bibliotheque joint.1lib.

L’existence d’'un langage de description des objets mécaniques est nécessaire si ’on veut pou-
voir décrire ces objets avec une syntaxe simple et/ou avec des outils graphiques — les primitives
graphiques sont traduites en “macros” du langage — et pour utiliser facilement des bibliotheques
d’objets réutilisables.

Dans la section (§3.2), on présente une maquette d’'un langage évolué de description des mécanismes
dont une originalité est d’étre indépendant de tout systeme de calcul formel, et de tout logiciel
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de génération symbolique des équations déja existant, mais d’étre congu pour pouvoir s’interfacer
avec n’importe lequel de ces logiciels.

le moteur — bibliothéque et calculateur

Les bibliotheques représentent la “connaissance” mécanique du systeme.
Cette connaissance est constituée d’ensembles d’équations qui servent a effectuer des substitutions.

On peut aussi considérer ces équations comme des regles de réécriture : au cours des calculs,
chaque occurence du terme de gauche d’une formule devra étre remplacée par le membre de droite
correspondant.

La plupart des systemes de calcul formel actuellement disponibles peuvent manipuler simplement
des équations et appliquer des regles de réécriture. Néanmoins, la gestion et 'utilisation de telles
bibliotheques pose des problemes particuliers au niveau :

- de la compatibilité des équations,
- du typage des objets qu’elles font intervenir,
- de leurs stratégies d’utilisation.

On exposera, dans la section (§3.5) des reflexions théoriques sur ces problemes.

Dauns la section (§3.3), on présentera un formalisme original, et un algorithme permettant d’engen-
drer les équations du mouvement avec ce formalisme.

le manipulateur-simplificateur

Le plus souvent, les logiciels de génération des équations de la dynamique sous forme symbolique
ont été écrit dans un langage classique — FORTRAN ou C — et non a partir d’un systeéme de calcul
formel.

C’est pourquoi leur principale lacune se situe au niveau de la manipulation et de la simplification
des équations obtenues.

Comme on I’a vu au chapitre précédent, MAPLE possede des fonctionnalités de manipulation et
de simplifications d’expressions intéressantes. De maniere générale, un logiciel de calcul formel
permet d’effectuer sur une expression faisant intervenir des nombres ou des fonctions numériques :

- des factorisations, entieres ou partielles, et des développements,
- application de regles définies par 1'utilisateur,

et simplifie automatiquement les expressions en reconnaissant — le plus souvent — 0, 1, 'opposé et
I'inverse d’une expression.

En ce qui concerne la manipulation d’expressions vectorielles et matricielles, il va étre nécessaire
de définir les opérateurs utilisés et les régles de simplification qui peuvent s’appliquer.

On présentera, dans la section (§3.4), les procédures définissant, en MAPLE, ces opérateurs et ces
regles ainsi qu'un ensemble de procédures permettant de manipuler les quaternions représentant
des rotations.

A titre de comparaison, on présentera, dans la section (§3.5) un manipulateur-simplificateur spé-
cialisé pour le traitement des matrices et des vecteurs développé au-dessus d’ULYSSE — un logiciel
de calcul formel expérimental développé a P'INRIA Sophia-Antipolis, au sein du projet SAFIR —
précisément pour permettre d’utiliser des regles de réécriture de termes et de définir des opérateurs
en leur attachant des axiomes.
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le générateur de code

La simulation numérique est le plus souvent 1’étape ultime de 1’étude du mouvement d’un mécan-
isme.

C’est pourquoi, un logiciel de génération des équations de la dynamique doit pouvoir fournir, in
fine, un simulateur numérique du mouvement,

- soit en produisant un fichier de données ayant le format d’entrée de certaines bibliotheques
de routines numériques — par exemple NAG, voir [NAG Inc.]

- soit en créant, dans un langage approprié — FORTRAN, ADA, C, ... — un code complet
d’intégration numérique des équations différentielles du mouvement.

Dans le deuxieme cas, le générateur de code doit alors étre capable de :
- transcrire dans le langage souhaité les expressions algébriques,

- créer les routines de calcul — inversion de matrices, résolution d’équations — et les routines
annexes notamment d’entrée et de sortie,

- gérer les déclarations de variables, de constantes, les passages de parametres, ...

Ces fonctionnalités existent en MAPLE, en ce qui concerne le langage FORTRAN. Elles ont été
développée, & 'INRIA Rocquencourt, sous la forme de la bibliotheque de procédures MACRO-
FORT — voir [Gomez, 1990].

Des travaux ont été réalisés pour améliorer cette bibliotheque au niveau de la transcription des
expressions algébriques en optimisant les calculs matriciels et en évitant les calculs redondants —
voir [Capolsini, 1990] — et une bibliothéque similaire concernant le langage C a été développée &
I'Université de Nice — Sophia Antipolis — voir [Capolsini, 1992].

3.2 LSD : un Langage Symbolique de Description des mécanismes

Le langage de description des mécanismes qui est présenté ci-dessous a été congu et implémenté
en tenant compte des recherches les plus récentes sur les problemes logiciels, et notamment de
langages, en calcul formel — voir [Dalmas, 1991].

Décrire un systeme mécanique, c’est d’abord déclarer que ce systeme est constitué d’un certain
nombre de corps, puis comment ces corps sont reliés entre eux, et quels sont les efforts connus aux
articulations, et, enfin, quels sont les efforts extérieurs qui s’appliquent sur ce systéme.

C’est pourquoi LSD est un langage déclaratif, c’est a dire qu'un programme de ce langage est une
suite de déclarations qui introduisent et définissent la nature physique du mécanisme qui va étre
étudié.

Lorsque 'on congoit des mécanismes, on est amené a souvent utiliser des corps qui possedent des
caractéristiques voisines, a réutiliser certains types de liaisons et certains types d’efforts.

C’est pourquoi un programme de LSD peut aussi servir a créer une bibliotheque dans laquelle
seront conservées les définitions d’objets mécaniques divers — corps, forces ou liaisons — amenés a
intervenir souvent dans les mécanismes considérés.

On peut aussi, en LSD, définir des classes d’objets mécaniques dépendant d’un ou plusieurs
parametres et récupérer, par la suite, les objets voulus en instanciant ces parametres. Cette car-
actéristique accroit considérablement 'intérét de 'utilisation de bibliotheques.

Un programme, une fois écrit, est transmis & un compilateur, qui successivement,

- vérifie qu'il est correct en 'analysant lexicalement et syntaxiquement,
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- vérifie sa cohérence en examinant le typage des différents objets introduits.

Le mécanisme de typage de LSD est a la fois simple et performant : il ne pénalise pas le temps
de compilation mais permet la “surcharge” — 0 peut représenter, selon le contexte, le nombre 0, le
vecteur nul, le déplacement nul, ...

Apres la phase de vérification, et si le programme en question est la description d’un systéme
mécanique, le compilateur fournit un code compréhensible comprenant toutes les expressions spé-
cifiques au systeme mécanique et nécessaires a I’écriture des équations qui gouvernent son mouve-
ment.

Selon l'option choisie, ce code pourra alors étre traduit puis transmis a un logiciel de calcul formel
ou a un logiciel de génération formelle des équations de la dynamique.

Avant de décrire précisément la syntaxe et la sémantique du langage, on va présenter ses carac-
téristiques principales a partir d’un exemple concret de programme LSD.

3.2.1 un exemple de programme

Décrire un systeme mécanique en LSD ne demande pas, de la part de I'utilisateur, d’effectuer une
analyse mécanique préalable de ce systeme dans la mesure ou 'utilisateur n’a pas :

i. a nommer explicitement les différents objets manipulés, ni les grandeurs qui interviennent
dans I’étude dynamique du systeme, mais seulement — et pour des raisons évidentes — les
objets rencontrés a plusieurs endroits dans la description du systeme,

ii. ni a déclarer les grandeurs qui ont des valeurs formelles génériques mais doit simplement
décrire les grandeurs qui possedent des propriétés particulieres.

Le code ci-dessous décrit en LSD le satellite supportant un reflecteur articulé sur un bras téle-
scopique que 'on a déja rencontré au chapitre (§2) :

(* les corps *)

let satellite = body iframe = 0 end ;

let bras_primaire = body mass = 0, inertia = 0 end ;

let bras_secondaire = body mass = 0, inertia = 0 end ;

let reflecteur = body iframe = [0,0,7s] ++ 1, inertia = 0 end ;

(* les liaisons x)
join S1.frame and earth
with link(x,y,z,ps,th,ph)
dofl = [x,y,2],

dof2 = ps || [0,0,1],

dof3 = th || [1,0,0],

dof4 = ph || [0,0,1]
end ;

join [0,0,7s] ++ 1 @ satellite and bras_primaire.frame

with link(x) dof = x || [1,0,0], torque = [?fs(x,x’),0,0] end ;
join bras_primaire.frame and bras_secondaire.frame

with link(x) dof = [0,x,0], force = [0,?fs(x,x’),0] end ;
join bras_secondaire.frame and reflecteur.frame

with link(x) dof = x || [0,1,0], torque = [0,7fs(x,x’),0] end ;

(* les forces *)
apply force body = satellite end on satellite.iframe ;
satellite end on reflecteur.iframe ;

apply force body
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Le point (ii) est illustré par les deux premieres déclarations du programme,

let satellite = body iframe = 0 end ;
let bras_primaire = body mass = 0, inertia = 0 end ;

qui traduisent que physiquement le satellite est un corps dont le repére de référence coincide avec
le repere d’inertie et que la partie primaire du bras est de masse et d’inertie nulle.

Le point (i) se traduit dans ce code, par le fait que les seuls objets nommés explicitement sont les
corps puisqu’on y fait référence aussi dans la définition des liaisons.

C’est la compilation du programme qui se charge de numéroter les corps, et de créer tous les
identificateurs nécessaires pour désigner les reperes, les déplacements, les vecteurs, . .. et qui fournit
une table de notation précisant quel identificateur représente quel objet.

Etant donné le nombre de grandeurs qui interviennent dans I’établissement des équa-
tions du mouvement d’un systeme mécanique — a chaque corps, on associe au moins
un repere de référence, un repere inertiel et un repere a chaque point d’articulation ; &
chaque repere, on associe une origine, sa position, son orientation, sa vitesse linéaire,

sa vitesse instantanée de rotation, ...— cette fonctionnalité de LSD le rend particuliere-
ment agréable a utiliser puisqu’elle évite d’avoir a gérer un grand nombre d’identifi-
cateurs.

Il existe en LSD un mécanisme de gestion de variables muettes, capable de distinguer les parametres
mécaniques du systeme des parametres dépendant du temps sur lesquels porteront les équations de
la dynamique. L’interét de ce mécanisme est de permettre de traduire n’importe quelle propriété
physique, sans imposer, la non plus, de contrainte de nommage.

Ainsi, dans I'expression ci-dessous :

join [0,0,7s] ++ 1 @ satellite and bras_primaire.frame
with link(x) dof = x || [1,0,0], torque = [?fs(x,x’),0,0] end ;
le fait que :

- le référentiel du point d’articulation du satellite avec le bras est I'image du référen-
tiel de référence du satellite par une translation selon l'axe Oz de ce dernier se
traduit simplement par [0,0,7s] ++ 1 @ satellite

- la liaison fait intervenir un parametre dépendant du temps est contenu dans
link(x) dof = x || [1,0,0],

et il n’est pas nécessaire de désigner explicitement la valeur de la translation — que 'on
avait désignée au chapitre (§2) par (0,0, z12) — ou le paramétre utilisé — g7 (t).

Cette fonctionnalité de LSD est importante en ce qui concerne :

- d’une part sa réusabilité,

Si 'on veut, par exemple, considérer, dans une étude ultérieure, le méme satellite
relié cette fois & une navette par un verin, il ne sera pas nécessaire de redéfinir la
liaison entre le satellite et le bras alors que vraisemblablement on préférera désigner
le satellite par Sa, le bras par Ss et donc la translation en question par (0,0, z23)
au lieu de (0,0, z12).
- d’autre part sa concision, et 1'utilisation de bibliotheque.

On peut en effet remplacer les deux déclarations concernant les liaisons :
join [0,0,7s] ++ 1 @ satellite and bras_primaire.frame

with link(x) dof = x || [1,0,0], torque = [?fs(x,x’),0,0] end ;
join bras_secondaire.frame and reflecteur.frame

with link(x) dof = x || [0,1,0], torque [0,7fs(x,x’),0] end ;
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par la déclaration suivante qui définit d’'une maniére générale les liaisons rotoides
avec rappel et amortissement — que ’on conservera dans une bibliotheque :

let rotoide(axe) = link(x) dof = x || axe,
torque = 7fs(x,x’)*axe
end ;
et les deux déclarations de liaisons — qui feront partie du programe :

join [0,0,7s] ++ 1 @ satellite and bras_primaire.frame
with rotoide([1,0,0]) ;

join bras_secondaire.frame and reflecteur.frame
with rotoide([0,1,0]) ;

3.2.2 la sémantique de LSD

LSD permet de décrire et manipule des objets de deux natures différentes :
- les objets mécaniques — corps, liaisons, forces et référentiels,

- les objets mathématiques — scalaires, vecteurs, matrices, déplacements, translations et rota-
tions.

Les objets mécaniques sont des enregistrements de plusieurs champs décrivant leurs caractéris-
tiques.

Ils doivent étre explicitement créés par 'utilisateur au moyen d’une déclaration, tandis que les
objets mathématiques sont automatiquement créés par le langage, et notamment & 1’aide de son
mécanisme de typage.

Lorsque certains champs sont absents de la déclaration d’un objet mécanique, cela signifie sim-
plement que la caractéristique correspondante de 'objet ne possede pas de propriété particuliere,
mais ces champs son créés par le langage et sont des lors accessibles.

Ainsi la déclaration let satellite = body iframe = O end ; est comprise par le langage de
la maniere suivante :

satellite est un corps et, a ce titre, possede une masse, une inertie, ... qui sont
quelconques, mais ses repéres de référence et d’inertie sont confondus.

Comme on 'a déja dit, LSD reconnait quatre types d’objets mécaniques :
- les corps,
- les liaisons,
- les forces (ou couples),

- et les référentiels.

Un corps est nécessairement rigide — voir paragraphe (§1.1.2) — L’objet du langage <corps>
possede quatre champs :

- <corps>.frame désigne un référentiel de référence qui lui est solidaire — toutes les propriétés
de nature géométrique sont définies a partir de ce repere de référence ;

- <corps>.mass désigne la masse du corps ;

- <corps>.iframe désigne le référentiel principal d’inertie du corps — i.e. le référentiel ayant
pour origine le centre d’inertie du corps et de base telle que la matrice de 'opérateur d’inertie
du corps par rapport a cette base soit diagonale ;
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- <corps>.inertia désigne 'opérateur central d’inertie du corps, i.e. 'opérateur d’inertie par
rapport a son centre d’inertie, sous la forme du vecteur des valeurs propres de sa matrice
dans la base associée au référentiel principal d’inertie.

On décrit un corps a ’aide du morceau de programme suivant :

body mass = <expression>, iframe = <expression> , inertia = <expression> end
L’expression attendue dans I’égalité concernant iframe est celle du déplacement qui transforme
le repere de référence du corps en son référentiel principal d’inertie. Si ce déplacement est donné
explicitement, il doit ’étre par rapport au repere de référence du corps.

Les liaisons que l'on peut décrire en LSD sont les liaisons holonomes régulieres telles que
I’ensemble des déplacements relatifs admissibles des deux corps liés soit un sous-groupe du groupe
des déplacements — voir paragraphe (§1.2.2) et notamment la remarque (1.34). Une liaison existe
de maniere intrinseque et peut étre utilisée a plusieurs endroits dans un méme systeme. Les ren-
seignements concernant les corps reliés par une liaison ne sont donc pas considérés comme des
caractéristiques d’une liaison et font l’objet d’une déclaration séparée :

join <référentiel> and <référentie]> with <liaison>
Ainsi, 'objet mécanique <liaison> possede trois types de champs :

- les champs du premier type, <liaison>.dof: ou ¢ est un entier optionnel compris entre 1 et 6
décrivent précisément la nature du sous-groupe des déplacements relatifs admissibles et ont
la forme d’une liste de déplacements dépendant de parametres ;

- les champs des deux autres types , <liaison>.force: et <liaison>.torquet désignent les
effort de liaisons, respectivement forces et couples, lorsque ce sont des efforts connus.

La description de liaisons a une forme similaire & celle des corps :
link dof = <expression>, force = <expression> , torque = <expression> end
ou

link dofl = <expression>, ... dof6 = <expression>,
forcel = <expression>, ... force6 = <expression>,
torquel = <expression>, ... torque6 = <expression>
end

On utilise la premiere forme si les mouvements relatifs admissibles pour la liaison font parties
d’un groupe de translation, ou d’un groupe & un seul parametre. On doit alors avoir, en regard
de dof, la translation en question ou un déplacement du groupe, exprimé relativement au premier
référentiel de la liaison. Par exemple, une liaison prismatique le long de I’axe de vecteur directeur
7+ 7 du premier référentiel de la liaison se déclarera par :

link(x) dof = [x,x,0] end
et une liaison parallele dans le plan (0,7, ) de ce méme référentiel se déclarera par :
link(x,y) dof = [x,y,0] end

Si, par contre, I’ensemble des mouvements relatifs admissibles est un groupe a plusieurs parametres
qui ne contient pas que des translations, on utilisera une liste de champs dof¢ contenant chacun
un déplacement, le premier déplacement étant exprimé dans le premier référentiel de la liaison, le
déplacement suivant étant exprimé dans le référentiel obtenu en appliquant le premier déplacement
et ainsi de suite.
Ainsi, la déclaration :

link(a,b) dof1l = [0,a,0], dof2 = b || [1,0,0] end

désigne une liaison que ’on peut décomposer en une translation selon 'axe Oy suivi d’une rotation
d’angle b autour de I’axe Oz, tandis que la déclaration :
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link(a,b) dofl =b || [1,0,0], dof2 = [0,a,0] end

désigne une liaison que I'on peut décomposer en une rotation selon I'axe Oz suivie d’une translation
selon I'axe Oy; image par la rotation de 'axe Oy.

De maniere analogue, dans l’exemple de programme vu plus haut, la liaison entre le référentiel
d’inertie du satellite et le repere fixe dénommé earth que l'on a déclaré par :

link(x,y,z,ps,th,ph)
dofl = [x,y,z],
dof2 = ps || [0,0,1],
dof3 = th || [1,0,0],
dof4 = ph || [0,0,1]]

end ;

possede un degré de liberté égal a 6, et est paramétrée par la translation entre les origines et, en
ce qui concerne la rotation, par les angles d’Euler.

Les expressions a l'intérieur des égalités relatives aux champs force, torque, force: et torquet
sont des vecteurs exprimés, le cas échéant, dans le méme repere que le déplacement auquel ils sont
associés.

Les forces et les couples qui ne sont pas des efforts de liaisons sont considérés par le lan-
gage comme des objets mécaniques a part entiere. Comme pour les liaisons, on ne considere pas
que le point d’application d’une force est une caractéristique de cette force, ni que le corps sur
lequel s’applique un couple est une caractéristique de ce couple. On utilise pour définir le point
d’application d’une force ou le corps sur lequel s’applique un couple, une déclaration séparée :

apply <force> on <référentiel> ou

apply <torque> on <corps>
Cela permet de pouvoir utiliser la méme force — par exemple la gravité — en plusieurs points du
systeme.
Les objets <force> (resp. <torque>) possédent donc deux champs :

- le premier <force>.value (resp. <torque>.value) désigne le vecteur force (resp. le moment
du couple) ;

- le second <force>.body (resp. <torque>.body) désigne le corps par rapport auquel ce
vecteur (resp. ce moment) est exprimé.

On utilise, pour déclarer les forces et les couples, une construction similaire a celle déja vue pour
les corps et les liaisons :

force value = <expression>, body = <expression> end
ou
torque value = <expression>, body = <expression> end

Les expressions des champs <force>.value et <torque>.value sont des vecteurs tandis que les
expressions des champs <force>.body et <torque>.body sont des corps déja déclarés.

Un référentiel peut-étre vu comme 'image d’un autre référentiel par un déplacement. En LSD,
il existe un référentiel privilégié que 'on désigne par earth qui est le référentiel galiléen que
I’on considérera fixe pendant I’étude du mouvement du systeme mécanique considéré. Les autres
référentiels sont définis a partir du référentiel de référence d’un corps — ou de earth — et d’un
déplacement. Ainsi, 'objet mécanique <référentiel> possede deux champs :

. <référentiel>.body désigne le corps duquel le référentiel est solidaire ;

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



128 OUTILS POUR LA MODELISATION

- <référentiel>.displ désigne le déplacement qui transforme le repere de référence du corps
<référentiel>.body en le référentiel voulu.

Contrairement aux précédents objets mécaniques, un référentiel doit se déclarer a 'aide d’un
constructeur qui ne fait pas explicitement référence aux champs, sous la forme :

<déplacement> @ <corps>

Les objets mathématiques peuvent étre définis a ’aide de certains opérateurs et de certains
constructeurs, mais cela n’est pas indispensable, un identificateur ou toute autre expression syn-
taxiquement correcte et compatible au niveau du typage pouvant en effet représenter n’importe
quel objet mathématique.

Les constructeurs définis en LSD sont les suivants :
[<s1>,<s9>,< s3> ] quicrée un vecteur a partir de ses composantes scalaires,
- <angle>| | <axe> qui crée une rotation a partir de son angle et de son axe,

- et <translation>++<rotation> qui crée un déplacement a partir d’une translation et d’une
rotation.

3.2.3 la syntaxe de LSD

Les objets manipulés par ce langage sont répartis dans deux classes syntaxiques, a savoir :
- les déclarations,
- et les expressions.

Un programme du langage est une suite de déclarations. Une déclaration a pour effet d’introduire
de nouveaux objets, elle peut étre construite de deux manieres différentes :

- récursivement, comme une suite de déclarations,
- ou en liant un identificateur a une expression,
On peut regrouper les déclarations en bibliotheques, ce qui permet, entre autre, de disposer de

différents domaines de nommage.

Les identificateurs acceptés sont des chaines de caracteres commencant par une lettre ou par un
underscore (_) et contenant autant de lettres et de chiffres que souhaité. La différence entre les
lettres minuscules et majuscules est reconnue.

On peut aussi utiliser des identificateurs paramétrés qui sont construits a partir d’un identificateur
et paramétrés par d’autres identificateurs.

Les expressions admises par le langages peuvent étre :
- des identificateurs ou des identificateurs paramétrés.

- des identificateurs qualifiés, construits automatiquement a partir d’identificateurs et d’opéra-
teurs de sélection, pour récupérer les déclarations d’'une bibliotheque ou les champs d’un
objet,

- créées récursivement a partir d’autres expressions par :

— des constructeurs d’objets mécaniques,
— des opérateurs mathématiques,
— un mécanisme qui permet de leur associer localement des déclarations.
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- données sous forme de notation fonctionnelle faisant intervenir un identificateur et d’autres
expressions.

La syntaxe du langage est résumée ci-dessous :

- <programme> ::= <liste de déclarations>

<>
<déclaration> ; <liste de déclarations>

- <liste de déclarations>

- <déclaration> ::= let <liste d’équations>
::= let <identificateur simple> ( <liste d’identificateurs typés> )
= <expression>
::= join <expression> and <expression> with <expression>
::= package <identificateur simple> = <liste de déclarations> end
1= apply <expression> on <expression>

<>
<équation>
<équation> and <liste d’équations>

- <liste d’équations>

- <identificateur simple> € Lang ([, A..Z,a..z] + [A..Z,a..2,0..9]")

- <liste d’identificateurs typés> ::= <>

: <identificateur simple> : <identificateur simple>
<identificateur simple> : <identificateur simple> ,
<liste d’identificateurs typés>

- <expression> ::= <identificateur>
::= <identificateur d’inconnue>
= <construction>
= <expression mathématique>
[ <expression> , <expression> , <expression> ]
::= local <liste d’équations> in <expression> end
1= <identificateur> ()
= <identificateur> ( <liste d’expressions> )
= <identificateur d’inconnue> ( <liste d’expressions> )
= <identificateur> : <identificateur> ( <séquence d’équations-1> )
= <identificateur> ( <séquence d’équations-1> )
::= ( <expression> )

- <équation> <identificateur simple> = <expression>
force = <expression>

torque = <expression>

- <identificateur> <identificateur simple>
<identificateur qualifié>

<identificateur paramétré>

- <identificateur d’inconnue> € Lang ([7] + [, A.Z, a..z]Jr)

- <construction> ::= body <séquence d’équations-2> end

: link <séquence d’équations—2> end
force <séquence d’équations—2> end
torque <séquence d’équations-2> end
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- <expression mathématique>

= <expression>

<expression>
<expression>
<expression>
<expression>
<expression>

OUTILS POUR LA MODELISATION

<expression>
<expression>
<expression>
<expression>
<expression>
<expression>

1= <expression> || <expression>
1= <expression> ++ <expression>
::= <nombre entier>

- <liste d’expressions> ::= <expression>
1:= <expression> , <liste d’expressions>

<équation>
<équation> , <séquence d’équations—1>

- <séquence d’équations—1>

- <identificateur qualifié> ::= <identificateur simple> . <identificateur simple>

<identificateur simple>
<identificateur simple>
<identificateur simple>

- <identificateur paramétré> <identificateur simple>

<identificateur simple>

<>
<équation>
<équation> , <séquence d’équations-1>

- <séquence d’équations—2>

3.2.4 la compilation d’un programme LSD

Pour implémenter un compilateur de LSD, on a utilisé le langage Standard ML, qui est un langage
fonctionnel polymorphe particulierement bien adapté a la création de prototypes d’autres langages
— voir [Milner, Tofte et Harper, 1990] ou [Paulson, 1991].

Ainsi le compilateur a été construit & partir de différents fichiers qui sont fournis en annexe (§B.1) :

- LSD.1lex qui décrit 'alphabet du langage, les caracteres et les mots réservés, sert a créer un
analyseur lexical,

- LSD.grm qui décrit la grammaire du langage et sert a créer son analyseur syntaxique,

- absyn.sml et typecheck.sml sont des fichiers spécifiques qui décrivent la syntaxe abstraite
utilisée par I'analyseur du compilateur et le mécanisme de typage.

On n’abordera pas ici les détails techniques concernant la compilation des programmes LSD, on
va se limiter & décrire le mécanisme de nommage inclus dans le compilateur, et, sur un exemple,
les expressions fournies, in fine, par celui-ci.

le mécanisme de nommage

En ce qui concerne le nommage, la premiere tache effectuée a la compilation consiste a récupérer,
a partir des déclarations de liaisons entre les corps, 'architecture du mécanisme décrit par le
programme et & numéroter les corps en fonction de cette architecture.

Ainsi, on crée le graphe associé au systéme mécanique — voir la fin du paragraphe (§1.1).
Ensuite, on parcourt ce graphe en utilisant un algorithme classiquement appelé “Breadth-first
search” produisant un arbre de recouvrement du graphe de profondeur minimal — voir pour plus
de détails [Cormen, Leiserson et Rivest, 1989]. Cet algorithme numérote les sommets au fur et a
mesure et localise les boucles — on présente son fonctionnement sur un exemple dans la figure (3.4).
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L’arbre de recouvrement correspond & un systeme mécanique arborescent sous-jacent au mécanis-
me de départ. Les liaisons représentés par les arétes de cet arbre sont dites principales, les autres
liaisons sont dites complémentaires. Cette distinction sera utile lorsque 'on s’intéressera a 1’étude
du mouvement de mécanismes bouclés — voir (§4).

Le schéma en haut a gauche montre ’architecture avant la numérotation, seul le sommet
correspondant au repere considéré comme fixe — earth — a été distingué comme la racine
de I’arbre de recouvrement, c’est le point d’entrée de 1’algorithme, et il est noté 0.

En haut a droite est représentée la méme architecture apres numérotation.

Sur le schéma du bas, on voit 'arbre de recouvrement, les arétes en pointillés corre-
pondent aux liaisons complémentaires qui rendent 1’architecture bouclée.

figure 3.4 : exemple de parcours de graphe en “Breadth-first search”

Les corps étant numérotés de 1 a n , on peut numéroter les liaisons :

Il existe une liaison principale et une seule qui relie le corps ¢ & un corps j si ¢ < j,
a cause de l'algorithme de parcours de graphe utilisé. On numérote donc les liaisons
principales de 1 & n comme les corps, une liaison ayant pour numéro le plus grand
des numéros attribués aux deux corps qu’elle relie. Les liaisons complémentaires sont
numérotées a partir de n + 1, selon un ordre arbitraire.

Les référentiels qui sont introduits dans les liaisons sont repérés en premier lieu par le numéro
du corps duquel ils sont solidaires et aussi par le numéro du second corps intervenant dans la
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liaison. Si, dans la description du systeme mécanique, interviennent d’autres référentiels, ils sont
numeérotés toujours par le corps duquel ils sont solidaires et de plus par un entier supérieur a n
dans un ordre arbitraire, n + 1 étant réservé pour le référentiel d’inertie du corps.

Quant aux couples (resp. forces), ils (resp. elles) sont numéroté(e)s par le corps sur lequel ils (resp.
le référentiel on elles) s’appliquent.

Il reste alors a introduire les notations suivantes :

- n le nombre de corps,

S; le corps en lui-méme
R; son repere de référence
Ri(n+1) son référentiel d’inertie
- pour le corps 1, i désignent | sa masse
Z; son opérateur d’inertie
Pi six parametres de position et d’orientation
Q; six parametres cinématiques

- pour la liaison principale j, reliant le corps ¢ au corps j avec i < 7,

L; la liaison en elle-méme

Rij le référentiel a I'articulation pour le premier corps
R ;i | désignent | le référentiel a I'articulation pour le deuxiéme corps
X; les parametres articulaires

V; les parametres cinématiques articulaires

- pour la liaison complémentaire k, reliant le corps ¢ au corps j avec i < j,

L la liaison en elle-méme

Rik le référentiel a I’articulation pour le premier corps
Rk |désignent | le référentiel a 'articulation pour le deuxiéme corps
X les parametres articulaires

Vi les parametres cinématiques articulaires
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Rin+2)s Ritn4a)s- - d’autres référentiels solidaires du
corps S;
FE; ou F&Ei une force extérieure s’exercant

sur le référentiel R; ou R (ici
k est quelconque)

et, le cas échéant, C&; désignent | un couple extérieur s’exercant sur
le corps S;
FLij une force de liaison s’appliquant

sur 'origine du référentiel R;; a
I’articulation
CL;; un couple de liaison s’appliquant

sur le corps ¢ concernant la liaison
entre le corps S; et le corps S;

Les seuls objets qui seront manipulés par le générateur des équations de la dynamique sont des
objets mathématiques : scalaires, vecteurs, matrices, voire translations, rotations et déplacements.

C’est pourquoi, pour chacun des objets qui ont été nommés ci-dessus, LSD va produire les variables
correspondantes, s’il en existe. Ainsi, il sera défini :
- pour chaque repere de référence R; d’un corps, le déplacement qui transforme R (le repere
fixe associé & earth) en R; : D_0i.
- pour chaque référentiel Ry (ici k est quelconque), deux déplacements
— le déplacement qui transforme Rg en R;x : D_0_ik,
— le déplacement qui transforme le repere de référence R; en R; : D_i_ik,
- pour chaque opérateur d’inertie Z;,

— sa matrice dans la base du référentiel d’inertie R;(,41) : MIgi,

— et sa matrice dans la base du repere fixe : MOIg_i,

— et les matrices dans les mémes bases de 'opérateur d’inertie par rapport a 'origine O;
du repere de référence du corps, a savoir respectivement MIo_i et MOIo_q,

- pour les parametres de position et d’orientation P;, les scalaires correspondant :
pi[11 (e, ..., pil6] (t),
- pour les parametres cinématiques Q;, les scalaires correspondant : qi[1] (t), ..., qi[6] (1),

- pour les parametres articulaires &}, les scalaires correspondant : xj[11 (t), ...
(il y en a autant que le degré de liberté de la liaison)

- pour les parametres cinématiques articulaires V;, les scalaires correspondant : vj[1] (t),
...(il y en a autant que le degré de liberté de la liaison)
- pour chaque force extérieure FE; (resp. FEir),

— son vecteur : FE_i (resp. FE_ik),

— Dexpression de ce vecteur dans la base du référentiel attaché a son point d’application :
VFE_i (resp. VFE_ik),

— Dexpression de ce vecteur dans la base du référentiel fixe : VOFE_4 (resp. VOFE_ik),

- pour chaque couple extérieur C&;

— son vecteur : CE_t,

— Dexpression de ce vecteur dans la base du référentiel attaché a son point d’application :
VCE._i,

— D’expression de ce vecteur dans la base du référentiel fixe : VOCE_i,

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



134

- pour chaque force de liaison FL;;,

— son vecteur : FL_ij,
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— Dexpression de ce vecteur dans la base du référentiel attaché a son point d’application,

i.e. le référentiel R;; de la liaison : VFL_ij,

— Dexpression de ce vecteur dans la base du référentiel fixe : VOFL_ij,

- pour chaque couple de liaison CL;;,

— son vecteur : CL_ij,

— lexpression de ce vecteur dans la base du référentiel du corps S; attaché au point

d’articulation, i.e. le référentiel R;; : VCL_ij,

— Dexpression de ce vecteur dans la base du référentiel fixe : VOCL_ij.

De plus, a chaque fois que LSD aura défini une variable D_a — « pouvant prendre n’importe laquelle
des formes que ’on a rencontré plus haut — il définira les variables correspondantes en translation

et en rotation :

- le vecteur de la translation : T_q,

- ses expressions dans les différents reperes Rg — 3 étant soit un entier, soit un couple d’entier

— concernés : VAT _q,

- la rotation : R_q,

- sa matrice dans les bases associées aux différents reperes Rg concernés : MGT_ov.

Une fois définies toutes ces variables, LSD écrit toutes les équations qui les relient, soit par leur
nature méme, soit a cause des propriétés qui ont été déclarées dans le programme de description

du mécanisme considéré.

On reproduit ci-dessous, a titre d’exemple, le fichier fourni par la compilation du programme de
description du satellite telle qu’on I’a montré dans la section (§3.2.1).

(¥ definition de la structure *)

>N :=4 ;

> BODIES := S_1 = ’satellite’,

> S_2 = ’bras_primaire’,

> S_3 = ’bras_secondaire’,
> S_4 = ’reflecteur’;

(* definition des variables *)

(x affectations declarees *)
V1T_1_15 := 0 ;

M1T_1_15 := 1Id ;

mu_2 := 0 ;

mu_3 := 0
MIg_2 := 0 ;
MIg_3 := 0 ;

VAT_4_45 := [0,0,v4T_4_45_z] ;
MIg_4 := 0 ;

)

V V V V V V V vV

(x affectations deduites *)
> VOT_1_15 = 0 ;
> MOIo_2 := 0 ;
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> MO0Io_3 := 0 ;

3.3 un algorithme de génération des équations du mouvement

On va décrire dans cette section un formalisme original, particulierement bien adapté a la généra-
tion automatique des équations du mouvement de mécanismes.

Ce formalisme a été développé dans 'optique d’étudier le mouvement de mécanismes dont on ne
connait pas, a priori, le degré de liberté.

En ce qui concerne les mécanismes & structure arborescente, on a montré — théoreme (1.41) du
paragraphe (§1.2.3) — que leur degré de liberté est égal & six fois le nombre de corps mobiles diminué
de la somme des degrés de contrainte des liaisons. L’intérét de ce formalisme intervient donc
surtout lors de ’étude du mouvement de mécanismes a structure bouclée — mais aussi lorsqu’un
mécanisme a structure arborescente possede un grand nombre de corps, pour éviter d’avoir a
calculer au préalable son degré de liberté.

Un autre intérét de ce formalisme est de faire intervenir, comme on va le voir, essentiellement des
grandeurs mécaniquement significatives.

Les équations du mouvement sont obtenues en suivant une approche mixte (Newton-Euler et
Lagrange) de la modélisation dynamique dans la mesure ol :

- les équations du mouvement d’un systeme mécanique quelconque sont obtenues par dériva-
tion de la quantité de mouvement du systeme et de son moment cinétique, conformément &
la méthode de Newton,

- les efforts inconnus des réactions aux liaisons sont exprimés a partir de multiplicateur de
Lagrange, dans la variété de configurations,

- les équations du mouvement d’un systéme mécanique a structure bouclée font aussi intervenir
des multiplicateurs de Lagrange.

Toutefois, la partie du travail d’élaboration des équations qui fait intervenir des dérivations a été
exécutée une fois pour toute et n’apparait plus lors de I'utilisation du formalisme.

Cela est rendu possible en scindant le procédé de modélisation dynamique d’'un mécanisme en
deux étapes :

i. les différents corps du systéme sont considérés comme indépendants, on écrit :

- les équations différentielles du mouvement gouvernant un paramétrage maximal de la
variété primitive de configurations,

- les contraintes algébriques induites sur ces parametres par les liaisons que 'on n’a pas
considérées,

ii. dans le cas arborescent, on calcule explicitement la variété de configurations du mécanisme
soumis aux liaisons, on crée un paramétrage minimal de cette variété, et on réécrit les équa-
tions précédentes dans ce nouveau paramétrage.

Lors de la premiere étape, les spécificités du systeme mécanique considéré n’interviennent pas
directement dans 1’élaboration des équations différentielles, c’est pourquoi l'on a pu effectuer les
dérivations de la quantité de mouvement et du moment cinétique une fois pour toute en considérant
un systeme mécanique générique.

De plus, dans le cas arborescent, I’élimination des termes concernant les efforts inconnus de réac-
tions aux articulations est réalisée automatiquement par le calcul explicite de la variété de config-
urations, et par la création automatique d’un paramétrage minimal du systeme.
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Si ’on considére un mécanisme & architecture bouclée, il n’est pas possible, tout au moins actuelle-
ment et dans le cas général, d’effectuer systématiquement la deuxieme étape dans un temps et avec
un volume de calcul raisonnables — ceci sera étudié plus en détail dans le prochain chapitre. On
se ramene donc au mécanisme a architecture arborescente sous-jascent que ’on traitera comme
n’importe quel mécanisme a architecture arborescente. Les liaisons complémentaires fourniront
alors des équations algébriques supplémentaires sur les parametres du mécanisme.

Ce formalisme a été implémenté dans le cadre du logiciel GEMMES développé pour I’ “aerospatiale”
— voir [Garnier et Rideau, 1989a] — et consacré & la génération des équation de la mécanique et &
la manipulation d’expressions symboliques.

3.3.1 description du formalisme — établissement des équations

Les noms choisis pour les parametres généralisés et les vitesses généralisées peuvent
apparaitre inversés par rapport a l'usage de certains traités de mécanique, notamment
en mécanique hamiltonnienne. Ils ont été néanmoins choisis ainsi pour rester cohérent

avec le logiciel GEMMES.

On considére ici un mécanisme — au sens de la section (§1.1.5) — constitué de n corps et dont les
laisons sont holonomes réguliéres. On étudie son mouvement par rapport a un référentiel inertiel
Ry d’origine O.

L’idée qui a prévalu a la conception de ce formalisme est d’obtenir, in fine, des équations différen-
tielles qui puissent se traduire sous forme matricielle par I’expression — dans le cas d’un mécanisme
a structure arborescente :

M(p).4¢ = S(p.q) + F(p,q) (3.3.1.1)
expression dans laquelle :

- p est un vecteur de taille §' — on rapelle que §' désigne le nombre de degré de liberté du
mécanisme étudié — dont les composantes sont les parametres généralisés du mécanisme et
forment une carte de sa variété de configurations.

- q (resp. ¢) est un vecteur de taille 6' dont les composantes sont les (resp. les dérivées par
rapport au temps des) parametres cinématiques généralisés du mécanisme et forment une
carte de 'espace tangent a sa variété de configurations. Les ¢ représentent une grandeur
homogene a une accélération dite “accélération généralisée”.

- M(p) est une matrice (6! x 6') dépendant de p dite “de masse généralisée” car elle regroupe
des termes de masse et d’inertie de chacun des n corps.

- S(p,q) est un vecteur de taille §' dépendant de p et de ¢ dit “de second membre” qui regroupe
tous les termes indépendant des efforts exercés sur le mécanisme, qui ne sont pas facteurs de
g. Il inclut notamment ce que ’on appelle classiquement les forces centrifuges et de Coriolis,
dues aux accélérations normales et d’entrainement.

- F(p,q) est un vecteur de taille 6' dépendant de p et de ¢ dit “des forces généralisées” qui
réunit les termes dépendant des efforts exercés sur le mécanisme.

Si l'on considére un mécanisme a structure bouclée, on cherchera a obtenir une expression similaire :

M(p).g=S(p,q) + F(p,q) + " (Av(p)) A (3.3.1.ii)

ainsi que les équations algébriques dites “de contrainte” — voir (§1.3.3) :

Ay(p)g=0
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Dans ces expressions, si on désigne par S le systeme mécanique arborescent sous-jascent au mé-
canisme S, et par ' son degré de liberté, M (p) est une matrice (&' x 8'), p, q, ¢, S(p,q), F(p,q)
sont des vecteurs de taille §*, et
- Ay(p) est une matrice (> 5¢ x §') — ot 3 6¢ désigne la somme des degrés de contrainte des
liaisons complémentaires — c’est la matrice jacobienne des équations de liaisons.

- A est un vecteur de taille Y §° dont les composantes sont des variables dépendantes du
temps, les multiplicateurs de Lagrange.

équations des corps libres

Dans un premier temps, on regarde les corps comme libres dans ’espace. A chaque corps S;, on
attache un référentiel R; dont la position a l'instant ¢ est le repére™ R; ayant pour origine le point
O;.

Ainsi, pour chaque corps §; on repere sa configuration & 'instant ¢ par six parameétres de position
et d’orientation, qui sont les composantes du vecteur p;, les trois premieres étant les coordonnées
du vecteur O—O: dans le repere Ry, les trois autres définissant I'orientation de S; — il s’agit, par
exemple, des trois angles d’Euler ou de Bryant.

On utilise aussi six parametres cinématiques, les composantes du vecteur ;.

- Les trois premiers parametres cinématiques sont les coordonnées de la vitesse en translation
du point O; par rapport au repere Ry — que l'on notera v; exprimées dans ce repere. On a

donc :
gi1 Pl
Qa2 = Pio (3.3.1.iii)
q:3 Pis

- Les trois derniers sont les coordonnées du vecteur vitesse instatanée de rotation du corps S;
— que l'on notera w; — exprimées par rapport au repere Ry. Ce ne sont donc pas exactement
les dérivées des parametres de position correspondant, mais ils leur sont reliés par une égalité
de la forme :

qi4 Pia
qi5 =Pi(pi) - | pis
qi6 ﬁiﬁ

La matrice PB;(p;) qui dépend de la représentation des rotations choisie, est calculée d’apres la
propriété suivante — si on note p; la matrice de la rotation qui transforme Ry en R; :

d
pour tout vecteur X, o7 (piX) =wi A pi. X
R

Si ’on décide d’utiliser les angles de Bryant — voir (§1.2.1) — et que l'on pose :

Pia =D,
Pis = y@i
Pie = Zd)i

* Aucune confusion n’étant possible, on ommetra I’indice ¢t accompagnant habituellement les grandeurs dépendant
du temps.
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1 0 Sin(pi5)
alors : Bi(pi) = | 0 cos(pia) —sin(psu)cos(pis)
0 sin(pia)  cos(pia)cos(pis)

On va établir, pour chaque corps S;, les équations de Newton-Euler du mouvement qui gouvernent
p; et q;, & savoir :

- la loi fondamentale de la dynamique :
wiv(Gi) = Fext (3.3.1.iv)
- le théoreme du moment cinétique :
Zi(Gi)wi + wi ANLi(Gy)wi = Coxt (Gi) (3.3.1.v)

On rappelle que dans ces équations, on désigne par :
- u; la masse du corps S;, G; la position de son centre d’inertie, Z; son inertie par rapport au
point G;,
- Foy, la résultante du torseur des efforts extérieurs,
- Coxt(G5), le moment, au point G; du torseur des efforts extérieurs.

Si on rééerit les équations (3.3.1.iv) et (3.3.1.v) en faisant apparaitre 'origine O; du repere de
référence attaché au corps, on obtient! :

o <"y(01) +w; ANO;G; +w; A <wi A\ OZG1>) = Foxt
N o (3.3.1.Vi)
L(Oz)wz + w; A L(Ol)wl +u 0,G;0,G; w; + w; A (,u 0,G;0;G; wi) = cht(Gi)
puisque :

0; = G;+G,;0; donc v(G;) = ’U(Oi)-f—wi/\OiGi et ’y(Gl) = v(Oi)+wiAOiGi+wi/\ (wi N OiGi)

et que : o
Z,(Gy) = Z;(0;) + 1 O0,G;0,G;4

Si de plus, on utilise le fait que les efforts sont représentés par un torseur, c’est a dire que l'on a :
—
cht(oi) - cht(Gi) + OZG’L A cht

alors on peut combiner les équations (3.3.1.vi) pour obtenir :

o <"y(01) +w; AN O;G; +w; A <wi A\ OZG1>) = Foxt
(3.3.1.vii)
p O;Giv(0;) + i (0;)wi + wi A Zi(O;)w; = Cext (05)

en utilisant la propriété remarquable du produit vectoriel :

pour tous vecteurs X et Y, XANYAYAX)=-YAXA(XAY))

- — —
TDans tout ce qui suit, on note X (resp. M N) Yopérateur linéaire associé au vecteur X (resp. MN) tel que

XY =X AY (resp. MN Y = MN A Y') pour tout vecteur Y.
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Les équations (3.3.1.vil) peuvent s’écrire — en exprimant les différents vecteurs et les différents
opérateurs par rapport au repere R; — matriciellement par blocs :

qi1
nw 0 0 Gi2
0 p 0 |—p 0:G; qi3 _ —Wi Wi Ol—GZ + Fext (3.3.1.viii)
0 0 p dia ~wi Li(Os)wi Coxt(01)
1 0:G; Z;(0s) dis
di6

soit, avec des notations évidentes :
M (pi)qi = Si(pi, q:) + Fi(pi, 9i)

Si I'on regroupe maintenant tous les corps considérés comme libres en un seul systéme mécanique,
on obtient les équations par construction :

M (p1) 0 0 q &1(p1,q1) S1(p1,91))
0 My (p2) - : g2 _ S2(p2,92) N F2(p2, q2)

0
0 . 0 M, (pn) dn S (Pnsdn) Sn(Pns dn)

ou, pour abbrévier :
M(p)q = &(p,q) +(p.q) (3.3.1.ix)

équations avec multiplicateurs

On va maintenant considérer les liaisons existantes entre les corps du systéme et on va étre amené
a introduire des “multiplicateurs de Lagrange” pour représenter les composantes inconnues des
efforts de liaisons.

On suppose qu’il existe une liaison ¢;; de degré de contrainte §°(¢;;) entre les corps S; et S; du
systeme.

On a vu — au paragraphe (§1.2.2) — que l'on peut associer, au moins localement, & cette liaison,
une submersion f(;;) de la variété primitive de configurations V'(S; U S;) du systeme restreint au
deux corps liés vers IR (4is),

Cela revient & traduire la liaison par 6¢(¢;;) équations contraignant les parametres du systeéme.
Ces équations sont de la forme f(;;),(pi, p;) avec k = 1,...,6°(¢;;). Elles permettent d’obtenir, par
différentiation, §°(¢;;) équations indépendantes contraignant linéairement les p; et les p; :

Z zt])l Pik +Z az])l —0

k=1 Pik
(3.3.1.x)

6f ) 7, ©
Z 8(le Z J)6

k=1 k= Pk
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ce que l'on écrira matriciellement :

: : pi
( Eli' (pivpj) Eji- (piapj) ) . =0
(i9) (i9) _
bj
ou en faisant intervenir les q; et les q; dans la mesure ou la matrice 3;(p;) est inversible — ce qui
est le cas presque partout :

' j qi
( Dy (i pi) Dy (pis ) ) . =0
J
1 0 0
Dlijy (ispi) = L5 (pis pj) 00 1
0 (Bi(ps) ™!
avec
1 0 0
j i 01 0 0
0 (B;(p) "

La théorie Lagrangienne établit que la puissance développée par les composantes inconnues des
efforts de liaison est nulle dans tout mouvement, réel ou virtuel, compatible avec cette liaison.
On démontre alors facilement que la puissance développée par ces composantes au cours d'un
mouvement quelconque décrit par (p;,p;) s’exprime sous la forme :

ij -
1 31311

§5C A( ok 8f(17)k
17 -
k=1 6p16

(sz‘l S Pis Pl ... ﬁjs) (3.3.1.xi)

k=1 " Opin

= Owio

dans laquelle les A(;;);, sont des inconnues appelées “multiplicateurs de Lagrange”.
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En effet, on peut regarder la puissance développée par les composantes inconnues des
efforts de liaison comme une forme linéaire Il(;;) définie sur 'espace tangent a la variété
primitive de configurations du systéme S; US; qui, & un mouvement (p;, p;) associe la
puissance développée au cours de ce mouvement < I;;y | (s, bj) >.

Dire que cette puissance est nulle si le mouvement considéré est compatible avec la
liaison, c’est dire que si les §°(¢;;) contraintes (3.3.1.x) — qui sont aussi des formes
linéaires définies sur I'espace tangent a la variété primitive de configurations du systeme
— sont nulles alors TI(;;) est nulle.

Et comme la dimension de l’espace tangent est finie, cela entraine, par dualité, que
I1(;;) appartient, en tant que forme linéaire, au sous-espace vectoriel dual engendré par
les formes linéaires de contrainte.

Les multiplicateurs de Lagrange A;;), ne sont autres que les coefficients de la combi-
naison linéaire exprimant II(;;) en fonction des formes linéaires de contrainte. o

On peut exprimer la puissance (3.3.1.xi) sous forme matricielle :
T(’S?(;ij) (p’ia pj))
( Tpi Ty, ) ( Agj) )
T(’Q’zij) (pu p]))
ou, en faisant intervenir les parametres cinématiques :
T( Z(w) (pu p]))
( T, Tg, ) ( A ) (3.3.1.xii)
T(sz) (pu p]))

Or, mécaniquement, la puissance des composantes inconnues des efforts de la liaison £;; développée
au cours d'un mouvement quelconque du systeme S; U S;, est définie par :

U(GZ) . ngji + w; . Cliji + U(Gj) . ng].j + wj . Ogi].j (331)(111)
Donc, si l'on ne regarde que le corps S;, les efforts extérieurs correspondant aux composantes in-

connues des efforts de la liaison avec le corps S; s’expriment, par identification entre les expressions
(3.3.1.xii) et (3.3.1.xiii), par le vecteur :

T(gfij)(lﬂiapj)) (Aqigy)
et les équations du mouvement de ce corps soumis a la liaison ¢;; s’écrivent :
M (p:)di = Si(piy i) + Fi(pe, ) + T(gl@) (pi, pj)) (Ags)

Si 'on considere maintenant toutes les liaisons présentes dans ’architecture du systeme, on peut
obtenir, par construction, les équations de son mouvement sous la forme :

M(p)g = &(p,q) +F(p,q) + (D)) (4) (3.3.1.xiv)

ou M, G et § sont définis comme précédemment — dans le cas ou les corps étaient considérés
comme libres, et ou :
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- A est le vecteur colonne des multiplicateurs de Lagrange :

A1

Alléc(el)

Ap 1

Ag,se(0,)

en renumérotant les liaisons de 1 a v,

- T(D(p)) est construite par blocs & partir des T(CDZ('Z.‘;.’)H 3 (p)) :

elle possede autant de colonnes de blocs qu’il y a de liaisons dans le systeme, et
autant de lignes de blocs qu’il y a de corps dans le systeme, le bloc correpondant
a la i-eme ligne et a la k-ieme colonne étant :

- T( 1('1.].)(]3)) si la k-ieme liaison relie le corps S; au corps S,

— nul si cette liaison ne fait pas intervenir le corps S;.

A ces équations différentielles gouvernant les parametres p et q, il faut, bien entendu ajouter les
les équations algébriques dite “de contrainte” que ces parametres doivent satisfaire a tout instant
t lors du mouvement réel et qui s’écrivent :

o). (q)=0

équations sans multiplicateurs

Pour avoir les équations du mouvement d’un mécanisme sous 1'une des deux formes voulues —
(3.3.1.1) dans le cas d’un mécanisme & structure arborescente, (3.3.1.i1) dans le cas d’'un mécanisme
a structure bouclé — on est maintenant amené a éliminer, au moins partiellement les multiplicateurs
de Lagrange, et changer de paramétrage.

On considére un paramétrage minimal de la variété de configurations du mécanisme (ou du systeéme
mécanique arborescent sous-jascent, si la structure du mécanisme étudié est bouclée).

Soient donc p le vecteur donc les composantes sont les nouveaux parametres de position et g le
vecteur dont les composantes sont les nouveaux parametres cinématiques.

On admet que 'on peut exprimer les anciens parametres p et ¢ en fonction des nouveaux p et g
par les relations suivantes :

-pouri=1,....,n, k=1,...,6, pik = Yik(p)
q1 a1
=V(p)

qn dn
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d’ou ’on déduit :

q1 D1

qn Dn

a l'aide du diagramme commutatif suivant® :

- U €
p p q
wT Z—ﬂ Twm
P n P o q

On verra plus loin un algorithme qui permet d’obtenir les nouveaux parametres et les relations a
partir de la structure du mécanisme étudié et de la nature des liaisons rencontrées.

Dans le cas arborescent, puisque un paramétrage minimal de la variété de configurations, par
définition, prend en compte toutes les liaisons, les équations de contrainte que ’on peut réécrire :

D(p)¥(p) . =0

sont vérifiées quelles que soient les valeurs des composantes de g et donc :
D(p)¥(p) =0

On peut donc simplifier sensiblement les équations du mouvement (3.3.1.xiv) en utilisant ¢ et
U(p). On obtient successivement :

(T () Mp)a="(¥(p) &(p,q) + (¥(p)) F(p.q)
puis  T(¥(p)) M(s(p)) (‘1’(1))(1 - ‘P(p,p)) ="T(U(p) S (p), ¥(p)a) + (¥ (p) F(¥(p), ¥(p)q)

ce qui, avec les notations adéquates, s’écrit — dans la mesure ott P(p) est inversible :

M(p) 4= S(p,q) + F(p,q) (3.3.1.xv)

Dans le cas bouclé, on ne sait pas toujours — comme on le verra au chapitre suivant — trouver
un paramétrage minimal de tout le systeme. On détermine alors un systeme mécanique arborescent
sous-jacent au mécanisme étudié et on distingue parmi les liaisons, celles qui font partie du systeme
sous-jacent des liaisons dites complémentaires.

On peut alors scinder la matrice de contrainte et le vecteur des multiplicateurs de Lagrange en
deux blocs, I'un concernant exclusivement les liaisons complémentaires. Par un jeu de notation,
et en prenant soin de bien dimensionner les nouvelles matrices de contrainte quitte a ajouter des
blocs nuls, on écrira les équations du mouvement du mécanisme et ses équations de contrainte :

Mp)d = &(p,a) +F P, q) + " (Darn(p)) (Aarn) + " (Demp(p)) (Aemp)
Darb (P) (3.3.1.xvi)
=0
Demp (p) ( )

1 0
tDans ce diagramme, on a mis B (p) pour désigner en fait < .
0 B
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les indices a1, €t cmp Se rapportant respectivement aux liaisons du systeme mécanique arborescent
sous-jacent et aux liaisons complémentaires

La connaissance d’un paramétrage minimal (p,q) de la variété de configurations du systéme mé-
canique arborescent sous-jacent nous fournit alors, comme précédemment, des relations 1,1 (resp.
une matrice W,,},) reliant les anciens parametres de position (resp. cinématiques) aux nouveaux.

Et la matrice W, possede bien entendu la propriété :
garb(p)\l/arb(p) =0

En utilisant ¢ et W, on peut alors réécerire les équations (3.3.1.xvi) successivement en :
T(q}arb(p)) M(p)g = T(q}arb(p)) S(p,q) + T(q}arb(p)) S(p,q) + T(‘I’arb(p)) T(:Dcmp(p)) (Aemp)
Dennp(®) - (g ) =0

puis en :

(W (1) (e (0) (Vart (P)3 + Vo (p:5) ) =

(
(\parb( ) & (Yarb (), Yarb(p)q) +T(\Parb( ))& (Yarb (p); Yarb(p)q)
1 (Warb () "(Decmp (Yarb (p))) (Aemp)

Do (Vs (1)) - Yarn(p) - (g ) =0

ce qui nous permet, avec les bonnes notations, d’obtenir les équations du mouvement sous la forme
souhaitée :

M(p).g=S(p.q) + F(p,q) + 7 (Av(p)) A
Ay(p) . q=0

(3.3.1.xvii)

3.3.2 algorithme de génération des équations

Il reste & présenter l'algorithme qui permet d’engendrer automatiquement, pour un mécanisme
quelconque, les équations de la dynamique qui modélisent son mouvement en utilisant le formalisme
décrit ci-dessus.

On considéere que la description du mécanisme étudié a fourni les renseignements nécessaires sur
son architecture, ses liaisons, les caractéristiques cinétiques de chacun des corps et les forces qui
s’appliquent en différents points de ce mécanisme.

Schématiquement, on peut alors écrire cet algorithme comme suit :
i. si la structure du mécanisme est bouclée,

- déterminer les liaisons complémentaires,
- introduire Acmp, et établir Pexpression de Demp(p),
- remplacer le mécanisme par le systeme mécanique arborescent sous-jacent,

ii. établir Pexpression de la matrice de masse M (p) en fonction des parametres initiaux de
position,

iii. établir 'expression du vecteur de second membre &(p, q), en fonction des parametres initiaux
de position et cinématiques,
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iv. établir 'expression du vecteur des forces généralisées en fonction des parametres initiaux de
position et cinématiques,

v. établir 'expression de la matrice de contrainte D (p) en fonction des parameétres initiaux de
position, et introduire les multiplicateurs de Lagrange A,

vi. éliminer les multiplicateurs de Lagrange, et pour cela :

- déterminer un paramétrage minimal de la variété de configurations du systéme,

- exprimer les relations existant entre le nouveau et ’ancien paramétrage tant en ce qui
concerne les parametres de position qu’en ce qui concerne les parametres cinématiques,
i.e. les relations ¢ et la matrice W,

- multiplier terme & terme les équations :

M(p)d = S(p.a) + F(p,q) + (D(p) (4)

par la transposée de U,
vii. exprimer les équations en fonction du paramétrage minimal,
viii. si le mécanisme initial était bouclé,

- ajouter aux équations le terme

() "@emp(¥ () (Aemp)

- et établir les équations de contrainte en calculant la matrice Ay

les étapes simples

La réalisation des étapes (ii) & (iv), (vii) et (viii) ne présente pas de difficultés majeures & condition
toutefois :

- de posséder les variables adéquates décrivant les différents corps du systeme — par exemple
celles qui sont fournies en sortie du compilateur LSD, voir (§3.2.4) — et, le cas échéant, les
formules qui les relient (formules de changement de repere, formules de dérivation vectorielle,
formules de composition des vitesses . ..),

- d’utiliser un logiciel de calcul formel permettant de manipuler des expressions matricielles,
d’effectuer des substitutions a l'intérieur des expressions et possédant un langage de pro-
grammation simple.

On va ici se contenter de présenter le calcul de la matrice M(p) sur un exemple. Pour cela,
on considére & nouveau le satellite qui a servi d’exemple dans le chapitre (§2), et on utilise les
variables définies dans la section (§3.2.4) — in fine — ainsi que les variables MMassMax et MMassMax_i
qui designent respectivement 9t(p) et MN;(p).
Le calcul est alors réalisé par la création successive d’équations comme le montre le code ci-
dessous? :

> MMassMax = BlockDiagonal(seq(MMassMax_.i, i = 1..N) ;

[ MMassMax_1 0 0 0 ]
[ 1
[ 0 MMassMax_2 0 0 ]
MMassMax = [ 1
[ 0 0 MMassMax_3 0 ]
[ 1

Sgs, &* et &~ sont des opérateurs qui implémentent respectivement la multiplication par un scalaire, la multipli-
cation et I'opérateur tilde
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[ 0 0 0 MMassMax_4 ]

> seq(MMassMax_.i = BlockMatrix([[&s(mu_.i,Id),&s(-mu_.i,& (VOT_.i._.i.5))],
[&s (mu, &~ (VOT_.i._.i.5))),M0Io_.1i],
i=1..N) ;
[ mu_1 &s Id 0 ]
MMassMax_1 = [ 1,
L 0 MOIo_1 ]
[ o 0 1]
MMassMax_2 = [ 1,
[ o 0o ]
[ o 0 1]
MMassMax_3 = [ 1,
[ o 0o ]
mu_4 &s Id - mu_4 &s &~ ( VOT_4_45 ) ]

[
MMassMax_4 = [
L

mu_4 &s &~ ( VOT_4_45 )

MOIo_4 ]

MMassMax_2 et MMassMax_3 sont directement évaluées comme des matrices nulles dans la mesure
ou la description du systeme a déja produit les affectations :

> VOT_1_15 = 0 ;
>mu_2 := 0 ;
>mu_3 := 0 ;

> M0Io_2 := 0 ;
> M0Io_3 := 0 ;

De plus la compilation du programme LSD de déscription du mécanisme a aussi engendré :

- au niveau matriciel, des équations exprimant les caractéristiques cinétiques des corps, et des
formules de changement de reperes :

> MOIo_1 = MOIg_1 ;

> VOT_4_45 = MOR_0_4 &x* V4T_4_45 ;

> MOIo_4 = &s(-mu_4,&" (VOT_4_45) &* &~ (VOT_4_45)) ;
> MOIg_1 = MOR_O_1 &* MIg_1 &* &t(MOR_O_1) ;

- et au niveau scalaire des affectations transcrivant les propriétés des corps et définissant les
vecteurs et les matrices soit en fonction des parametres du systéme soit en fonction des
caractéristiques physiques des corps :
> MOR_0_4 ;

[cos(p4[51(t)) cos(p4l6]1(t)), - cos(pal[5](t)) sin(p4(6]1(t)), sin(p4[5](t))]
[sin(p4[4] (t)) sin(p4[5]1(t)) cos(p4l[B6](t)) + cos(pal4](t)) sin(p4l[6](t)),
- sin(p4[4](t)) sin(p4[5]1(t)) sin(p4l[61(t)) + cos(pa[4](t)) cos(pal6](t)),
- sin(p4l[4] (£)) cos(p4[5](t))]
[- cos(p4l4](t)) sin(p4[5](t)) cos(p4l6](t)) + sin(pa[4](t)) sin(pal6](t)),
cos(p4[4] (t)) sin(p4[5]1(t)) sin(pal[61(t)) + sin(p4[4](t)) cos(p4l6l(t)),
cos(pal[4] (£)) cos(pal5] (£))]

> V4AT_4_45 ;
0

Lo R N Ko N

]
]
0 ]
]
]

V4T_4_45_z
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> MOR_O_1 ;
[cos(p1[5] (t)) cos(p1[6]1(t)), - cos(p1i[5](t)) sin(p1l[6]1(t)), sin(p1[5](t))]
[sin(p1[4](t)) sin(p1[5](t)) cos(pl[6](t)) + cos(pi[4](t)) sin(p1[6](t)),
- sin(p1[4]1(t)) sin(p1[5]1(t)) sin(p1[61(t)) + cos(p1[4](t)) cos(pil6](t)),
- sin(p1[4] (£)) cos(pi[5](t))]
[- cos(p1[4](t)) sin(p1[5](t)) cos(pll6](t)) + sin(p1i[4](t)) sin(pil[6](t)),
cos(p1[4]1(t)) sin(p1[51(t)) sin(p1[6](t)) + sin(p1[4](t)) cos(p1i[6](t)),

cos(p1[4] (t)) cos(p1[5](t))]

> MIg_1 = matrix([[M1Ig_1_xx,0,0],[0,M1Ig_1_yy,0],[0,0,M1Ig_1_zz]]) ;
M1Ig_1_xx 0 0

[
[
MiIg 1 = [ 0 MiIg_1_yy 0
[
[

[ S S '

0 0 MilIg_1_zz

On peut ainsi avoir, si on le désire, I'expression de tous les composants scalaires de la matrice

M(p).

les étapes (i) et (v)

On a vu comment le parcours du graphe de la structure du mécanisme en “Breath First Search”
permet de décomposer I’ensemble des liaisons en liaisons principales et complémentaires et permet
de déterminer I'arbre de recouvrement qui définit la structure du systéme mécanique arborescent
sous-jacent.

Pour achever ces deux étapes, il s’agit donc de pouvoir exprimer D (p), et le cas échéant D cmp(p),
a partir de la description de la nature des liaisons.

On considere une liaison entre les corps S; et S; faisant intervenir les reperes R;; et
73j¢

Les renseignements fournis par la description de la nature de cette liaison consistent en
la donnée sous forme paramétrique de ’ensemble des déplacements relatifs admissibles
transformant, a l'instant ¢, la position du premier repere en la position du second.

Si d;; = (7ij,pij) est un tel déplacement, on peut décrire la position de l'origine du
repere de référence du corps S; de deux manieres différentes, ce qui donne :

OOj = %: + OiOij + 75 + Ojin

dans cette équation OO; et O;;0; ne dépendent que des parametres de position pj,
00; et O;0;; des parametres de position p; et 7;; des parametres articulaires p;.
De méme, si on note €2;; le vecteur rotation instantanée associé a d;;, on a :

wj = Qij +w;
En différentiant ces six équations, on obtient une expresssion de la forme :

D};a; + Djjai + Dijg; = 0 (3.3.2.)

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



148 OUTILS POUR LA MODELISATION

d’ot il est théoriquement possible d’éliminer les parametres articulaires cinématiques g;
pour obtenir la matrice de contrainte — on trouvera explicitement les équations (3.3.2.1)
dans [Papegay et al., 1991].

Cet élimination peut étre coliteuse en temps de calcul. C’est pourquoi, en fait, on préferera dans
une implémentation, utiliser une bibliotheque de liaisons prédéfinies paramétrables — par exemple
par la direction du (ou des) axe(s) de rotation et/ou de translation — et posséder, au niveau
du générateur des équations de la dynamique une bibliotheque correspondante — d’expressions
précalculées — fournissant automatiquement les équations de contrainte en fonction du type de
liaison utilisée et des parametres la définissant.

I’étape (vi)

Pour chaque liaison ¢;;, on suppose ici que I'on sait, soit par le calcul direct, soit en faisant appel
a une bibliotheque d’expressions précalculées :

- déterminer un paramétrage minimal (p;,q;) de la variété de configurations relative du sous-
systeme S; U S; soumis exclusivement a ¢;;,

- exprimer les relations existant entre le nouveau et 'ancien paramétrage tant en ce qui con-
cerne les parametres de position qu’en ce qui concerne les parametres cinématiques, c’est a
dire avec des notations habituelles, écrire — voir (§1.2.2)) :

p; = ij(pirpy) et a4; = Ui (pj)ai + ¥, (ps)g; (Si i =0, pj = o;(p;) et q; = W), (pj)flj)

On pose alors :

1 0 0
0
U;(ps) =
0 0 0 1 0 0
0 0 Ti(p) 0 0 V. (p) O 0
0 0 0 1 0 0
0
0 0 1
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1 0 0
0
1
(sii=0, Tip))=] o0 0 Wp;) O 0 1)
1
0
0 0 1
de sorte que :
q1 q1
q5-1 qj-1
qj = V;(p;) 4
dj+1 qj+1
dn qn
alors :
q1
q1
q2
q2
= Uy(pn) Yn-1(Pn-1) ... Ya(p2) ¥i(p1)
qn—1
qn—lqn
dn

d’otr: ¥(p) = Vu(pn) ¥no1(Pn-1) --. Ya(p2) ¥i(p1)

Remarque 3.1 Il est important de remarquer que c’est la numérotation des liaisons a ’aide du
parcours du graphe de la structure en “Breath First Search” qui permet d’obtenir cette expression
de ¥(p) dans la mesure ou l'on n’exprime la position d’un corps en fonction des coordonnées
articulaires d’une liaison que si les positions de tous les autres corps qui lui sont reliés sont déja
exprimées en fonction des coordonnées articulaires des liaisons correspondantes.

De maniere analogue, on obtient les expressions des anciens parametres de position en fonction
des nouveaux en écrivant :

Pj = Viyj (Winiy (- -+ Wigi_y (Voiy, (Piy,)s Pi_1 )5 - - ) Piy)spj) = ¥5(p)

ou la suite d’indices 1,12, ..., est obtenue en parcourant, de la feuille vers la racine, le chemin
de I’arbre qui relie la racine au nceud correspondant au corps S;.

On est ainsi en mesure, grace a I’algorithme décrit ci-dessus, d’obtenir automatiquement les équa-
tions du mouvement de mécanismes a structure arborescente, sous une forme particulierement
agréable, a condition de pouvoir manipuler des expressions matricielles et vectorielles.
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3.4 manipulations d’expressions en MAPLE

La manipulation des équations décrivant la dynamique des mécanismes et, plus généralement,
de toutes les expressions algébriques que l'on peut rencontrer au cours de la génération de ces
équations est un intérét fondamental de 'utilisation du calcul formel pour cette téache.

Cet intérét se manifeste a double titre :

- en ce qui concerne la simplification, d’'une part, parce que les équations qui vont étre trans-
mises a un simulateur numériques sont destinées a étre évaluées un grand nombre de fois —
a chaque pas d’intégration — et donc qu’un gain de taille, méme faible, sur les expressions
au niveau formel entrainera un gain de temps de simulation non négligeable,

- d’autre part, en ce qui concerne la manipulation proprement dite, dans la mesure ou 'inter-
prétation mécanique des équations n’est réalisable que si certaines grandeurs y apparaissent
explicitement, ce qui peut nécessiter des factorisations, des regroupements de termes, des
changements de variables, ...

On présente dans cette section deux bibliotheques de procédures MAPLE qui implémentent dans
ce systeme de calcul formel :

- l'une, la manipulation d’expressions matricielles,
- Pautre, la manipulation de quaternions et d’expressions construites a partir de quaternions.
Ces deux bibliotheques sont essentiellement différentes.

La premiere a été congue pour étre intégrée a un logiciel de génération formelle des
équations de la dynamique des mécanismes utilisant le formalisme de Kane — développé
dans le cadre d’une étude supportée par le Centre National d’Etudes Spatiales de
Toulouse, voir [Capolsini, 1991]. Elle exploite au mieux les fonctionnalités de MAPLE
concernant I'introduction, la définition et 'utilisation de nouveaux opérateurs.

La deuxieme intervient a un niveau de détail des expressions plus élevé puisqu’elle per-
met de représenter les rotations de ’espace par des quaternions. Elle est completement
autonome et n’utilise de MAPLE que le langage de programmation et quelques fonc-
tionnalités de base. Cette bibliotheque — voir [Capolsini, Dalmas et Papegay, 1991] et
[Capolsini, Dalmas et Papegay, 1992] — a été développée a la demande du CNES pré-
cisément pour résoudre des problemes de représentation des rotations.

3.4.1 les expressions matricielles

MAPLE dispose, de maniere standard d’une large bibliotheque de procédures de manipulation
des expressions matricielles mais celles-ci ne sont utilisables que sur des matrices completement
instanciées.

On a vu cependant — au chapitre (§2) — 'importance de pouvoir considérer des termes qui représen-
tent des matrices sans avoir acces a leurs composantes scalaires.

Il existe également en MAPLE un évaluateur matriciel spécialisé, la fonction evalm qui, appelée
sur une expression 1’évalue en considérant qu’elle est constituée de matrices. Mais son emploi
n’est pas satisfaisant car, d'une part, elle ne reconnait pas les opérateurs de produit scalaire et
de produit vectoriel et, d’autre part, les performances de simplification ne sont pas suffisantes,
comme on peut le constater sur 'exemple suivant :

> evalm(A &* B - A &* (B - A));
(A &* B) - (A &+ (B - A))
> evalm(A &* B &*x (2%¥B) - A &* B);
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2 (A &xB) - (A &* B)
> evalm(A &* B &x (2%B)-B &* A~0);
Error, (in evalm/amperstar) &* is reserved for matrix multiplication

Par contre il existe en MAPLE une fonction define qui permet de définir de nouveaux opéra-
teurs en leur associant des propriétés algébriques et/ou des regles de simplification décrivant leurs
comportements.

On a utilisé cette fonction — ou tout au moins on s’est inspiré de son code — pour définir les
opérateurs suivants qui peuvent étre utilisé indifféremment en notation préfixe ou infixe, exceptés
la transposition et I'opérateur tilde* qui sont unaires.

La multiplication par un scalaire est notée &s, est binaire, reconnait les scalaires 0 et 1 et
regroupe les multiplications scalaires imbriquées.

> &s(0, A);
0
> &s(1, A);
A
> &s(2, &s(3, A));
6 &s A

L’addition est notée &+ et est n-aire. Elle est commutative, reconnait I’élément neutre 0 — notée
comme le scalaire 0 —, regroupe les additions imbriquées et extrait les multiplications scalaires.

> A &+ 0;
A
> &+(A, &+ (B ,0));
&+(A, B, C)

> &s(a, A) &+ &s(b, A);
(a+Db) & A

L’opérateur tilde transforme un vecteur — une matrice 3 x 1 en une matrice 3 x 3. Il est noté
&, est unaire, reconnait le vecteur nul et extrait les multiplications scalaires.

> &7 (0);

> &7 (&s(a, A));
a &s (&° A)

La transposition est notée &t, est unaire, reconnait la matrice nulle, la matice identité — notée
Id. Elle est involutive et tient compte du caractere antisymétrique de 'image d’un vecteur par
Iopérateur tilde. Elle extrait également les multiplications scalaires.

> &t (0);

0
> &t (Id);

Id
> &t (&t A);

*L’opérateur tilde a déja été introduit dans la section précédente : & un vecteur de ’espace il associe une matrice
antisymétrique telle que le produit d’un vecteur par cette matrice réalise le produit vectoriel des deux vecteurs
considérés.
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A
> &t (&™ A);
(-1) &s (&~ A)
> &t (&s(a, A));
a &s (&t A)

La puissance est notée &” et est évidemment binaire. Elle reconnait les exposants 0 et 1 et
extrait egalement les multiplications scalaires.

> A& 1

A
> A & 0

Id
>0 & x;

0

> &s(x, A) & y;

y
x & (A& y)

La multiplication est notée &* et est n-aire comme ’addition mais non-commutative. Elle
accepte comme argument aussi bien des termes représentant des matrices 3 X 3 que des termes
représentant des vecteurs, mais ne vérifie pas le bon dimensionnement des matrices manipulées.
Par défaut, elle :

- regroupe les multiplications imbriquées,

- reconnait la matrice identité et la matrice nulle,

- regroupe éventuellement un produit sous forme de puissance,
- extrait les multiplications par des scalaires,

- reconnait que la multiplication d’un vecteur par son image par 'opérateur tilde est nulle.

> &x(A, &x(B,C));

&*(A, B, C)

> &*x(Id,A);

A
> &*x(A,Id);

A
> &x(A, 0);

0
> &x(0, A);

0
> &x(A, A, A);

A& 3

> A &x (&s(x, B));
x &s (A &* B)
> (& A) &* A;

L’inverse est un opérateur unaire noté &i défini & partir de l'opérateur de puissance. Il est
involutif et extrait la multiplication par un scalaire.
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> &i(A);
A& (1)
> &i(&i (A));
A
> &i (&s (a, A));
1/a &s (A & (-1))

Le produit scalaire est noté &. et est binaire et symétrique. Il est défini comme étant la
multiplication de I'un des vecteurs par la transposée de I’autre et hérite ses propriétés de bilinéarité
des propriétés de la multiplication.

> &.(B, A);
(&t A) &* B
> &.(A,B);
(&t A) &* B
> &.(&s(2, A), B);
2 &s ((&t A) &* B)

Le produit vectoriel est défini a partir de 'opérateur tilde et hérite de ses propriétés. Il est
noté &x, est binaire et antisymétrique.

> &x (A, B);
(&~ A) &* B
> &x(B, A);
(-1) &s ((&~ A) &* B)

> &x (A, 0);

0
> &x(0,A);

0
> &x(A, A);

0

> &x(&s(2, A), B);
2 &s ((&" A) &* B)

Avec les opérateurs définis ci-dessus, on est & méme d’écrire les expressions matricielles les plus
diverses et notamment celles rencontrées dans la génération des équations de la dynamique des
mécanismes.

Pour manipuler ces expressions, on dispose de deux fonctions spécifiques expand et evalmat.

Le but premier d’expand est de distribuer les produits par rapport aux sommes, mais cette fonction
utilise aussi les propriétés suivantes :

- la transposée d’un produit est le produit des transposées pris dans l'ordre inverse,
T(AB)=TBTA
- la transposée d’une somme est la somme des transposées,
T(A+B)=TA+"B
- inverse d’un produit est le produit des inverses dans I’ordre opposé,

(AB)'=B7'a™!
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- la puissance d’un produit est le produit autant de fois que nécessaire,
(AB)® = ABABAB
- I'image par 'opérateur tilde d’une somme est la somme des images par cet opérateur,
(AB)=A+B

- enfin, une regle sur le double produit vectoriel qui se traduit sur 'opérateur tilde :

comme on le voit ci-dessous :

> expand(A &* (B &+ C));
(A &* B) &+ (A & C)
> expand (&t (A &* B));
(&t B) &* (&t A)
> expand (&t (A &+ B));
(&t A) &+ (&t B)
> expand (&~ (A &* B, -1));
(B & (-1)) & (A & (-1))
> expand (&~ (A &* B, 3));
&*(A, B, A, B, A, B)
> expand (&~ (A &+ B &+ C));
&+(&~ A, & B, & C)
> expand (&~ ((&~ A) &* B));
((-1) &s ((& B) &+ (&~ A))) &+ ((& A) &+ (&~ B))

Quant a evalmat, elle évalue les expressions matricielles en réappliquant récursivement les regles
de simplifications utilisées par défaut dans la définition des opérateurs et en reconnaissant les
opposés dans les sommes et les inverses dans les produits. Ainsi, on arrive & simplifier 'expression
donnée plus haut en exemple du fonctionnement imparfait de la fonction evalm de MAPLE :

> (A &* B) &+ ((-1 &s A) &x (B &+ (-1 &s A)));
(A &*x B) &+ (&s(-1, A) &+ (B &+ &s(-1, A)))
> expand(");
&+(A &* B, &s(-1, A &* B), A & 2)
> evalmat(");
2
A

Par contre, on n’est pas en mesure de tenir compte des propriétés de certaines matrices — matri-
ces antisymétriques, matrices de rotation — et de certains vecteurs — orthogonalités — manipulés.
Pour cela, il faudrait utiliser un systeme de calcul formel possédant un mécanisme de typage des
expressions plus performant que celui de MAPLE — voir (§3.5.

On trouvera en annexe (§B.2) le code MAPLE qui implémente toutes les procédures présentées
dans cette section.

3.4.2 les expressions a base de quaternions

“QUATERMAN”, pour MANipulateur de QUATERnions est une bibliotheque de procédures MAPLE
qui permettent de travailler dans I'algebre des quaternions. Elle est composée d'un ensemble de
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procédures implémentant les opérations de base du corps des quaternions, des opérations sur les
vecteurs de l'espace & trois dimensions (qui interviennent naturellement dans les quaternions),
des manipulations symboliques classiques sur ces objets (utilisation de la distributivité des pro-
duits, simplifications usuelles), les opérations qui permettent d’utiliser les quaternions pour faire
de la géométrie euclidienne dans lespace tridimensionnel (représentation des rotations comme
des quaternions de norme 1) ainsi qu'un peu de calcul différentiel (quaternion dépendant d’un
parametre réel).

La principale caractéristique de QUATERMAN est la possibilité de manipuler des quaternions sous
trois formes différentes :
- purement symbolique — un identificateur,

- purement numérique — les quatres composantes sont connues,

- mixte : on connait la composante scalaire et la composante vectorielle (sous la forme d’une
expression formelle).

Manipuler cette derniére forme est indispensable pour les applications des quaternions a la géo-
métrie. Cela a donc nécessité I’écriture des opérations de base du calcul vectoriel (somme, produit
scalaire et vectoriel) qui puissent manipuler des vecteurs et des expressions vectorielles sous forme
symbolique (ce qui n’existait pas dans MAPLE, la bibliotheque 1inalg n’étant capable de ma-
nipuler que des vecteurs dont les composantes sont explicitement connues i.e. des listes de trois
expressions ou des tableaux).

Dans cette section, on va d’abord rappeler quelques propriétés mathématiques des quaternions
— le lecteur intéressé pourra utilement se référer & [Borgne, 1987] — ensuite, on verra la fagon
d’exprimer les quaternions et les vecteurs dans QUATERMAN ainsi que les opérations de base de la
bibliotheque, enfin on rappelera brievement le lien entre les quaternions unitaires et les rotations
de l'espace.

I’algébre des quaternions

L’ensemble des quaternions est simultanément :

- un espace vectoriel réel lorsqu’on le munit de I'addition de R* (B) et de la multiplication
externe par un réel (0J),

- un corps non commutatif si on le munit de B et d’une multiplication interne (K) telle que
les vecteurs de la base canonique 1, i, j et k vérifient :

iRi=jRj=kRk=—1
jRk=—kRj=i
ERi=—iRk=j
iRj=—jRi=k

etbiensir IK1=1,1XKi=1¢ 1XKj=5et I1XKE=F.

- et par conséquent une algebre non commutative de dimension quatre sur le corps des réels
(munit de B, de X et de [J).
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Le produit de deux quaternions s’écrit, si q1 et g2 ont respectivement comme coordonnées dans la
base canonique (s1, 21,1, 21) et (s2, 22,2, 22) :

§182 — T1T2 — Y1Y2 — 2122

$1T2 + S2T1 + Y122 — Y221
g1 Xgo:
S$1Y2 + S2y1 + 21T2 — 2221

8122 + 8221 + T1Y2 — X221

Puisque I’ensemble des quaternions est un corps, il existe une opération qui, a tout quaternion ¢
non nul associe son inverse que nous noterons ¢~

Le corps des quaternions contient un sous-corps commutatif JR[J1 isomorphe & IR et un sous-espace
vectoriel sur ce corps R+ R j + IR k isomorphe & R>.

Ainsi on est amené a décomposer tout quaternion en la somme de sa partie scalaire et de sa partie
vectorielle. L’opération involutive de conjugaison transforme un quaternion ¢ en le quaternion g
de méme partie scalaire et de partie vectorielle opposée.
Le produit de deux quaternions peut alors s’écrire naturellement & partir des opérations courantes
de R (+,Xx) et de R? (B, ®, A, <.,.>), sl ¢1 et g2 se décomposent respectivement en (s1,v1) et
(82, ’1}2) :

S189— < V1,V >

a1 Mg
(51 @’02) &b (52 O] 1)1) ©® (’Ul /\’UQ)

De plus, l'algebre des quaternions est une algebre normée, la norme d’un quaternion étant définie
& partir du produit scalaire de R*, < -,- > par :

lell =v<a,a>= \/%((Gﬁq)ﬁﬂ(qﬁﬁ))

le carré de cette norme intervient dans le calcul de I'inverse d’un quaternion car :

i 1 gg

¢ ' =—5Uqg
llqll

représentation des quaternions

Lorsque l'on calcule dans ’algebre des quaternions, on est amené a utiliser des quaternions sous
trois formes différentes qui correspondent a des niveaux de détail supplémentaires. En effet, comme
on I’a vu plus haut, on peut désigner un quaternion par :

i. un symbole,

ii. un couple, dont la premiere composante est la partie scalaire, et dont la deuxieme est la
partie vectorielle du quaternion, cette derniere partie pouvant étre elle-méme :

- un symbole,
- le triplet de ses coordonnées scalaires dans une base prédéfinie,

iii. le 4-uplet de ses coordonnées dans la base canonique (voir le §3.4.2)

Si 'on veut simplifier des expressions faisant intervenir des quaternions — ou des vecteurs — que
I’on ne connait que par un symbole, les seules regles que 'on peut utiliser sont dues aux propriétés
des opérations (commutativité, associativité, distributivité, . ..).
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Par contre, si 'on connait, méme formellement, la composante scalaire et la composante vectorielle
des quaternions rencontrés dans une expression, il est possible d’utiliser, pour simplifier cette ex-
pression, des régles faisant intervenir des propriétés de ces composantes (parties scalaires opposées,
parties vectorielles colinéaires ou orthogonales, . . .).

Enfin, il est clair que la connaissance des quatre coordonnées des quaternions considérés permet
d’effectuer completement les calculs et d’atteindre — au détriment en général de la taille des
expressions obtenues — un degré de simplification maximal.

Dans QUATERMAN, on accepte donc que n’importe quel symbole représente un quaternion, 1'utili-
sation d’un symbole dans une expression écrite a base d’opérateurs dédiés aux quaternions étant
suffisante pour que ce symbole soit considéré comme représentant un quaternion. Il en va bien
entendu de méme pour les vecteurs.

Par contre, pour manipuler des quaternions sous une des deux autres formes, il sera nécessaire
d’indiquer & MAPLE que les couples ou les 4-uplets en question représentent bien des quaternions,
au moyen d’une fonction de création gmake. De plus, déclarer qu'un couple représente un quater-
nion entrainera implicitement que la deuxieme composante soit considérée par la bibliotheque
comme un vecteur.

Des types (au sens de la fonction MAPLE type) sont associés aux objets ainsi déclarés et aux
expressions construites a partir d’opérateurs dédiés pour permettre d’utiliser simultanément, en
limitant les risques d’erreurs, & la fois QUATERMAN et les objets traditionnellement manipulés par
d’autres librairies de MAPLE.

Le fait de pouvoir manipuler des quaternions sous des formes différentes oblige a prendre en compte
différents niveaux de calcul et a pouvoir a tout moment passer d’un niveau a un autre lorsque c’est
mathématiquement correct et désirable.

Aux trois formes sous lesquelles peuvent apparaitre les quaternions, correspondent trois niveaux
d’évaluation des expressions :

- Lorsque 'on écrit des expressions avec des opérateurs dédiés aux quaternions ne faisant
intervenir que des quaternions sous forme de symboles MAPLE, aucune évaluation n’est
effectuée a part I’évaluation standard de MAPLE. Néanmoins, des regles de simplification
rattachées aux opérations sont appliquées.

- Le deuxiéme niveau d’évaluation correspond a la manipulation des quaternions sous forme

de parties scalaires et de parties vectorielles. On calcule a ce niveau en le demandant ex-
plicitement (par la fonction geval). A ce niveau interviennent des opérations sur les vecteurs
formels et les regles de simplification qui leur sont rattachées.

- Le troisieme niveau correspond a la manipulation de quaternions dont on connait les 4
composantes. Les calculs sont alors fait totalement par défaut. On peut évidemment accéder
a ce niveau d’évaluation a partir du niveau précédent et du mécanisme d’évaluation de
MAPLE en affectant aux vecteurs représentant des parties vectorielles de quaternions leurs
coordonnées dans la base canonique.

opérations sur les quaternions

Les six opérations présentées au paragraphe 3.4.2 sont représentées par les six procédures :
- gadd : 'addition n-aire,
- gsmult : la multiplication par un scalaire,
- gmult : la multiplication interne n-aire,

- ginv : l'inversion,
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- qconj : la conjugaison,
- qnorm : le carré de la norme.

Conformément & la philosophie MAPLE, les opérations qui font intervenir des quaternions dont
on connait numériquement les composantes sont effectuées par ces procédures.

L’évaluation d’une expression contenant ces opérations de bases entraine ’application — récursive
— des regles de simplification suivantes :

qHBHO0, —¢q .
° (Q.i)
O, Hqg—4q
B (eBg) — aBepHg ..
(Q.ii)
(Be)Beg —qaBgepHg
g1 Haqo
— @HBaq (Q.iii)
Q2 =<q

(aBq)B(OHqg) — (a+b)Hgq
(aBq)Bqg— (a+1)Hgq (Q.iv)
qgB(alq) — (1+a)lq

(0B q) — 0, (Q.v)
(1lq) — ¢ (Q.vi)
(kE0,) — 0, (Q.vii)
ald(bHq) — (axb) g (Q.viii)
1, X
e B4 (Q.ix)
g®¥1, —¢q
0, X 0
o g —Ug (Q.x)
g®0, — 0,

@ X (e XNq3) — g1 Mg Xas )
(Q.xi)

(1 Xg) Mgz — g1 Rg2a X g3

(aldq) X (b g) — (axb) (g1 Xga) (Q.xii)
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(qHUHJ 4 (Q.xiii)

¢ iR (Q.xiv)
qRqgl=t — 1,

(@B — 2 Pl (@

7—q (Q.xvi)

allg— allg (Q.xvii)

o= = ta (@it

JaBq] — a*lg] (@)

Comme on peut le voir, il s’agit de la combinaisons des regles classiques de calcul dans un corps
et une algebre involutive (pour la conjugaison). On reconnait (et on simplifie) les éléments neutres
de la somme et du produit, les sommes et les produits deviennent n-aires (application de la loi
d’associativité), le zéro est absorbant, I'inversion et la conjugaison sont involutives, les opposés et
les inverses sont reconnus dans les sommes et les produits (et plus généralement les scalaires qui
multiplient un méme quaternion sont factorisés). ..De plus, les termes d’une somme ou d’un pro-
duit sont ordonnés suivant l'ordre classique de MAPLE (fonction sort avec le parametre address,
notée < ci-dessus).

Ces regles ont été choisies pour correspondre aux regles de simplification appliquées par défaut en
MAPLE sur les expressions a valeurs dans le corps des réels ou des complexes.

On peut effectuer, en le demandant explicitement, d’autres transformations algébriques élémen-
taires sur ces expressions, qui font intervenir les propriétés de distributivité. L’appel des procédures
correspondantes (en fait, la fonction expand de MAPLE correctement étendue) permet d’appliquer
les regles suivantes :

all(g1Bq) — (aUq)B(alge) (D)
(1 Bq2) Mgz — q1 X g3 BgaXgs (D.ii)
(@ Rg) ™ — g VR g Y (D.iii)

opérations sur les vecteurs

L’évaluation au deuxieme niveau des expressions écrites a partir des procédures décrites au para-
graphe précédent nécessite que soient disponibles certaines opérations sur les vecteurs de dimension
3. Ceci est réalisé par les cinq procédures :

- vadd : 'addition n-aire,
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- vsmult : la multiplication par un scalaire,
- vprod : le produit vectoriel,

- vscal : le produit scalaire,

- vnorm : la norme d’un vecteur.

Ces procédures effectuent les calculs lorsque les coordonnées des vecteurs sont connues méme
seulement de maniere formelle.

Voici les regles utilisées récursivement par ces procédures pour la simplification des expressions
vectorielles.

v@ 0, —wv
v (V.i)
0, v —w
v1 D (v2 Dvg) —>v1 B2 DU
1D (v2 @ v3) 1 D2 D3 (Vi)
(01@02)@03%01@02@’03
S
nER A euw (V.ii)
V2 < U1
(av)®(bov) — (a+b)Ov
(a@v)®v— (a+1)Ov (V.iv)
v®(a®v) — (a+1)Ov
0Gv) —0, (V)
(1eov) —wv (V.vi)
(k®0,) —0, (V.vii)
a®(bov) — (axb)Ov (V.viii)
A0, — 0
vy v (V.ix)
0, Av—10,
vAv — 0, (V.x)
V1 N\ Vg .
— (-1) ® (v2 A1) (V.xi)
Vo < VU1
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(a®v1) ANvg — a @ (v1 Avg)

(V.xii)
v A(a®v2) — a® (v1 Avg)
<v,0, >>—0
v (V.xiii)
<0,,v>—0
< v1,V2 > .
—r< vg,v1 > (V.xiv)
V2 < U1
< (a®@u1),vg >— ax < v1,vy >
(V.xv)
< w1, (a @) >— ax < vy,v9 >
< (v1 Awvg),v1 >— 0,
< (v1 Awvg),vg >— 0
S v (V.xvi)

< V1, (’Ul A ’1)2) >— 0,
< V2, (1)1 A 1)2) >—> Ov

Les regles suivantes correspondent a de la distributivité et ne sont pas appliquées par
défaut. Elles sont disponibles gréace a la fonction expand.

a® (v ®ve) — (a®v1) ® (a® ) (D.iv)
(v1 ®v2) Avg — vy A vz @D va Aug (D.v)
< (v1 B va),v3 > — <wvp,v3 >+ < vg,v3 > (D.vi)

Il est aussi possible de déclarer que certains vecteurs ont des propriétés particulieres, et notam-
ment de déclarer que deux vecteurs sont colinéaires, ou sont orthogonaux, ou encore que trois
vecteurs forment une base orthonormée. Ceci peut se faire en utilisant les possibilités classiques de
MAPLE, par assignation du résultat d’'une expression fonctionnelle. Par exemple vprod(vl, v2)

= 0 exprime que v1 et v2 sont colinéaires (on aurait pu aussi 'exprimer par v1i := vsmult(k,
v2)), vscal(vl, v2) = 0 exprime que v1 et v2 sont orthogonaux. L’assignation d’une norme en-
traine la prise en compte du produit scalaire correspondant i.e. apres vnorm(v2) := 1 le produit

scalaire de v2 par lui méme vaudra 1. On peut aussi utiliser la fonction gqtrans qui permet de
manipuler un ensemble de telles propriétés d’une maniére plus souple (on peut revenir en arriére
plus facilement, tester les effets de plusieurs ensembles d’hypotheses. .. ).

quaternions et rotations

L’ensemble des quaternions unitaires (de norme 1) qui est isomorphe & la sphere de dimension 3
a une structure de groupe multiplicatif (pour X).

En tant que tel, il opere sur le corps des quaternions par :

A\ q) — /\&q&)\[_”
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A chaque quaternion unitaire, on peut donc associer un automorphisme intérieur du corps des
quaternions.

On démontre que cet automorphisme laisse R> (en tant qu’ensemble des quaternions purs) invari-
ant et que sa restriction sur cet ensemble est une rotation de IR>.

La réciproque est vraie, & toute rotation r de IR®, on peut associer un quaternion unitaire X tel
que pour tout vecteur v, on ait :

r(v) = AKX (0,0) KA

Notons toutefois que A et —1 [\ sont associés a la méme rotation i.e que SO(3) est isomorphe au
quotient du groupe des quaternions unitaires par le groupe {—1,1}.

Si ’on connait une rotation par un vecteur unitaire u de son axe et la mesure 6 de son angle, un
des quaternions unitaires associés a cette rotation est :

cos (6/2)
sin (6/2) ©u

Sil’on connait une rotation par un des quaternions unitaires A : (Ag, A1, A2, A3) qui lui sont associés,
sa matrice dans la base (4, j, k) s’écrit :

)\02 + )\12 - )\22 - )\32 2()\0)\3 + )\1)\2) 2()\1)\3 — )\0)\2)
2()\1)\2 — )\3)\0) )\02 — )\12 + )\22 - )\32 2()\0)\1 + )\2)\3)
2(XoXa + A \3) 2(X2A3 + A1 )3) DY) P D P I P

Réciproquement, si I’on connait une rotation par sa matrice M, on sait que 'on peut obtenir un
vecteur unitaire u de son axe et une mesure 6 de son angle par les formules suivantes :

trace(M) = 1+ 2 cos(6)

1
§(M — M") = sin(6)a
(ott 'on note ~ l'opérateur qui & un vecteur u associe la matrice @ telle que pour tout vecteur v,
on ait @.v = u Av), ce qui donne un des quaternions unitaires A : (s,v) représentant la rotation :

s= %\/1 + trace(M)
1
= (M — M")
24/1 + trace(M)

[SH

On trouve dans QUATERMAN un ensemble de procédures qui permettent ainsi de faire l'interface
entre les rotations, les matrices et les quaternions : trouver un quaternion représentant la rotation
d’angle et d’axe donnés (rot2quat, passage inverse (quat2rot), passage d’une matrice de rotation
au quaternion correspondant (mat2quat)...

3.5 un manipulateur-simplificateur d’expressions matricielles

On a vu, dans la section précédente, comment il est possible d’utiliser un systeme de calcul formel
classique pour manipuler des matrices et des vecteurs de maniere relativement satisfaisante.
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Néanmoins, si on a pu prendre en compte, dans la simplification des expressions en question,
la plupart des propriétés standards des opérations (commutativité, associativité, élément neutre,
symétrique, ... ), cela a nécessité de gros efforts de programmation.

De méme, I’adjonction de nouvelles propriétés aux opérateurs ou I'introduction de nouvelles regles
de calcul nécessiterait, non seulement 1’écriture de nouvelles procédures, mais aussi de reconsidérer
et de modifier la plupart des procédures existantes.

De plus, les stratégies de simplification choisies ont été déterminées une fois pour toute et vont
parfois a 'encontre des résultats souhaités :

Ainsi, bien que la multiplication de matrice soit distributive par rapport a I’addition,
Ax A+ Ax B+ Bx A+ Bx B n'est pas une expression plus simple que (4+ B)(A+ B),
alors que la forme la plus simple de (A+ B)(A+B)— AxB— Ax A, est bien Bx A+ B« B.

Enfin, on n’a pas pu, faute d’un mécanisme de typage des variables performant, attacher des
propriétés spécifiques a certaines expressions, par exemple écrire que A~! = TA si A est une
matrice de rotation.

Ces inconvénients des systemes de calcul formel classique ont motivé des réflexions théoriques sur
la simplification en calcul formel — voir [Faure, 1992] — qui ont débouché, dans le projet SAFIR, a
IINRIA, sur I’écriture d’un prototype de systéme de calcul formel, ULYSSE dédié & la manipulation
d’expressions et a la simplification.

On présente ci-dessous, apres avoir introduit la philosophie de ce logiciel, une implémentation des
manipulations matricielles utiles a la génération automatique des équations de la dynamique des
mécanismes.

3.5.1 calcul équationnel, réécriture, et simplification modulo propriétés

Manipuler des expressions, en calcul formel, c’est effectuer du calcul équationnel, c’est a dire
calculer dans I’ensemble des expressions modulo des équations.

Ainsi, calculer Pexpression 0 4 sin(z) en sin(z) c’est calculer 0 + sin(z) modulo
I’équation 0+ X = X.

Dans les systemes de calcul formel, les hypotheses qui sont faites sur les opérateurs de base peuvent
étre exprimées sous forme d’équations, par exemple X +0= X, 0+ X =X, X 4+Y =Y + X,
X+-X=0,-X+X=0...

On a I’habitude, en calcul équationnel, d’utiliser le vocabulaire suivant :

Une expression est appelée terme et est vue comme un arbre dont les noeuds sont
étiquetés par des symboles d’opérateurs et les feuilles par des symboles de constantes
ou des symboles de variables. Le symbole qui étiquette la racine de I'arbre s’appelle
symbole de téte du terme (ou opérateur de téte). A un sous-arbre correspond alors un
sous-terme.

réécriture

Pour arriver a calculer un terme modulo des équations, il faut choisir, a chaque étape, une bonne
équation, et 'appliquer dans le bon sens et au bon sous-terme. Le calcul équationnel ne peut donc
étre automatisé facilement, c’est pourquoi on introduit la réécriture, calcul équationnel dans lequel
les équations sont orientées et qui peut étre automatisé.

Définition 3.2 On appelle regle de réécriture une équation orientée — ainsi ’équation 0+X = X
donne la régle 0+ X — X — Un ensemble de régles de réécriture est appelé systeme de réécriture.
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Réécrire un terme ¢ consiste a choisir un sous terme ¢’ de t et une reégle de réécriture G — D, a
vérifier que t’ est une instance de G (on dit aussi que G filtre ¢') puis & remplacer ¢’ dans ¢ par
Iinstance correspondante de D. Instancier G ou D consiste & remplacer chaque variable par un
terme (sa valeur).

Dans ce contexte, calculer un terme t consiste a le réécrire jusqu’a 'obtention d’un terme irré-
ductible — qui ne peut étre réécrit par aucune regle du systéme — appelé forme normale de t. La
réécriture est un processus non déterministe : un terme pourra (en général) avoir plusieurs formes
normales selon la succession de réécritures effectuées. Si le résultat de la réécriture d’un terme est
indépendant du choix de la regle appliquée, le systéme est dit confluent.

De plus, il est possible que certains calculs ne terminent pas. Si tous les calculs sont finis, le systeme
a la propriété de terminaison. Pour orienter une équation on utilise un ordre sur les termes. Une
équation t; = to est orientée en t; —> t9 si t; est “plus grand” que t5. Intuitivement, si une
réécriture augmente la complexité des termes donc est mal orientée, les calculs peuvent ne pas
terminer. Lorsqu’'un systeme termine et est confluent, on a une et une seule forme normale pour
chaque terme dite forme canonique, et le systeme est alors dit convergent.

Malheureusement, toutes les équations ne sont pas orientables. Parmi les équations usuelles, la
commutativité, par exemple, X +Y =Y 4+ X est non orientable, et si un opérateur est commutatif
alors I’équation signifiant son associativité est elle aussi non orientable. Pour prendre en compte
ces équations, il faut faire de la réécriture équationnelle, c’est a dire réécrire non plus des termes,
mais des termes généralisés, i.e. des classes de termes modulo ces équations.

Les équations usuelles modulo lesquelles se fait la réécriture correspondent & l’associativité et a la
commutativité, le cas échéant, et des algorithmes de filtrage modulo associativité/commutativité
ont été définis.

simplification modulo propriétés

Parmi les regles de réécriture courantes, il est aisé de voir émerger des modeles. Par exemple, les
régles +(X,0) — X et %(X,1) — X peuvent étre considérées comme des instances du modele
de regles f(X,neutre) — X. A chacun de ces modeles est associé un nom appelé propriété et
des parametres — au modele précédent correspondra la propriété posséde-neutre-a-gauche. Ainsi,
il sera équivalent de déclarer posséde-neutre-a-gauche(+,0) ou +(X,0) — X.

Pour simplifier un terme modulo un ensemble de propriétés il faut

- associer a chaque propriété un algorithme de simplification en observant la regle équivalente
a la propriété,

- définir un ordre sur ces propriétés pour utiliser successivement les algorithmes de simplifica-
tion correspondant.

3.5.2 le prototype ULYSSE

ULYSSE est un prototype de systeme de calcul formel écrit en LISP qui permet de définir des
objets mathématiques typés et de manipuler ces objets modulo propriétés.

On peut ainsi définir des opérateurs en leur associant une ou plusieurs des propriétés élémentaires
suivantes :

i. associativité,

associative(f) : f(X,f(Y,2)) = f(f(X,Y),2)
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ii. g-symétrie, i.e commutativité ou anticommutativité
commutative(f) : f(X,Y) = f(Y,X)
anticommutative(f) : f(X,Y) = —f(Y,X)
iii. opérateur externe,
external-operator(f,g) : f(X,f(Y,Z)) — f(9(X,Y),2)

iv. nm-homogénéité,

n—homogeneous : f(X1,...,X;—1,9(Y, X:), Xit1,..., Xn) — b, f(X1,..., Xn))
v. n X m-morphisme,

n X m—morphism :

f(le" '7Xiflvg(X'L'17" 'aX'L'm);X'L'+1;- .. aXn) —
R(f(X1, .o, X1, Xt Xigas oo X))y o f( XL o Xao 1, X, X1, -, X))

vi. projecteur,
vii. involution,
viii. nilpotence,
ix. idempotence,
f(X, X)— X

x. élément neutre (& gauche ou & droite),
f(neutre, X) — X ou f(X,neutre) — X
xi. élément symétrique (a gauche ou a droite),
f(h(X),X) — neutre ou f(X,h(X)) — neutre

xii. élément absorbant (& gauche ou & droite).

f(abs, X) — abs ou f(X,abs) — abs

Ces propriétés élémentaires sont les plus couramment utilisées en algebre, et correspondent aux
axiomes équationnels habituellement utilisés en réécriture et en réécriture équationnelle. Elles
permettent de définir toutes les propriétés algébriques utilisées dans les systemes de calcul formel
classiques.

Ces propriétés ont été réparties en classes de maniere a ce que toutes les propriétés appartenant a
la méme classe aient des algorithmes de simplification semblables.

- Les propriétés de classe 1 sont I’associativité et la g-symétrie. Elles sont utilisées sous forme
d’équation et servent de contexte aux autres propriétés.
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- Les propriétés de classe 2 — (iii), (iv) et (v) —sont celles dont I'utilisation implique la recherche
d’un sous-terme de forme donnée et transforme le sous-terme direct en un terme non encore
simplifié,

- Les propriétés de classe 3 — (vi), (vii) et (viii) — sont celles dont l'utilisation implique la
recherche d’un sous-terme de forme donnée et transforme le sous-terme en un terme simplifié,

- Les propriétés de classe 4 — (ix) a (xv) — sont celles dont l'utilisation implique la recherche
de plusieurs sous-termes de formes données et transforme le sous-terme en un terme déja
simplifié.

Lorsqu’on souhaite associer plusieurs de ces propriétés a un méme opérateur, on peut étre confronté
a des conflits ou a des incompatibilités.

La compatibilité des propriétés implémentées en ULYSSE a été étudiée et des listes de propriétés
valides maximales ont été définies.

Pour chacune de ces listes, un ordre a été défini, pour déterminer ’emploi successif des algorithmes
de simplification correspondant.

Ainsi, on peut, dans ULYSSE, définir n’importe quelles régles de manipulation sur des expres-
sions, & partir des propriétés élémentaires, et il sera engendré automatiquement le simplificateur
correspondant utilisant un algorithme de simplification spécifique.

3.5.3 les expressions vectorielles et matricielles en ULYSSE

On présente ici les fonctionnalités correspondant & la manipulation d’expressions vectorielles et
matricielles dans ULYSSE. Le code, en lui-méme se trouve en anexe (§B.3)

les opérateurs
On retrouve les opérateurs classiques agissant selon le cas sur les matrices, les vecteurs, et les
scalaires & savoir :

- l'addition, +, n-aire, associative, commutative, possédant un neutre _0, un symétrique défini
par 'opérateur -,

- 'opérateur -, unaire et involutif,

- le produit sur les scalaires *, n-aire, associatif, commutatif, possédant un neutre 1, et un élé-
ment absorbant 0, distributif par rapport a + et a -, homogene par rapport a la multiplication
*e d’une matrice par un scalaire,

- le produit . n-aire, associatif, possédant un élément neutre a gauche et a droite Id, un
élément absorbant a gauche et a droite noté encore _0, un symétrique a droite et a gauche
défini par 'opérateur inv, homogene par rapport a *e, et distributif par rapport a + et a -,

- inverse de . noté inv, unaire et involutif,
- la transposition trans, unaire, involutive, homogene par rapport a *e, linéaire par rapport
a+et -,

- Popérateur tilde tild, unaire, homogene par rapport a *e et linéaire par rapport a + et -,

les simplifications élémentaires

Les simplifications élémentaires qui n’ont pas été prises en compte par les propriétés des opérateurs
ci-dessus, et notamment celles qui définissent 'opérateur *e de multiplication d’une matrice par
un scalaire sont données sous la forme d’un systeme de regles :
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$ proprietes de xe

#x *xe (- #y) -> (- #x) *e #y ,

(#x xe (#y xe #z)) —> (#x * #y) *e #z ,
- (#x *e #y) -> (- #x) *e #y ,

#x *xe #y + #z xe #y > (#x + #z) *e #y ,

$ quelques regles complementaires

inv(#x . #y) -> inv(#y) . inv(#x) ,
trans(#x . #y) -> trans(#y) . trans(#x) ,
tild(#a) . #b + tild(#b) . #a -> _0 ,
trans(#x . #y) -> trans(#y) . trans(#x) ,
trans(tild(#v)) -> - tild(#v) ,

tild@#v) . #v > _0 ,

$ des regles sur les vecteurs de base
tild(X0) . z20 -> -YO ,

tild(X0) . YO -> ZO0 ,

tild(Y0) . Z20 -> X0 ,

tild(Y0) . X0 -> -Z0 ,

ti1d(zZ0) . X0 -> YO ,

ti1d(z0) . YO -> -XO0 ,

$ des proprietes de _0
tlld(_o) -> _O s
#x *e _0 > _0 ,

trans(#x) . tild(#x) -> _0 ,

$ le double produit vectoriel
tild(#a) . tild(#b) . tild(#b) . #a
+ tild(#b) . tild(#a) . tild(#a) . #b -> _0 ,

#x *e (tild(#a) . tild(#b) . tild(#b) . #a)
+ #x xe (tild(#b) . tild(#a) . tild(#a) . #b) -> _0

le typage des variables

Pour typer les variables a l'intérieur des regles, on utilise des regles d’inférence de type :

tild (#x) :#x1 . #y:(antisym & #yl1) . tild(#x):#x2
=> (tild(#x) :#x1 . #y:(antisym & #yl) . tild(#x):#x2):(matrix & antisym),

tild (#x) -> tild(#x:vector):(matrix & antisym)

On a alors des regles de simplification portant sur des objets typés comme possédant des propriétés
particulieres :

(trans(#a:vector) . #b:vector -> trans(#b:vector) . #a:vector) when (#a > #b),

(tild(#a:vector) :#x . #b:vector -> - (tild(#b:vector) :#x . #a:vector))
when (#a > #b),

tild(#a) :#pl . tild(#Db) :#p2 . (#c:vector) ->
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(trans(#a) . #c) *e #b + —(trans(#a) . #b) *xe #c,
#x . tild(#a) . #b:vector + #x . tild(#b) . #a:vector -> _O,

#y *e (#x . tild(#a) . #b:vector) + #y *e (#x . tild(#b) . #a:vector) -> _O,

#y *e (tild(#a) . #b:vector) + #y *e (tild(#b) . #a:vector) -> _O,

trans (#x: (sym & #y)) -> #x:(sym & #y),

trans (#x: (antisym & #x1)) -> -(#x:(antisym & #x1)),
inv(#x: (ortho & #y)) -> trans(#x: (ortho & #y)),

trans (#x:vector) . #y:(antisym & #z) . #x:vector -> _0,
trans (#x: (antisym & #y)) -> - #x:(antisym & #y)

un exemple

Au cours d’une session de mise en équation d’un mécanisme — en utilisant le logiciel GEMMES —
on a rencontré ’expression suivante :

- (9% (IRLEI-IIO-RI) + (—mw@% (TRI%E;EQIO))
+ (—91 (m10™R1m10 + (—m10R1y10)) (911??17716 + (—917%1??1)) Rl))

ou Ri, 710 et y10 sont des vecteurs et qui n’a pas été simplifiée alors qu’elle est nulle :

> R1 -> Rl:vector :

> r10 -> ri10:vector :
> y10 -> y10:vector :
> exp ;

- (smul (THp1*THpl ,
trans(R1) . tild(R1) . Inl10 . R1)

+ —smul(m10* THp1x*Thpl ,
trans(R1). tild(r10). tild(R1).tild(R1). y10)

+ -smul (THp1,
(smul(m10, trans(R1) . tild(r10))
+ - smul(m10, trans(R1) . tild(y10)))
(smul (THp1l, tild(R1). tild(xr10))
+ - smul(THp1, tild(r10) . tild(R1)))
. R1))

> rewrite(calcprop(‘exp), ‘rsglobal) ;
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Chapitre 4

traitement des mécanismes bouclés

On a vu, des le premier chapitre de cette étude, combien intervient la nature bouclée ou ar-
borescente de ’architecture d’'un mécanisme dans son comportement dynamique, et surtout dans
I’approche mécanique et mathématique que I’on peut avoir de la modélisation de ce comportement.

Dans le cas d’'un mécanisme a structure arborescente, on peut scinder le procédé de modélisation
dynamique en deux étapes :

i. la détermination de la variété de configurations admissibles,

ii. la détermination effective du mouvement en tant qu’application de l'intervalle de temps
considéré vers cette variété.

Mais dans le cas d’un mécanisme a structure bouclée, cette scission n’est pas, a priori, directement
envisageable, puisque les hypotheéses du théoréme (1.41) qui assure l'existence de la variété des
configurations admissibles ne sont pas satisfaites.

Ainsi, se trouve posé avant méme le probleme de la détermination du degré de liberté d’un mé-
canisme et d'un paramétrage adéquat, le probleme de l'existence — i.e. de la définition — du degré
de liberté d’un mécanisme a structure bouclé et d’un tel paramétrage.

Essentiellement, dans 'optique que 1’on s’est fixée, les problemes a résoudre sont de trois ordres
et se formulent en ces termes :

i. Considérant un mécanisme dont on connait simplement la nature des liaisons, mais dont on
sait qu’il possede, au moins localement, un degré de liberté — voire nul — comment déterminer
ce degré de liberté ?

ii. Considérant un mécanisme dont on connait la nature des liaisons, et dont on connait, au
moins localement, le degré de liberté, comment trouver un paramétrage, méme partiel de sa
variété de configurations ?

iii. Considérant un mécanisme dont on connait la nature des liaisons, dont on connait, au moins
localement, le degré de liberté, et dont on sait paramétrer, au moins en partie, la variété de
configurations, comment engendrer systématiquement les équations de la dynamique de ce
mécanisme ?

Dans un premier temps, on va approfondir les concepts mathématiques sous-jacents aux notions
de “degré de liberté” et de “paramétrage” pour déterminer quelles sont les hypotheses et les
restrictions que ’on devra assumer pour mener a bien la modélisation dynamique des mécanismes
considérés.

On verra ensuite différentes approches mises en ceuvre pour aborder, de maniere systématique,
dans le cadre de ces hypotheses et de ces restrictions :

- la détermination du degré de liberté d’un mécanisme,

- la détermination d’un paramétrage de sa variété de configurations,
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- et, les deux points précédents étant supposés résolus, la génération des équations différen-
tielles qui gouvernent son mouvement.

4.1 description des problemes

On considére un mécanisme S constitué de n corps Si, ..., S, dont les liaisons sont holonomes
régulieres et dont la structure est bouclée.

On note £ 'ensemble des liaisons de ce mécanisme et on partitionne £ en deux ensembles :

- Lab U'ensemble des liaisons d’un mécanisme & structure arborescente sous-jacent S, qui
est constitué des mémes corps que S,

- et Lomp = {01,...,4,} Pensemble des liaisons complémentaires.

4.1.1 degré de liberté local

On introduit avec des notations habituelles :
- V', la variété de configurations primitive du mécanisme S de dimension 6n,

+ Varb, la variété des configurations admissibles du systeéme arborescent sous-jacent Sy;p, sous-
variété de V' — on note m sa dimension, i.e. le degré de liberté 6'(Sarm),

- V, 'ensemble — on ne peut pas, a priori, parler de variété — des configurations admissibles
de S.

- et, pour chaque liaison ¢; (i = 1...v), contraignant les mouvements relatifs des corps S;, et
Sig )

Vi,, la variété des configurations admissibles du systeme mécanique Sy, constitué
des mémes corps que S et soumis a la seule liaison /;.

D’apres le théoreme (1.41), et les hypotheses de régularité faites sur les liaisons, on sait que :
+ Varb est une sous-variété de V',
- Vy, est une sous-variété de V' pour tout i tel que 1 <i < v,

- et que:
V= Va0 (m;le

Il n’y a donc aucune raison pour que, en ’absence d’hypotheses supplémentaires, V soit une sous-
variété de V', comme on va le voir sur les deux exemples suivants.

On considere deux mécanismes composés de quatre tiges reliées entre elles par quatre
axes de rotation.

- dans le premier cas, la “saliere”, les tiges sont de méme longueur et les axes sont
orientés comme décrit sur les dessins ci-dessous :
en haut est représenté le mécanisme en configuration plane, vu de dessus, et en
bas deux configurations possibles,
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- - -\ \
\4—7
\/

- dans le deuxieme exemple, les tiges sont de longueurs égales deux a deux, les
quatre axes sont paralleles et les tiges se meuvent dans le plan perpendiculaire a
la direction des axes :

(%

Si Sarb est le systeme mécanique obtenu en ne considérant pas la liaison Sy, entre le
corps &7 et le corps Sy et si, de plus, on suppose le corps S; comme fixe alors V,,1, peut
étre vue comme le produit de trois cercles, V; comme le produit de (IR3 x SO3)? par
un cercle et V peut étre représenté,

- dans le premier cas par le dessin ci-dessous,

les points a, b, ¢, et d correspondant aux configurations :
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\ e

- dans le deuxieme cas par :

a b

d

les points a, b, ¢, et d correspondant aux configurations :

a (=9 ©)
b (=9 ©)

G

Ainsi, il existe des lieux singuliers ot V n’est pas une sous-variété de V'. En ces lieux, évoquer le
degré de liberté du mécanisme n’a pas de sens. On se limitera donc a étudier les mouvements des
mécanismes qui ne “passent” pas par de telles configurations singuliéres.

Pour la suite de cette étude, on va ainsi écarter délibérément les mécanismes tels que ’ensemble des
lieux singuliers est “trop grand”, et on ne s’intéressera qu’aux mécanismes satisfaisant la définition
suivante ;

Définition 4.1 Soit S un mécanisme, V' sa variété primitive de configurations, L ’ensemble
de ses liaisons, V [’ensemble de ses configurations admissibles, et, pour toute liaison €; € L, V,
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l’ensemble des configurations admissibles du systéeme Sy, constitué des mémes corps que S et soumis
exclusivement a la liaison {;, alors, on dit de S que c’est un mécanisme régulier si et seulement
si, il existe une configuration ¢° de V et un voisinage ouvert V de ¢° dans V' tel que,

pour tout sous-ensemble M de L, VN ((y,crq Vii) est non vide et est une sous-variété
de V'.

En particulier un mécanisme régulier satisfait I’hypothese :

Il existe un voisinage V, dans V', d’une configuration de V tel que V NV soit une
sous-variété de V.

ce qui permet localement de définir son degré de liberté.

Dans les chapitres précédents, on a toujours considéré une seule carte pour représenter les dif-
férentes variétés et sous-variétés rencontrées, en étant conscient de se restreindre & 1’étude de
mouvements dont les images, en tant qu’application de ¢ dans V', restaient dans le domaine de
validité de la carte en question — voir remarque (1.29).

Dorénavant, on se restreindra, de plus, a ’étude de mouvements dont les images restent dans un
voisinage V' de la définition (4.1) sur lequel la variété des configurations admissibles du mécanisme
est une sous-variété.

De maniere abusive, on conservera les notations habituelles, et en particulier V', Vap, et V désigne-
ront en fait respectivement V' NV, Vo, NV et VN V.

4.1.2 détermination du degré de liberté

On utilise pour paramétrer V' une carte (p1,1,...,P1.6,P2,15---Pn,15---,Pn.6) dans IR®". On sup-
pose, quitte a réduire le voisinage V', que le domaine de validité de cette carte contient V. On utilise
de plus un jeu de parametres cinématiques (q1,1,-.-,91,6,92,1,-->qn.1s- - -  qn,6) Pour décrire, en

tout point de V les espaces tangents & V.

Similairement, on utilise pour paramétrer Vy, une carte (p1,1,-..,P1,41s---sD2.15-- -, Pn,j,) dans
R™ (avec m = Y., j;). On suppose encore, quitte & réduire de nouveau le voisinage V', que le
domaine de validité de cette carte contient V.

Et on utilise aussi un jeu de parametres cinématiques (gi,1,.--,¢1,j15---,42,15--->qn,j,) POUr
décrire, en tout point de V les espaces tangents a V.

On notera parfois, pour abréger, p; a la place de (p;1,...,9i6), 9; & la place de (q;,1,---,9i,6), OU
p; & la place de (p;1,...,Dij ), ou encore ¢; & la place de (gi1,...,¢j;)-

A chaque boucle dans la structure du mécanisme correspond une liaison complémentaire ¢;, qui
est holonome réguliere et donc possede un degré de contrainte J5.

Cette liaison s’exprime, localement, dans la variété primitive de configurations du mécanisme par
l'existence de of fonctions fi1, ..., fise de V' dans IR telles que pour toute configuration admissible

¢ :
i fi(¢) = ... = fise(9) =0,

ii. les différentielles de ces fonctions, en tant que formes linéaires sur 'espace tangent & V' en
¢ sont indépendantes.

Ceci peut se traduire par I'existence de §¢ fonctions f;;,. .., f;sc de IR®™ dans IR telles que, pour
toute configuration admissible ¢ paramétrée par p = (p1,...,pPn) :
L fa(prs-pn) = :71'6;(3317 oy Pn) =0,
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ii. la matrice jacobienne, (%’;Z (p)) des f, enp :
dfin i df i df i
o (p) oo (p) P (p) - p -
Of ise Of ise OF ise OF ise
~(p) - ~(p) ~(p) - :
op11 Opis 0p2.1 OPn.s6

est de rang maximum (i.e. 7).
Et, si 'on veut faire intervenir les parametres cinématiques, dans la mesure ou la matrice B(p)
— telle que q = B(p)p — est inversible pour toute configuration admissible ¢ paramétrée par p, la
liaison peut se traduire par :

i falpropn) == Fige(pr, .o pn) = 0,

ii. la matrice ©(p) définie par :

o) = (2w

est de rang maximum (i.e. 7).

D’autre part, puisque Varh, est une sous-variété de V', et que (p1,1,-..,P1,41, 02,1, - - - s Pn,j,. ) €St Une
carte de V,, il existe une carte de V' de la forme :

(P15 Pl jase - sD205 -3 Prjins W1y« -« Won—m)
telle que, pour toute configuration ¢ de V' — dans le domaine de la carte :
si @€ Vapb, alors wi=...=wen—m =0
Soit IT le difféomorphisme de changement de carte :

I (pl,lv"'7p11j17"'ap2,17-"apnyjnawlv"'vwﬁnfm) ” (pl,lv-'-ap1,67p2,17"'7pn,17"'7pn,1)

on peut alors exprimer la liaison ¢; dans cette nouvelle carte en écrivant que, pour toute configu-
ration admissible ¢ paramétrée par* (pi,...,pn, @) :

i. en posant, pour tout j compris entre 1 et 65, g;; = fij oll,

gil(pla cee 7pn7w) = ... = gilsf(ph cee 7pn7w) =0
ii. la matrice D;(p1,...,pn,w), définie par :
A(F, 0l A(f, 0l A(f, 0l A(f, 0l
Halpw) .. Zplpw) Apfew) . FLlew)
3(?i5§017) 3(?i5§017) 8(?i5§oﬂ) 6(%55 oll)
(’91)111 (pa w) s apn,jn p7 w 6w1 p7 w) st 8w6n—m p7 w)

est de rang maximum (i.e. 6%).

Puisque, par définition de (p,w), on a wy = ... = Wen—m = 0 sur Vup, on peut naturellement
caractériser V,,, NV, en tant que sous-variété de V. par la donnée :

. de la carte (pl,l; e 7p1,j17 . ,pgyl, . 7pn1jn)’

*On note, pour abréger, (p,w) a la place de (p1,1,-..,P1,j1,P2,1,-- -, Pn,jn, @1, - -, @én—m) et @ & la place de

(wh ceey wﬁnfm)
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- et des &7 conditions :

gil(plu' .. 7pn) =0

giéf(pla- 7pn) =0

Ainsi, la dimension de V NV, est obtenue comme la différence entre la dimension de Vi, et le

rang de la matrice :

391‘1 391‘1

apl)l (p) R apn)jn (p)
3giag 391‘55 ( )
apl,l P o apn;jn P

ou, si 'on préfere faire intervenir les parametres cinématiques, et dans la mesure ou la matrice
P(p) — telle que ¢ = P(p)p — est inversible, la dimension de VNV, est obtenue comme la différence

entre la dimension de V., et le rang de la matrice Ayny, y(p) définie par :

091 dgi1

Op1,1 ®) - OPn ;. ®)
Awny,)(p) = : : P(p)~!

9gise . 9gise »)

Op1,1 o OPn ;.

Si 'on consideére maintenant une seconde boucle, c’est a dire une seconde liaison complémentaire
Lk, on peut définir, comme on vient de le faire pour la liaison ¢; :

- o5 fonctions fr1,..., fkag de V' dans IR telles que pour toute configuration ¢ admissible —

pour la liaison ¢, :

L fri(9) = ... = frog (0) =0,

ii. les différentielles de ces fonctions, en tant que formes linéaires sur I'espace tangent & V'

en ¢ sont indépendantes.

- puis 07, fonctions Frts- - ,7,652 de IR dans IR telles que, si la configuration ¢ est paramétrée

pa'rp:(pla"'apn):

L fra (P ipn) == Frge (1o p0) =0,
ii. la matrice jacobienne, (%—];k(p)) des fj enp :
I Ik I If i
apl)l (p) tte apl)G (p) 8p271 (p) tee apnﬁ (p)
O ks O ks O kse O f kse
“(p) - “(p) “(p) - -
op11 Opis 0p2.1 OPn.6

est de rang maximum (i.e. J7).
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- et enfin les dj, fonctions, g1, ... s Gkse définies par :
pour tout j compris entre 1 et 47, _
Gkj = frjoll
et telles que :
L. gkl(plu e 7pn7w) = ... = Qkég(pla e 7pn7w) =0
ii. la matrice Dg(p1,...,pn, ™), définie par :
] ] ] ]
@) . Fi-pw) FEpw) . (e w)
Ogrse Ogrse Ogrse Ogpse
apl,f (p7 w) e Bpn,ji (pa w) awlk (p7 w) e 6W6n—km (p7 w)

est de rang maximum (i.e. d).

Et on peut, comme précédemment, caractériser naturellement V,,p, NV, par la donnée :

. de la carte (pl,l; e 7p1,j17 . ,pgyl, . 7pn1jn)’

- et des 6}, conditions :

gkl(plu' 7pn) =0

grse (P13 pn) =0

Alors la variété Va,p, N Ve, N Ve, sera caractérisée par la donnée :

. de la carte (pl,l; e 7p1,j17 . ,pgyl, . 7pn1jn)’

- et des 6§ + 45 conditions :

gil(pla" 7pn) =0

gise(p1,--,pn) =0
grk1(P1y -+ sPn) =0

grsg (P1, - -+, Pn) =0

Et la codimension de Varp N Ve, NV, , en tant que sous-variété de V.1, sera donnée par le rang de
la matrice :

091 0gi1
8p171(29) 3pn,jn( )
0gise 0gise
o (p) . (p)
9gi1 » Ogk1 ()
Op1.1 3pn,jn
OGkse . Ogrse ®)
a2?1,1 o apn,jn
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ou, ce qui est équivalent, par le rang de la matrice A(vmw.m/ek)(]?) définie par :

391‘1 391‘1 (p)

8171.,1 3pn,jn

0gise 9gise

Op1.1 Opn. j () 1

Awav,,av,, ) () = dgm B;kjln( ) P(p)

8171.,1 3pn,jn P

Ogrsg Ogrse ®)

Op1,1 P OPn.j, P

En itérant le procédé décrit ci-dessus pour toutes les liaisons complémentaires du mécanisme &
étudié, on obtient la caractérisation de V en tant que sous-variété de Va1, dans le domaine de la

carte (P1,1,- -y Pljise- s D215 s Pngn)
91,1(]917'- 7pn) =0
gl(sf(plu' .. 7pn) —
V(bevarbu ¢€V — g2,1(p17---7pn):0
gl/t?,ﬁ(plu' .. 7pn) =0

Et la codimension de V en tant que sous-variété de V,1,, est donnée par le rang de la matrice :

a91,1 a91,1 (p)
8171.,1 8pn,jn
9g16¢ dg15¢ ®)
apl,l apn;jn
392,1 92,1 (p)
apl,l apn;jn
891/5C 891/5‘:
=(p =(p
aplxl ( ) apn)jn ( )

ou, ce qui est équivalent, par le rang de la matrice Ay (p) dite matrice de contrainte du mécanisme
et définie comme le produit de la matrice précédente par P(p)_1 — cette matrice est précisément
celle que l'on a déja notée Ay (p) dans la section (§3.3.1) et notamment dans 1’équation (3.3.1.xvii)
— voir aussi (§4.1.4).
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Le degré de liberté du mécanisme étudié est, bien entendu, cette codimension, c’est a dire la
différence entre la dimension de la variété des configurations admissibles du systéme arborescent
sous-jacent et le rang de la matrice de contrainte. Soit alors rg(Ay) ce rang, on a :

3'(S) = 8" (Sarb) — 18(Ay) = m — 1g(Ay)

Remarque 4.2 On rappelle que le degré de liberté du mécanisme que 1’on vient de calculer est
“local”, puisque ce calcul n’est valide qu’au voisinage V' d’une configuration donnée. Pour certains
mécanismes, le choix de configurations différentes pour la définition de V' peut amener a trouver
des valeurs différentes pour le degré de liberté — voir figure (4.1).

= 1

W

\/ .

Ce mécanisme, constitué de trois “demi-salieres” est représenté en configuration plane
et vu de dessus sur le schéma du haut. Les dessins du bas représentent respectivement
des configurations au voisinage desquelles son degré de liberté est 1 ou 2.

figure 4.1 : mécanisme avec différents degrés de liberté

4.1.3 détermination d’un paramétrage

On suppose, dans ce paragraphe, que 'on connait un paramétrage (pi,...,pm) de Vap et les
v (=Y, 0¢) fonctions g1, ..., g, telles que :

7
g1(P1s- 3 Pm) = = Gu(p1,- s pm) =0

qui caractérisent la sous-variété V' des configurations admissibles du mécanisme étudié ainsi que
la matrice de contrainte Ay (p).

On suppose que I'on connait le rang de la matrice de contrainte — que ’on note r — et le degré de
liberté du mécanisme est donc 6'(S) = m — 7.
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Par définition de la notion de sous-variété, il existe, au moins localement, une carte de V,, :
(P1y-+ s Ponery Pr—rt 1y« -+, Prm)

telle que pour toute configuration ¢ de V,;1, dans le domaine de cette carte,
x €V si et seulement si Ppy—py1 =...=Pp, =0

Si on note 9 le difféomorphisme de changement de carte :

w : (7)17"'77)771) — (plu"'upm)

alors, pour n’importe quelles valeurs des parametres Pq,...,Py—r On a :

9g1(Y(P1,...,Pm-r,0,...,0) = 0

9 (W (P1,...,Pm—r,0,...,0) = 0

Ainsi, V est entierement caractérisée par la donnée de la carte (Py,..., Pm—r).

De maniere pratique, déterminer un paramétrage de V, c’est donc exhiber un jeu de parametres
(P1,...,Pm—r) ainsi que le difféomorphisme 1) de changement de carte ou tout au moins sa re-
striction a V :

¢V : (Pla"-apm—r) — (plu"'apm):w(Plu"'upm—Tuoa"'uo)

4.1.4 génération des équations

On a vu dans la section (§3.3.1) que, en utilisant un formalisme approprié, on pouvait obtenir les
équations du mouvement d’un systéme mécanique a structure bouclée sous la forme :

M(p).g=5S(p.q)+ F(p,q) + 7 (Av(p)) A
Ay(p) . q=0

ol p et ¢ sont respectivements des jeux de parametres de position et cinématiques de la variété
Varb des configurations admissibles du systéeme mécanique arborescent sous-jacent.

Remarque 4.3 Parmi ces équations, celles dites de contrainte,

traduisent simplement le fait qu'un mouvement du mécanisme considéré est bien une application
(d’un intervalle de temps) vers sa variété V des configurations admissibles puisqu’elles sont obtenues
par différenciation & partir des fonctions f; caractérisant V.

Si I’on suppose que l'on a su déterminer une carte (Py, ..., Pn—,) de V ainsi que le difféomorphisme
1y de changement de carte correspondant, on a, par définition :

(P1y - sPm) = Vv (P1y. ooy Pmer) et = (%(P))

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



180 TRAITEMENT DES MECANISMES BOUCLES

en notant (%%(’P)) la matrice jacobienne du changement de carte :
Op1 Ip1
8,Pl (7)17 cee 77)771—7‘) a,Pm7T (Pla .. 7Pm—r)
8,Pl (Pla e 7Pm—r) a,Pm7T (Pla e 7Pm—r)
On a aussi :
q1 751
Iy
= P _
w (Grm)
qm ,Pm—’r
Q1 751
. : _ Ny
ou L =Y(P) : avec  W(P) = P(¢y(P)) W(P)
qm 7.3me
puis :
g1 P Py
—wp) | [+EeR)
(jm ,ﬁm—r ,Pm—r
De plus, sur le domaine de définition de la carte :
(g1o9v)(P1,... s, Pm—r) =0
(gu o 1/)\;)(731, R a,mer) =0
et consécutivement, par dérivation par rapport au temps :
d(g1 0 v) (g1 09v) .
a7?1(771,...,77”1,,0) Tm_r(Pl,...,Pmﬂ) Py
: =0
9(gv ° Yv) 9(gv © ¥v) P
8731 (7)17 e 77)777,—7‘) apmir (7)17 e 77)777,—7‘) m—=r
c’est a dire :
Py
dg Oy . B
(L) (Gem) | 0 | =0
7.3me
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ce qui peut s’écrire :
P1

(Zwstrn) e poney (22m) | | =0
b,

P
Le. Ay(yv(P)).¥(P) : =0
7.)771—7‘

et comme cette égalité doit étre vraie indépendamment des valeurs prises par (Py, ..., Pm_r), on
a:

Ay(yy(P).¥(P)=0  etaussi T (¥(P))." (Ay(y(P))) =0

Alors on peut, par substitution dans les équations de départ, exprimer les équations du mouvement
du mécanisme considéré par :

(@ (P)M(v(P)). (C(P)P + (P, P)) =
T(v(P)S(Wy(P), U (P)P) + 7 (Yy (P) F (v (P), (P)P)

ce qui peut, avec les bonnes notations, se mettre sous la forme :

M(P).P = S(P,P) + F(P,P)

4.1.5 pour conclure

On peut revenir un peu sur le probleme de la détermination d’un paramétrage de la variété des
configurations admissibles.

En effet, on vient de voir que la connaissance d’'une carte (P1,..., Pmn—r) de V, du
difféomorphisme de changement de carte ¥y et de sa matrice jacobienne ( 68%) permet

d’obtenir une matrice ¥ de taille (m x (m —rg(Ay))) et de rang m —rg(Ay) telle que
Ay T = 0.

Réciproquement, si ’on suppose que ’on a calculé, par des méthodes purement math-
ématiques, une matrice ¥(p) de taille (m x (m —rg(Ay))) de rang m —rg(Ay) et telle
que Ay. ¥ = 0, alors on peut toujours poser :

q Py
Qm me’l"
et espérer récupérer :

- les parametres P; en résolvant formellement ce systéme lorsque c’est possible,
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- les parametres P; en intégrant formellement, le cas échéant, les expressions obte-
nues pour définir les P;.

De toute cette section, on retiendra donc essentiellement les points suivants :

i.

ii.

iii.

4.2

La détermination du degré de liberté d’un mécanisme se ramene au calcul du rang d’une
matrice dont les coefficients sont des expressions algébriques en les fonctions élémentaires
des parametres du systeme mécanique a structure arborescente sous-jacent au mécanisme
étudié.

Si, en plus du rang de cette matrice Ay (p), on a calculé une matrice ¥(p) — dont les coeffi-
cients sont aussi des expressions algébriques en les fonctions élémentaires des parametres de
ce systéme — de taille (m x (m —rg(Ay))) et de rang m —rg(Ay), on pourra peut-étre alors
déterminer automatiquement un paramétrage de V.

Enfin, si 'on a pu calculer la dimension de la sous-variété des configurations admissibles du
mécanisme étudié, et si I'on connait un paramétrage de cette sous-variété, 1’établissement
des équations, de maniere systématique, par un logiciel spécialisé ne pose pas de probleme
particulier, a condition de pouvoir effectuer des manipulations formelles sur des expressions
et notamment des dérivations.

quelques exemples de mécanismes bouclés

On va présenter, dans les paragraphes suivants, des méthodes et des outils qui ont été successive-

ment

développés pour déterminer le degré de liberté d’un mécanisme a structure bouclée, et, si

possible, un paramétrage de sa variété de configurations admissibles.

Mais auparavant, on décrit les exemples sur lesquels ces méthodes ont été expérimentées.

exemple 1 : le mécanisme le plus simple

Ce premier exemple consiste en un mécanisme planaire — et & mouvement dans le plan — constitué
de trois tiges S1, So et S5 de longueurs inégales (respectivement A1, A2 et A3) reliées entre elles
par des articulations rotoides. Il est représenté dans la figure (4.2).

figure 4.2 : le mécanisme le plus simple (exemple 1)

Aucune de ces trois tiges n’est supposé fixe par rapport au repére dans lequel on étudie le mouve-

ment.

Si on

note respectivement M{,, M{s, M3, Mk, M, et ML, les positions des extrémités des trois

tiges & tout instant ¢, on parametre la variété primitive de configurations V' de ce mécanisme par
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(p1,p2,p3) avec :

Tt Tt Tk,
= = et =
P1 ymi, | p2 Yz, Ps3 Ynz,
g Q2 a3

ol a1, aip et aig sont respectivement les mesures, comprises entre 0 et 27, des angles de demi-droites
((Ox), (M{s, Miy)), ((Ox), (M3, Miz)) et ((Ox), (Msy, Ms,)).

Remarque 4.4 Le domaine de validité de cette carte exclut les positions du systeme ot 'une des
tiges forme un angle de mesure nulle avec I’axe Ozx.

Les liaisons s’expriment dans ce paramétrage :

)

)

) L, = .
(ex1.i)

) —

)

)

et la matrice de contrainte Ay, (p) s’écrit :

1 0 sin(er) | 10 0 0 0 0

0 -1 —Xcos(er)| O 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 Desin(as) | 10 0 )
(exl.ii)

0 0 0 0 -1 —Xycos(ag)| O 1 0

1 0 0 0 0 0 1 0 Assin(as)

0 1 0 0 0 0 0 -1 =Xzcos(as)

Le systeme mécanique arborescent sous-jacent est obtenu en ne considérant pas la liaison rotoide
entre les tiges Sy et Ss. Il est paramétré naturellement par (p1,p2, p3) avec :

p1 = Pa, p2 =2, et p3=as

Dans ce paramétrage, la liaison {3 entre Sy et S3 s’exprime par :

A1 cos(aq) + Az cos(as) + Az cos(az) =0
(ex1 .iii)
Arsin(aq) + Ag sin(ag) + Az sin(as) =0
ce qui donne pour la matrice de contrainte :
0 0 Aisin(a Az sin(a Assin(a
Av(p) = vsin(an) | Agsinfaz) | Assinfas) (ex1.iv)
0 0 —Xjcos(ar) | Aacos(az) | —As cos(ag)
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Il est trivial que ces trois tiges forment un triangle indéformable qui peut se déplacer dans le plan
— donc le mécanisme possede un degré de liberté égal a 3 — et qu’une bonne fagon de paramétrer
ce mécanisme pour écrire les équations de la dynamique serait de ne considérer que la position et
lorientation d’une des trois tiges. On retrouvera ce résultat par le calcul.

exemple 2 : une bielle

Dans cet exemple, on considére encore un mécanisme planaire. Il s’agit d’une bielle — au sens
classique — composée d’un bati supposé fixe Sy et de trois tiges S1, Sz et S3 de longueurs respectives
A1, A2 et A\3. Ces corps sont reliés entre eux par trois articulations rotoides (entre Sy et Si, entre
Sy et Sy et entre Sy et S3) et par une articulation prismatique (entre Sz et Sp). Il est représenté
dans la figure (4.3).

figure 4.3 : la bielle (exemple 2)

On désigne par M{,, Miy, ML, My, ML, et M, les positions des extrémités des trois tiges, et
par M{, et M(,, les positions des particules du bati, aux articulations avec les tiges Sy et Ss.

Le systeme mécanique arborescent sous-jacent est obtenu en ne tenant pas compte de la liaison /3
entre le corps S et le corps Ssz. Il est paramétré par p = (a1, a12,x3) o :

- oy et ajo sont les mesures, entre 0 et 27, des angles de demi-droites ((M¢; M{;)(Mf,Mi,))
et ((MigMiy)(M3yM33)),

1 A t t
- et x3 la mesure orientée M, M, .

comme indiqué sur le dessin ci-dessous.

12
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On traduit alors I'existence de la liaison /3 par les équations :

A1 COS(OZl) + Ao COS(OQ + 0412) —x3=0

(ex2.i)
Arsin(aq) + Agsin(ag + ag2) =0
et par la matrice de contrainte Ay (p) :
—A1sin(a1)—A2(sin(ay) cos(ar2)+cos(aq) sin(ai2))  —Az(sin(ar) cos(aiz2)+cos(ar) sin(ar2)) -1 .
(ex2.ii)
A1 cos(ar)+ A2 (cos(ar) cos(arz)—sin(aq) sin(ai2)) A2 (cos(a1) cos(aiz)—sin(a) sin(ai2)) 0

Ce mécanisme ayant été congu pour tranformer un mouvement de rotation en un mouvement de
translation alternatif, on sait qu’il possede un degré de liberté égal & 1, et qu’il peut, en dehors de
configurations singulieres étre paramétré par n’importe lequel des trois parametres ay, a2 ou 3.
On verra comment on peut retrouver ces résultats de maniére calculatoire.

exemple 3 : la saliere

Il S’agit du mécanisme que 'on a déja rencontré dans la section (§4.1) constitué de 4 tiges de méme
longueur reliées entre elles par des articulations rotoides.

On définit le systeme mécanique arborescent sous-jacent en “coupant” la liaison /3 entre les corps
Sy et Sz — voir figure (4.4).

La tige Sy est supposé fixe par rapport au repere dans lequel on étudie le mouvement, elle reste
donc dans le plan Oxy. Pour paramétrer le systéme mécanique arborescent sous-jacent, on utilise
p = (a1, a9, a3), c’est & dire respectivement, les mesures, entre —7 et m, des angles des rotations
autour des axes des liaisons de telle sorte que ces angles soient nuls lorsque la saliere est en
configuration plane déployée et que les angles correspondant & s et a a3 aient la méme orientation.

Si, de plus, pour éviter de faire apparaitre une constante dans les équations, on suppose que les

tiges sont toutes de longueur v/2. Alors les contraintes dues & la liaison ¢5 s’écrivent normalement
a partir de l'égalité de ML, = ML, et du parallelisme des deux axes liés & chacun de ces point.

Mais puisque ces axes sont respectivement colinéaires & OML, et & OML,, écrire leur parallélisme
serait totalement redondant avec 1’égalité des points. On a donc :

cos(ag) — cos(az) =0
sin(a) sin(az) =0 (ex3.1)

cos(ay) sin(ag) — sin(az) =0

puis la matrice de contrainte :

0 —sin(ag) sin(ag)
cos(ay)sin(az)  sin(ay) cos(ag) 0 (ex3.ii)
—sin(aq) sin(ag) cos(a)cos(as) — cos(ag)

Sur cet exemple, on verra comment le calcul du rang de sa matrice de contrainte peut permettre
d’exhiber les lieux singuliers de la variété de configurations du mécanisme étudié.
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Le dessin du bas représente une configuration du systeme mécanique arborescent sous-
jacent.

figure 4.4 : la saliere (exemple 3)
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exemple 4 : le joint homocinétique

Le joint homocinétique est un mécanisme spatial dont les applications industrielles sont nombreuses
puisqu’il schématise un des procédés de transmission d’un mouvement de rotation entre deux points
disposés de maniere quelconque — il peut s’agir par exemple d’une transmission boite de vitesse -
essieu. Il est composé d’un bati Sy et de quatre corps en mouvement, S, S2, Sz et Sy.

Les liaisons entre ces différents corps et avec le bati sont deux liaisons rotoides, deux liaisons
universelles* — voir figure (1.17) —, et une liaison prismatique — voir figure (4.5).

Il est important de remarquer que les deux parties du bati sont solidaires et donc toutes
les deux fixes.

figure 4.5 : le joint homocinétique (exemple 4)

Le systeme mécanique arborescent sous-jacent est obtenu en ne ne tenant pas compte de la liaison
universelle /3 entre les corps Sy et Ss.

Pour mettre en équation ce systéme mécanique, on va utiliser les parametres suivants :
- a1 une mesure de 'angle de rotation du corps &7 sur lui-méme,
- B2 et y2 des mesures des angles de rotation autour, respectivement, des deux axes du cardan,
- ag une mesure de 'angle de rotation du corps S sur lui-méme,

- et z4 une mesure de la translation du corps &y par rapport au bati, correspondant a la
coordonnée selon Oz d’une particule du corps Sy — le repere de référence a été choisi pour
que l'axe de la liaison prismatique soit parallele a Oz.

De plus, on notera Ay la longueur de la tige Sz et (z4,ys4) les deux autres coordonnées de la
particule du corps Sy, ces deux coordonnées étant indépendantes du temps.

Alors la liaison 3 est traduite par I'égalité de M4, = M, et en écrivant que les deux axes du
cardan de la liaison /3 sont toujours orthogonaux.

*Une liaison universelle posséde un degré de liberté égal a 2, correspondant & deux rotations possibles. Elle est
généralement réalisée par un cardan.
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On obtient les équations suivantes :

(cos(a) sin(B2) cos(y2) — sin(aq ) sin(y2)) I — 2 =0
(sin(a) sin(B2) cos(y2) + cos(aq) sin(y2))l —y =0

(ex4.1)
cos(fB2) cos(y2)l —z2 =10
cos(ay) sin(aq ) cos(B2) — sin(aa ) cos(a) cos(B2)
puis la matrice de contrainte, qui s’écrit :
( Blocl ‘ Bloc?2 ) avec : (6‘X4.ii)
(— sin(a) sin(B2) cos(y2) —cos(a1 ) sin(y2))! cos(ay) cos(B2) cos(v2)l
Blocl — (cos(a1) sin(B2) cos(y2)—sin(a) sin(v2))l sin(a) cos(B2) cos(yz)l
0 —sin(B2) cos(v2)l
(cos(a1) cos(ay)+sin(aq) sin(ag)) cos(B2) (— sin(a1) cos(ag)+cos(a) sin(as)) sin(B2)
(— cos(a) sin(B2) sin(v2)—sin(a1) cos(v2))l 0 0
—sin(a1) sin sin cos(ay) cos l 0 0
Bloc2 — ( (a1) sin(B2) sin(7y2)+cos(au) cos(vyz2))
— cos(B2) sin(vy2)l 0 -1
0 (— cos(a1) cos(ag)—sin(ay ) sin(ay)) cos(B2) 0

On retrouvera par le calcul, le fait que la liaison prismatique n’ajoute rien ici au degré de liberté
du systeme. En effet, pour avoir, en plus de la liberté de rotation des tiges sur elles-mémes, la
possibilité de bouger le corps Sy, il aurait fallu avoir une liaison planaire & la place de la liaison
prismatique — ce qui est le cas dans les joints homocinétiques réellement employés.

exemples 5 et 6 : une maille d’antenne déployable

Ces deux exemples sont des modeles simplifiés et partiels d’une antenne déployable déstinée a étre
emportée dans I'espace par un satellite. Cette antenne est constituée d’un grand nombre de mailles
identiques composées chacune de plusieurs tiges articulées entre elles par des axes de rotations.

Parmi les tiges d’une maille, trois d’entre elles sont des tiges principales et sont des éléments actifs
de ’antenne. Elles sont reliés deux a deux par :

- un bras articulé constitué de deux tiges secondaires, dans 1’exemple 5 — voir figures (4.6),

- deux bras articulés constitués chacun de deux tiges secondaires, dans l’exemple 6 — voir
figures (4.7).

Toutes les tiges principales sont de méme longueur ainsi que les tiges secondaires. Les axes de
rotations sont placés de sorte que la maille soit toujours, par dessus, vue comme un triangle
équilatéral dont les sommets sont les tiges principales :
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figure 4.6 : maille d’antenne déployable & un niveau (exemple 5)

figure 4.7 : maille d’antenne déployable & deux niveaux (exemple 6)
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Pour obtenir les équations de contrainte, et les matrices de contrainte des systéemes mécaniques
arborescent sous-jacents a ces deux modeles de maille d’antenne, on a utilisé le logiciel GEMMES
déja présenté — les sessions correspondantes sont reproduites en annexe (§C.1) ainsi que les ex-
pressions obtenues.

maille & un niveau

Concernant la maille de 'exemple 5, le systéme mécanique initial (bouclé) posséde neuf liaisons
et une seule boucle. Une de ces liaisons est donc coupée par GEMMES pour avoir le systéme
arborescent sous-jacent. On considere qu'une des tiges principales est fixe dans le repere par
rapport auquel on étudie le mouvement.

Les configurations du systéme mécanique arborescent sous-jacent sont ainsi décrites par huit
parametres, soit huit mesures d’angles correspondant chacune a un des axes de rotation. Pour
simplifier les expressions obtenues la longueur des tiges est supposée égale a 1.

La matrice de contrainte traduit le fait que deux points du systéemes ont leur vitesse relative de
translation nulle (soit trois égalités) et leur vitesse relative de rotation parallele & un axe donné
(soit trois autres égalités). Il en résulte donc six égalités portant sur huit parametres.

Cette matrice posséde donc six lignes et huit colonnes et fait intervenir huit variables.

Pour avoir une idée de la forme et de la complexité des coefficients de la matrice de contrainte,
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voici celui de la cinquieme ligne et de la cinquieme colonne :

%\/5(2 sin(07¢) cos(fso) cos(0s7)—2sin(f76) sin(fso) sin(fs7)+2 cos(07¢) cos(0so) sin(Os7)

42 cos(076) sin(0so) cos(fg7)—3 sin(f32) cos(010) cos(O21) sin(f76) sin(fs0) cos(fs7)

—3sin(032) cos(010) cos(021) sin(b7¢) cos(fso) sin(fs7)—3 sin(f32) cos(010) cos(f21) cos(076) sin(bso) sin(Os7)
43 sin(032) cos(010) cos(f21) cos(076) cos(0s0) cos(fg7)—sin(f32) cos(010) cos(b21)

+3sin(032) sin(010) sin(f21) sin(f7¢) sin(fgo) cos(0g7)+3 sin(f32) sin(010) sin(21) sin(f76) cos(fso) sin(fs7)
+3sin(032) sin(610) sin(021) cos(7¢) sin(fso) sin(0s7)—3 sin(032) sin(f10) sin(O21) cos(b7¢) cos(0so) cos(Os7)
+ sin(032) sin(010) sin(021)—3 cos(032) cos(010) sin(f21) sin(07¢) sin(fso) cos(Os7)

—3cos(032) cos(10) sin(f21) sin(b7¢) cos(fso) sin(Osg7)—3 cos(f3z2) cos(010) sin(f21) cos(076) sin(fso) sin(Os7)
+3 cos(032) cos(010) sin(f21) cos(076) cos(0s0) cos(fg7)—cos(032) cos(010) sin(b21)

—3cos(032) sin(010) cos(021) sin(b7¢) sin(fsgo) cos(0s7)—3 cos(032) sin(010) cos(f21) sin(f7¢) cos(bso) sin(Os7)
—3cos(032) sin(f10) cos(021) cos(07¢) sin(fsp) sin(fg7)+3 cos(032) sin(f10) cos(021) cos(07¢) cos(fso) cos(Os7)

- COS(032) Sin(elo) COS(021))

Une étude mécanique “a la main” de ce mécanisme, validée par des expérimentations a montré
q ) p p
que son degré de liberté est égal a trois. En effet,

- chaque tige principale — mise a part celle supposée fixe — peut se déplacer verticalement,

- la maille peut se déployer — la longueur des cotés du triangle équilatéral varie.

maille & deux niveaux

Comme on ’a vu, la maille de 'antenne déployable a deux niveaux est construite a partir de
I’antenne précédente en rajoutant dans chaque maille un nouveau jeu de trois bras articulés reliant
les tiges principales deux a deux pour améliorer la rigidité de ’ensemble.

La matrice de contrainte, telle qu’elle est fournie par le logiciel GEMMES est une matrice possédant
vingt-quatre lignes et quatorze colonnes et faisant intervenir quatorze variables.

En effet, le systéeme mécanique possede initialement 18 liaisons. Quatres de ces liaisons sont
coupés par GEMMES pour obtenir le systéme arborescent sous-jacent dont les configurations
sont paramétrées par les quatorze mesures angulaires correspondant chacune a un des axes de
rotation.

La matrice de contrainte traduit le méme phénomene que dans 'exemple précédent mais pour
quatre boucles différentes, ce qui donne donc vingt-quatre égalités portant sur quatorze parametres.

Pour avoir une idée de la forme et de la compléxité des coefficients de la matrice de contrainte, il
suffit de savoir que leur forme est sensiblement égale a celle des coefficients de I’exemple précédent
dans la mesure out chaque branche de ’arborescence du systeme est de la méme longueur que dans
ce cas. On retrouve d’ailleurs la matrice précédente comme sous-matrice de celle-ci.

De plus sept lignes de cette matrice sont nulles car certaines égalités sont trivialement vérifiées en
raison de la redondance des contraintes.

En effet, le deuxieme niveau de barres articulées que l'on a rajouté n’intervient qu’en ce qui
concerne la rigidité du mécanisme, et le degré de liberté de celui-ci reste égale a trois.
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4.3 quelques considérations mathématiques

On a montré, dans la section (§4.1) que le calcul du degré de liberté d’un mécanisme & structure
bouclé se ramene au probleme purement mathématique suivant :

Etant donné un jeu de variables p = (p1, ..., pm) reliées par v équations :

gi(p) =...=g,(p) =0

et étant donnée une matrice Ay dont les coefficients dépendent explicitement de ces
variables, quel est le rang de cette matrice ?

Pour un ensemble de valeurs données des variables p, les coefficients de Ay, sont des nombres
réels et le rang de Ay est défini comme le nombre de ses lignes (ou de ses colonnes) qui sont
indépendantes — en tant que vecteurs de IR™ (ou de IR”) — ou, de maniére équivalente comme
I’ordre du plus grand mineur extrait non nul.

Cette définition s’étend facilement au voisinage d’un point donné non singulier dans la mesure ou
tous les mineurs, en tant que fonctions numériques des variables p sont continus et que si I'image
d’un point par une fonction continue est non nulle, il existe un voisinage de ce point sur lequelle
la fonction ne s’annule pas.

C’est pourquoi une approche numérique de la détermination du rang ne présente pas de difficultés
particulieres.

Toutefois, dans 'optique d’une génération automatique des équations de la dynamique sous forme
symbolique, on est contraint de conserver les coefficients de la matrice Ay, sous forme symbolique
pour effectuer le calcul du rang — méme si 'on assume par ailleurs des restrictions quant au
domaine de validité de ce calcul pour la détermination du degré de liberté du mécanisme étudié.

Il est alors important de bien préciser le domaine auquel appartiennent ces coefficients qui sont des
expressions formelles pour pouvoir définir, sans ambiguité, la notion de nullité d’une expression,
puis d’indépendance de deux familles d’expressions et enfin de rang.

En effet, si 'on ne fait aucune hypothese sur les expressions qui forment les coefficients
de Ay, on ne dispose d’aucun renseignement sur ’ensemble des valeurs des parametres
p qui peuvent les annuler. Or pour calculer le rang, on est amené, soit a effectuer
des divisions — dans les méthodes basées sur le pivot de Gauss — soit & discuter de
la nullité d’expressions — dans les méthodes basées sur le calcul des mineurs. Et le
rang — que 'on qualifiera de générique — que l'on obtient en se plagant délibérément
en dehors de I’ensemble des zéros des expressions qui apparaissent dans les calculs, ne
correspond pas nécessairement au rang que ’on obtiendrait en évaluant, au préalable,
la matrice de contrainte puisqu’il est fort possible que I’ensemble des valeurs de p telles
que g1(p) = ... = g,(p) = 0 soit inclus dans cet ensemble de zéros.

Pour développer des méthodes de calcul de rang, on va, dans le cadre de deux approches différentes,
assumer 1'une ou 'autre des hypotheses suivantes :

i. on suppose que les coefficients de Ay, sont des fractions rationnelles sur le corps des rationnels
@ en des indéterminées :
(X1, ., X0, Tig1, -, Ton)

ces indéterminées étant concretement — quitte a renuméroter les parametres p; :

- pour les [ premiers parametres p;, les parametres eux-mémes :

X =p;

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



4.3. quelques considérations mathématiques 193

- pour les autres, les demi-tangentes de ces parametres :

Tiys = tan(2)

ii. on suppose que les coefficients de Ay, sont des polynémes sur le corps des rationnels @ en
des indéterminées :
(Xla" '7Xl7}/l+17" '7Ym7Zl+17' 7Zm)

ces indéterminées étant concretement — quitte a renuméroter les parametres p; :

- pour les | premiers parametres p;, les parametres eux-mémes :
Xi=pi

- pour les autres, les lignes trigonométriques de ces parametres :

Yiyi = sin(piy4)

Zy4i = cos(pi+i)

Remarque 4.5 L’hypothese (i) réduit le domaine de validité du paramétrage p puisque tan(%-)
n’est définie que sur un intervalle de longueur 7 ou p; est différent d’un multiple impair de 7.

Ces hypotheses, qui sont les plus faibles pour pouvoir effectuer un calcul de rang en conservant
la matrice Ay, sous forme symbolique sont notamment vérifiées si les liaisons qui interviennent
dans 'architecture du mécanisme étudié sont telles que leurs degrés de libertés en rotation et en
translation sont indépendants (liaisons rotoides, prismatiques, planaires, paralleles, universelles,
rotules, .. .). Elles ne permettent malheureusement pas de considérer des mécanismes dans lesquels
certains corps sont soumis a des liaisons hélicoidales (de type vis-ecrou).

4.3.1 premiere approche

Dans cette premiere approche, on se place dans les conditions de la premiere hypothese. On
considere donc Ay comme une matrice a coefficients dans le corps

@(Xlu"'aXluﬂ-i-lw"aTm)

Comme c’est le cas pour une matrice a coefficients réels, on définit le rang d’une matrice a coeffi-
cients dans un corps comme l'ordre du plus grand déterminant non nul extrait de cette matrice.
La méthode la plus naturelle pour calculer le rang consiste alors a calculer tous les mineurs par
ordre décroissant jusqu’a ce que 'on trouve un mineur non nul. En fait, comme pour calculer
un mineur d’'un certain ordre, il est nécessaire de connaitre les mineurs d’ordre immédiatement
inférieur, on préfere donc calculer tous les mineurs par ordre croissant jusqu’a ce que tous les
mineurs d’un méme ordre soient nuls.

Mais ces deux méthodes requierent un nombre d’opérations qui croit plus qu’exponentiellement
avec la taille de la matrice et ne sont donc presque jamais utilisées.

I’algorithme classique

La méthode classiquement mise en ceuvre pour calculer le rang d’une matrice & coefficients dans
un corps est la méthode dite du pivot de Gauss — ou d’élimination de Gauss — qui consiste a
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triangulariser la matrice en faisant des opérations sur ses lignes et a compter le nombre de lignes
non nulles de la matrice ainsi triangularisée.

Cette méthode requiert un nombre de multiplications qui croit avec le cube de la taille de la matrice.
Dans le cas ou les coefficients sont des fractions rationnelles, il faut, aprés chaque multiplication,
simplifier le produit pour limiter la taille des expressions. C’est pourquoi les calculs deviennent
rapidement impraticables car ils nécessitent le traitement d’'un grand nombre d’expressions de
grandes tailles, comme le montre I’exemple simple ci-dessous :

z+y 2x+y Yy
zy 1+y? -y
T—y 2x
2 22—y z—y2
z2—y? 2241 Y
Ty r+y T

se transforme en la matrice triangulaire :

T—y 2z x
2 22—y z—y?
0 ym4—3y2m2+m2y—y2—214—4;E3y —y4—wy2+m4+w3y
(z+y)y(z®—y) zy(z—y?)
0 0
ou “.-.” représente :

gt ay? —yBa? 484325 — 303y 42083 — 305y — 200y B 422545 — T30 4523y —ayS — 300yt —daty’
z(1+y?)(z—y) (yo? —3y2z2 +a2y—y2 -2z —4dz3y) (z—y?)

Y02 =5y 22+ 14yt et —3y 22 +4yS 0 43y 0 — 32 y+ady—aSy—a7 y? —a T y? —4aSyd —5a0y? "
(1+y?)(z—y) (yz? —3y2a? +a?y—y? —2z1 —4a3y) (x—y?)

Ainsi la fonction gausselim qui implémente cet algorithme dans la librairie d’algebre linéaire de
MAPLE ne permet-elle pas — pour des raisons de temps et surtout de volume de calcul — de calculer
le rang de grosses matrices et notamment pas de la matrice de contrainte (6 x 8) qui provient de
I’etude mécanique de la maille d’antenne a un niveau.

De plus, pour tenir compte du fait que les variables p sont reliées par les équations

gi(p) =...=g,(p) =0

il faut considérer que cet algorithme ne fournit qu'une majoration du rang.

Si 'on veut avoir exactement le rang, il faut tout d’abord exprimer les équations

gi(p) =...=g,(p) =0

dans le corps @(X1,..., X;, Ti41, ..., Tm), ce qui définit v fractions rationnelles G1,...,G, telles

que :
Gi(p)=...=G,(p) =0

puis vérifier, & chaque étape de 'algorithme, que 1'on n’effectue pas de division par une expression
nulle, i.e par une expression dont le dénominateur peut s’écrire comme une combinaison linéaire
a coeflicients polynomiaux des dénominateurs des fractions rationnelles G;.

Toutefois, étant données les faibles capacités de traitement de ’algorithme d’élimination de Gauss,
en raison de sa complexité et de la taille des matrices que ’on est amené a considérer, on n’a pas
cru bon d’implémenter ces vérifications, ce qui nécessiterait de faire appel a la théorie des bases
standards d’idéaux de polynémes — voir (§4.4.1) — et gréverait encore lourdement la complexité de
calcul.

Du reste, sur les exemples que 'on a pu traiter avec gausselim, il a été facile d’interpréter “cas
par cas” les résultats obtenus — voir la section (§4.5) ou sont réalisées les expérimentations.
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une méthode probabiliste

Une méthode probabiliste pour effectuer un calcul consiste a effectuer un calcul plus simple qui
en dérive et tel que la probabilité que les résultats soient les mémes soit tres voisine de 1.

Pour calculer le rang d’une matrice, on va choisir arbitrairement des valeurs entieres pour chacune
des variables présentes dans les coefficients de la matrice.

Ceci revient & associer & une matrice notée M, dont les coefficients appartiennent &
QX1,.. .. X1, Tiv1, -, Tn)

une matrice a coefficients rationnels, que 1’on notera Mg.
Pour étre sir que la fonction d’évaluation rationnelle fgp définie par :

f@ : @(Xlw"aXluﬂ-i-la-'-uTm) — @
X;(powri=1,...,1) — z; (pouri=1,...,1)

associe bien & M une matrice My, il suffit de vérifier que le m-uplet (x1,...,zy) n’est pas racine
d’un des dénominateurs des coefficients de M.

I est clair que si un mineur de Mg n’est pas nul, le mineur correspondant de M ne l'est pas non
plus, aussi le rang de M est certainement supérieur ou égal au rang de Mp.

Réciproquement, si un mineur de Mg est nul, le mineur correspondant de M I’est aussi, sauf si le
m-uplet (21,...,Ty,) est racine d’'un des polynémes intervenant pendant le calcul de ce mineur.

Si I’on nomme 2 ’ensemble de ces polynomes, la probabilité o de rencontrer ce cas défavorable est
donnée par le rapport entre le nombre de m-uplets (z1,...,Z) que 'on peut choisir et le nombre
de m-uplets (z1, ...,z ) qui sont racines de polynomes de Q.

Si ’on utilise un processus de choix aléatoire des x; dans un intervalle de valeurs entieres comprises
entre 1 et une valeur maximale s, on démontre aisément que g tend vers 0 lorsque s tend vers
I’infini.

En fait, méme pour des valeurs de s assez petites, la probabilité g est minime, et les résultats sont
assez probants, comme on va le voir en reprenant ’exemple étudié plus haut.

Il y a 18 polynémes qui interviennent dans le calcul des mineurs :

- 8alordre1:
33"’% 217"’% z, Y, 2$7 =Y, $2_y25 $2+1

- 9alordre 2 :
2yx? + 2922 — 232 — 2yt — 2° + yad — 22 + zy,
z (22 — 2ya? — yad + yPz — 22y + 3y® — 22y — 2y3w + 24°),
22y? — gtz — yia + oS — b + 282,
a:5y + x3y2 + yaz3 — y2x — :c4y2 + 3y3:c2 — :c2y2 + y3 — 2% — 2ya:4,
—y (=2 —ya? + 3y2x + y* + 23y + 1),
x— a2 —ay+y,
22 + a2y 414y — 22% — ya? + 2%z + P,
23+ yx? — gz +
223 + 323y? + 2y + 3y32? — 2yt + 22%y? — y3r — y?

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



196 TRAITEMENT DES MECANISMES BOUCLES

- et 1alordre 3:

23y + 8 — y32? + yPx — 3xdy? + 29323 — 5ySa? — ¢Sz + 2By — 5aby? + 3253
+yzt — 29321 — 3ytad + 5aty? + 3yTx + 5yPad — 4022 — 2by — 27y? — 4253
=320yt + 14ytat — 28 + 22° — 4oty — 7230 — 32Ty — 2Tyd + 323y" + 22590
+4xtyS 4+ 28y — 3yTa? — 28y? 4 328y — 2%y5 — 28

Si on prend comme valeur maximale s = 9 pour z et pour y, il y a quatre-vingt-un couples
possibles, dont treize annulent des dénominateurs, soit en fait soixante-huit couples possibles, sur
ces soixante huit couples, seuls huit annulent certains polyndomes de €2 et aucun n’annule le mineur
d’ordre 3 et donc ne change la valeur trouvée pour le rang.

Si on prend comme valeur maximale s = 99 pour x et pour y, il y a neuf-mille-huit-cent-un couples
possibles, dont cent-quinze annulent des dénominateurs, soit en fait neuf-mille-six-cent-quatre-
vingt-six couples possibles, sur ces neuf-mille-six-cent-quatre-vingt-six couples, seuls quatre-vingt-
dix-huit annulent certains polynémes de 2 et aucun n’annule le mineur d’ordre 3 et donc ne change
la valeur trouvée pour le rang.

En fait, dans cet exemple le nombre de cas défavorables est de 'ordre de S% par ce que I'un des
polyndémes peut s’écrire (x—1)(z—y) ce qu'il est raisonnable de considérer comme de la malchance.
Et néanmoins, la méthode donne le rang exact!

Bien stir, le gain de temps apporté par la méthode probabiliste est énorme, cependant, les calculs
des mineurs font intervenir des entiers tres grands, ce qui peut devenir génant lorsque le degré
des polynomes a évaluer est élevé — dans notre exemple, le déterminant d’ordre 3 est un entier
supérieur & 102 pour certaines valeurs de (z,y).

C’est pourquoi 'on va compléter la méthode probabiliste par une méthode modulaire.

Remarque 4.6 Il faut cependant remarquer que cette méthode, et a fortiori les méthodes mod-
ulaire et probabiliste-modulaire que 'on va voir ci-dessous, fourniront le rang d’une matrice de

contrainte Ay, (p) sans tenir compte des équations g;(p) = ... = g,(p) = 0.
On pourrait, bien stir, contraindre les nombres des m-uplets (z1,...,2) a satisfaire
les équations fp(G1) = ... = fp(G,) =0 — o, pour ¢ = 1,...,v, G; est la fraction

rationnelle associée a g; — tout au moins en donnant a certains x; des valeurs non pas
entieres mais rationnelles. Mais, dans ce cas, il serait tres difficile d’avoir des arguments
probabilistes satisfaisants concernant 1’égalité des rangs de Ay et de (Ay)g.

On utilisera donc seulement ces méthodes pour obtenir une majoration du rang d’une matrice
de contrainte, ce qui s’averera utile si des arguments mécaniques permettent, par ailleurs, d’en
obtenir une minoration.

une méthode modulaire

Une méthode modulaire pour effectuer un calcul sur des nombres entiers consiste a effectuer ce
méme calcul modulo un ou plusieurs nombres premiers de telle sorte que 1’on puisse déduire le
résultat sur les nombres entiers du résultat des calculs modulaires.

Pour évaluer un polynéme & coefficients entiers P(Xy,...,X;,Ti41,...,Tm) en un point entier
(x1,...,Zm), on transforme le polynoéme et le point en P(X1,..., X, Tiq41,...,Tm) et (&1,...,3)
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par 'application de passage au quotient :

fZ/aZ 2 = Z/GZ

r = fzjaz(x)=Ttelquex =2 (mod a)

ol Z désigne ’ensemble des entiers relatifs et a est un nombre premier.

On effectue ensuite le calcul dans Z/aZ et on récupere le résultat dans Z en utilisant le fait que
Z/aZ est isomorphe & {x € Z, x < a}. Ainsi, pour étre siir de récupérer le résultat exact, il faut
avoir choisi a plus grand que tous les nombres qui interviennent au cours du calcul.
L’inconvénient de choisir une grande valeur de a se contourne aisément grace au théoreme du reste
chinois qui assure que Z/a1Z x Z/azZ est isomorphe & Z/a1a2Z deés que a1 et ag sont premiers
entre eux. Il faudra donc effectuer le calcul modulo différents nombres premiers en s’assurant que
le produit de ces nombres est plus grand que tous les nombres qui interviennent au cours du calcul.
Pour calculer le rang d’une matrice a coeflicients rationnels M de taille n, il faut d’abord la
convertir en une matrice a coefficients entiers Mz en multipliant tous ses coefficients par le plus
petit commun multiple de leurs dénominateurs.

On peut alors borner ’ensemble des nombres qui apparaissent au cours du calcul des mineurs de
Mz, par définition méme des déterminants, par :

n! (max; j {Mz [i,j]})"

Il s’agit donc de choisir des nombres premiers ay, ..., a, en quantité suffisante pour que [];_; a;
soit supérieur a cette borne.

On associe ensuite a M, r matrices Ml, e ,MT a coeflicients dans les Z/a;Z telles que M; =
92 /a,z(M), on calcule les divers mineurs de ces matrices, et on obtient les divers mineurs de Mz
et par conséquent le rang de M en utilisant la propriété suivante, qui découle du théoreme du
reste chinois :

. z=2z (mod a;) .
si et si a;u+ ajv =1 alors z = aq;uz1 + a;vze  (mod a,a; )

z =z (mod aj)
On va appliquer cette méthode a 'exemple déja rencontré plus haut :

- on remplace x et y par deux valeurs entieres aléatoires comprises entre 0 et 100, en ’occurence
71 et 98, dans la matrice :

Tty 2z+y Yy
Ty 1+y?  z—y
T—y 2x x
72 22—y z—y2
2?—y? 2241 y
Yy T4y x

on obtient la matrice & coefficients rationnels :

169 48 —98
6958 1921 27
—27 142 —71

5041 4943 9533

—4563 5042 98
6958 169 71

qui se transforme en la matrice a coefficients entiers :
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4956134576065702263 5098643920827501408 -740633107443783765484
-1092918750585036102 5861901873066152004 -1519740950307667542
-133815633553773961101  6087751929039491554788  281649209872988192508
- le plus grand coefficient de la matrice précédente est :
6087751929039491554788

la borne des coefficients est donc :

1353698947681286110681857045939467659007196388663219520018605391232

- il s’agit donc de considérer les 40 premiers nombres premiers, leur produit étant supérieur
a cette borne, et de calculer les différents mineurs modulo ces 40 nombres. On aurait aussi
pu considérer les 30 premiers nombres premiers supérieurs a 100, ou les 17 derniers nombres
premiers inférieurs a 10000,. . .

— modulo 2 la matrice associée est :

100
0 0 0
1 00
elle est de rang 1,
— modulo 11 la matrice associée est :
3 1 2
9 3 7
7 10 9
et elle est de rang 3
— modulo 97 la matrice associée est :
6 31 39
29 85 53
32 5 89

et elle est aussi de rang 3
—etc ...

- les valeurs obtenues pour le déterminant d’ordre 3 sont respectivement : 0, 0, 1, 0, 10, 0, 0,
7,19, 1, 21, 0, 8, 5, 27, 47, 41, 12, 58, 0, 7, 58, 47, 65, 39, 85, 77, 0, 108, 0, 109, 21, 122,
48, 52, 124, 153, 18, 51, 101, ce qui permet de reconstruire le déterminant de la matrice a
coefficients entiers :

4403420881126816619950386568086807401230569349641785784388776

En fait, cet exemple montre que le gain au niveau de la taille des nombres a traiter n’est pas
évident en utilisant cette méthode, méme si l'essentiel des calculs se pratiquant dans les corps
Z [p;Z sont beaucoup plus rapides.

Pour obtenir de meilleurs performances de calcul on va envisager une méthode, tenant compte des
deux précédentes et intégrant les avantages du calcul probabiliste et du calcul modulaire.
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une méthode probabiliste modulaire

Pour calculer le rang d’une matrice dont les coefficients sont des fractions rationnelles, on va choisir
un nombre premier a et des valeurs arbitraires de Z/aZ pour chacune des variables présentes dans
les coefficients de la matrice.

Ceci revient a associer a la matrice M, dont les coefficients appartiennent a
@(Xlu e 7Xl711l+17 cee 7Tm)

une matrice & coefficients dans Z/aZ, que I'on notera Mz/qz.
Pour étre stir que la fonction d’évaluation modulaire fz,,z définie par :

fZ/aZ : Q(le"'aXl;ﬂ+17"'aTm) - Z/CLZ

X;pouri=1,....m +— Z;pouri=1,....m

associe bien a M une matrice Mz, z, il suffit de vérifier que le m-uplet (Z1,...,%m) n'est pas
racine, modulo a, d’'un des dénominateurs des coefficients de M — et, s’il n’existe pas de tels
m-~uplets, considérer un autre nombre premier a.

Comme dans la méthode probabiliste vue précédemment, il est clair que si un mineur de Mz, z
n’est pas nul, le mineur correspondant de M ne I’est pas non plus, aussi le rang de M est certaine-
ment supérieur ou égal au rang de Mz qz.

Réciproquement, si un mineur de Mz, z est nul, le mineur correspondant de M Dest aussi, sauf si
le m-uplet (Z1,..., %) est racine, modulo a, d’un des polynémes intervenant pendant le calcul de
ce mineur. Ainsi, la probabilité ¢ de rencontrer ce cas défavorable est donnée par le rapport entre
le nombre de m-uplets (Z1,...,%;,) que Pon peut choisir et le nombre de m-uplets (Z1,..., %)
qui sont racines, modulo a, de polynémes de 2 — I’ensemble de tous les polynémes intervenant
pendant le calcul du déterminant.

Si I'on utilise un processus de choix aléatoire des &;, toutes les valeurs que peut prendre un
polynome, modulo a, en ce point ne peuvent étre considérées comme équiprobables et au nombre
de a que si a est grand par rapport au degré maximal de ce polynoéme.

On peut de plus borner le degré du polynéme de plus haut degré qui intervient dans le calcul du
déterminant d’'une matrice M de taille n par n fois le degré du polynéme de plus haut degré parmi
ses coeflicients.

On considerera, dans ce qui suit que a est grand par rapport a cette borne.

Dans ce cas, la probabilité qu'un m-uplet soit racine d’un polynoéme est donc voisine de % et,sin
est la taille de M, la probabilité ¢ que le rang de Mz, z soit le méme que celui de M est majorée

par :
22n

a
puisque le nombre de polynémes & calculer est majoré par 227.

On peut faire tendre cette probabilité vers 0 en prenant des nombres premiers de plus en plus
grands, ou en utilisant la méme méthode avec plusieurs nombres premiers différents — et suffisament
grands. En effet si le rang calculé a partir de Mz /,, =z et de Mz,,,z est le méme, la probabilité o

devient
24n

aiaz
Appliquée toujours au méme exemple, cette méthode consiste a :

- choisir un nombre premier a, on prend ici 997,
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- remplacer x et y par deux valeurs entieres aléatoires comprises entre 0 et 997, en 'occurence
440 et 43, dans la matrice :

z+y 2z+y Y
zy 1+y2 z—y
T—y 2x x
2 22—y z—y2
22 7y2 2241 y
Ty Tty T

ce qui donne la matrice & coefficients dans Z/997Z :

976 319 530
172 408 299
636 149 93

- calculer les mineurs dans Z/997Z, on obtient 180 pour le déterminant d’ordre 3.

Sur cet exemple, la matrice est trop petite pour que ’on puisse avoir un gain de temps et de place
vraiment appréciable par rapport aux précédentes méthodes. Par contre, on note déja un gain de
I’ordre d’un facteur 10 en vitesse par rapport au calcul “classique” du rang a ’aide de la méthode
de Gauss.

implémentation

L’algorithme implémentant la méthode probabiliste modulaire décrite ci-dessus prend comme en-
trée la matrice M & coefficients polynémiaux en les variables (X1, ..., X;, Ti41, ..., Tin) et fournit
en sortie son rang. Il est le suivant :

i. choisir un nombre premier a - on le prendra le plus grand possible en dessous de 10000 car
les entiers de MAPLE sont codés en base 10000,

ii. faire
- générer aléatoirement m entiers modulo a, (x1,...,Zm),

- pour i = 1,...,m substituer X; (resp. T;4;) par x; (resp. x;4;) dans M,
- calculer modulo a I’ensemble des dénominateurs des coefficients de M,

jusqu’a ce que 0 n’appartienne pas a cet ensemble,
iii. calculer M modulo a,
iv. calculer le rang de M modulo a apres I’avoir triangularisée a 1’aide de la méthode de Gauss.

Les étapes (2) a (5) peuvent étre éxécutées plusieurs fois pour des valeurs de a différentes pour
diminuer la probabilité que le rang obtenu ne soit pas le rang exact de la matrice de contrainte.

Cet algorithme, en MAPLE version V, peut se coder au moyen des deux procédures ci-dessous,
- modgauss calculant le rang d’une matrice a coefficents modulaires, apres I'avoir triangular-
isée,
- rangpm éxécutant I'algorithme, pour différentes valeurs de a.

On trouvera les codes correspondants a ces procédures, ainsi que le code de la procédure trigfree
— le filtre transformant la matrice de contrainte dépendante des p; en une matrice a coefficients
dans @Q(X1,..., X, Ti41, ..., i), en annexe (§C.2).
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4.3.2 deuxiéme approche

Ici, on assume 'hypothese (ii), & savoir que les coefficients de Ay appartiennent & Panneau quo-
tient :

Q[le"'7Xla}/l+1a'"7Y’maZl+17"'7Z’m]/(}/lil+Zl2+1_17""Y’rZ+Z’r2n_1)

En effet, puisque Y;4; et Z;4; représentent respectivement le sinus et le cosinus d’une
méme variable p;4;, on a bien évidemment : Yliz + leﬂ- = 1. 1l est donc nécessaire,
si I'on regarde les coefficients d’'une matrice de contrainte comme des polynodmes en
(X1, X0, Y141, - s Yo, Zig1, - - -, Zm) de les quotienter par ces relations. o

Cet anneau quotient ne possede pas de diviseur de zéro, on peut donc définir la notion de rang
d’une matrice, en disant que c’est la dimension de I’image de ’application linéaire qu’elle représente
— en tant qu’espace vectoriel sur le corps des fractions de cette anneau.

De plus, cette hypothese entraine aussi que les équations g1(p) = ... = g, (p) = 0 qui définissent
la sous-variété V de Va1, peuvent s’écrire sous forme polynomiale :

Gl(Xla"'7X17Y2+17'"7Ymuzl+17"'7Zm):0

GV(le"'aXl;}/l+1a'"aY’m;Zl+17"'7Zm):O

Et dans ce cas, on peut se ramener au probleme de la détermination de la dimension réelle d’une
variété algébrique.

Que l'on veuille ainsi calculer directement la dimension de V ou calculer le rang de la matrice Ay
dans ce cadre, il est necessaire de faire appel a des outils algébriques puissants et notamment & la
théorie des bases standards (ou base de Grébner).

On décrira les méthodes envisagées et expérimentées apres avoir présenté ces outils.

4.4 ou ’on utilise des bases standards

On considére un corps K et n indéterminées X1, X5, ..., X,,. On note K[X1, Xo,...,X,;] —oude
maniere abrégée K[X] I'anneau des polynémes en les indéterminées X1, Xs, ..., X, & coefficients
dans K

On rappelle les deux définitions fondamentales suivantes :
Définition 4.7 Un idéal I de K[X] est un sous-ensemble de K[X] qui vérifie les deux propriétés
sutvantes :

i. I est un sous-groupe du groupe additif (K[X],+),

ii. pour tout polynéme de K[X], son produit par tout polynome de I est un polyndme de I :

VP e K[X], VQel, PQel

Définition 4.8 Soit A une partie de K[X], il existe un plus petit — au sens de Uinclusion en-
sembliste — idéal de K[X| qui contient A ; c’est Uintersection de tous les idéaur de K[X] qui
contiennent A ; on lappelle idéal engendré par A et on dit des polynémes de A qu’ils forment une
famille génératrice de cet idéal.

Tout idéal I possede une infinité de familles génératrices, puisqu’il suffit d’adjoindre a une famille
génératrice une combinaison a coefficients polynomiaux des polynémes de cette famille pour obtenir
une nouvelle famille génératrice du méme idéal.
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4.4.1 bases standards d’idéaux de polynémes

La notion de base standard (ou base de Grébner) est née de la volonté de pouvoir associer —
algorithmiquement — a un idéal donné par une de ses familles de générateurs g1, ..., g, une autre
famille de générateurs fi,..., fs qui satisfasse la propriété suivante :

Tout polynéme P de K[X] peut s’écrire :
> hifi+h (ki € K[X])
i=1

par divisions successives et,
- si Pe I alors h =0,
- sinon h ne dépend pas de l'ordre dans lequel sont effectuées les divisions.
Ainsi la connaissance d’une base standard d’un idéal fournit, entre autre, un critere simple d’appar-
tenance a un idéal, et un moyen de classifier les polynomes.

Avant de présenter un algorithme de calcul de bases standards, il est nécessaire de préciser la
notion de division euclidienne des polynomes & n variables qui généralise la division euclidienne
bien connue des polynomes a une seule variable.

ordres et division euclidienne
Pour cela, il faut, au préalable définir un ordre total sur IN"™ pour pouvoir ordonner les monémes
selon leurs degrés et considérer le terme de plus haut degré d’un polynome.

En effet, & tout monéme X' ... X,’" on associe naturellement le n-uplet (p1,...,pn)
de IN™ pour définir son degré.

Les ordres totaux les plus couramment employés sont 'ordre diagonal, I'ordre lexicographique
inverse et 1'ordre lexicographique — voir figure (4.8).

'
Y Y

(5.2) 5.2)

X X

X

Pour chaque ordre, sont teintées les régions des mondmes inférieurs au monéme X°Y 2.
De gauche a droite sont représentés les ordres diagonal, lexicographique inverse et
lexicographique.

figure 4.8 : exemples d’ordres totaux dans IN?

On suppose qu'un tel ordre a été fixé une fois pour toute. On peut ainsi définir le terme de plus
haut degré d’un polynéme P, 1t(P) et son exposant le(P).

Par exemple, si P = XY*Z + X3Y?2 4+ Z°, on a en fonction de lordre fixé :
- diagonal : It(P) = XY*Z et le(P) = (1,4,1)
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- lexicographique : 1t(P) = X3Y? et le(P) = (3,2,0)
- lexicographique inverse : 1t(P) = Z° et le(P) = (0,0,5)

Si on considere une famille de polynémes By, ..., B, on peut partitionner IN" sous la forme* :

r Al = {le(Bl)} —|— N"
N™ — |_| A;  avec A = ({le(B1)} +IN") \ (U;;l Aj) sil<i<r
- 20 =18\ (U, 4))

Le théoreme suivant permet de généraliser la division euclidienne aux polynoémes a n indéterminées.

Théoréme 4.9 Soit By,..., B, une famille de polynomes de K[X] et Ay,..., A, la partition de
IN™ qui lui est associée, soit P un polynome de K[X], il existe de maniére unique une famille de
polynéme Q1,...,Q, et un polynéme R de K|[X] tels que :

. P= (i BiQi> + R,
=1

2. pourt=1...r,
les monémes de Q; ont tous leur exposant dans A;— {le(B;)} et le(B;Q;) < le(P),

iii. les monémes de R ont tous leur exposant dans Aq et le(R) < le(P).

Remarque 4.10 Pour un ordre fixé sur IN", la partition Ay, ..., A, et par 1 méme la division
euclidienne dépendent de la maniere dont est ordonnée la famille By, ..., B,.

En effet, si dans IR[X,Y] on effectue la division de P = X%Y3 + X% — X?Y?2 — en
considérant 1'ordre lexicographique — par (B1, B2) et par (Bg, B1) avec By = X° et
By, = X3Y — Y2, on obtient respectivement :

. P=(XY?4+Y)B, + R avec R = —X?Y?2,

cet P=(X3Y2+X24+Y3)By+ R avec R=Y5.

et les partitions correspondantes — voir figure (4.9)

base standard et algorithme de calcul

On peut maintenant donner la définition d’une base standard d’un idéal :

Définition 4.11 On appelle base standard (ou base de Grobner) d’un idéal I de K[X] tout
ensemble de polynomes de K[X], {f1,..., fs} tel que :

S

{le(f), £ €1}y ={]J ({le(f)} +N")

=1

Remarque 4.12 Dans la mesure ot le reste de la division d’un polynéme par une base standard
ne dépend pas de 'ordre dans lequel sont effectuées les divisions successives et comme une base
standard sert essentiellement a tester ’appartenance d’un polynome a un idéal, c’est a dire a
déterminer si ce reste est nul ou non, il n’est pas nécessaire d’ordonner les polynémes d’une base
standard. C’est pourquoi on a défini une base standard comme un ensemble — et non une liste —
de polynomes.

*Si E et F' sont deux sous-ensembles de IN, on note E+F (resp. E—F D’ensemble des sommes (resp. différences)
d’un élément de E et d'un élément de F: E4+F={z+y /2 €E,y€F} (rtesp. E-F={r—y /x € E,y€ F}
et on note E \ F la différence ensembliste de E et de F.
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®
o

X X

A gauche est représentée la partition associée a la division par (By, Bs), a droite celle
associée & la division par (Bz, By). Les parties sombres (resp. claires) matérialisent
Pensemble A associé & By (resp. & Bz). Les point noirs positionnent les monoémes de
téte de By et de Bs. Les points blancs positionnent les monémes qui interviennent dans
la division.

figure 4.9 : exemples de partitions associées a la division euclidienne

On considére un idéal I de K[X1, Xa,...,X,] et g1,..., g, une famille de polynémes génératrice
de I.

Pour deux polynémes quelconques, P et @ de K[X], on définit I'opération binaire A par :
PAQ=bX""P—aXx 1=

des que 1t(P) = aX® et 1t(Q) = bX= et en posant 1 = max(R,J) i.e. T; = max(¥;,7;), pour
t1=1...n.

De plus, on note P % f le reste de la division euclidienne d’un polynéme P par une famille de
polynémes f = (f1, fa,..., fs(s))-

Alors on obtient une base standard de I'idéal I en itérant le principe suivant :

- si, pout tout couple d’indice (4, j) compris entre 1 et r avec ¢ < j, on a :
(gi Agj) * (917"'797‘) =0
alors (g1, ..., gr) est une base standard,
- sinomn, il existe au moins un couple (ig, jo) tel que cette quantité soit non nulle, alors on pose :
gr+1 = (Gio X gjo) * (91:-- -, 9r)
et on s’intéresse a la famille (g1,...,gr41)-

Par exemple, on veut calculer une base standard — pour l'ordre lexicographique — de
I C R[X,Y] engendré par g1 = X° et go = X3Y — Y2, On obtient successivement :
i. (g1 A g2) % (91,92) = X?Y? donc on pose g3 = X2Y?2,
ii. (g1h9s)% (g1,92,93) = 0 et (924 g3) % (g1, 92, g3) = —Y? donc on pose g4 = —V?,
iil. (91 A g4) % (91,92,93,94) = 0, (92 A ga) * (91,92,93,94) = 0 et (g3 A ga) %
(91,92,93,94) = 0 donc donc (g1,92, g3, 94) est une base standard — voir figure
(4.10) la partition correspondante.

Des considérations algébriques dont la plus simple est la suivante :

si (g Agj)*(g1,---59r+k) =0 alors (g A gj) % (91, 9rtkt1) =0
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X

4
En blanc est représenté 4Ag, en sombre U 1Ai .
1=

figure 4.10 : exemples de partition associée a une base standard

permettent de se dispenser de calculer, & chaque étape, toutes les quantités (g; Ag;)% (g1, - - -, Gr4k)-

A chaque méthode de choix des couples (g;, g;) a considérer — par analogie avec la théorie de la
réécriture on parlera de méthode d’élimination de paires critiques — on associera donc un algorithme
de calcul de bases standards. Et, bien entendu, c’est de la qualité de cette méthode que dépendront
les performances de ces algorithmes.

Toutefois, la complexité de calcul, en temps et en espace, de tous ces algorithmes est au moins
exponentielle en la taille des entrées — a savoir le nombre de monémes et leurs degrés — ce qui
limitera grandement leurs possibilités d’utilisation.

4.4.2 bases standards de sous-modules

Les notions que l'on vient de voir dans la section précédente peuvent se généraliser aux sous-
modules de (K[X])?.

On rapelle qu'un module est a un anneau ce qu'un espace vectoriel est a un corps, c’est a dire qu’un
module est un ensemble F muni d’une loi additive B qui en fait un groupe abélien et muni d’une
loi externe ., dont le domaine d’opérateurs est un anneau (4, 4+, X), qui posséde les propriétés
classiques :

i. Vae A, V(z,y) € E?, a.(rBy)=azBay,
ii. V(a,B) € A2, Vz e B, (a+f).x=axBp.a,
iii. V(a,B) € A%, Vz € E, o.(B.2) = (ax f).z,
iv. Ve e E,1ax =1
De plus, on définit la dimension d’'un module comme sa dimension en tant qu’espace vectoriel sur
le corps des fractions de son anneau de base.
Ainsi, (K[X])? est un module construit sur anneau K [X] dont les éléments sont des p-uplets de
polynoémes et qui est muni des deux lois + et . définies naturellement par :
csiP=(P,...,P) et Q=(Q1,...,Qp),alors P+ Q= (P +Q1,..., P+ Q,),
- si, de plus R est un polynéme de K[X], alors R.P = (RP},...,RP,).

On peut définir canoniquement, en introduisant p indéterminées supplémentaires, un isomor-
phisme — de K[X]-modules — entre (K[X])? et K[X][Y7...Y}] en faisant correspondre au p-uplet
(P1,...,P,) le polynéme PiY: + ...+ B,Y,,.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



206 TRAITEMENT DES MECANISMES BOUCLES

Alors, si on considére un sous-module de (K[X])? engendré par une famille Py, ..., P, de vecteurst
— un sous-module engendré par une famille de vecteurs est, comme on le pense, le plus petit sous-
module, au sens de 'inclusion des ensembles, qui contient cette famille — on peut définir la notion
de base standard de ce sous-module en utilisant 1'isomorphisme canonique comme le montre le
diagramme suivant :

(K[X])P 7= K[X][Y1...Y}]

P,..., P, —— Py,..., P,
baseJrstandard

Qla"'v@s<— Qla"'aQS

Pour calculer une base standard d’un sous module, on peut ainsi utiliser I’algorithme vu précédem-
ment apreés avoir transformé les vecteurs de (K[X])P en polynémes de K[X][Y;...Y}].

syzygies et pseudo-noyaux d’une matrice

En conservant la trace des calculs faits lorsqu’on veut déterminer une base standard d’un idéal
donné par une famille de générateurs (g1, ..., g-), on possede des relations de la forme :

Zaigi =0 avec a; € K[X]

=1

et dans la mesure ou les polynoémes g,41, ..., gs sont obtenus comme des combinaisons linéaires &
coefficients polynéomiaux des g1, ..., g, on peut facilement, par substitution, obtenir des relations
de la forme :

T
Zbigi =0 avec b; € K[X]
i=1
De maniere analogue, on peut obtenir, en calculant une base standard d’un sous-module engendré
par une famille de vecteurs Py, ..., P., un ensemble de relations de la forme :

i@lpl =0 avec Qz S K[X]

=1

Ces relations sont appelées premieéres syzygies du sous-module.

A travers le calcul des premieres syzygies d’un sous-module, la mise en ceuvre d’un algorithme de
calcul de bases standards permet donc de calculer un pseudo-noyau d’une matrice M a coefficients
dans un anneau de polynomes, c’est a dire une matrice N a coefficients dans le méme anneau et

telle que M.N = 0.

En effet, si M est une matrice | x r dont les coefficients sont des polynoémes de K[X],
et si on considére le sous-module engendré par les colonnes My, ..., M, de M (avec
M; = (My;, Ma;, ..., My;) pour 1 < i < r), les premiéres syzygies de ce sous-module
consistent en m relations qui s’écrivent :

XT: NipmM; =0
i=1

TPar abus de langage, on parlera de vecteurs pour désigner les éléments d’un module tout en gardant présent &
Pesprit la différence avec un espace vectoriel.
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On peut alors les regrouper sous la forme matricielle :

() ()0

ou N est la matrice » x m dont le coefficient de la i-eme ligne et de la j-éme colonne
n’est autre que Njj.

4.4.3 dimension d’une sous-variété de configurations

Si P'on considere une variété algébrique donnée par un idéal de polyndmes, et si ces polyndomes
sont homogenes, le calcul d’une base standard de cet idéal pour I'ordre diagonal permet de calculer
facilement la dimension sur @' — ’ensemble des nombres complexes — de cette variété.

En effet, la forme et la taille de ’ensemble Ag de la partition de IN™ associée a cette base standard
—on dit de cet ensemble que c’est ’escalier de la base standard — peuvent se représenter au moyen
d’un polynoéme — appelé polynéme de Hilbert de I'idéal — dont le degré est la dimension de la
variété.

La connaissance de la base standard détermine l’escalier qui permet de calculer le polynéme de
Hilbert et d’avoir, in fine, la dimension de la variété.

Remarque 4.13 Toutefois la dimension obtenue est une dimension sur @ alors que la dimension
intéressante pour le probleme mécanique que l'on regarde est la dimension sur IR.

Les méthodes pour déterminer la dimension réelle d’une variété algébrique dont on connait la
dimension complexe sont encore I’objet d’une importante activité de recherche dans la communauté
mathématique internationale.

On se contentera donc de considérer cette dimension complexe comme une majoration de la di-
mension réelle.

4.4.4 rang d’une matrice de contrainte

Lorsque I'on considére une matrice M (v x m) comme une représentation d’une application linéaire
d’un espace vectoriel E™ dans un espace vectoriel E¥, on peut dire que son rang, en tant que
nombre de ses colonnes qui sont indépendantes est la dimension du sous-espace vectoriel ImM de
FEY, I'image de cette application.

On peut alors écrire la suite exacte? :
N o M v
0— KerM — E™ — ImM(C E¥) — 0

ou N est une matrice dont les colonnes forment une base du noyau de M.
Une des propriétés d’une suite exacte étant que la somme alternée des dimensions des espaces

qui y interviennent est nulle, c’est & partir de cette suite exacte que I'on retrouve la formule bien
connue :

dim(KerM) + dim(ImM) = m

Si maintenant on considére M (v X m) comme une représentation d’une application linéaire d’un
module E™ dans un module E¥ — ce qui est le cas dés que les coefficients de M ne font plus partie

. . . . fn—
fSoient Eo,..., E, des espaces vectoriels, on dit que le diagramme : Fy i) F4 ﬁ) iy FEn_1 ﬁ) E, est

une suite exacte si et seulement si : Imf; = Kerf;+1, (1<i<n-—1).
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d’un corps mais d’un anneau, ici F représente K[X] — alors on peut écrire la suite exacte suivante
, que I'on appelle résolution du sous-module image de M :

0 pra Loy praoy Timt - Pa g Yaypme Mooy arc gry 0

- U, est un pseudo-noyau de M construit a partir de ses premieres syzygies,
- et pour tout ¢ compris entre 1 et d — 1,

— W, ;1 est un annulateur de ¥; construit a partir de ses premieres syzygies,
— pi+1 désigne le nombre de premieres syzygies de U, i.e. le nombre de colonnes de ¥,
ou le nombre de générateurs de E*.

En écrivant que la somme alternée des nombres de générateurs des modules qui interviennent dans
la résolution précédente est nulle, on obtient :

d
m — dim(ImM) =m — rg(M) = Z ((=1)"* )
i=1

et cette notion de rang correspond bien a ce que I’on obtiendrait en évaluant au préalable la matrice
de contrainte en un point non-singulier i.e. en dehors de I’ensemble des racines des polyndomes
présents dans les coefficients de M.

Toutefois, si 'on veut utiliser ce résultat pour calculer le rang d’une matrice de contrainte Ay, il
ne faut pas oublier que le rang cherché est celui que 'on obtiendrait en évaluant la matrice Ay
sur les points de V.

Il faut donc tenir compte des équations de contrainte :
911, pm) = . =gu(P1, -, Pm) =0

En assumant I’hypothese que les fonctions g; peuvent s’écrire comme des polynémes en
(X1, XY, Yo, Zi1, o Zom)

par : gi(pl,.-.,pm):Gi(Xl,.-.,Xl,i/lﬁ-l,-.-,Ym,Zl+1,.-.,Zm) pour i=1,...,v

il suffirait alors de considérer que les coefficients de la matrice Ay, appartiennent non pas a :
@[Xh o '7X17}/l+17 e 7Ymuzl+17 o 7Zm]

mais a cet anneau quotienté par l'idéal engendré par les G, et par les relations dues a la trigono-
métrie, c’est a dire :

QX1 X0, Yig1, oo Yo Zists ey Zo) ) (Y2 + 2800 — 1, YR+ 22— 1,Gh,. ., GY)

Remarque 4.14 Toute la théorie exposée dans le paragraphe (§4.4.1) (resp. dans le paragraphe
(§4.4.2)) concernant les polynémes (resp. les vecteurs de polynémes) d’un anneau K[X| (resp. d’'un
module (k[X])P) se généralise immédiatement & des polynémes (resp. vecteurs de polynémes) d’un
anneau quotient K[X]/(Q1,Qo,...,Q;) (resp. d’'un module quotient (K[X]/(Q1,Q2,-.-.,Q:))?.

Remarque 4.15 Malheureusement, le fait que la résolution d’un sous-module puisse s’écrire en

un nombre fini d’étapes est lié & une propriété de régularité de ’anneau de base qui n’est en général
pas vérifiée par les anneaux-quotients.
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On ne pourra donc pas toujours tenir compte, en utilisant cette méthode, des équations définies
par les fonctions g; ou des relations imposées par la trigonométrie.

Dans le cas général, on n’obtiendra donc qu’'une majoration du rang que l’on cherche comme on
le verra dans lexpérimentation basée sur cette méthode — voir (§4.5).

On emploiera alors I’algorithme suivant :

i. calculer une base standard du sous-module engendré par les vecteurs colonnes de Ay et
récuperer les premieres syzygies sous la forme d’une matrice ¥y

ii. faire, a partir de 4 = 1 et tant que ¥, est non nulle :

- calculer une base standard du sous-module engendré par les vecteurs colonnes de ¥; et
récuperer les premieres syzygies sous la forme d’une matrice ¥,

iii. calculer la majoration du rang a partir des nombres de générateurs p; des modules de syzygies
successifs en utilisant la formule :

d
m—1g(Av) =Y ((=1)"" )

=1

Remarque 4.16 Un effet de bord de cet algorithme est de nous fournir un moyen d’obtenir
facilement une matrice ¥ de taille (m x (m —rg(Ay))) et de rang m — rg(Ay).

En effet, si 'on arrive a déterminer le rang de Ay, il suffira de considérer une sous-
matrice de la matrice des premieres syzygies, U1, de la bonne taille et dont les colonnes
sont polynémialement indépendantes — i.e. sur lesquelles il n’existe pas de relation —
ce qui se vérifiera rapidement a I’aide de la matrice de syzygies Ws.

4.4.5 implémentations

De maniere habituelle, sont implémentés dans la plupart des logiciels de calcul formel classiques
— MAPLE, MACSYMA, REDUCE - des algorithmes de calcul de bases standards d’idéaux de
polynomes proches de celui que 'on a présenté plus haut.

Il existe de plus un logiciel de calcul formel MACAULAY spécialisé dans les manipulations de
géométrie algébrique et notamment les calculs de bases standards, de syzygies et de résolutions de
modules.

C’est a la fois le seul logiciel qui calcule des bases standards de sous-modules et celui qui possede
I'implémentation la plus efficace des algorithmes, mais il ne travaille qu’avec des polynomes, des
idéaux et des sous-modules homogeénes.

Pour expérimenter les méthodes de calcul de la dimension et du rang présentées aux paragraphes
précédents, on s’est donc servi de MACAULAY. Les résultats obtenus seront exposés et commentés
au paragraphe suivant.

Mais, on s’est aussi intéressé & implémenter intégralement cette méthode en MAPLE, dans 1'opti-
que d’inclure la fonctionnalité de calcul du rang — ou tout au moins d’une majoration du rang — de

la matrice de contrainte de mécanismes a structure bouclée dans le logiciel GEMMES développé
en MAPLE.

La bibliotheque standard grobner de MAPLE ne donnant pas entiere satisfaction sur le plan
des performances obtenues et ne permettant pas de traiter directement les sous-modules, on s’est
attaché, tout d’abord, a implémenter dans ce systeme de nouveaux algorithmes de calcul de bases
standards.

Vu la complexité inhérente a ces algorithmes, on a apporté un grand soin a leur programmation
en suivant deux directions :
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- Pamélioration théorique des algorithmes,

- les variantes d’implémentations et de représentation des données — en 1’occurence des poly-
nomes.

On a décidé, dans un premier temps, d’explorer ces deux voies dans le cadre restreint du calcul de
bases standards dans les anneaux, ceci afin d’avoir une programmation et surtout une expérimen-
tation plus facile et plus rapide — puisque le cas des sous-modules n’est qu'une “vectorisation” du
cas des idéaux, toute amélioration se transpose immédiatement.

En ce qui concerne la comparaison entre les programmes résidents en MAPLE et ceux que 'on a
écrit, on a utilisé une approche statistique et systématique portant sur un grand nombre de tests en
faisant varier des parametres tels que le degré total, le nombre de variables ou le nombre de termes
des polynomes. Pour cela, on a développé un certain nombre d’outils a des fins d’analyse de perfor-
mances : génération automatique de jeux de tests pseudo-aléatoires, comparaison et présentation
des résultats.

En ce qui concerne 'implémentation des algorithmes, on a pris comme base de départ la procédure
gbasis de la version 4.0 de MAPLE — cette procédure ayant été écrite par des gens connaissant
bien le systeme de calcul formel utilisé, le style de programmation devait par conséquent étre
quasi-optimal.
Apres une étude du code de gbasis, il est apparu que celui-ci était perfectible sur au moins deux
points :

- la procédure de division redall,

- la méthode d’élimination des paires critiques — procédure addpairs.
Une nouvelle procédure de division a donc remplacé 1’originale, le gain étant sur cette opération
de 20% & 50% en temps.
Ensuite, on a programmé l'algorithme d’élimination des paires critiques dit “des ﬁg ? — voir
[Galligo, 1983] — basé sur une étude fine de la partition de IN™ associée aux exposants de plus
haut degré. Pour ce faire, on a introduit des changements majeurs dans le code qui s’est trouvé
réduit — d’un tiers — et simplifié.
L’amélioration a été indiscutable puisque dans presque tous les cas testés la nouvelle procédure a
été deux fois plus rapide que la procédure originale de MAPLE.

Ce doublement de la vitesse d’exécution, allié a un code simplifié et clarifié, bien qu’étant en soi un
résultat intéressant ne suffit pourtant pas pour s’attaquer a une classe de problemes sensiblement
plus vaste que celle qui était a la portée de la procédure gbasis.

L’utilisation d’un outil de type profiler que I’'on a développé spécifiquement, a permis de déterminer
que la consommation de temps excessive se produisaient lors des opérations élémentaires sur les
polynémes (addition, multiplication, determination du monéme de plus haut degré, ...) et était
donc intrinseque a leur représentation.

Toutefois les essais de programmation utilisant des représentations différentes des monomes, a
Savoir :

- des couples ordonnés d’entiers — coefficient, liste des exposants,

- des expressions mixtes, le degré d’'un monéme étant représenté par un entier a l'aide d’une
fonction de “hash-code” compatible avec la multiplication,
n’ont pas donné de résultats intéressants dans le contexte de programmation de MAPLE.

Les enseignement que 1’on a pu tirer de cette expérimentation ont ouvert de nouvelles perspectives
que l'on présentera dans la conclusion de cette étude.

Le code MAPLE correspondant a la procédure basis que 'on a développé ainsi qu’aux procédures
subalternes appelées par basis se trouve en annexe (§C.3).
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4.5 expérimentations

4.5.1 premiere approche : algorithmes de calcul du rang

Dans cette section on présente les résultats obtenus avec les algorithmes de calcul du rang classique
et probabiliste modulaire en traitant les exemples décrits au paragraphe (§4.2).

algorithme classique

Chronologiquement, les premiers tests effectués pour calculer le rang des matrices de contrainte des
mécanismes pris en exemples, I'ont été avec I'algorithme classique du pivot de Gauss implémenté
en MAPLE par la procédure gausselim.

Pour I'exemple le plus simple, le résultat est satisfaisant, comme le montre la session transcrite
ci-dessous :

> Mi:=matrix([[0,0,11*%(1-t1°2)/(1+t1°2),

12%(1-t272) /(1+t272) ,13*%(1-t372) /(1+t3°2)],
[0,0,-11*2%t1/(1+t172) ,-12%2*t2/ (1+t272) ,-13*2*t3/(1+t3°2)]11);

[ 2 2 2 ]

[ 11 (1 - t1) 12 (1 -t2) 13 (1 - t3) ]

[o O 1

[ 2 2 2 ]

[ 1+ t1 1+ t2 1+ t3 1

M1 := [ ]

[ 11 t1 12 t2 13 t3 ]

[o O -2 -2 -2 - ]

[ 2 2 2]

[ 1+ t1 1+ t2 1+ t3 1]

> map(factor,gausselim(M1,’°r’));

11 t1 12 t2 13 t3
0O 0 -2 - -2 === -2 ——————
2 2 2

1+ t1 1+ t2 1+ t3

12 (t2 t1 + 1) (- t2 + t1) 13 (£3 t1 + 1) (- t3 + t1)

[ S T T S I Sy

0 O 0
2 2
t1 (1 + t2 ) t1 (1 + t3 )
> r;
2
> eqll:=M1[2,3]+M1[2,4]+M1[2,5];
11 t1 12 t2 13 t3
eql := -2 -2 -2
2 2 2
1+ t1 1+ t2 1+ t3
> eql2:=M1[1,3]+M1[1,4]+M1[1,5];
2 2 2
11 1 -t1) 12 (1 -t2) 13 (1 - t3)
eq2 := + +
2 2 2
1+ t1 1+ t2 1+ t3

On constate assez facilement que les équations de contrainte eqll et eql2 ne permettent pas
d’annuler un des coefficients de la matrice triangularisée.
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Pour I'exemple de la bielle, on trouve encore le rang attendu par 'intuition mécanique, mais il n’est
pas aisé de vérifier que les coeflicients de la matrice triangularisée ne sont pas des combinaisons
polynomiales des fractions rationnelles exprimant les équations de contrainte :

eq21:= expand(ll*cos(al)+12*cos(al+al2)-x3,trig);

eq22:= expand(li*sin(al)+12*sin(al+al2),trig);

vector([eq21,eq22]):

M2:=jacobian(", [al,a12,x3]);

lvar:=[sin(a1)=2*t1/(1+t1°2) ,sin(a12)=2*t2/(1+t272),
cos(al)=(1-t172)/(1+t172) ,cos(al2)=(1-t2"2) /(1+t2°2)];

M2:=subs(lvar,op(M2));

> gausselim(M2,’°r’);

VvV VVVYyV

v

2 2 2
- 11 t1 - 11 t1 t2 - 12 t1 + 12 t1 t2 - 12 t2 + 12 t2 t1
[2 s
2 2
(1 +t1) (1 +1t2)
2 2
12 (- t1 + t1 t2 - t2 + t2 t1 )
2 , —1]
2 2
1 +t1) (1 +t2)
2
12 11 t2 (1 + t1)
[o, , 1/2 (11
2 2 2
- 11 t1 - 11 t1 t2 - 12 t1 + 12 t1 t2 - 12 t2 + 12 t2 t1
2 2 2 2 2 2 2 2
+ 11 t2 - 11 t1 - 11 t1 t2 + 12 - 12 t2 - 12 t1 + 12 t1 +t2
-4 12 t1 t2)
/ 2 2 2
/ (=11 t1 - 11 t1 t2 - 12 t1 + 12 t1 t2 - 12 t2 + 12 t2 t1 )]
/
> r;
2
> eq21:=subs(lvar,eq21);
2 2 2
11 (1 - t1 ) 12 (1 - t1 ) (1 -t2) 12 t1 t2
eq2l := + -4 - x3
2 2 2 2 2
1+ t1 (1 +t1) (1 +1t2) (1 +t1) (1 +1t2)
> eq22:=subs(lvar,eq22);
2 2
11 t1 12 t1 (1 - t2) 12 (1 - t1 ) 2
eq22 := 2 + 2 + 2
2 2 2 2 2
1+ t1 1 +t1) (1 +t2) (1 +t1) (1 +1t2)

On pourra cependant le vérifier assez rapidement en testant au moyen d’un calcul de base standard
I’appartenance des numérateurs des fractions rationnelles intervenant dans les coeflicients a ’idéal
engendré par les numérateurs des fractions rationnelles exprimant les équations de contrainte —
apres avoir réduit toutes ces fractions rationnelles au méme dénominateur.

En ce qui concerne 'exemple de la saliere, le calcul direct ne fournit pas le rang correct :

> M3;
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[ t2 t3 ]
[ 0 -2 - 2 —————-= 1
[ 2 2]
[ 1+ t2 1+ t3 1]
[ 1
[ 2 2 1
[ (1 -t1) 2 t1 (1 - t2) 1
[ 2 2 0 ]
M3 := [ 2 2 2 2 ]
[ (1+t1) (1 +t2) (1 +t1) (1 +1t2) 1
[ 1
[ 2 2 2]
[ t1 t2 1-t1) 1 -1t2) 1-1t3 1]
[ -4 - 1
[ 2 2 2 2 2]
[ (1 +t1) (1 ++t2) (1 +t1) (1 +1t2) 1+ t3 1]
> egs;
eqs :=
2 2 2
1 - t2 1 -t3 t1 t2 (1 -t1) t2 t3
L - » 4 y 2 -2 1
2 2 2 2 2 2 2
1+ t2 1+ t3 (1 +t1) (1 +1t2) (1 +t1) (1 +1t2) 1+ t3
> M3t:=gausselim(M3,’r’);
M3t :=
2 2 2
t1 t2 (-1 +t1) (-1+1t2) -1+13
[- 4 , , 1
2 2 2 2 2
(1 +t1) (1 +1t2) (1 +t1) (1 +1t2) 1+ t3
t2 t3
[0, -2 s 2 ]
2 2
1+ t2 1+ t3
[o, o,
2 2 2 2 2 2 2
t2 - t2t3 - t2tl +t2tl t3 - t3 +t3 t2 - t3tl + t3 tl t2
- 1/2
2
tl t2 (1 + t3)
]
> r;
3

213

En effet, on sait que ce mécanisme peut bouger et donc le rang de la matrice de contrainte ne peut

étre supérieur a 2.

On remarque alors que le coefficient M3t [1,1] de la premiere ligne et de la premiere colonne de
la matrice triangularisée est multiple d’une des équations de contrainte.

En annulant ce coefficient et en recalculant la matrice, on obtient cette fois le rang correct.

> M3t[1,1]:=0:
> gausselim(M3t,’r’);

t2

t3

[0, -2 , 2
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1+ t2 1+ t3
[o, o,
2 2 2 2 2 2 2 2
t2 - t2t3 - t2tl +t2tl t3 - t3 + t3t2 - t3tl + t3 tl t2
- 1/2
2
t1 t2 (1 + t3)
]
[0, 0, 0]
> r;
2

En triangularisant la matrice de contrainte du joint homocinétique, on obtient, la encore, le rang
correct par rapport a la nature du mécanisme.

M4 :=
/ 2 2 \
| t1 t2 (1 - t3 ) (1 -1t1) t3 |
[I- 4 -2 |1,
| 2 2 2 2 2 |
\ (1+t1) (1 +t2) (1 +1t3) (1 +t1) (1 +1t3)/
2 2 2
(1 -t1) @1-t2) (1-1t3)1
2 2 2 ’
(1 +t1) (1 +t2) (1 +1t3)
/ 2 2 \
| (1 -t1) t2 t3 t1 (1 -t3) |
|- 4 -2 | 1, 0, 0]
| 2 2 2 2 2 |
\ (1 +t1) (1 +t2) (1 +1t3) (1 +t1) (1 +1t3)/
/ 2 2 \
| (1 -t1) t2 (1 -1t3) t1 t3 |
[12 -4 | 1,
| 2 2 2 2 2 |
N\ @ +t1) (1 +t2) (1 +t3) 1 +t1) (1 +1t3)/
2 2
1t1(1-t2) (1-1t3)
2 s
2 2 2
(1 +t1) (1 +t2) (1 +1t3)
/ 2 2\
| t1 t2 t3 1 -1t1) (1 -1t3)I
11-38 + |, 0, 0]
| 2 2 2 2 2 |
\ (1 +t1) (L +t2) (1 +1t3) (1 +t1) (1 +1t3)/
2 2
t2 (1 - t3 ) 1 (1 -t2) t31
> gausselim(M4, ‘r¢):
> r;
4

La taille de la matrice triangularisée est trop importante pour qu’on puisse la reproduire ici.

L’utilisation les procédures de la bibliotheque grobner pour verifier que ses coeflicients ne sont pas
annulés par les équations de contrainte, nécessite plus de 30 minutes CPU sur une DECSTATION
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5000/200.

Quant aux calculs des rangs des matrices de contrainte des exemples de mailles d’antenne, il a
été nécessaire de les interrompre, le programme MAPLE occupant plus de 40 Mbytes d’espace
mémoire — au dessus d’un certain seuil d’espace mémoire, le calcul ne progresse presque plus, le
programme occupant plus de 90 % de son temps & la réorganisation de 1’espace mémoire.

algorithme probabiliste modulaire

L’expérimentation des procédures que 'on a développées pour implémenter I'algorithme proba-
biliste modulaire de calcul du rang a donné, en ce qui concerne les quatre premiers exemples
— l'exemple le plus simple, la bielle, la saliere, le joint homocinétique — exactement les mémes
résultats que ceux obtenus avec l'algorithme classique.

Sur ces exemples, les temps de calculs avec les deux méthodes étaient trop faibles pour que l'on
puisse tirer des conclusions.

Par contre I’étude des mailles d’antenne déployables a un et a deux niveaux a permis d’apprécier
la rapidité de 'algorithme probabiliste modulaire.

Dans le premier cas — maille a un niveau — la matrice de contrainte posséde six lignes et huit
colonnes et fait intervenir neuf variable.

La procédure rangpm donne la majoration de son rang en 100 secondes CPU sur un sun4.

En fait la valeur obtenu, 5, correspond au rang recherché puisque ce mécanisme possede un degré
de liberté égal a 3.

Mais, il est difficile d’exhiber des arguments qui puissent prévoir cette coincidence.

Dans le deuxieme cas — maille a deux niveaux — la matrice de contrainte posséde 24 lignes et 14
colonnes et fait intervenir 14 variables.

Cette fois, la procédure rangpm donne le rang de cette matrice en 850 secondes CPU sur la méme
machine.

Intuitivement, cette matrice est de rang 11, puisque ce mécanisme peut se déplacer exactement
comme le mécanisme précédent.

Ainsi, la procédure rangpm qui rend comme résultat 13 fournit cette fois une majoration stricte
du rang.

4.5.2 deuxiéme approche : utilisation de bases standards
Dans cette section, on va présenter et commenter les résultats obtenus en utilisant MACAULAY

pour traiter les exemples décrits au paragraphe (§4.2).

Les sessions completes correspondantes d’utilisation du logiciel sont fournies en annexe (§C.4).
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exemplel : le mécanisme le plus simple

Dans cet exemple, on pose :

X1 =p11 =20,
Xo =p12=ym,
Y3 = sin(aq)

Z3 = cos(a)

Yy = sin(az)

Zy = cos(a)

Y5 = sin(as)

Z5 = cos(as)

La matrice de contrainte (exI.iv) s’écrit alors :

0 0 MYs XYy A3V
0 0 —MZ3 X2y —A3Zs

Dans un premier temps, on calcule une base standard de l'idéal engendré par les polynomes
traduisant les équations de contrainte.

MACAULAY calcule sa codimension, c’est & dire la différence entre le nombre d’indéterminées et
la dimension de la variété algébrique définie par ces polynomes.

On obtient 2, ce qui donne comme dimension 3 dans la mesure ot MACAULAY considere aussi
A1, A2 et A3 comme des indéterminées et utilise une indéterminée de plus pour I’homogénéisation.

Ici, il est clair que le degré de liberté du mécanisme est au moins égal a 3, ce qui permet de valider
le résultat obtenu.

On fournit ensuite la matrice de contrainte & MACAULAY en lui précisant que ses coefficients
appartiennent a ’anneau quotient :

Q[X1,X2,Y3,Y4,Y5,Z3, Z4, Zs] /(M Y3 + NaYa + X3Y5, M Z3 + Ao Zy + A3Z5)

qui est un anneau régulier.

La résolution du sous-module engendré par les colonnes de la matrice de contrainte s’arréte a la
matrice des premieres syzygies et donne :

0 B % g M mmM(c BY) — 0

avec :

(S
I
o o o o =

o O O = O
= = = O O

On retrouve donc par le calcul que le rang de la matrice de contrainte est 5 — 3 = 2 et donc que
le degré de liberté du systeme est 3.
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De plus, on peut obtenir un paramétrage (P1, Py, P3) adapté de la variété des configurations
admissibles en écrivant p = WP soit :

Pl = :I;Mfg

Po= i,

Py = Q1

Py = Qo

Py = (i3

d’ou l'on tire :

P1 = il Pl = fo%
Pyo=y Py = ymy,
Py = & . Py = o

puis
Gy = Qg = Oél-i-CSt
. _ . . St
a3 = Q1 a3 = o1 +C

On pourra déterminer les constantes en utilisant les équations de contrainte.

exemple?2 : la bielle

En ce qui concerne la bielle, on fait calculer a MACAULAY la résolution du sous-module en-
gendré par les colonnes de la matrice de contrainte (ex2.ii) en considérant ses coefficients comme
appartenant :

i. a l'anneau :

D[X1,Ys,Ys3, Zs, Z3)

ii. a I'anneau quotient :
B[X1,Y2,Ys, Z2, Z5)/ (Y5 + Z5 — 1)

en posant X1 = z3, Yo = sin(ay), Z2 = cos(aq), Y3 = sin(ai2) et 23 = cos(ai2).
Ces deux anneaux sont réguliers.
Dans les deux cas, la résolution du sous-module s’arréte apres le calcul des premieres syzygies et

on obtient respectivement pour I’annulateur :
—sin(aq ) sin(a12) A2 + cos(aq ) cos(ai2) A2
U = sin(aq ) sin(a12) A2 — cos(ay) cos(ar2)Ae — cos(an)Aq

sin(a1)2)\1 sin(alg)/\g + COS(O&1)2A1 sin(alg)/\g

— sin(al) sin(alg))\z + COS(O&l) COS(O&lg)AQ
et Uii = | sin(aq) sin(ai2) A2 — cos(aq) cos(ag2)Ae — cos(ag ) A

)\1 Sin(alg))\g
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Remarque 4.17 Dans cet exemple, la relation trigonométrique Y2 + Z3 = 1 n’influence pas la
nature de la résolution du sous-module et il est plus intéressant — au niveau du temps et du volume
de calcul — d’effectuer le calcul sans en tenir compte puis de considérer la matrice ¥ obtenue modulo
cette relation que d’en tenir compte des le début.

Remarque 4.18 De la méme maniere, on n’a pas tenu compte ici des équations de contrainte
dans la mesure o, sur cet exemple, il est équivalent de calculer le rang de Ay en tout point non
singulier de Vb ou en tout point non singulier de V.

Dans cet exemple, il n’est pas possible de “récupérer” simplement un paramétrage de V a partir
de la matrice W.

Le calcul de la dimension de V effectué directement a partir de la base standard des polyndomes
représentant les équations de liaison donne, ici, un résultat supérieur au résultat correct puisque
I’on obtient 3 comme codimension et donc 2 comme dimension.

exempled : la saliere

Ici le calcul de la dimension de V donne comme résultat : 1.

Dans la mesure, ot l'on sait qu’il existe des mouvements possibles pour ce mécanisme, on peut
donc conclure.

Il est par contre difficile, en toute rigueur, de calculer le rang de la matrice de contrainte puisque
I’anneau quotient :
Q[Ylv Zla }/25 }/37 ZQv Z3]/(Z2 - Z3a Y1}/2; Z1}/2 - }/3)

n’est pas régulier — il n’est en particulier pas integre.

On peut néanmoins calculer la matrice des premieres syzygies. MACAULAY donne la matrice
suivante :

0 sin(ay)  sin(ag) — cosaq) sin(ag) 0 0
sin(ag) 0 0 0 sin(ag) cos az)
sin(ag) 0 0 sin(ag) — cosay ) sin(az)  sin(az) cos as)

Cette matrice peut s’interpréter en fonction des équations de contrainte :
De sin(a1) sin(az) = 0, on déduit sin(ay) = 0 ou sin(ag) = 0,

- sl sin(ag) = 0 alors cos(ay) = 1 et ag = ag, seules la premiere et la derniere
colonne de la matrice sont non nulles et elles sont égales,

- sinon sin(az) = 0, et donc sin(ag) = 0, et seule la deuxiéme colonne de la matrice
est non nulle.

Dans les deux cas, on trouve bien alors que la matrice de contrainte est de rang 2 puisqu’il n’existe
qu’une seule relation non triviale entre ses colonnes.

exemple4 : le joint homocinétique

Le calcul direct de la dimension de V donne, ici encore, un résultat correspondant a l'intuition
mécanique c’est a dire 3.

On retrouve ce résultat en calculant le rang de la matrice de contrainte sans tenir compte ni des
équations de contrainte, ni des relations trigonométriques.
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Dans ce cas, MACAULAY fournit une matrice qui, modulo Y + Z3 = 1 et la derniere équation
de contrainte vaut — si cos(82) # 0 :

cos(y2)
cos(fB2) sin(72)
— sin(fB2) cos(7y2)

cos(y2)
0

Il n’est pas facile, a partir de cette matrice, de “récupérer” un paramétrage de V. Néanmoins,
on peut y lire que le parametre z est constant, ce qui n’était, mécaniquement pas completement
évident.

exemple5 : les mailles d’antennes

Ces deux exemples n’ont pas pu étre traités avec MACAULAY, la taille des matrices de contrainte
entrainant des temps et des volumes de calculs trop importants.
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Chapitre 5

conclusion

Au terme de ce mémoire, et pour mieux tirer les conclusions des travaux qui y sont présentés, il
est bon de revenir brievement sur les motivations qui ont conduit & réaliser cette étude ainsi que
sur son déroulement chronologique.

C’est a la demande d’une équipe d’ingénieurs de la division des Systemes Stratégiques
et Spatiaux de TAEROSPATIALE — Cannes qu’ont débuté ces recherches.

Cette équipe s’occupait de la réalisation en MAPLE d’un prototype de générateur
formel des équations de la mécanique de systemes de corps polyarticulés.

Ce prototype, utilisant un formalisme proche du formalisme de Lagrange, engendraient
les équations différentielles du mouvement ainsi que les équations algébriques de con-
trainte dues a la présence des liaisons dans les systemes mécaniques étudiées.

A premiere vue, I’élimination des multiplicateurs de Lagrange dans les équations du
mouvement de systemes mécaniques a architecture bouclée semblait se ramener sim-
plement a la détermination algébrique du noyau d’une matrice.

L’étude commandée alors avait essentiellement pour théme de résoudre le probleme
suivant :

Etant donnée une matrice M a coefficients dans un anneau de polynéme,
calculer une matrice N de la “bonne” dimension telle que M.N = 0.

ce probleme devant étre abordé a l'aide des outils algébriques provenant de la théorie
des bases de Grobner.

Il était ainsi principalement prévu de réaliser :

- une implémentation en MAPLE d’un algorithme efficace de calcul de bases stan-
dards,

- l'interfagage entre cette implémentation et le prototype en développement,

- Pexpérimentation de cet algorithme sur des exemples simples provenant de 1’étude
de systemes mécaniques concrets.

Comme on a pu le voir au chapitre §4, les résultats obtenus par I'utilisation “brutale”
de méthodes purement algébriques ont un intérét plutot théorique que pratique dans
la mesure ou l'expérimentation de ces méthodes sur des exemples de systemes mé-
caniques relativement simples débouche déja sur des temps et des volumes de calculs
tres importants.

Il est ainsi tres vite apparu la nécessité de prendre en compte la spécificité “mécanique”
des objets mathématiques auquels on s’interessait.

C’est ce qui a modifié 'orientation des recherches entreprises et a débouché — in fine —
sur le travail qui fait 'objet de ce mémoire.
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Le premier chapitre n’avait pas d’autre ambition que de synthétiser les connaissances mécaniques
nécessaires a I’étude du comportement dynamique des systemes de corps mécaniques rigides reliés
entre eux. Il aura atteint son objectif et trouvé sa raison d’étre s'il a :

- d’une part, permis d’établir clairement une correspondance précise entre les notions et le
vocabulaire de la modélisation du mouvement des objets mécaniques et les concepts et le
vocabulaire mathématiques qui s’y rattachent,

- d’autre part, bien mis en évidence la différence intrinseque entre les systemes a architecture
arborescente et les systemes a architecture bouclée, et 'influence de cette différence sur les
méthodes de mise en équation de leurs mouvements.

Son influence sur la suite de I’étude est loin d’étre négligeable, puisque l’acquisition de connais-
sances qu’a demandé sa rédaction a conduit a remettre en question le formalisme de mise en
équation préconisé par 1’'équipe de PAEROSPATIALE et a effectuer une étude comparative de
différents formalismes existants, dans I'optique de leur utilisation pour la génération des équations
du mouvement automatisée a I’aide d’un logiciel de calcul formel.

Le deuxieme chapitre, dans lequel est réalisée cette étude comparative, a tout d’abord mis en
valeur l'interét de I'emploi de logiciels de calcul formel pour la modélisation en fournissant des
indications concretes sur la taille des calculs nécessaires, et a aussi fait apparaitre les différents
problemes qui résultent de cet emploi. Il a notamment mis en évidence :

- les inconvénients des différents formalismes étudiés, qu’ils proviennent de la mécanique “clas-
sique” ou “analytique”, et la nécessité de développer un formalisme spécifique a ’emploi de
logiciels de calcul formel,

- les lacunes des systemes de calcul formel disponibles, surtout en ce qui concerne la ma-
nipulation et la simplification des expressions et notamment des expressions vectorielles et
matricielles,

- la nécessité de pouvoir controler le processus de génération des équations au cours de leur
développement pour obtenir :

— soit des expressions bien conditionnées pour effectuer des simulations numériques effi-
caces,

— soit des expressions conservant un sens “mécanique” significatif pour étre interpréter
par l'utilisateur.

Dans le troisieme chapitre, on s’est attaché a proposer des éléments de solution aux problemes
dégagés précédemment.

Le nombre de générateurs formels des équations de la dynamique actuellement en développement
dans différents centres de recherche universitaires ou industriels a conduit a ne pas développer un
prototype de plus mais a se focaliser sur des problemes plus théoriques tels que :

- D'architecture informatique de tels logiciels et leur nécessaire modularité,

- la création d’un langage typé de description des mécanismes qui, en prenant en compte toutes
les caractéristiques physiques des systemes mécaniques a modéliser puisse servir d’interface
d’entrée de données a la plupart de ces logiciels,

- 'implémentation dans divers systemes de calcul formel de bibliotheques de manipulation
d’expression matricielles et vectorielles.

Les travaux présentés dans ce chapitre devraient constituer les premiers éléments d'une “boite
a outil logicielle” formelle pour la modélisation en mécanique qui permettrait de répondre aux
besoins de I'ingénieur intéressé par la conception et la modélisation de mécanismes.

Enfin le dernier chapitre regroupe les diverses tentatives effectuées pour mener a bien le traitement
des mécanismes dont ’architecture est bouclée.

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



223

C’est dans ce domaine qu’il y a le plus de perspectives théoriques, puisque ce chapitre ramene
le processus de modélisation dynamique a 1’étude de la dimension réelle d'une variété algébrique,
étude qui est actuellement 1’objet d’une importante et fertiel activité de recherche dans la com-
munauté mathématique internationale.
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Annexe A

satellite : code de calcul MAPLFE

A.1 description du systéme (fichier intro)

IN"/1 MAPLE V
._INI |/1_. Copyright (c) 1981-1990 by the University of Waterloo.
\ MAPLE / All rights reserved. MAPLE is a registered trademark of
< ____ > Waterloo Maple Software.

| Type ? for help.

> with(linalg):

Warning: new definition for norm

Warning: new definition for  trace

HHHHH

> il:=matrix([[il1X,0,0],[0,i1Y,0],[0,0,i1Z]1]):
HHHHH

> gimi2:=vector([0,0,2z12]):

HH##H

> m21m34:=vector([0,q8(t),0]):

HHHHH

> m43g4:=vector([0,0,z34]):

HH##H

> cl:=vector([c1X,c1Y,c1Z]):

> fl:=vector([f1X,f1Y,f1Z]):

HH##H

> f4:=vector([f4X,f4Y,f4Z]):

#HHHH

> Rotql:=matrix([[1,0,0],[0,cos(ql(t)),-sin(q1(t))], [0,sin(q1(t)),cos(ql(t))]11):
> Rotq2:=matrix([[cos(q2(t)),0,sin(q2(t))]1,[0,1,0], [-sin(q2(t)),0,cos(q2(t))]11):
> Rotq3:=matrix([[cos(q3(t)),-sin(q3(t)),0], [sin(q3(t)),cos(q3(t)),0],[0,0,11]1):
HHHHH

> Rotl:=multiply(Rotql,Rotq2,Rotq3):

HH##H

> Rot12:=subs(q1(t)=q7(t),op(Rotql)):

#HHHH

> Rot34:=subs(q2(t)=q9(t),op(Rotq2)):

HHHHH

> vi:=vector ([vX(t),vY(t),vZ(£)]1):

> oml:=vector([omX(t),omY(t),omZ(t)]):

HH##H

> Rot14:=multiply(Rot12,Rot34):

> Rotlp:=map(diff,Rotl,t):

> Rotl4p:=map(diff,Rotl4,t):

HHHHH

> tmp10:=multiply(Rotlp,transpose(Rotl)):

> tmpll:=map(simplify,tmpl0,trig):

> tmpl2:=vector([tmp11[3,2],tmp11[1,3],tmp11[2,1]1]):
> tmp13:=multiply(transpose(Rot1),tmpl2):

> tmpl4:=map(simplify,tmpl3,trig):

v

tmpl5:=
subs ({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmpid)):

v
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> tmpl6:=

> solve ({tmp15[1]=om1[1],tmp15[2]=om1[2],tmp15[3]=om1[3]},

> {ap1,qp2,qp3}):

> tmpl7:=map(simplify,tmpl6,trig):

> tmpl8:=

>  subs({q1(t)=q1,q2(t)=q2,93(t)=qg3,omX(t)=omX,omY (t)=omY,omZ(t)=omZ},tmpl7):

HH#HIHH
> eql:=map(collect,tmpl8,sin(q2));

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555555555 5 555555555555 555555555>

(- sin(g3) omY + omX cos(q3)) sin(q2)

eql := {qp3 = + omZ,

cos(q2)

- sin(g3) omY + omX cos(q3)

gp2 = sin(qg3) omX + omY cos(q3), qpl =
cos(q2)

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

> tmp20:=multiply(Rotl,v1):

> tmp21:=

> map(collect, [qp4=tmp20[1],qp5=tmp20[2],qp6=tmp20[3]],

> {vX(t),vY(t),vZ(t)}):

#H##H

> eq2:=

>  convert(subs({q1(t)=q1,q2(t)=q2,93(t)=93,vX(t)=vX,vY(t)=vY,vZ(t)=vZ},
> tmp21) ,set);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

eq2 := {qp4 = cos(g2) cos(g3) vX - cos(q2) sin(q3) vY + sin(q2) vZ,

qp5 = (sin(ql) sin(q2) cos(g3) + cos(ql) sin(q3)) vX
+ (- sin(ql) sin(qg2) sin(g3) + cos(ql) cos(g3)) vY - sin(ql) cos(q2) vZ,
gp6 = (- cos(ql) sin(q2) cos(g3) + sin(ql) sin(g3)) vX

+ (cos(ql) sin(q2) sin(q3) + sin(ql) cos(g3)) vY + cos(ql) cos(q2) vZ}
DOOSOO553555355555555355555355 5533555535555 5 55555555555 555355555555555555555555>
> tmp25:={om1[1]=tmp15[1],0om1[2]=tmp15[2],om1 [3]=tmp15[3]}:
ﬁ#zzg:=subs({qi(t)=q1,q2(t)=q2,q3(t)=q3,vX(t)=vX,vY(t)=vY,vZ(t)=vZ},tmp25);

DODSOO555555355555555355555355 5533555535555 555555 5535555555555 5555555555555555>

eq3 := {omZ(t) = sin(q2) qpl + qgp3,

omX(t) = cos(g2) cos(g3) gpl + sin(q3) qp2,

omY (t)

- cos(q2) sin(q3) gpl + cos(q3) qp2}
SEOSOODOOOD5OO55555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555 >>5>>>>>
> tmp30:=solve ({qp4=tmp20[1],qp5=tmp20[2],qp6=tmp20[3]1},{vX(t),vY(t),vZ(t)}):

> tmp31:=map(simplify,tmp30,trig):

> tmp32:=map(collect,tmp31,{qp4,qp5,qp6},distributed) :

HHHHH

> eq4:=subs({ql1(t)=q1,q2(t)=q2,q3(t)=q3,vX(t)=vX,vY(t)=vY,vZ(t)=vZ},tmp32);
SES555555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 5 5555555555555 5555555>>

eqd := {

vY = (- sin(ql) sin(q2) sin(q3) + cos(ql) cos(q3)) qp5 - sin(g3) cos(q2) qp4
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+ (cos(ql) sin(q2) sin(q3) + sin(ql) cos(q3)) qp6,

vZ = - cos(qg2) sin(ql) qp5 + cos(q2) qp6 cos(ql) + qgp4 sin(q2),

vX = (sin(ql) sin(q2) cos(q3) + cos(ql) sin(g3)) qp5 + cos(q3) cos(q2) qp4
+ (- cos(ql) sin(qg2) cos(q3) + sin(ql) sin(q3)) qpé }
SES5OO5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555> >>

bytes used=3024412, alloc=1244956, time=13.383
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A.2 loi fondamentale de la dynamique

théoréme du centre d’inertie — calculs traditionnels (fichier newtonlalamain)

> read intro:

##H#H#
> om2:=vector([diff(q7(t),t),0,0]):
H##tH##H
> om4:=vector([0,diff(q9(t),t),0]):
##HEH

> tmp35:=map(diff,vl,t):
> gammal:=add(tmp35,crossprod(oml,vl)):
#iH#
> glg4:=add(gim12,add(multiply (Rot12,m21m34) ,multiply (Rot12,Rot34,m43g4))):
#it##
> tmp36:=map(diff,oml,t):
> tmp37:=
>  add(gammal,add(crossprod(tmp36,glgd),crossprod(oml,crossprod(oml,glgd)))):
tmp38:=
map (simplify,
add (crossprod(om2,multiply(Rot12,m21m34)),
add (multiply(Rot12,map(diff,m21m34,t)),
crossprod(add(om2,multiply (Rot12,0m4)),
multiply (Rot12,Rot34,m43g4)))),
trig):
tmp39:=
add(crossprod (map(diff,om2,t) ,multiply(Rot12,m21m34)),
add(crossprod(om2, crossprod(om2,multiply (Rot12,m21m34))),
add(scalarmul (crossprod(om2,multiply (Rot12,map(diff,m21m34,t))),2),
add (multiply(Rot12,map(diff,map(diff,m21m34,t),t)),
add (crossprod (add (map(diff,om2,t) ,add(crossprod(om2,multiply (Rot12,0m4)),
multiply (Rot12,map(diff,om4,t)))),
multiply(Rot12,Rot34,m43g4)),
crossprod(add(om2,multiply(Rot12,0m4)),
crossprod(add (om2,multiply(Rot12,0m4)),
> multiply(Rot12,Rot34,m43g4)))))))):
> gamma4:=add (tmp37,add(scalarmul (crossprod(oml,tmp38),2),tmp39)) : #
#HEH

VVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

> Qacc:=
> subs (varslect,add(scalarmul (gammal,mul) ,scalarmul (gamma4,mu4)));

SESSS5555O555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55>5555555>5>>
Qacc := [
mul (vXp + omY vZ - omZ vY) + mu4 (vXp + omY vZ - omZ vY + omYp %4 - omZp %3
+ omY (omX %3 - omY sin(q9) z34) - omZ (omZ sin(q9) z34 - omX %4)
+ 2 omY (qp7 cos(q7) g8 + sin(q7) qp8 - %6 - %5)
- 2 omZ (- gp7 sin(q7) g8 + cos(q7) qp8 + %2 - %1)
+ (- gp7 sin(q7) qp9 + cos(q7) qpp9) cos(q7) cos(q9) z34
+ (qp7 cos(q7) qp9 + sin(q7) gpp9) sin(q7) cos(q9) z34
+ cos(q7) qp9 (- %6 - %5) - sin(q7) qp9 (%2 - %1)),
mul (v¥p + omZ vX - omX vZ) + mu4 (vY¥p + omZ vX - omX vZ + omZp sin(q9) z34
- omXp %4 + omZ (omY %4 - omZ %3) - omX (omX %3 - omY sin(q9) z34)
+ 2 omZ qp9 cos(q9) z34 - 2 omX (qp7 cos(q7) g8 + sin(q7) qp8 - %6 - %5)

2
- gqpp7 sin(q7) 98 - qp7 cos(q7) 98 - 2 qp7 sin(q7) gp8 + cos(q7) qpp8
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+ (gp7 cos(q7) qp9 + sin(q7) qpp9) sin(q9) z34 - qpp7 cos(q7) cos(q9) z34

2 2
+ sin(q7) qp9 (cos(q7) qp9 cos(q9) z34 + sin(q7) qp9 cos(q9) z34)

- qp7 (- %6 - %5)),
mul (vZp + omX vY - omY vX) + mud (vZp + omX vY - omY vX + omXp %3
- omYp sin(q9) z34 + omX (omZ sin(q9) z34 - omX %4)
- omY (omY %4 - omZ %3) + 2 omX (- gp7 sin(q7) g8 + cos(q7) qp8 + %2 - %1)

2
- 2 omY qp9 cos(q9) z34 + qpp7 cos(q7) g8 - gp7 sin(q7) g8

+ 2 gqp7 cos(q7) qp8 + sin(q7) qpp8 - qpp7 sin(q7) cos(q9) z34

- (- gp7 sin(q7) gp9 + cos(q7) qpp9) sin(q9) z34 + qp7 (K2 - %1)

- cos(q7) qp9 (cos(q?)2 qp9 cos(q9) z34 + sin(q?)2 qp9 cos(q9) z34))
]
%l o= qp7 cos(q7) cos(q9) z34
h2 = sin(q7) qp9 sin(q9) z34
%3 = cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34
W4 = z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34
%5 = cos(q7) qp9 sin(q9) z34
W6 = qp7 sin(q7) cos(q9) z34

SOO55555555555555555555 5535555555555 5555555555555 555555555555 5555555555555555555)>

bytes used=3505512, alloc=1244956, time=15.850
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théoréme du centre d’inertie — calculs directs (fichier newton1)

> read intro:
HE##H
> Ogl:=vector([q4(t),q5(t),q6(t)]):
#it##
> glgd:=add(gim12,add (multiply (Rot12,m21m34) ,multiply (Rot14,m43g4)));
SE55555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555 5555555 5555555555 >
glgd := [ sin(q9(t)) 234, cos(q7(t)) q8(t) - sin(q7(t)) cos(q9(t)) z34,
z12 + sin(q7(t)) g8(t) + cos(q7(t)) cos(qo(t)) z34 ]
S555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555555>
> Og4:=add(0gl,multiply(Rotl,glgd)):
#H##
> mu0G:=add (scalarmul (Ogl,mul) ,scalarmul (Og4,mud));
S555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555 5555555>
mu0G := [
mul q4(t) + mud (q4(t) + cos(q2(t)) cos(q3(t)) sin(q9(t)) z34
- cos(q2(t)) sin(qg3(t)) cos(q7(t)) q8(t)
+ cos(q2(t)) sin(g3(t)) sin(q7(t)) cos(q9(t)) z34 + sin(q2(t)) z12
+ sin(q2(t)) sin(q7(t)) q8(t) + sin(q2(t)) cos(q7(t)) cos(q9(t)) z34),
mul g5(t) + mud (g5(t) + sin(q9(t)) 234 sin(ql(t)) sin(q2(t)) cos(g3(t))
+ sin(q9(t)) z34 cos(ql(t)) sin(q3(t))
- sin(q1(t)) sin(q2(t)) sin(q3(t)) cos(q7(t)) q8(t)
+ sin(q1(t)) sin(q2(t)) sin(q3(t)) sin(q7(t)) cos(q9(t)) z34
+ cos(ql(t)) cos(g3(t)) cos(q7(t)) q8(t)
- cos(q1(t)) cos(q3(t)) sin(q7(t)) cos(q9(t)) z34
- sin(q1(t)) cos(q2(t)) z12 - sin(ql(t)) cos(q2(t)) sin(q7(t)) q8(t)
- sin(q1(t)) cos(q2(t)) cos(q7(t)) cos(q9(t)) z34),
mul g6(t) + mud (q6(t) - sin(q9(t)) 234 cos(ql(t)) sin(q2(t)) cos(g3(t))
+ sin(q9(t)) z34 sin(ql(t)) sin(q3(t))
+ cos(ql(t)) sin(q2(t)) sin(q3(t)) cos(q7(t)) q8(t)
- cos(q1(t)) sin(q2(t)) sin(q3(t)) sin(q7(t)) cos(q9(t)) z34
+ sin(ql(t)) cos(q3(t)) cos(q7(t)) q8(t)
- sin(q1(t)) cos(q3(t)) sin(q7(t)) cos(q9(t)) z34
+ cos(q1(t)) cos(g2(t)) z12 + cos(ql(t)) cos(q2(t)) sin(q7(t)) q8(t)
+ cos(ql(t)) cos(q2(t)) cos(q7(t)) cos(q9(t)) z34) ]

DODSOO555555355555555355555355 5533555535555 5 5555555555555 5555555555555555555555>

> tmp35:=map(diff,mul0G,t):

> tmp36:=
>  subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3,
> diff (q4(t),t)=qp4,diff(q5(t),t)=qp5,diff(q6(t),t)=qp6},op(tmp35)):
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> tmp37:=map(simplify,subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),op(tmp36)),trig):
> tmp38:=map(diff,tmp37,t):

> tmp39:=

>  subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3,

> diff (q4(t),t)=qp4,diff(q5(t),t)=qp5,diff(q6(t),t)=qp6},op(tmp38)):
> tmp40:=map(simplify,subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),op(tmp39)),trig):
> tmp41:=map(simplify,multiply(transpose(Rot1),tmp40)):

> tmp42:=subs(varslect,op(tmp4l)):

> tmp43:=add(f1,f4):

#HH##H

> eq8a:=

> tmp43[1]=rlms(clct(tmp42[1], [qpp7,qpp8,qpp9],
[omXp, omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));
SES535555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
eq8a := f1X + f4X = - (mul + mu4) vY omZ + (mul + mu4) vZ omY
+ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mué4 omY omX
+ (z12 + cos(q7) cos(q9) 234 + sin(q7) g8) mu4 omZ omX

2 2
- mu4 sin(q9) z34 omY - mu4 sin(q9) z34 omZ + (

(2 sin(q7) g8 + 2 cos(q7) cos(q9) z34) mu4 omZ

+ (2 cos(q7) g8 - 2 sin(q7) cos(q9) z34) muéd omY) qp7

+ (z12 + cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8) muéd omYp

+ (sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) q8) mué4 omZp

+ (2 mu4 sin(q7) omY - 2 mu4 cos(q7) omZ) gp8

- (2 mu4 sin(q7) sin(q9) z34 omZ + 2 muéd cos(q7) sin(q9) z34 omY) qgp9

2
+ (mul + mu4) vXp - muéd sin(q9) qp9 234 + mud cos(q9) qpp9 z34

DOO3OO555555355555555355553555 5535555535555 5 5555555555555 355555555555555555555>

> eq8b:=

> tmp43[2]=rlms(clct(tmp42[2], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

SOESS5555555555555555555555555555555555555 5555555555 55555555 5555555555 55555555555>>
eq8b := f1Y + f4Y = (mul + mud) vX omZ - (mul + mud) vZ omX
+ (z12 + cos(q7) cos(q9) 234 + sin(q7) q8) mu4 omZ omY

2
(%1 - cos(q7) g8) mu4 omX + muéd sin(q9) z34 omY omX

+

2
(%1 - cos(q7) g8) mu4 omZ - (2 cos(q7) g8 - 2 %1) mud omX gp7

+

(z12 + cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8) mu4 omXp + mué sin(q9) z34 omZp
- 2 mu4 sin(q7) gp8 omX

+ (2 mu4 cos(q9) z34 omZ + 2 mud cos(q7) sin(q9) z34 omX) qp9

+ (mul + mu4) vYp - 2 muéd sin(q7) qp7 qp8

2
+ 2 mu4 cos(q7) qp7 sin(q9) qp9 234 + (%1 - cos(q7) q8) muéd gp7

231
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2
+ mu4 sin(q7) cos(q9) qp9 z34

- (cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) q8) mu4 qpp7 + muéd cos(q7) qpp8
+ mu4 sin(q7) sin(q9) qpp9 z34
%l o= sin(q7) cos(q9) z34

DODSOOE5555535555555535555535555335 555355555355 5555 55553355553 55555555555555555555>

> eq8c:=

> tmp43[3]=rlms(clct (tmp42[3], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

P S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S
eq8c := f1Z + f4Z = - (mul + mu4) vX omY + (mul + mud) vY omX
+ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mu4 omZ omY

2
- (212 + %1 + sin(q7) 98) mu4 omX + muéd sin(q9) z34 omZ omX

2
- (z12 + /1 + sin(q7) q8) mu4 omY - (2 sin(q7) g8 + 2 %1) muéd omX qp7

+ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mud omXp - mu4 sin(q9) z34 omYp
+ 2 mu4 cos(q7) gp8 omX

+ (2 mu4 sin(q7) sin(q9) z34 omX - 2 muéd cos(q9) z34 omY) qp9

+ (mul + mu4) vZp + 2 mu4 cos(q7) qp7 qp8

2
+ 2 mud sin(q7) gp7 sin(q9) qp9 z34 - (%1 + sin(q7) q8) mud qp7

2
- mué4 cos(q7) cos(q9) qp9 z34

+ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) muéd gpp7 + muéd sin(q7) qpp8

- mué4 cos(q7) sin(q9) qpp9 z34
%l o= cos(q7) cos(q9) z34
SEOSOODOOO55O55555555555555555555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 55>>55>>>>

bytes used=39681096, alloc=3603820, time=230.250
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théoréme du moment cinétique (fichier newton?2)

> read intro:
it

> glgd:=add(gim12,add(multiply (Rot12,m21m34) ,multiply (Rot14,m43g4))):
HE##H

> tmp40:=map(diff,glgs,t):

> tmp4l:=crossprod(oml,glgsd):

> v4:=add(v1l,add(tmp40,tmp4l)):

HH##H

> MV:=add(scalarmul (vl,mul),scalarmul (v4,mu4)):

H##tH##H

> tmp45:=multiply (Rot1,MV):

> tmp46:=map(simplify,tmp45,trig):

> tmp47:=map(diff,tmp46,t):

> tmp48:=map(simplify,tmp47,trig):

> tmp49:=

> subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmp48)):
> tmp50:=subs (tmp17,op(tmp49)) :

> tmp51:=multiply(transpose(Rot1) ,tmp50):

> tmp52:=map(simplify,tmp5l,trig):

> tmpb3:=

>  subs(varslect,op(tmp52)):

> tmpb4:=add(f1,f4):

H##tH##H

> eq8a:=

>  tmp54[1]=rlms(clct(tmp53[1], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
#H##H

> eq8b:=

> tmp54[2]=rlms(clct (tmp53[2], [qpp7,qpp8,qppo],

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
H#tH##H

> eq8c:=

> tmp54[3]=rlms(clct (tmp53[3], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
HE##H

> tmpb55:=scalarmul(glgd,mu) :
> tmp56:=add(scalarmul (vl,-1),v4):
> tmp57:=crossprod (tmp55, tmp56) :
> tmp58:=add(multiply(il,om1),tmp57):
HHHHH
> Momc:=subs(varslect,op(tmp58)) ;
SEOSOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555>5>>5>>>>
Momc := [
i1X omX + mu %1 (cos(q7) qp7 98 + sin(q7) qp8 - sin(q7) qp7 cos(q9) z34
- cos(q7) sin(q9) qp9 z34 + omX %1 - omY sin(q9) z34) - mu %2 (
- sin(q7) gp7 g8 + cos(q7) gp8 - cos(q7) qp7 cos(q9) z34
+ sin(q7) sin(q9) qp9 z34 + omZ sin(q9) z34 - omX %2),
i1lY omY + mu %2 (cos(q9) qp9 z34 + omY %2 - omZ %1) - mu sin(q9) 234 (
cos(q7) qp7 g8 + sin(q7) qp8 - sin(q7) qp7 cos(q9) z34
- cos(q7) sin(q9) qp9 z34 + omX %1 - omY sin(q9) z34),

i1Z omZ + mu sin(q9) z34 (- sin(q7) qp7 g8 + cos(q7) qp8
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- cos(q7) qp7 cos(q9) z34 + sin(q7) sin(q9) qp9 z34 + omZ sin(q9) z34

- omX %2) - mu %1 (cos(q9) qp9 z34 + omY %2 - omZ %1)

A

cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34

%2 : z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34

DOOSOOE55555355555555355555355 5553555535555 5 55555555355 555555555555555555555555>

tmp59:=multiply(Rot1l,tmp58):
tmp60 :=map (simplify,tmp59,trig) :
tmp61 :=map (diff,tmp60,t) :
tmp62:=map (simplify,tmp61,trig) :
tmp63:=

subs ({diff (q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmp62)):
tmp64 :=subs (tmp17,op (tmp63)) :
tmp65:=multiply(transpose(Rotl) ,tmp64) :
tmp66 :=map (simplify,tmp65,trig) :
tmp67:=add(scalarmul (f1,-1/mul) ,scalarmul (f4,1/mu4)):
tmp68:=crossprod(gig4, tmp67) :
tmp69:=add(cl,tmp68) :
HHHHH

VVVVVVVVVYVVYV

> Fext:=subs(varslect,op(tmp69)) ;
SOOSODOOO55555555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5555555

/ £1Z  £4Z\
Fext := [ c1X + (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) |- --- + -——|
\ mul mu4/

/ f1Y £4Y\
- (212 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) |- -—- + ——-|,
\ mul mu4/

/ fiXx £4X\
clY + (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) |- -—- + ———|
\ mul mu4/

/ f1z £4Z\
- sin(q9) 234 |- --—- + —|,
\ mul mu4/

/  £1Y  £4Y\
clZ + sin(q9) z34 |- ——— + ——|
\ mul mu4/

/ f1X  £4X\
- (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) 2z34) |- ——— + ——| ]
\ mul mu4/

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 555 5555555555555 55555>

> tmp70:=

>  subs(varslect,op(tmp69)):

> tmp71:=

>  subs(varslect,op(tmp66)) :

HH#HHH

> eq9a:=

>  rlms(clct(tmp70[1]=tmp71[1], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mu]));

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>
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/£1Z  £4Z\
eq9a := c1X - (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) |--- - —-—-|
\muil muéd/
JE1Y  fAY\ 2
+ (212 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) |-—- - ——-| = - (i1Y - i1Z + (z12
\mul mu4/

2 2 2
- cos(q9) 234 + g8 + 4 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) z34

2 2 2 2 2
+ 2 212 cos(q7) cos(q9) 234 + 2 cos(q9) 234 cos(q7) - 2 cos(q7) @8

+

2 z12 sin(q7) 98) mu) omZ omY

2
(sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) g8 sin(q9) z34) mu omZ omX -

2
(cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) + z12 sin(q9) z34 + sin(q7) g8 sin(q9) z34) mu

2 2
omY omX - (- cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - g8 cos(q9) 234 - %1

2 2 2
+ 2 cos(q7) «cos(q9) z34 g8 + sin(q7) g8 cos(q7) + z12 cos(q7) g8) mu omY -

2
(- 212 cos(q7) g8 + %1 + g8 cos(q9) z34 - sin(q7) q8 cos(q7)

2 2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 g8 + cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7)) mu omZ

+ (2 212 cos(q7) g8 - 2 %1) mu omX gqp7 + (ilX +

2 2 2 2
(cos(q9) 234 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) 234 + 2 z12 sin(q7) g8 + g8 + 212 ) mu)

2
omXp + (sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) g8 sin(q9) 2z34) mu omYp -

2
(cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) + z12 sin(q9) 234 + sin(q7) g8 sin(q9) 2z34) mu

omZp + (2 z12 sin(q7) + 2 g8) mu omX gqp8 - (

2 2
(2 z12 cos(q9) 234 + 2 cos(q7) cos(q9) 234 + 2 sin(q7) g8 cos(q9) z34) mu omZ

2 2
+ (2 cos(q7) g8 cos(q9) 234 - 2 sin(q7) cos(q9) 234 ) mu omY

2
+ (2 cos(q9) z34 sin(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) z34) mu omX) gp9

2
+ (2 212 sin(q7) + 2 g8) mu gp8 qp7 - (%1 + g8 cos(q9) z34) mu qp9

2
- (%1 - z12 cos(q7) q8) mu gqp7

2
- (2 cos(q9) z34 sin(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) z34) mu qp9 qp7

2 2 2
+ (212 sin(q7) g8 + z12 cos(q7) cos(q9) z34 + cos(q9) 234 + g8 ) mu gpp7

- (212 cos(q7) + cos(q9) z34) mu gpp38
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- (g8 sin(q9) 234 + z12 sin(q7) sin(q9) z34) mu gpp9
%l o= z12 sin(q7) cos(q9) z34

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555 5555555555>

> eq9b:=

>  rlms(clct(tmp70[2]=tmp71[2], [qpp7,qpp8,qpp9]l,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mu]));

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555>

/f1X £4X\
eq9b := cl1Y - (212 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) |--- - ---|
\mul mu4/
/£1Z £4Z\
+ sin(q9) 234 |-—- - ——| =
\mul mu4/
2

(sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) g8 sin(q9) 2z34) mu omZ omY

2 2 2
+ (41 + 212 sin(q9) 234 + %2) mu omX + (i1lX - i1Z + (cos(q9) z34

2 2 2 2
- cos(q7) q8 + 2 z12 sin(q7) g8 + g8 + z12

2
+ 2 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) z34 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34 - z34

2 2 2
+ cos(q9) 234 cos(q7) ) mu) omZ omX - (- zl12 cos(q7) q8

2
+ 212 sin(q7) cos(q9) z34 + g8 cos(q9) z34 - sin(q7) q8 cos(q7)

2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 g8 + cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7)) mu omY omX

2 2 2
- (%1 + 212 sin(q9) 234 + %2) mu omZ - ((2 cos(q7) g8

2
- 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34 - 2 z12 sin(q7) 98 - 2 g8

2 2 2
- 4 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) 234 - 2 cos(q9) z34 cos(q7) ) mu omZ - (

2 2
4 cos(q7) cos(q9) z34 g8 + 2 sin(q7) g8 cos(q7) + 2 z12 cos(q7) g8

2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - 2 g8 cos(q9) z34

- 2 z12 sin(q7) cos(q9) 2z34) mu omY - (2 %1 + 2 %2) mu omX) qp7

2
+ (sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) g8 sin(q9) z34) mu omXp + (ilY + (

2
2 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) 234 + 98 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34

2 2 2 2 2 2
+ 2 z12 sin(q7) g8 + cos(q9) z34 cos(q7) - cos(q9) 234 + 234

2 2 2 2 2
- cos(q7) 98 + z12 ) mu) omYp - (- cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7)
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2
- g8 cos(q9) z34 - z12 sin(q7) cos(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2
+ sin(q7) g8 cos(q7) + z12 cos(q7) q8) mu omZp - (

2
(2 212 cos(q7) + 2 sin(q7) g8 cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) z34) mu omZ -

2
(2 212 sin(q7) + 2 sin(q7) cos(q7) cos(q9) 234 + 2 g8 - 2 g8 cos(q7) ) mu omY

+ 2 mu sin(q9) 234 omX cos(q7)) qp8 - ((2 g8 sin(q9) z34

2
+ 2 z12 sin(q7) sin(q9) z34 - 2 cos(q7) sin(q9) z34 g8
2
+ 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9)) mu omZ + (
2 2
2 z12 cos(q7) sin(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9)
2
+ 2 sin(q7) g8 cos(q7) sin(q9) z34 - 2 cos(q9) 234 sin(q9)) mu omY
2 2 2
- (2 sin(q7) cos(q9) 234 - 2 z34 sin(q7)) mu omX) qp9
2
- 2 mu sin(q9) 234 cos(q7) gp7 gp8 - (42 + z12 sin(q9) z34) mu qp9
2 2 2 2
+ (%2 + %1) mu qp7 + (2 sin(q7) cos(q9) z34 - 2 234 sin(q7)) mu gp9 qp7
2
+ (sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) 98 sin(q9) z34) mu gpp7

- mu sin(q9) z34 sin(q7) qpp8

2
(z34 cos(q7) + sin(q7) g8 cos(q9) z34 + z12 cos(q9) z34) mu gpp9

+

2
cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9)

sin(q7) g8 sin(q9) z34
SOOSOODOOODSOO55O555555555555555555555555555555555 55555555555 5555555555>>5>>5>>>>
eq9c:=

rlms(clct (tmp70[2]=tmp71[2], [qpp7,qpp8,qppo]l,
[omXp, omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul));

DOOSOOE53555555555555555555335 5553555555555 5535555535555355555555555555555555555>

/£1X £4X\
eq9c := clY - (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) |--- - ———|
\mul mud/
/£1Z £4Z\
+ sin(q9) 234 |--- - ——| =
\mul mu4/
2

(sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) g8 sin(q9) 2z34) mu omZ omY

237
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2 2 2
+ (41 + 212 sin(q9) 234 + %2) mu omX + (i1lX - i1Z + (cos(q9) 234

2 2 2 2
- cos(q7) g8 + 2 z12 sin(q7) g8 + g8 + z12

2
+ 2 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) z34 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34 - z34

2 2 2
+ cos(q9) 234 cos(q7) ) mu) omZ omX - (- z12 cos(q7) q8

2
+ 212 sin(q7) cos(q9) z34 + g8 cos(q9) z34 - sin(q7) g8 cos(q7)

2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8 + cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7)) mu omY omX

2 2 2
(%1 + 212 sin(q9) 234 + %2) mu omZ - ((2 cos(q7) g8

2
- 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34 - 2 z12 sin(q7) g8 - 2 g8

2 2 2
- 4 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) z34 - 2 cos(q9) 234 cos(q7) ) mu omZ - (

2 2
4 cos(q7) cos(q9) z34 g8 + 2 sin(q7) g8 cos(q7) + 2 z12 cos(q7) g8

2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - 2 g8 cos(q9) z34

- 2 z12 sin(q7) cos(q9) 2z34) mu omY - (2 %1 + 2 %2) mu omX) qp7

2
+ (sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) g8 sin(q9) z34) mu omXp + (ilY + (

2
2 cos(q7) g8 sin(q7) cos(q9) z34 + g8 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34

2 2 2 2 2 2
+ 2 z12 sin(q7) g8 + cos(q9) z34 cos(q7) - cos(q9) 234 + 234

2 2 2 2 2
- cos(q7) 98 + z12 ) mu) omYp - (- cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7)

2
- g8 cos(q9) 234 - z12 sin(q7) cos(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2
+ sin(q7) 98 cos(q7) + z12 cos(q7) q8) mu omZp - (

2
(2 212 cos(q7) + 2 sin(q7) g8 cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) z34) mu omZ -

2
(2 212 sin(q7) + 2 sin(q7) cos(q7) cos(q9) 234 + 2 g8 - 2 g8 cos(q7) ) mu omY

+ 2 mu sin(q9) 234 omX cos(q7)) qp8 - ((2 g8 sin(q9) z34

2
+ 2 z12 sin(q7) sin(q9) 234 - 2 cos(q7) sin(q9) z34 g8

2
+ 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9)) mu omZ + (

2 2
2 z12 cos(q7) sin(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9)
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2
2 sin(q7) g8 cos(q7) sin(q9) z34 - 2 cos(q9) 234 sin(q9)) mu omY

+

2 2 2
- (2 sin(q7) cos(q9) 234 - 2 z34 sin(q7)) mu omX) qp9

2
- 2 mu sin(q9) 234 cos(q7) gp7 gp8 - (42 + z12 sin(q9) z34) mu qp9

2 2 2 2
(%2 + %1) mu qp7 + (2 sin(q7) cos(q9) z34 - 2 z34 sin(q7)) mu qp9 qp7

+

2
+ (sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - cos(q7) 98 sin(q9) z34) mu gpp7

- mu sin(q9) z34 sin(q7) qpp8

2
+ (234 cos(q7) + sin(q7) g8 cos(q9) z34 + z12 cos(q9) z34) mu qpp9
2
Wl o= cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9)
%2 = sin(q7) g8 sin(q9) z34

SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

bytes used=181809808, alloc=10418316, time=1351.866

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



240 SATELLITE : CODE DE CALCUL MAPLE

équations complémentaires (fichier newton3)

> read newton2:

>

> r21:=vector([r21X,r21Y,r21Z]):
> c21:=vector([c21X,c21Y,c21Z]):
> r34:=vector([r34X,r34Y,r34Z]):
> c34:=vector([c34X,c34Y,c34Z]):

>
> tmp75:=add(r21,f1):
> tmp76:=map(diff,multiply(Rotl,v1),t):
> tmp77:=
>  subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff (q3(t),t)=qp3},op(tmp76)):
> tmp78:=subs (tmpl7,o0p (tmp77)):
> tmp79:=map(simplify,multiply(transpose(Rot1),tmp78),trig):
HE##H
> eqlOa:=subs(varslect,tmp79[1]=tmp75[1]);
SSSS5555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>5>>
eqlOa := vZ omY - vY omZ + vXp = r21X + fiX
SESS5555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 55555555>>>>
> eqlOb:=subs(varslect,tmp79[2]=tmp75[2]);
SESS3555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>5>>
eqlOb := vX omZ - vZ omX + vYp = r21Y + f1Y
SEOSS5555O555555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555555 555555555>5>>
> eql0c:=subs(varslect,tmp79[3]=tmp75[3]);
SESS55555O5555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555 >
eqlOc := vZp - vX omY + vY omX = r21Z + f1Z
SOEESS5555O5555555555555555555555555555555555 5555555555555 555 55555555555 5>555555>5>>
tmp80:=add (crossprod(gimi2,r21) ,add(c21,c1)):
tmp81:=map(diff,multiply (Rotl,il,oml),t):
tmp82:=
subs ({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmp81)):
tmp83:=subs (tmp17,op(tmp82)) :
tmp84 :=map (simplify,multiply (transpose(Rot1),tmp83),trig):
HE##H#
> eqlla:=subs(varslect,tmp84[1]=tmp80[1]);
SEOSS5555O555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55>5555555>5>>
eqlla := i1X omXp - ilY omY omZ + ilZ omZ omY = - z12 r21Y + c21X + ciX
SESS5555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>>>>
> eqllb:=subs(varslect,tmp84[2]=tmp80[2]);
SES55555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>>>>
eqllb := - i1Z omZ omX + ilY omYp + i1X omX omZ = z12 r21X + c21Y + clY
SSS55555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>>>>
> eqllc:=subs(varslect,tmp84[3]=tmp80[3]);

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 555 5555555555555 55555>

eqlic := - i1X omX omY + ilZ omZp + ilY omY omX = c21Z + clZ
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SOO5555555555555555555 555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 555555)>

> eql2:=subs(r21Y=solve(eqliOb,r21Y) ,eqlla);
SESOSOO5OD5D5555555D55555555555555555555555555555555555555555555555555 555555555 55>>
eql2 := ilX omXp - i1lY omY omZ + ilZ omZ omY =
- 212 (vX omZ - vZ omX + vYp - f1Y) + c21X + ciX

SOO55555555555555555555 5535555555555 5555555555555 555555555555 5555555555555555555)>

tmp85:=add (multiply (Rot34,r34) ,multiply(transpose(Rot12),f4)):

tmp86:=map (diff,multiply(Rotl,v4),t):

tmp87:=
subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmp86)):

tmp88:=subs (tmp17,0p(tmp87)) :

tmp89:=map (simplify,multiply(transpose(Rot12) ,transpose(Rotl) ,tmp88) ,trig):

HE##H

> eql3a:=

tmp85 [1]=rlms(clct (subs(varslect,tmp89[1]),

> Lapp7,qpp8,qpp9l,

> [omXp,omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9] ,

> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ]));

v

S333335555553355555553555555 5555355555555 5555535555555 55 55555555555 55555>>>>55>>>>>
eql3a := cos(q9(t)) r34X + sin(q9(t)) r34Z + f4X = vZ omY - vY omZ

2 2
- omZ sin(q9) z34 - omY sin(q9) z34

+ (cos(q7) cos(q9) 234 + z12 + sin(q7) q8) omZ omX

- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) omY omX - (

(2 sin(q7) cos(q9) z34 - 2 cos(q7) q8) omY

- (2 sin(q7) g8 + 2 cos(q7) cos(q9) z34) omZ) qp7

+ (cos(q7) cos(q9) z34 + z12 + sin(q7) q8) omYp

- (- sin(q7) cos(q9) 234 + cos(q7) q8) omZp

- (2 omZ cos(q7) - 2 omY sin(q7)) qp8

- (2 omZ sin(q7) sin(q9) z34 + 2 omY cos(q7) sin(q9) z34) qp9 + vXp

2
- sin(q9) qp9 z34 + cos(q9) qpp9 z34

DOO3OO555555355555555355553555 553555553555 53355 55555555555 555355555555555555555555>

> eql3b:=

> tmp85[2]=rlms(clct (subs(varslect,tmp89[2]),

> [app7,9pp8,qpp9l ,

> [omXp,omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ]));

SOO55555555555555555555 5535555555555 5555555555555 555555555555 5555555555555555555)>

eql3b := r34Y + cos(q7(t)) f£4Y + sin(q7(t)) f4Z = - sin(q7) vX omY
+ cos(q7) vX omZ + (sin(q7) vY - cos(q7) vZ) omX

2 2
+ (sin(q7) cos(q7) cos(q9) z34 - g8 cos(q7) ) omZ
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2 2
- (g8 + sin(q7) cos(q7) cos(q9) z34 + z12 sin(q7) - g8 cos(q7) ) omY

+ sin(q7) omZ sin(q9) z34 omX + cos(q7) omY sin(q9) z34 omX

2
- (212 sin(q7) + g8) omX -

2
(cos(q9) 234 - z12 cos(q7) - 2 cos(q7) cos(q9) z34 - 2 sin(q7) g8 cos(q7)) omY

omZ - 2 omX gp7 g8 - (212 cos(q7) + cos(q9) z34) omXp
- sin(q7) omYp sin(q9) z34 + cos(q7) omZp sin(q9) z34 +
(2 omZ cos(q7) cos(q9) 234 + 2 sin(q9) 234 omX - 2 omY sin(q7) cos(q9) z34) qp9

2
+ cos(q7) vYp + sin(q7) vZp - qp7 g8 + 2 gp7 sin(q9) qp9 z34

- qpp7 cos(q9) z34 + qpp8

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 5555>>

> eql3c:=

>  tmp85[3]=rlms(clct(subs(varslect,tmp89[3]),

> [app7,9pp8,qpp9l ,

> [omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ] , [vK,vY,vZ]));

SOO55555555555555555555 5555555555555 555555555555 555 5555555555555 5555555555555 55555>

eql3c := - sin(q9(t)) r34X + cos(q9(t)) r34Z - sin(q7(t)) f4Y + cos(q7(t)) f4Z

- cos(q7) vX omY - sin(q7) vX omZ + (sin(q7) vZ + cos(q7) vY) omX

2 2
+ (sin(q7) g8 cos(q7) - cos(q9) z34 + cos(q7) cos(q9) z34) omZ

2 2
- (cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 cos(q7) + z12 cos(q7)) omY

+ cos(q7) omZ sin(q9) z34 omX - sin(q7) omY sin(q9) z34 omX

2
- (212 cos(q7) + cos(q9) z34) omX

2
- (212 sin(q7) + 2 sin(q7) cos(q7) cos(q9) z34 - 2 g8 cos(q7) + g8) omY omZ

- 2 omX gp7 cos(q9) z34 + (212 sin(q7) + g8) omXp - cos(q7) omYp sin(q9) z34
- sin(q7) omZp sin(q9) z34 + 2 omX qp8
- (2 cos(q7) omY cos(q9) z34 + 2 sin(q7) omZ cos(q9) z34) qp9 - sin(q7) vYp

2 2
+ cos(q7) vZp + 2 qp7 gp8 - cos(q9) qp9 z34 - qp7 cos(q9) z34 + qgpp7 g8

- sin(q9) qpp9 z34
SESOOOOSO5OO5O5555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555 >5>>
> tmp90:=add(crossprod(scalarmul (m43g4,-1) ,r34),c34):

##HEH#
> eql4a:=subs(varslect,tmp90[1]=0);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 555 5555555555555 55555>

eql4a := z34 r34Y + c34X =0
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SES5555555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 5555555 555555555555
> eql4b:=subs(varslect,tmp90[2]=0) ;
SES55O555555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 555>5555 555555555555
eqldb := - z34 r34X + c34Y =0
SES5555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 5555555555 555555555555
> eqlé4c:=subs(varslect,tmp90[3]=0);
SESSOODOO5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 >>>>>
eql4c := c34Z =0

SESSOODOOD55555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555
> r43:=multiply(Rot34,scalarmul (r34,-1));
SEOSOODOOOD5O5555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5>>>>>>>>
r43 := [

- cos(q9(t)) r34X - sin(q9(t)) r34Z, - r34Y, sin(q9(t)) r34X - cos(q9(t)) r34Z

]
SES55O5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 555 555555555555
> c43:=multiply(Rot34,scalarmul (c34,-1));
SES5555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555>55>>>>
c43 := [

- cos(q9(t)) c34X - sin(q9(t)) c34Z, - c34Y, sin(q9(t)) c34X - cos(q9(t)) c34Z

]
SEOSOODOO5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>
> c12:=multiply(transpose(Rot12),scalarmul(c21,-1));
SEOSODOOD5O555555555555555555555555555555555555 5555555555555 >5555555>>>5>>>>
cl12 := [

- c21X, - cos(q7(t)) c21Y - sin(q7(t)) c21Z, sin(q7(t)) c21Y - cos(q7(t)) c21Z

]
SEO55555555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555>>>>
> ri12:=multiply(transpose(Rot12),scalarmul(r21,-1));
SEO5SO5555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 555>5555555555>555>>>>
ri2 := [

- r21X, - cos(q7(t)) r21Y - sin(q7(t)) r21Z, sin(q7(t)) r21Y - cos(q7(t)) r21Z

]
SEO55O55555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555>555>>>>
> tmp95:=add(crossprod(m21m34,r43) ,add(c12,c43)):

22224
> eqlb:=subs(varslect,op(tmp95)) ;
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SES5555555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555555 5555555555555 >
eqls := [

g8 (sin(q9) r34X - cos(q9) r34Z) - c21X - cos(q9) c34X - sin(q9) c34Z,

- cos(q7) c21Y - sin(q7) c21Z - c34Y,

- g8 (- cos(q9) r34X - sin(q9) r34Z) + sin(q7) c21Y - cos(q7) c21Z

+ sin(q9) c34X - cos(q9) c34Z ]
SEOOOODOOOD5OO55555555555555555555555555555555 55555555555 555 5555555555555 5555555
> eql6:=subs(varslect,add(r12,r43));
SEOSOODOOO55555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 >>5>>>>>
eql6 := [ - r21X - cos(q9) r34X - sin(q9) r34Z,
- cos(q7) r21Y - sin(q7) r21Z - r34Y,
sin(q7) r21Y - cos(q7) r21Z + sin(q9) r34X - cos(q9) r34Z ]
SE555O5555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 555555 55555>5>5>>
> tmp100:=r21Y=solve(eq10b,r21Y):
> tmp101:=r21Z=solve(eqlOc,r21Z):
HH#HHH
> eql7:=subs({tmp100,tmp101},eql6[2])=0;
SES55O5555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555
eql7 := - cos(q7) (vX omZ - vZ omX + vYp - £1Y)
- sin(q7) (vZp - vX omY + vY omX - f1Z) - r34Y = 0

DOOSOO555555355555555355555355 553355553555 55355 55555555355 555555555555555555555555>

bytes used=239950444, alloc=10680412, time=1734.750
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A.3 principe de d’Alembert

A.3.1 premiéres équations (fichier dalembert1)

> read intro:

HH#HHH

>

> glgd:=add(gim12,add(multiply (Rot12,m21m34) ,multiply (Rot14,m43g4))):
HHHHH

> tmp40:=map(diff,glgs,t):

> tmp4l:=crossprod(oml,glgsd):

> v4:=add(v1l,add(tmp40,tmp4l)):

HE##H

> MV:=add(scalarmul (vl,mul),scalarmul (v4,mu4)):

HHHHH

> tmp45:=multiply(Rot1,MV):

> tmp46:=map(simplify,tmp45,trig):

> tmp47:=map(diff,tmp46,t):

> tmp48:=map(simplify,tmp47,trig):

> tmp49:=

>  subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff (q3(t),t)=qp3},op(tmp48)):
> tmp50:=subs (tmp17,op(tmp49)):

> tmp51:=multiply(transpose(Rot1),tmp50) :

> tmp52:=map(simplify,tmp5l,trig):

> tmpb3:=

>  subs(varslect,op(tmp52)):

> tmpb4:=add(f1,f4):

HH##H

> eqla:=

>  tmp54[1]=rlms(clct(tmp53[1], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 555555555555 555555555>>
eqla := f1X + f4X = - (mu4 + mul) vY omZ + (mué4 + mul) vZ omY
- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mud omY omX
+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) mu4 omZ omX

2 2
- mu4 omZ sin(q9) z34 - mud omY sin(q9) z34 + (

(2 cos(q7) cos(q9) z34 + 2 sin(q7) q8) mué omZ

+ (2 cos(q7) g8 - 2 sin(q7) cos(q9) z34) mu4 omY) gp7

+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) mué omYp

- (- sin(q7) cos(q9) 234 + cos(q7) g8) muéd omZp

+ (2 mu4 omY sin(q7) - 2 mué4 omZ cos(q7)) qp8

- (2 mu4 omZ sin(q7) sin(q9) z34 + 2 mud omY cos(q7) sin(q9) z34) qp9

2
+ (mu4 + mul) vXp - mud sin(q9) qp9 234 + mud cos(q9) qpp9 z34

DOO3OO555555355555555355 5535555535555 55 5555555555555 55 5553555555555 55555555555>

> eqlb:=

> tmp54[2]=rlms(clct (tmp53[2], [qpp7,qpp8,qppo],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9]l,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

DOO3OOE55555355555555355553555 5535555535555 55 55555555555 555355555555555555555555>
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eqlb := f1Y + £f4Y = (mu4 + mul) vX omZ - (mud + mul) vZ omX
+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) mu4 omZ omY

2
- (- %1 + cos(q7) g8) mud omX + mud omY sin(q9) 234 omX

2
- (- %1 + cos(q7) g8) mud omZ + (2 %1 - 2 cos(q7) g8) muéd omX qp7

- (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) 234 + z12) mu4 omXp + mu4d omZp sin(q9) z34
- 2 mu4 omX sin(q7) qp8

+ (2 mu4 omX cos(q7) sin(q9) z34 + 2 mu4 omZ cos(q9) z34) gp9

+ (mu4 + mul) v¥p + 2 mu4 cos(q7) qp7 sin(q9) qp9 z34

2
- 2 mu4 sin(q7) qp7 qp8 - (- %1 + cos(q7) q8) muéd qp7

2
+ mu4 sin(q7) cos(q9) qp9 z34

- (cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) q8) mu4 qpp7 + mud cos(q7) qpp8
+ mu4 sin(q7) sin(q9) qpp9 z34
Wl o= sin(q7) cos(q9) z34

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

> eqlc:=

>  tmp54[3]=rlms(clct(tmp53[3], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

SOS555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555 >
eqlc := f1Z + f4Z = - (mu4 + mul) vX omY + (mu4 + mul) vY omX
- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mud omZ omY

2
- (sin(q7) 98 + %1 + z12) mu4 omX + mué4 omZ sin(q9) z34 omX

2
- (sin(q7) 98 + %1 + z12) mu4 omY - (2 %1 + 2 sin(q7) q8) mu4 omX qp7

- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mué4 omXp - mué omYp sin(q9) z34
+ 2 mu4 omX cos(q7) qp8

+ (2 mu4 omX sin(q7) sin(q9) z34 - 2 muéd omY cos(q9) z34) qp9

+ (mu4 + mul) vZp + 2 mu4 sin(q7) qp7 sin(q9) qp9 z34

2
+ 2 muéd cos(q7) qp7 qp8 - (%1 + sin(q7) 98) muéd qp7

2
- mu4 cos(q7) cos(q9) qp9 z34

- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mu4 gpp7 + mu4 sin(q7) gpp8
- mu4 cos(q7) sin(q9) qpp9 z34
%l o= cos(q7) cos(q9) z34

DOOSOO555555355555555355555355 553355553555 55555 5555555553555 5355555555555555555555>
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> tmpb55:=crossprod(glgd,multiply(Rot14,£4)):
#H##H
> Momf4:=subs(varslect,op(tmp55));
SES55O555555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 555>5555 555555555555
Momf4 := [ (- sin(q7) cos(q9) 234 + cos(q7) q8) f4Z
- (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) f4Y,
(sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) f4X - sin(q9) 234 f4Z,
sin(q9) 234 f4Y - (- sin(q7) cos(q9) z34 + cos(q7) q8) f4X ]

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

> tmp60:=

>  scalarmul(add(multiply(il,map(diff,oml,t)),crossprod(oml,multiply(il,om1))),-1):

##HEH#
> cil:=subs(varslect,op(tmp60));

SEOSO5O5O5O5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555555555 55555>
cil := [ - i1X omXp - omY ilZ omZ + omZ ilY omY,
- i1Y omYp - omZ ilX omX + omX ilZ omZ,
- i1Z omZp - omX ilY omY + omY ilX omX ]

SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

> tmp65:=multiply (Rot1l,v4):

> tmp66:=map(diff,tmp65,t):

> tmp67:=map(simplify,tmp66,trig):

> tmp68:=

>  subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff (q3(t),t)=qp3},op(tmp67)):
> tmp69:=subs (tmpl7,op(tmp68)):

> tmp70:=multiply(transpose(Rot1) ,tmp69) :

> tmp71:=map(simplify,tmp70,trig):

> tmp72:=subs(varslect,op(tmp71)):

##t###

> gamma4:=

>  map(clct,op(tmp72), [qpp7,qpp8,qpp9] ,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mu4d]);

SEODOOOOOOOOOD555O55555555555555 5555555555555 5535555555555 55555555 >>>5>5>>>
gammad := [

2
- vY omZ + vZ omY + (sin(q7) q8 + %2 + z12) omX omZ - omY sin(q9) z34

2
(- %1 + cos(q7) q8) omX omY - omZ sin(q9) z34

+

+

((2 %2 + 2 sin(q7) g8) omZ + (2 cos(q7) g8 - 2 %1) omY) gp7

+

(sin(q7) g8 + %2 + z12) omYp + (- cos(q7) g8 + %1) omZp
+ (- 2 omZ cos(q7) + 2 omY sin(q7)) qp8
+ (- 2 omZ sin(q7) sin(q9) z34 - 2 omY cos(q7) sin(q9) z34) gp9 + vXp

2
- sin(q9) qp9 z34 + cos(q9) qpp9 z34,

vX omZ - vZ omX + omY sin(q9) z34 omX + (sin(q7) g8 + %2 + z12) omZ omY
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2 2
(- cos(q7) g8 + %1) omZ + (- cos(q7) g8 + %1) omX

+

+ (2 %1 - 2 cos(q7) g8) omX qp7 + (- %2 - sin(q7) q8 - z12) omXp
+ omZp sin(q9) z34 - 2 omX sin(q7) qp8

+ (2 omZ cos(q9) z34 + 2 omX cos(q7) sin(q9) z34) gp9 + vYp

+

2 cos(q7) qp7 sin(q9) qp9 z34 - 2 sin(q7) qp7 qp8

2 2
sin(q7) cos(q9) qp9 z34 + (- cos(q7) g8 + %1) qp7

+

+

(- sin(q7) 98 - %2) qpp7 + cos(q7) qgpp8 + sin(q7) sin(q9) qpp9 z34,

2
- vX omY + vY omX + omZ sin(q9) z34 omX + (- %2 - sin(q7) g8 - z12) omY

2
+ (= %1 + cos(q7) g8) omZ omY + (- %2 - sin(q7) g8 - z12) omX

+

(- 2 sin(q7) g8 - 2 %2) omX gp7 + (- %1 + cos(q7) q8) omXp

- omYp sin(q9) z34 + 2 cos(q7) gp8 omX

+

(- 2 cos(q9) 234 omY + 2 sin(q7) sin(q9) z34 omX) qp9 + vZp

+

2 sin(q7) qp7 sin(q9) qp9 z34 + 2 cos(q7) qp7 qp8

2 2
- cos(q7) cos(q9) qp9 234 + (- sin(q7) 98 - %2) qp7

+ (= %1 + cos(q7) g8) qpp7 + sin(q7) gpp8 - cos(q7) sin(q9) qpp9 z34 ]

%o

sin(q7) cos(q9) z34
h2 = cos(q7) cos(q9) z34
SESS5555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>5>>

> tmp75:=scalarmul (tmp71,-mu4) :

> tmp76:=crossprod(glgd,tmp75) :

> tmp77:=map(simplify,op(tmp76) ,trig):
> tmp78:=subs(varslect,op(tmp77)) :

#HEH#

> Momfi4:=

>  map(clct,op(tmp78), [qpp7,qpp8,qpp9] ,

> [omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mu4d]);

SOEESS5555O555555555555555555555555555555555 5555555555555 555 55555555555 5>5555555>5>>
Momfi4 := [
(sin(q7) g8 + %15 + z12) mud vX omZ + (- %5 + cos(q7) g8) muéd vX omY

+ ((- cos(q7) g8 + %5) mud vY + (- %15 - sin(q7) g8 - z12) mu4 vZ) omX

+ %13 mu4 omY omX +

2 2 2 2
(@8 + 4 47 + z12 + 2 6 - %14 + 2 %16 - 2 g8 cos(q7) + 2 z12 sin(q7) q8)

mu4 omY omZ + (%3 - %4) mué4 omX omZ

2
+ (- %8 - 212 cos(q7) g8 + %10 - 2 %11 + g8 cos(q9) 234 + %9) mu4 omZ

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



A.3. principe de d’Alembert

2
%12 mu4 omY + (2 %9 - 2 z12 cos(q7) gq8) muéd omX gp7

+

2 2
+ (- @8 - 2 z12 sin(q7) q8 - %14 - z12 - 2 %16) mu4 omXp

+

(%4 - %3) mud omYp + %13 mué omZp + (- 2 z12 sin(q7) - 2 g8) muéd omX gp8

2 2
((2 234 cos(q7) cos(q9) + 2 sin(q7) g8 cos(q9) z34 + 2 z12 cos(q9) z34)

+

2 2
mud omZ + (- 2 z34 sin(q7) cos(q9) + 2 cos(q7) g8 cos(q9) z34) muéd omY

2
+ (2 sin(q9) z34 cos(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) 2z34) muéd omX) qp9

+ (sin(q7) g8 + %15 + z12) mud vYp + (- cos(q7) g8 + %5) mud vZp
+ (- 2 212 sin(q7) - 2 g8) mué4 gp8 qp7

2
+ (2 sin(q9) z34 cos(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) z34) muéd qp9 qp7

2 2
+ (49 + g8 cos(q9) z34) mu4 gqp9 + (49 - z12 cos(q7) q8) mud qp7

2
+ (- z12 sin(q7) q8 - %16 - %14 - 98 ) mu4 gpp7

+ (z12 cos(q7) + cos(q9) z34) mué4 qpp3
+ (z12 sin(q7) sin(q9) z34 + g8 sin(q9) 2z34) mu4 qpp9,
(sin(q7) g8 + %15 + z12) mu4 vY omZ
+ ((- %15 - sin(q7) g8 - z12) mué4 vZ - sin(q9) 234 muéd vX) omY
+ sin(q9) 234 mu4 vY omX
+ (- %8 - 212 cos(q7) g8 + %10 - 2 %11 + g8 cos(q9) 234 + 79) mu4 omY omX
+ (%4 - %3) mu4 omY omZ + (

2 2 2 2 2
- %14 - 2 %7 - 2 %16 - g8 - 2 z12 sin(q7) g8 - %6 + g8 cos(q7) + z34 - z12

2 2
) mu4 omX omZ + %13 mu4 omZ + (- z12 sin(q9) z34 - %2 - %1) mud omX + (

2 2 2
(- 298 - 2 z12 sin(q7) q8 - 4 %7 + 2 g8 cos(q7) - 2 %16 - 2 %6) muéd omZ

+ (2 g8 cos(q9) 234 + 2 %10 + 2 %9 - 2 %8 - 2 z12 cos(q7) g8 - 4 %11) mud omY
+ (-2 %2 -2 %1) mud omX) qp7 + (%4 - %3) mud omXp + (

2 2 2 2 2
- %6 - 2 %7 - 2 z12 sin(q7) q8 + %14 - g8 + g8 «cos(q7) - z12 - z34 - 2 %16

) mu4d omYp + %12 mud4 omZp + (

2
(2 z12 cos(q7) + 2 sin(q7) g8 cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) z34) mu4 omZ +

2
(- 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - 2 z12 sin(q7) - 2 98 + 2 g8 cos(q7) ) mud

omY + 2 mu4 omX cos(q7) sin(q9) z34) gp8 + ((2 g8 sin(q9) z34
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2 2
- 2 g8 sin(q9) z34 cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9)

2
+ 2 z12 sin(q7) sin(q9) 2z34) mu4 omZ + (- 2 sin(q9) 234 cos(q9)

2 2
+ 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) + 2 sin(g7) g8 cos(q7) sin(q9) z34

+ 2 z12 cos(q7) sin(q9) 2z34) mu4 omY

2 2 2
+ (- 2 234 sin(q7) cos(q9) + 2 z34 sin(q7)) mué4 omX) qp9

+ (- %15 - sin(q7) g8 - z12) mu4 vXp + sin(q9) z34 mud vZp
+ 2 sin(q9) 234 muéd cos(q7) qp7 qp8

2 2 2
+ (- 2 z34 sin(q7) cos(q9) + 2 z34 sin(q7)) mué4 qp9 qp7

2 2
+ (%2 + z12 sin(q9) 2z34) mud qp9 + (- %2 - %1) mud qp7 + (%4 - %3) mud qpp7

+ sin(q9) 234 mu4 sin(q7) qpp8

2
+ (- 212 cos(q9) 234 - z34 cos(q7) - sin(q7) g8 cos(q9) z34) mué gpp9,

((- cos(q7) g8 + %5) mu4 vY - sin(q9) z34 mu4 vX) omZ
+ (- %5 + cos(q7) q8) mud vZ omY + sin(q9) z34 mué vZ omX

2 2 2
+ (-2 %7 - %6 - z34 + 2 14 + g8 cos(q7) ) mu4 omY omX

+ (- 212 sin(q9) 234 - %2 - %1) mu4 omY omZ + %12 mu4 omX omZ

2 2
+ (%4 - %3) mud omX + (%3 - %4) mud omY + (

(- 2 g8 cos(q9) z34 + 4 %11 + 2 %8 - 2 %10) mud omZ

2 2
+ (- 4%7 -27%6 + 2 g8 cos(q7) + 2 %14) mu4 omY + (2 %4 - 2 %3) muéd omX)

qp7 + %13 mu4 omXp + %12 muéd omYp

2 2 2
+ (- 234 - g8 cos(q7) + 2 47 + %6) mud omZp + (

2
(- 2 g8 cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7)) muéd omZ

2
+ (2 cos(q7) cos(q9) z34 + 2 sin(q7) 98 cos(q7) - 2 cos(q9) z34) mu4 omY

+ 2 mu4 omX sin(q7) sin(q9) z34) qp8 + (

2 2
2 sin(q7) g8 cos(q7) sin(q9) z34 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9)) mu4 omZ

~
|

2 2
+ (2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9) - 2 g8 sin(q9) z34 cos(q7) ) muéd omY

2 2 2
(2 z34 cos(q7) cos(q9) - 2 234 cos(q7)) mud omX) gp9

+

+

(- %5 + cos(q7) g8) mu4 vXp - sin(q9) z34 muéd vYp
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+ 2 sin(q9) z34 mu4 sin(q7) qp7 qp8

2 2 2
+ (2 234 cos(q7) cos(q9) - 2 234 cos(q7)) muéd qp9 gp7

2 2
- mu4 cos(q7) g8 sin(q9) qp9 234 + (%4 - %3) mud gp7 + (%2 + %1) muéd qpp7

- sin(q9) z34 mu4 cos(q7) qpp8

2

+ (- 234 sin(q7) + cos(q7) g8 cos(q9) z34) muéd qpp9
]

2
%l o= sin(q9) z34 cos(q7) cos(q9)
%2 = sin(q9) z34 sin(q7) g8

2
%3 = sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)
W = sin(q9) z34 cos(q7) g8
%5 = sin(q7) cos(q9) z34

2 2 2
W6 = cos(q7) cos(q9) z34
W = sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34

2
%8 = sin(q7) g8 cos(q7)
h9 = z12 sin(q7) cos(q9) z34
2 2

%10 := cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7)

2
Wl = cos(q7) cos(q9) z34 g8
%12 := 2 %11 - %10 - %9 + z12 cos(q7) g8 + %8 - g8 cos(q9) z34
W13 = %2 + %1 + z12 sin(q9) z34

2 2
h14 = z34 cos(q9)
%15 := cos(q7) cos(q9) z34
%16 := z12 cos(q7) cos(q9) z34

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555>

> tmp80:=add(cl,add(cil,add(Momf4,Momfid))):
> tmp81:=map (expand,op(tmp80) ) :
> tmp82:=map(simplify,op(tmp81) ,trig):

##t###

> eq2a:=

>  rlms(clct(tmp82[1], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

SES5SS5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 555 555555555555
eq2a := c1X + f4Z cos(q7) g8 - f4Y sin(q7) g8 - f4Y z12

- f4Z sin(q7) cos(q9) z34 - f4Y cos(q7) cos(q9) z34
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+ (212 sin(q7) sin(q9) z34 + g8 sin(q9) z34) mué qpp9

2
+ (212 cos(q7) + cos(q9) z34) mud gpp8 + (%1 + g8 cos(q9) z34) muéd gp9

2
+ (2 sin(q9) 234 cos(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) z34) mud qp9 qp7

+

(sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) 234 + z12) muéd vYp +

2
(sin(q9) 234 cos(q7) cos(q9) + sin(q9) z34 sin(q7) g8 + z12 sin(q9) z34) mu4d

2
omZp + (sin(q9) z34 cos(q7) g8 - sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)) mué omYp

2 2
+ (2 %1 - 2 212 cos(q7) g8) mué4 omX qp7 + (cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7)
2
+ g8 cos(q9) 234 - z12 cos(q7) g8 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2 2
- sin(q7) g8 cos(q7) + %1) mud omZ +

2
(sin(q9) 234 cos(q7) cos(q9) + sin(q9) z34 sin(q7) g8 + z12 sin(q9) z34) mud

omY omX + (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) 234 + z12) mué vX omZ + (ilY - i1Z - (

2 2 2 2 2
2 g8 cos(q7) - 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34 - z12 + 234 cos(q9)

- 4 sin(q7) 98 cos(q7) cos(q9) z34 - 2 z12 sin(q7) g8

2 2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 - g8 ) mud) omZ omY

- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mud vX omY - (ilX +

2 2 2 2
(2 z12 sin(q7) g8 + z34 cos(q9) + z12 + g8 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34) mud

) omXp - ((- sin(q7) cos(q9) 234 + cos(q7) 98) mud vY
+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) mué vZ) omX

2
- (sin(q9) z34 cos(q7) g8 - sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)) mud omX omZ - (

2 2
cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) + g8 cos(q9) z34 - z12 cos(q7) g8

2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8 - sin(q7) g8 cos(q7) + %1) mud omY

- (2 z12 sin(q7) + 2 g8) mu4 omX gp8 - (2 z12 sin(q7) + 2 g8) mud gp8 qp7 + (

2 2
(2 sin(q7) g8 cos(q9) z34 + 2 z34 cos(q7) cos(q9) + 2 z12 cos(q9) z34) mud

2 2
omZ - (2 z34 sin(q7) cos(q9) - 2 cos(q7) g8 cos(q9) z34) mud omY

2
+ (2 sin(q9) z34 cos(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) z34) mud omX) gp9

- (- sin(q7) cos(q9) 234 + cos(q7) q8) muéd vZp
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2 2 2
- (z12 sin(q7) q8 + 234 cos(q9) + g8 + 212 cos(q7) cos(q9) z34) muéd qpp7

2
- (212 cos(q7) q8 - %1) muéd qp7

Wl o= z12 sin(q7) cos(q9) z34

SOO55555555555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 555555555555555)>

> eq2b:=

>  rlms(clct(tmp82[2], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp,omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

SOO555555555555555555555 5535555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555>

2 2 2 2
eq2b := f4X sin(q7) g8 + f4X z12 - (ilY + (z12 + cos(q7) <cos(q9) z34

2 2 2
+ 2 z12 sin(q7) g8 + 2 sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34 + q8 - g8 cos(q7)

2 2 2
+ 2 212 cos(q7) cos(q9) z34 + z34 - z34 cos(q9) ) mud) om¥Yp - (ilX - ilZ +

2 2
(z34 cos(q9) + 2 sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34

2 2 2 2 2 2 2
+ cos(q7) cos(q9) z34 + z12 + 2 z12 sin(q7) g8 - g8 <cos(q7) - 234

2
+ g8 ) mu4) omX omZ + f4X cos(q7) cos(q9) z34 - sin(q9) 234 f4Z + clY

(sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) mud vXp - ((2 z12 sin(q7) q8

2 2 2
2 g8 cos(q7) + 2 g8 + 2 z12 cos(q7) cos(q9) z34

2 2 2
4 sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) 234 ) mud omZ - (

+

2
2 z12 sin(q7) cos(q9) z34 - 4 cos(q7) cos(q9) z34 g8 + 2 g8 cos(q9) z34

2 2 2
- 2 212 cos(q7) g8 + 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - 2 sin(q7) q8 <cos(q7))

mu4 omY + (2 %2 + 2 %1) mu4 omX) qp7 + sin(q9) z34 mu4 vZp
+ sin(q9) 234 mu4 vY omX + 2 sin(q9) z34 muéd cos(q7) qp7 qp8

2
+ sin(q9) 234 mu4 sin(q7) qpp8 - (%2 + %1) mud gqp7 + (

2
(2 212 cos(q7) + 2 sin(q7) g8 cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) z34) mué omZ -

2
(2 g8 + 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) - 2 g8 cos(q7) + 2 z12 sin(q7)) muéd omY

+ 2 mu4 omX cos(q7) sin(q9) z34) qp8

2
- (234 cos(q7) + sin(q7) g8 cos(q9) z34 + z12 cos(q9) z34) muéd gpp9 - (

2 2
cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) + g8 cos(q9) z34 - z12 cos(q7) g8
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2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8 - sin(q7) g8 «cos(q7) + z12 sin(q7) cos(q9) z34)

mué4 omZp

- ((sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) mu4 vZ + sin(q9) z34 mu4 vX) omY

2
+ (sin(q9) z34 cos(q7) g8 - sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)) muéd qpp7
2
+ (z12 sin(q9) z34 + %1) muéd gp9
2 2 2

+

(2 z34 sin(q7) - 2 z34 sin(q7) cos(q9) ) mud qp9 qp7 + ((

2 2
2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9) - 2 g8 sin(q9) 234 cos(q7)

+ 2 g8 sin(q9) 234 + 2 z12 sin(q7) sin(q9) 2z34) muéd omZ + (

2 2
2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) + 2 z12 cos(q7) sin(q9) z34

2
+ 2 sin(q7) g8 cos(q7) sin(q9) z34 - 2 sin(q9) 234 cos(q9)) muéd omY

2 2 2
+ (2 z34 sin(q7) - 2 z34 sin(q7) cos(q9) ) mud omX) gp9

2
+ (sin(q9) 234 cos(q7) g8 - sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)) mud omXp

2 2 2
+ (%2 + %1 + 212 sin(q9) z34) mu4 omZ + (cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7)

2
+ g8 cos(q9) z34 - z12 cos(q7) g8 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2
- sin(q7) g8 «cos(q7) + z12 sin(q7) cos(q9) z34) mu4 omY omX

2
+ (sin(q9) z34 cos(q7) g8 - sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)) muéd omY omZ

2
- (52 + %1 + 212 sin(q9) 2z34) mu4 omX

+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34 + z12) muéd vY omZ

%o sin(q9) z34 sin(q7) g8

2
sin(q9) z34 cos(q7) cos(q9)

%2

DOO3OO555555355555555355555355 553355553555 5535 555555555555 555555555555555555555555>

> eq2c:=

>  rlms(clct(tmp82[3], [qpp7,qpp8,qpp9],

> [omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

DOO3O55555553555555553555 5535555355555 5553555555555 555555555555555555555555>

2
eq2c := sin(q9) z34 f4Y + cl1Z - mud cos(q7) g8 sin(q9) qp9 z34

- sin(q9) 234 mu4 vYp + sin(q9) z34 muéd vZ omX

+ 2 sin(q9) z34 mu4 sin(q7) qp7 qp8 - sin(q9) z34 mué cos(q7) qpp8

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



A.3. principe de d’Alembert

- f4X cos(q7) g8 + f4X sin(q7) cos(q9) z34

2 2
+ (cos(q7) g8 cos(q9) 234 - z34 sin(q7)) mud qpp9 + (%1 - %2) muéd qp7

2
+ (sin(q9) 234 cos(q7) cos(q9) + sin(q9) z34 sin(q7) g8) mud qpp7 + (

2
(2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) - 2 g8 cos(q7) ) mu4 omZ

2
+ (2 cos(q7) cos(q9) z34 + 2 sin(q7) 98 cos(q7) - 2 cos(q9) z34) mu4 omY

+ 2 mu4 omX sin(q7) sin(q9) z34) qp8 +

2
(sin(q9) 234 cos(q7) cos(q9) + sin(q9) z34 sin(q7) g8 + z12 sin(q9) 2z34) mu4d

2 2 2
omXp + (%1 - %2) mu4 omX - (cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) + g8 cos(q9) z34

2 2
- 212 cos(q7) g8 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8 - sin(q7) g8 cos(q7)

2
+ 212 sin(q7) cos(q9) z34) mu4 omYp - (%1 - %2) mu4 omY - (

2 2
cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) + g8 cos(q9) z34 - z12 cos(q7) q8

2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8 - sin(q7) g8 «cos(q7) + z12 sin(q7) cos(q9) z34)

mu4 omX omZ - (

2 2
(2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) + 2 sin(q7) g8 cos(q7) sin(q9) z34) mud omZ

2 2
+ (2 g8 sin(q9) z34 cos(q7) - 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9)) muéd omY

2 2 2
+ (2 234 cos(q7) - 2 234 cos(q7) cos(q9) ) mué4 omX) qp9

- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mu4 vZ omY

2 2 2
- (2 234 cos(q7) - 2 234 cos(q7) cos(q9) ) mud gp9 qp7 - (ilY - i1X - (

2 2 2 2 2 2 2 2
2 z34 cos(q9) - z34 - cos(q7) cos(q9) 234 + g8 cos(q7)

- 2 sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34) mud) omX omY

2
- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) mud vXp + ((4 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2 2 2
+ 2 sin(q7) 98 cos(q7) - 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - 2 g8 cos(q9) z34)

2 2 2 2 2
mu4d omZ + (2 z34 cos(q9) - 2 cos(q7) cos(q9) z34

2 2
- 4 sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34 + 2 98 cos(q7) ) muéd omY

- (2 %2 - 2 %1) mu4 omX) qp7
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- ((- sin(q7) cos(q9) 234 + cos(q7) q8) mud vY + sin(q9) z34 mud vX) omZ - (

i1z - (
2 2 2 2 2 2

2 sin(q7) g8 cos(q7) cos(q9) z34 - z34 - g8 cos(q7) + cos(q7) <cos(q9) z34
) mu4) omZp -

2
(sin(q9) 234 cos(q7) cos(q9) + sin(q9) z34 sin(q7) g8 + z12 sin(q9) z34) mud
omY omZ
Wl o= sin(q9) 234 cos(q7) q8

2

%2 = sin(q9) z34 sin(q7) cos(q9)

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 555555555555555555555>

bytes used=93069060, alloc=4652204, time=581.766
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A.3.2 équations des corps isolés (fichier dalembert?2)

> read dalembertl:

#HEH#

>

> c21:=vector([c21X,c21Y,c21Z]):

> r34:=vector([r34X,r34Y,r347Z]):

> c34:=vector([c34X,c34Y,c34Z]):

H#tH##H

>

> tmp85:=add (multiply(Rot34,r34) ,multiply(transpose(Rot12),f4)):
> tmp86:=map(diff,multiply(Rotl,v4),t):

> tmp87:=

> subs ({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmp86)):
> tmp88:=subs(tmpl7,op(tmp87)):

> tmp89:=map(simplify,multiply(transpose(Rot12),transpose(Rot1),tmp88),trig):

HE##H

> eq3a:=

tmp85 [1]=rlms(clct (subs(varslect,tmp89[1]),

> Lapp7,qpp8,qpp9l,

> [omXp,omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ]));

v

SEO5555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555555>>>>
eq3a := cos(q9(t)) r34X + sin(q9(t)) r34Z + f4X = vZ omY - vY omZ
- (- cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34) omX omY

2
+ (cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 + z12) omX omZ - omZ sin(q9) z34

2
- omY sin(q9) z34 + ((2 cos(q7) g8 - 2 sin(q7) cos(q9) z34) omY

+ (2 cos(q7) cos(q9) 234 + 2 sin(q7) q8) omZ) qp7

+ (2 omY sin(q7) - 2 omZ cos(q7)) qp8

- (2 omY cos(q7) sin(q9) 234 + 2 omZ sin(q7) sin(q9) z34) gp9
+ (cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 + z12) omYp

2
- (- sin(q7) cos(q9) z34 + cos(q7) g8) omZp + vXp - sin(q9) qp9 z34

+ cos(q9) qpp9 z34

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555>

> eq3b:=

>  tmp85[2]=rlms(clct(subs(varslect,tmp89[2]),

> [app7,9pp8,9pp9] ,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ]));

SEOOOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 55555555>>>>>>>>
eq3b := r34Y + cos(q7(t)) f4Y + sin(q7(t)) f4Z = - sin(q7) vX omY
+ cos(q7) vX omZ + (sin(q7) vY - cos(q7) vZ) omX -

2
(cos(q9) 234 - z12 cos(q7) - 2 cos(q7) cos(q9) z34 - 2 sin(q7) g8 cos(q7)) omY

omZ + sin(q7) omZ sin(q9) z34 omX + cos(q7) omY sin(q9) z34 omX

2 2
+ (cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - g8 cos(q7) ) omZ
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2 2
- (212 sin(q7) - g8 cos(q7) + cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) + g8) omY

2
- (212 sin(q7) + g8) omX - 2 gp7 q8 omX +

(2 sin(q9) z34 omX - 2 omY sin(q7) cos(q9) z34 + 2 omZ cos(q7) cos(q9) z34) qp9
- (cos(q9) 234 + z12 cos(q7)) omXp - sin(q7) omYp sin(q9) z34

2
+ cos(q7) omZp sin(q9) z34 + cos(q7) vY¥p + sin(q7) vZp - qp7 q8

+ 2 gqp7 sin(q9) qp9 z34 - gpp7 cos(q9) z34 + qpp8

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555>

> eq3c:=

>  tmp85[3]=rlms(clct(subs(varslect,tmp89[3]),

> [app7,9pp8,qpp9l ,

> [omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ]));

SEOSOODOO555O5555555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5555555
eq3c := - sin(q9(t)) r34X + cos(q9(t)) r34Z - sin(q7(t)) f4Y + cos(q7(t)) f4Z
= - cos(q7) vX omY - sin(q7) vX omZ + (cos(q7) vY + sin(q7) vZ) omX

2
- (2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) + g8 + z12 sin(q7) - 2 g8 cos(q7) ) omY omZ

+ cos(q7) omZ sin(q9) z34 omX - sin(q7) omY sin(q9) 234 omX

2 2
+ (cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 cos(q7) - cos(q9) z34) omZ

2 2
- (sin(q7) g8 cos(q7) + z12 cos(q7) + cos(q7) cos(q9) z34) omY

2
- (cos(q9) z34 + z12 cos(q7)) omX - 2 omX gp7 cos(q9) z34 + 2 omX gp8

- (2 sin(q7) omZ cos(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) z34 omY) qp9
+ (z12 sin(q7) + g8) omXp - cos(q7) omYp sin(q9) z34

2
- sin(q7) omZp sin(q9) 234 - sin(q7) vYp + cos(q7) vZp - cos(q9) qp9 z34

2
+ 2 qp7 qp8 - qp7 cos(q9) z34 + qpp7 g8 - sin(q9) qpp9 z34

SSS55555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 5555555>5>>

> tmp90:=add(crossprod(scalarmul (m43g4,-1) ,r34),c34):

HH##H

> eq4da:=subs(varslect,tmp90[1]=0);

SESS5555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 555>5555>>>>
eq4a := z34 r34Y + c34X =0

SES55555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5 55555555555 5555555>5>>

> eqdb:=subs(varslect,tmp90[2]=0) ;

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 555 5555555555555 55555>
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eg4b := - z34 r34X + c34Y =0
SES5O555555555555555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55555555555>>>>
> eqg4c:=subs(varslect,tmp90[3]=0);
SEOSOODOOO55O55555555555555555555555555555555555>5 5555555555555 55555555>5>>5>>>>
eq4c :=c34Z =0
SEOSOODOOOD5O5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555>555>>>>>>>
> tmp95:=add(crossprod(m43g4,multiply(transpose(Rot14),f4)),c34):
#HHHH
> egba:=subs(varslect,tmp95[1]=0);
SES55O5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55>>>>
egba := - 234 (cos(q7) f4Y + sin(q7) f4Z) + c34X = 0
SEOSOODOOO55O55555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555>5>>>>>>>
> eqgbb:=subs(varslect,tmp95[2]=0);
SEOSOOD5O5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>
eqbb :=
234 (cos(q9) £4X + sin(q7) sin(q9) f4Y - cos(q7) sin(q9) £4Z) + c34Y = 0
SES55555555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555>>>>
> eqbc:=subs(varslect,tmp95[3]=0);
SEOSOD5O5555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5>>>>>>>>
egbc :=c34Z =0
SESSOODOO555O5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>
> tmp100:=add(crossprod(scalarmul (gim12,-1),f1),add(c21,c1)):
> tmp101:=map(diff,multiply(Rotl,il,oml),t):
> tmpl102:=
>  subs({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff (q3(t),t)=qp3},op(tmp101)):
> tmp103:=subs(tmpl7,o0p(tmp102)):
> tmp104:=map(simplify,multiply(transpose(Rot1),tmp103),trig):
> tmp105:=add(scalarmul (tmp104,-1),tmp100) :
HH#HHH
> egba:=subs(varslect,tmp105[1]=0);
> eqgbb:=subs(varslect,tmpl105[2]=0);
> eqg6c:=subs(varslect,tmpl105[3]=0);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 555555555555 555555555555555555)>

egba := - i1X omXp - omY ilZ omZ + omZ ilY omY + z12 f1Y + c21X + ci1X

1]
o

eg6b - i1Y omYp - omZ ilX omX + omX ilZ omZ - z12 f1X + c21Y + clY

[
o

eg6c := - ilZ omZp - omX ilY omY + omY ilX omX + c21Z + cl1Z = 0
SOOSO5O5O5O5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555555555 55555>

bytes used=139509612, alloc=6683448, time=938.133
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A.4 equations de Lagrange (fichier lagrange)

> read intro:

HH#HHH

>

> cl2:=vector([C12,0,0]):

> f:=vector([0,F23,0]):

> c34:=vector([0,C34,0]):

HHHHH

>

> gim34:=add(giml12,multiply (Rot12,m21m34)):
HHHHH

> tmp35:=map(diff,gim34,t):

> tmp36:=crossprod(oml,gim34) :

> v34:=add(vl,add(tmp35,tmp36)):

HHHHH

> glgd:=add(gim34,multiply (Rot14,m43g4)):
bytes used=3000344, alloc=1244956, time=13.383
HHHHH

> tmp37:=map(diff,gigd,t):

> tmp38:=crossprod(oml,glgd):

> v4:=add(vl,add (tmp37,tmp38)):

HHHHH

> tmp39:=crossprod(oml,giml2):

> v12:=add(v1,tmp39):

HHHHH

> om2:=add(oml,vector([diff(q7(t),t),0,01)):
HH#HHH

> om4:=add(om2,multiply(Rot12,vector([0,diff(q9(t),t),0]1))):
HHHHH

>

> tmp4b:=

> (dotprod(vil,v1)*mul+dotprod(multiply(il,oml),oml1)+dotprod(v4,v4)*mud)/2:
HHHHH

> eql:=subs(varslect,tmp45) ;

DOO3OO555555355555555355555355 553355553555 5535 555555555555 555355555555555555555555>

2 2 2 2 2 2
eql :=1/2 (WX + vY + vZ ) mul + 1/2 i1X omX + 1/2 ilY omY + 1/2 ilZ omZ

+ 1/2 ((vX + cos(q9) qp9 z34

+ omY (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)

- omZ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34))"2 + (vY - sin(q7) qp7 q8

+ cos(q7) qp8 - cos(q7) qp7 cos(q9) z34 + sin(q7) sin(q9) qp9 z34

+ omZ sin(q9) 234 - omX (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34))"2 + (vZ

+ cos(q7) qp7 g8 + sin(q7) qp8 - sin(q7) qp7 cos(q9) z34

- cos(q7) sin(q9) qp9 z34 + omX (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34)

- omY sin(q9) z34)°2) muéd
SESS55555O5555555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555555 55>5555555>5>>

> tmp50:=subs (tmp25 union tmp32,tmp45):

> tmpbl:=

> subs({qpi=diff(qi(t),t),qp2=diff(q2(t),t),qp3=diff(q3(t),t),

> qp4=diff (q4(t),t),qp5=diff(q5(t),t),qp6=diff (q6(t),t)},tmp50):
#Hit###

> eq2:=subs(varslect,tmp51);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5555>>

eq2 := 1/2 (((- cos(ql) sin(q2) cos(g3) + sin(ql) sin(g3)) qgp6
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+ (sin(ql) sin(q2) cos(g3) + cos(ql) sin(q3)) qp5 + cos(q2) qp4d cos(g3))"2 + (
(cos(ql) sin(g2) sin(q3) + sin(ql) cos(qg3)) gp6
+ (- sin(ql) sin(qg2) sin(gq3) + cos(ql) cos(qg3)) gp5 - sin(q3) cos(q2) qp4)~2

2
+ (- cos(g2) gp5 sin(ql) + cos(q2) cos(ql) gp6 + qp4 sin(qg2)) ) mul

2
+ 1/2 i1X (cos(q2) cos(g3) gpl + sin(g3) gp2)

2
+ 1/2 i1Y (- cos(q2) sin(g3) gqpl + cos(g3) qp2)

2
+ 1/2 i1Z (sin(q2) gqpl + qp3) + 1/2 ((

(- cos(ql) sin(q2) cos(q3) + sin(ql) sin(q3)) qpé

+ (sin(ql) sin(q2) cos(g3) + cos(ql) sin(q3)) gp5 + cos(q2) gp4 cos(qg3)

+ cos(q9) qp9 z34 +

(- cos(g2) sin(g3) qpl + cos(q3) qp2) (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)
- (sin(g2) qpl + gp3) (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34))"2 + (

(cos(ql) sin(q2) sin(g3) + sin(ql) cos(q3)) qp6

+ (- sin(ql) sin(q2) sin(q3) + cos(ql) cos(g3)) qp5 - sin(g3) cos(q2) qp4

- sin(q7) qp7 g8 + cos(q7) qp8 - cos(q7) qp7 cos(q9) z34

+

sin(q7) sin(q9) qp9 z34 + (sin(q2) gpl + qp3) sin(q9) z34

- (cos(g2) cos(g3) gpl + sin(g3) gp2) (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)
)"2 + (- cos(g2) gp5 sin(ql) + cos(q2) cos(ql) qp6 + gp4 sin(q2)

+ cos(q7) qp7 98 + sin(q7) qp8 - sin(q7) qp7 cos(q9) z34

- cos(q7) sin(q9) qp9 z34

+ (cos(q2) cos(g3) gpl + sin(q3) qp2) (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34)

- (- cos(g2) sin(q3) gpl + cos(q3) qgp2) sin(q9) z34)"2) mu4d
SESSOODOOOD5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555>55>>>>>>>>
> tmpb5:=dotprod(f1,vl)+dotprod(add(cl,scalarmul(c12,-1)),oml):
> tmp56:=-dotprod(multiply (Rot12,f),v12)+dotprod(cl2,om2) :
> tmp57:=dotprod(multiply (Rot12,f),v34)-dotprod(multiply(Rot12,c34) ,0om2):
> tmp58:=dotprod(multiply (Rot12,c34) ,om4)+dotprod(£f4,v4):
> tmp59:=tmp55+tmp56+tmp57+tmp58:

HHHHH
> eq3:=subs(varslect,tmp59) ;
SES5555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555 555555555555

eq3 := f1X vX + £1Y vY + f1Z vZ + (c1X - C12) omX + c1Y omY + c1Z omZ

- cos(q7) F23 (vY - omX z12) - sin(q7) F23 vZ + C12 (omX + gp7)

+

cos(q7) F23 (vY - sin(q7) qp7 g8 + cos(q7) gp8 - omX (z12 + sin(q7) g8))

+

sin(q7) F23 (vZ + cos(q7) qp7 98 + sin(q7) qp8 + omX cos(q7) q8)
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- cos(q7) C34 omY - sin(q7) C34 omZ + cos(q7) C34 (omY + cos(q7) qp9)

+ sin(q7) C34 (omZ + sin(q7) qp9) + f4X (vX + cos(q9) qp9 z34

+ omY (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)

- omZ (cos(q7) 98 - sin(q7) cos(q9) z34)) + f4Y (vY - sin(q7) gp7 q8

+ cos(q7) gp8 - cos(q7) qp7 cos(q9) z34 + sin(q7) sin(q9) qp9 z34

+ omZ sin(q9) 234 - omX (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)) + f4Z (

vZ + cos(q7) qp7 98 + sin(q7) qp8 - sin(q7) qp7 cos(q9) z34

- cos(q7) sin(q9) qp9 z34 + omX (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34)

- omY sin(q9) z34)
SES5555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 >
> tmp60:=subs(tmp25 union tmp32,tmp59):
> tmp61:=
>  subs({qp1l=diff(q1(t),t),qp2=diff(q2(t),t),qp3=diff(q3(t),t),
> qp4=diff(q4(t),t),qp5=diff(q5(t),t),qp6=diff (q6(t),t)},tmp60):
> tmp62:=subs(varslect,simplify(tmp61,trig)):

HH#HHH

> eq4:=subs(varslect,tmp61) ;
SEOOOOOOOOD5OO55555555555555555555555555555 5555555555 5555555 55555555555 555>>5>>>>>
eq4 := f1X ((- cos(ql) sin(q2) cos(q3) + sin(ql) sin(q3)) qp6

+ (sin(ql) sin(q2) cos(g3) + cos(ql) sin(q3)) qp5 + cos(q2) qp4 cos(q3))

+ £1Y (47 + %6 - %5) + £1Z (- %4 + %3 + qp4 sin(q2))

+ (c1X - C12) (%2 + sin(g3) gp2) + clY (- %1 + cos(q3) qp2)

+ c1Z (sin(q2) gpl + qp3)

- cos(q7) F23 (%7 + %6 - %5 - (%2 + sin(q3) gp2) z12)

- sin(q7) F23 (- %4 + %3 + qp4 sin(q2)) + C12 (%2 + sin(g3) qp2 + qp7) +

cos(q7) F23 (%7 + %6 - %5 - sin(q7) qp7 g8 + cos(q7) qp8

- (%2 + sin(q3) qp2) (z12 + sin(q7) g8)) + sin(q7) F23 (- %4 + %3

+ gp4 sin(q2) + cos(q7) gp7 g8 + sin(q7) gp8

+ (%2 + sin(q3) qp2) cos(q7) g8) - cos(q7) C34 (- %1 + cos(g3) qp2)

- sin(q7) €34 (sin(g2) gpl + gp3)

+ cos(q7) C34 (- %1 + cos(q3) gp2 + cos(q7) qp9)

+ sin(q7) €34 (sin(q2) gpl + gp3 + sin(q7) gp9) + f4X (

(- cos(ql) sin(g2) cos(g3) + sin(ql) sin(q3)) qp6

+ (sin(ql) sin(qg2) cos(g3) + cos(ql) sin(q3)) qp5 + cos(q2) qp4 cos(q3)

+ cos(q9) gp9 z34

+ (= %1 + cos(q3) qp2) (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)

- (sin(q2) qpl + qp3) (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34)) + f4Y (%7 + %6

- %5 - sin(q7) qp7 g8 + cos(q7) gp8 - cos(q7) qp7 cos(q9) z34
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+ sin(q7) sin(q9) qp9 z34 + (sin(q2) gpl + qp3) sin(q9) z34

(%2 + sin(q3) qp2) (z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34)) + f4Z (- %4
+ %3 + gp4 sin(q2) + cos(q7) qp7 98 + sin(q7) qp8

- sin(q7) qp7 cos(q9) z34 - cos(q7) sin(q9) qp9 z34

+ (%2 + sin(qg3) qp2) (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34)

- (- %1 + cos(q3) gp2) sin(q9) z34)

Wl = cos(q2) sin(q3) qpl
w2 = cos(q2) cos(q3) qpl
W3 1= cos(q2) cos(ql) qpé
W4 = cos(q2) gp5 sin(ql)
W5 = sin(q3) cos(q2) qp4
%6 = (- sin(ql) sin(q2) sin(q3) + cos(ql) cos(q3)) qp5

Wl oi= (cos(ql) sin(g2) sin(g3) + sin(ql) cos(g3)) gp6
SES55O55555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555>>>>
> tmp65: =subs ({qp2=0,qp3=0,qp4=0,qp5=0,qp6=0,qp7=0,qp8=0,qp9=0} , tmp62) :
z#g§?=collect(coeff(collect(tmp65,qp1),qpl),[f4X,f4Y,f4Z]);
SES55O5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555 555555555555
Q1 := (- sin(q2) cos(q7) 98 - cos(g2) sin(q3) sin(q7) g8

+ sin(q2) sin(q7) cos(q9) 234 - cos(q2) sin(g3) cos(q7) cos(q9) z34

- cos(q2) sin(qg3) z12) f4X + (sin(q9) 234 sin(q2) - z12 cos(q2) cos(g3)

- cos(q2) cos(q3) sin(q7) g8 - cos(q2) cos(q3) cos(q7) cos(q9) z34) f4Y +

(- cos(q2) cos(g3) sin(q7) cos(q9) z34 + sin(q9) 234 cos(q2) sin(q3)

+ cos(q7) g8 cos(g2) cos(q3)) f4Z + c1X cos(q2) cos(g3)

- cl1Y cos(qg2) sin(g3) + cl1Z sin(q2)
SEOSOODOOO55O555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555

> tmp66:=subs ({qp1=0,9qp3=0,qp4=0,qp5=0,qp6=0,qp7=0,qp8=0,qp9=0}, tmp62) :
HH#HHH

> Q2:=collect(coeff(collect (tmp66,qp2),qp2), [£4X,f4Y,£4Z]);
SEOSODOOO55O555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>
Q2 := (cos(g3) z12 + cos(g3) sin(q7) g8 + cos(g3) cos(q7) cos(q9) z34) f4X

+ (- sin(qg3) sin(q7) g8 - sin(qg3) cos(q7) cos(q9) z34 - z12 sin(q3)) f4Y

+ (cos(q7) g8 sin(g3) - sin(q3) sin(q7) cos(q9) z34 - sin(q9) z34 cos(q3)) f4Z

+ c1Y cos(g3) + ciX sin(qg3)
SES55555555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555555 >
> tmp67:=subs ({qp1=0,qp2=0,qp4=0,qp5=0,qp6=0,qp7=0,qp8=0,qp9=0}, tmp62) :

#H#H#
> Q3:=collect(coeff (collect (tmp67,qp3) ,qp3), [f4X,f4Y,f4Z]);
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SES5555555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555555 5555555555555 >

Q3 := (sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) g8) f4X + clZ + f4Y sin(q9) z34
SES5555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555
> tmp68:=
>  subs({qp1=0,9p2=0,qp3=0,qp5=0,qp6=0,qp7=0,qp8=0,qp9=0},tmp62) :
2#32?=collect(coeff(collect(tmp68,qp4),qp4),[f4X,f4Y,f4Z]);
SEO5S5555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 5 5555555555555 55>555>5>>>>

Q4 := - f4Y sin(q3) cos(q2) + f4Z sin(q2) + £4X cos(q2) cos(q3)

+ £1X cos(g2) cos(q3) - f1Y sin(q3) cos(q2) + £1Z sin(q2)
SES5SO5555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555 5555555555 5>555>55>>
> tmp69:=subs ({qp1=0,qp2=0,qp3=0,qp4=0,qp6=0,qp7=0,qp8=0,qp9=02}, tmp62) :
ﬁ#gg?=collect(coeff(collect(tmp69,qp5),qp5),[f4X,f4Y,f4Z]);
SESSODOOOD5OO5555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5>>5>>>>>

Q5 := (sin(ql) sin(qg2) cos(g3) + cos(ql) sin(g3)) £f4X

+ (- sin(ql) sin(q2) sin(q3) + cos(ql) cos(q3)) f4Y - f4Z cos(q2) sin(ql)

- f1Z cos(q2) sin(ql) + f1X cos(ql) sin(g3) - f1Y sin(ql) sin(q2) sin(q3)

+ f£1Y cos(ql) cos(g3) + f1X sin(ql) sin(qg2) cos(q3)
SEOOOODOOO55OO55555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555
> tmp70:=subs({qp1=0,qp2=0,qp3=0,qp4=0,qp5=0,qp7=0,qp8=0,qp9=02}, tmp62) :
2#32?=collect(coeff(collect(tmp?O,qu),qp6),[f4X,f4Y,f4Z]);
SES55O555555555555555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 5 5555555555555 55>555>55>>

Q6 := (- cos(ql) sin(g2) cos(q3) + sin(ql) sin(qg3)) f4X

+ (cos(ql) sin(q2) sin(q3) + sin(ql) cos(q3)) f4Y + f4Z cos(q2) cos(ql)

- f1X cos(ql) sin(q2) cos(g3) + f1X sin(ql) sin(g3) + f1Z cos(q2) cos(ql)

+ £1Y sin(ql) cos(q3) + f1Y cos(ql) sin(q2) sin(q3)
SES5OO555555555555555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 5 5555555555555 5555555>>
> tmp71:=subs({qp1=0,qp2=0,qp3=0,qp4=0,qp5=0,qp6=0,qp8=0,qp9=02}, tmp62) :
z#g$?=collect(coeff(collect(tmp?l,qp7),qp?),[f4X,f4Y,f4Z]);
SEOSOODOOO55OO5555555555555555555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 5555555

Q7 := (- sin(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) z34) f4Y
+ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) f4Z + C12
SEOSOODOOOD5O55555555555555555555555555555555 55555555555 555 5555555555555 5555555
> tmp72:=subs({qp1=0,qp2=0,qp3=0,qp4=0,qp5=0,qp6=0,qp7=0,qp9=02},tmp62) :
z#gg?=collect(coeff(collect(tmp72,qp8),qp8),[f4X,f4Y,f4Z]);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555 5555555555>
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Q8 := F23 + £4Y cos(q7) + £4Z sin(q7)
SOOO553355335533O553O55355355335535535533533553O5335 3355355555535 53555555555555555>

> tmp73:=subs({qp1=0,9p2=0,qp3=0,qp4=0,qp5=0,qp6=0,qp7=0,qp8=0}, tmp62) :
HE##H
> Q9:=collect(coeff (collect (tmp73,qp9) ,qp9) , [f4X,f4Y,f4Z]);

SESOSOO5OD5D5555555D55555555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 >>
Q9 :=

- f4Z cos(q7) sin(q9) z34 + f4Y sin(q7) sin(q9) z34 + C34 + f4X cos(q9) z34
SESOSO5OOOD5O555555555555555555555555555 5555555555555 5055555555555 5555555 >55>5>

> varstqpp:=[qppl=diff (diff(q1(t),t),t),qpp2=diff(diff(q2(t),t),t),

> qpp3=diff (diff(q3(t),t),t),qppa=difs (diff(q4(t),t),t),

> qpp5=diff (diff (q5(t),t),t),qpp6=diff (diff (q6(t),t),t),

> qpp7=diff (diff (q7(t),t),t),qpp8=diff (diff (q8(t),t),t),

> qpp9=diff (diff(q9(t),t),t)]:

> varstqp:=[qpl=diff (q1(t),t),qp2=diff(q2(t),t),qp3=diff(q3(t),t),

> qp4=diff (q4(t),t),qp5=diff (q5(t),t),qp6=diff(q6(t),t),

> qp7=diff (q7(t),t),qp8=diff (q8(t),t),qp9=diff(q9(t),t)]:

> varstq:=[ql=q1(t),q2=q2(t) ,q3=q3(t),q4=q4(t),q5=95(t) ,q6=q6(t),

> q7=q7(t),98=q8(t) ,q9=q9(t)]:

> varstomvpp:=[omXpp=diff (diff (omX(t),t),t),omYpp=diff (diff (omY(t),t),t),
> omZpp=diff (diff (omZ(t),t),t),

> vXpp=diff (diff (vX(t),t),t),vYpp=diff (diff (v¥(t),t),t),

> vZpp=diff (diff (vZ(t),t),t)]:

> varstomvp:=[omXp=diff (omX(t),t),omYp=diff (omY(t),t),omZp=diff (omZ(t),t),
> vXp=diff (vX(t),t),vYp=diff (vY(t),t),vZp=diff(vZ(t),t)]:

> varstomv:=[omX=omX (t) ,omY=omY (t) ,omZ=omZ(t) ,vX=vX(t) ,vY=vY(t),vZ=vZ(t)]:

tmp90:=diff (eq2,qpl):

tmp91:=subs(varstq, tmp90) :

tmp92:=subs (tmpl7 union convert(tmp21,set),tmp91):
tmp93:=simplify(subs(varstqp,tmp92),trig):
tmp94:=subs(varslect,tmp93):

HHHHH

> dKdqpl:=

>  rlms(clct(tmp94,

> [app7,9pp8,qpp9l ,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,qp5,qp6,9p7,qp8,qpdl,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
HHHHH

> dK2dqpldt:=subs(varslect,diff (tmp93,t)):

HHHHH

> tmp96:=diff (eq2,ql):

> tmp97:=subs(varstq,tmp96) :

> tmp98:=subs(tmpl7 union convert (tmp21,set),tmp97):
> tmp99:=simplify(tmp98,trig):

#H#H#

> dKdql:=

>  rlms(clct(subs(varslect,tmp99),

> [app7,9pp8,app9l ,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,qp5,qp6,9p7,qp8,qpdl,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

#it###

> Ki:=

>  rlms(clct(simplify(dK2dqpldt-dKdql,trig),
lapp7,qpp8,qpp9],

[omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,qp8,qp9],
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));

vV VvV Vv

DOO3OO555555355555555355 5535555535555 55 5335555555555 55 5553555553555 55555555555>>

K1 := (i1X cos(g2) cos(g3) + (2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q3) z12

265

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



266 SATELLITE : CODE DE CALCUL MAPLE

+

2 cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12
- sin(q7) 98 sin(q9) z34 sin(q2)

2 2
- cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(g3) + z12 cos(g2) cos(q3)

2
- 212 sin(q9) 234 sin(q2) + g8 cos(q2) cos(g3)

+ cos(q2) cos(q7) 98 sin(q9) z34 sin(q3)

2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q2) + cos(g2) cos(q9) 234 cos(q3))

2
mud) omXp + (i1Z sin(q2) + (cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2) z12 + z34 sin(q2)

2
+ 2 cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2) cos(q9) z34

- 2 sin(q7) cos(q9) z34 sin(qg2) cos(q7) g8

2 2 2
- cos(q9) 234 sin(q2) cos(q7) - sin(q7) cos(q9) z34 sin(qg3) cos(q2) z12

- cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) g8 - sin(q9) z34 cos(q2) cos(g3) sin(q7) q8

2 2 2
+ cos(q7) g8 sin(g2) + cos(q7) 98 sin(q3) cos(g2) sin(q7)

2
- sin(q9) z34 cos(q2) cos(q3) cos(q7) cos(q9)

2 2
- sin(q7) cos(q9) 234 sin(g3) cos(q2) cos(q7)

- sin(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12) mu4) omZp + ((cos(q2) sin(qg3) z12

+ cos(q2) sin(q3) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(q2) sin(g3) sin(q7) q8) mud vY
+ (sin(q9) 234 cos(q3) cos(g2) - cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2)

+ sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2)) mud vZ - (

cos(g2) cos(q3) sin(q7) g8 + cos(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9) z34

+ 212 cos(q2) cos(g3)) mud vX - (cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) q8

2
- cos(g2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q3)

2
- 2 cos(q7) g8 cos(g3) cos(qg2) cos(q9) z34

2
- cos(q7) g8 cos(g3) cos(q2) sin(q7) - cos(q7) g8 cos(q2) cos(g3) z12

2 2
- %2 + sin(q7) cos(q9) z34 cos(q3) cos(q2) cos(q7) + %1

- sin(q9) z34 sin(q3) cos(q2) z12) mu4 omZ - (ilY cos(qg3) cos(q2) + (

2
2 cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12 + g8 cos(qg2) cos(q3)

+ 2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 cos(g3)

2 2
- g8 cos(q2) cos(g3) cos(q7) - cos(q2) cos(q7) q8 sin(q9) z34 sin(q3)
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2 2 2
- cos(q2) cos(q9) 234 cos(q3) + cos(q2) z34 cos(g3)

2 2 2 2
cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) cos(g3) + z12 cos(q2) cos(g3)

+

2
+ cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q3)

+

2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(g3) z12) mu4) omY - (i1X cos(q2) sin(q3)

2
+ (2 %8 + 212 cos(q2) sin(q3) + %3 - %6 + %45 + %7 + 2 %4) mud) omX) qp3 -

(sin(q2) sin(q7) sin(q9) 234 sin(q3) - cos(q7) sin(q9) z34 cos(qg2)

- sin(g2) cos(q3) cos(q9) z34 - cos(q7) sin(q2) cos(q3) z12) mu4 gp8 qp2
- (45 + %3 + %8 + T + %4 - %6) mud qp3 qp7 - (
cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(g3) z12 + sin(q7) 98 sin(q9) z34 cos(g2)

2
+ cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) cos(q2)

2
- sin(q2) sin(q7) cos(q9) 234 sin(q9) sin(g3)

+ sin(q2) cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(q3) + sin(q7) g8 sin(q2) cos(qg3) z12

2 2 2
+ sin(q2) cos(q9) 234 cos(g3) + g8 sin(q2) cos(q3)) muéd gp2 qp7 - (

2 sin(q2) sin(q7) sin(q9) z34 - 2 sin(q7) cos(q2) cos(q3) z12
- 2 cos(q2) cos(q7) sin(q9) 234 sin(q3) - 2 g8 cos(q2) cos(g3)) muéd gp8

2 2
qp7 + ((2 g8 cos(g2) sin(q3) cos(q7) + 2 g8 sin(q2) cos(q9) z34

2 2
+ 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) sin(q7) + %5 - %3

- 4 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3) + %7

2 2
- 2 sin(q7) 98 sin(q2) cos(q7) - %4 - 4 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) g8

2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) sin(q3) - %8 - %6) mud omZ + (

z12 sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34 + 2 cos(q9) 234 sin(q3) cos(q2) g8

2 2 2
+ 2 cos(q9) z34 sin(q2) cos(q7)

2 2
4 sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(q7) g8 - cos(q9) 234 sin(q2)

+

2 cos(q7) g8 sin(gq3) cos(q2) z12

2 2 2
+ sin(q9) z34 cos(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9) - 2 cos(q7) @8 sin(g2)

+

z12 sin(q2) sin(q7) g8 + sin(q9) 234 cos(q2) cos(g3) sin(q7) q8

2 2
2 cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) sin(q7) + g8 sin(q2)
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2
4 cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) cos(q9) z34

+

2 sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) z12

2 2
2 sin(q7) cos(q9) 234 sin(q3) cos(q2) cos(q7)) mu4 omY - (%2

+

+

cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(q2)

2
cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q3)

+

2 cos(q7) g8 cos(q2) cos(g3) zl12 + 2 %1

2
- sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(qg2)) mu4 omX) qp7 - (

i1Y sin(q3) cos(q2) - (g8 sin(q2) cos(q9) z34

2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) sin(q3) - 2 %8

2 2
sin(q7) 98 sin(q2) cos(q7) - 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) g8

2 2
+ g8 cos(q2) sin(g3) cos(q7) + %7 - 212 sin(q2) cos(q7) q8 - %6

2 2
- cos(g2) z34 sin(q3) + %5 - 2 %4 - z12 cos(q2) sin(q3) - %3

+

z12 sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34

2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(g3)

2 2
+ cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) sin(q7)) mud4) omYp - (

sin(q7) sin(q9) z34 cos(q2) cos(g3) z12

2
+ cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) sin(q7) g8 + cos(g2) cos(q7) z34 sin(qg3)

+ sin(q9) 234 cos(q2) cos(g3) g8 + cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) z12

2
+ cos(q9) 234 sin(q2) cos(q7) g8 - sin(q7) z34 sin(q2)) mu4 gpp9 + ((

2
sin(q9) z34 cos(q2) sin(q3) g8 + cos(q2) cos(q7) z34 cos(q3)

2
2 cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) sin(q9) z34

2 2
2 cos(q9) z34 cos(q2) cos(g3) cos(q7)

+ sin(q7) sin(q9) z34 cos(q2) sin(q3) z12

2
2 sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(g2) cos(q7) sin(q9)

+

- cos(q9) z34 cos(qg3) cos(q2) sin(q7) g8

2 2
2 cos(q9) z34 sin(g2) cos(q7) sin(q9)

+

+

2 sin(q7) sin(q9) 234 sin(q2) cos(q7) g8

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



A.4. equations de Lagrange (fichier lagrange)

- cos(q9) z34 cos(q3) cos(q2) z12) mud omZ + (

2 2

2 cos(q7) cos(q9) 234 cos(g2) sin(q3) sin(q9)

+ 2

+ 2

z12 cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34 sin(qg3)

2 2
cos(q2) cos(q9) 234 cos(qg3) sin(q7)

- 212 sin(q2) sin(q7) sin(q9) z34 - g8 sin(g2) sin(q9) z34

-2

+ 2

+ 2

-2

2
cos(q7) cos(q9) z34 sin(qg2) sin(q7) sin(q9)

sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34 sin(q3)

2 2
cos(q7) sin(q9) z34 sin(q2) g8 - cos(q2) z34 cos(q3) sin(q7)

2
cos(g2) z34 cos(q9) sin(q3) sin(q9)

- cos(q2) cos(q9) z34 cos(g3) cos(q7) q8) mu4 omY + (

2

cos(g2) sin(q7) z34 sin(q3) - z12 cos(q9) z34 sin(q2)

-2

-2

2 2
cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) - sin(q7) g8 cos(q9) 234 sin(q2)

cos(q7) sin(q9) z34 cos(qg2) cos(q3) z12

+ cos(q2) cos(q7) g8 cos(q9) z34 sin(q3)

+ 2

+ 2

2
cos(q2) cos(q9) z34 cos(q3) sin(q9)

2 2 2
cos(q2) sin(q7) cos(q9) 234 sin(g3) + cos(q7) 234 sin(q2)) muéd omX)

2
- (2 cos(q2) cos(q9) 234 cos(q3) sin(q9)

2 2 2
cos(g2) sin(q7) z34 sin(g3) + 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2)

cos(q7) sin(q9) z34 cos(q2) cos(g3) z12

2 2 2
cos(q2) sin(q7) cos(q9) 234 sin(q3) - 2 cos(q7) z34 sin(qg2)) muéd

qp9 qp7 + (cos(q2) sin(q7) sin(q9) z34 sin(q3)

- cos(q7) cos(q2) cos(q3) z12 - cos(q2) cos(g3) cos(q9) z34

2 2

+ cos(q7) sin(q9) z34 sin(q2)) mu4 gpp8 + (cos(q2) cos(q9) 234 cos(q3)

+ cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12 + sin(q7) 98 cos(q2) cos(q3) z12

2

- cos(q2) sin(q7) cos(q9) 234 sin(q9) sin(g3)

2

- sin(q7) 98 sin(q9) 234 sin(q2) - cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(qg2)

2

+ cos(q2) cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(g3) + g8 cos(gq2) cos(g3)) muéd qpp7
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+ (sin(q9) 234 sin(q3) cos(qg2) z12 + %2 + cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(q2)

2
- cos(q9) z34 cos(g2) cos(g3) g8 - %1) mud qp9 + (

sin(q9) z34 cos(q2) sin(q3) g8 - cos(q9) z34 cos(q3) cos(q2) sin(q7) q8

2
- cos(q2) cos(q7) z34 cos(q3) + sin(q7) sin(q9) 234 cos(q2) sin(q3) z12

- cos(q9) 234 cos(q3) cos(g2) z12) mud gp3 gqp9 + (

2
cos(q9) 234 sin(q3) sin(qg2) z12 + sin(q7) z34 cos(q2)

2
- cos(q9) z34 cos(g2) cos(q7) g8 + sin(q2) cos(q7) z34 sin(q3)

+ sin(q7) sin(q9) z34 sin(q2) cos(q3) z12 + sin(q9) z34 sin(q2) cos(q3) g8
+ cos(q9) z34 sin(q3) sin(q2) sin(q7) q8) mud qp2 gp9 + (

(cos(q7) g8 cos(g2) cos(g3) - cos(q2) cos(q3) sin(q7) cos(q9) z34) mud vY

+ (cos(g2) cos(q3) sin(q7) g8 + cos(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9) z34

+ 212 cos(q2) cos(g3)) mud vZ + (cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2)

- sin(q7) cos(q9) z34 sin(qg3) cos(g2) - z12 sin(q2) - sin(q7) g8 sin(q2)

- cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2)) muéd vX) omX - ((

2
cos(g3) cos(q2) sin(q7) sin(q9) 234 - 2 cos(q7) g8 sin(qg2)

- 2 cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2) sin(q7) + sin(g3) cos(q2) cos(q9) z34

2
- 2 cos(q7) sin(q3) cos(q2) cos(q9) z34

+ 2 sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(q7) - cos(q7) cos(q2) sin(q3) z12) muéd

2
omZ - (2 g8 cos(q2) sin(q3) cos(q7)

- 2 sin(q7) cos(q2) cos(q7) cos(q9) 234 sin(q3)

2
2 sin(q7) cos(g2) z12 sin(q3) - 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2)

- 212 sin(q2) cos(q7) - 2 g8 cos(q2) sin(q3)

2 sin(q7) g8 sin(qg2) cos(q7) - cos(g3) cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34
+ cos(q9) 234 sin(q2)) mu4 omY - (2 sin(q7) cos(q2) cos(q3) z12

+ 2 g8 cos(q2) cos(q3) - sin(q2) sin(q7) sin(q9) z34

+ cos(q2) cos(q7) sin(q9) 234 sin(q3)) muéd omX) gp8 + (

sin(q3) cos(g2) cos(q9) z34 + cos(g3) cos(q2) sin(q7) sin(q9) z34

+ cos(q7) cos(q2) sin(q3) z12) mud qp3 qp8 + (sin(q9) z34 sin(qg2)

- 212 cos(q2) cos(q3) - cos(q2) cos(g3) sin(q7) g8

- cos(q2) cos(q3) cos(q7) cos(q9) z34) mud vYp - (%2 + %1

- cos(q7) g8 cos(g2) cos(q3) z12 + cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(q2)
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+

vZ

2
cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q3)

2 2
sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q2)) mud gp7 + ((sin(q9) z34 cos(q2)

cos(q3) sin(q2) z12 + cos(g3) sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34

cos(g3) sin(q2) sin(q7) g8) mud vY - (cos(g3) sin(q2) cos(q7) q8
sin(qg3) sin(q2) sin(q9) z34 - cos(q3) sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34) mud
+ (sin(qg2) sin(q7) g8 sin(g3) + sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(g3)

cos(g2) cos(q7) g8 + sin(q2) z12 sin(q3) + cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34)

mud vX + (i1Z cos(qg2) + (sin(q9) z34 sin(q2) cos(g3) sin(q7) g8

2 2 2 2
cos(q7) g8 cos(g2) + sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) sin(q2) cos(q7)

cos(q9) z34 sin(q3) sin(q2) g8 + sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) sin(q2) z12

2 2 2 2
z34 cos(q2) - cos(q9) 234 cos(q2) cos(q7)

2
cos(q7) 98 sin(q3) sin(q2) sin(q7) - cos(q7) 98 sin(q3) sin(q2) z12

sin(q9) z34 sin(q2) cos(q3) z12

2
sin(q9) z34 sin(q2) cos(q3) cos(q7) cos(q9)

2
2 cos(q7) g8 sin(qg3) sin(q2) cos(q9) z34

2 sin(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(q7) g8) mu4) omZ + (

2 2

i1Y sin(q3) sin(q2) + (cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) sin(q7)

+

+

+

2 sin(q7) g8 sin(q2) z12 sin(q3)
sin(q2) sin(q9) 234 cos(q3) cos(q7) g8 + g8 cos(q2) cos(q9) z34
2 z12 sin(q2) cos(q7) cos(q9) 234 sin(q3)

2
z12 cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34 + sin(q2) z34 sin(q3)

2 2 2
cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) sin(qg3)

2 sin(q7) g8 sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3)

2 2
sin(q7) g8 «cos(q2) cos(q7) + g8 sin(q2) sin(q3)

2
sin(q2) sin(q9) z34 cos(q3) sin(q7) cos(q9)

2 2
98 sin(q2) sin(q3) cos(q7) - z12 cos(q2) cos(q7) q8

2 2
2 cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) g8 + z12 sin(qg2) sin(q3)

2 2
sin(q2) z34 cos(q9) sin(q3)) mu4) omY - (i1X sin(q2) cos(qg3) + (
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YA

YA

SATELLITE : CODE DE CALCUL MAPLE

2

cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) cos(q2)

+

+

2 2
sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(g3) + g8 sin(q2) cos(q3)

2
z12 sin(q2) cos(g3) + 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(q3) z12

2 sin(q7) g8 sin(g2) cos(q3) z12 + z12 sin(q9) z34 cos(qg2)

2 2
sin(q2) cos(q9) 234 cos(g3) + sin(q2) cos(q7) g8 sin(q9) 234 sin(q3)

sin(q7) q8 sin(q9) 234 cos(q2)) mud) omX) gp2 - (sin(q2) cos(q7) g8
cos(g2) sin(q3) sin(q7) g8 - sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34

cos(g2) sin(q3) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(g2) sin(q3) z12) mud vXp - ((

cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) + z12 sin(q2) + sin(q9) z34 cos(q3) cos(q2)

+

+

+

sin(q7) g8 sin(q2)) muéd vY + (cos(q2) sin(qg3) z12
cos(g2) sin(q3) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(g2) sin(q3) sin(q7) q8) muéd vZ

muéd cos(q2) sin(q9) z34 vX sin(q3)) omY - (

(sin(q2) sin(q7) cos(q9) 234 - sin(q2) cos(q7) q8) mu4d vY - (

cos(q7) 98 sin(g3) cos(q2) - sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2)

sin(q9) z34 cos(q3) cos(q2)) muéd vZ - muéd sin(q9) z34 sin(q2) vX) omZ -

(cos(q2) cos(g3) sin(q7) cos(q9) z34 - sin(q9) 234 cos(q2) sin(q3)

cos(q7) g8 cos(q2) cos(q3)) muéd vZp
sin(q7) cos(q9) 234 cos(q2) cos(g3) zi12
cos(q2) sin(q7) g8 sin(q9) z34 sin(qg3)

2
98 cos(q2) sin(qg3)

z12 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(qg3)

2 2
cos(q2) z34 cos(q9) sin(qg3)

cos(q2) sin(q9) 234 cos(g3) cos(q7) g8

2
cos(g2) sin(q9) z34 cos(q3) sin(q7) cos(q9)

sin(q7) g8 cos(q2) z12 sin(g3)

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 55555>

##

tmp100:=diff (eq2,qp2):

tmp101:=subs(varstq,tmp100) :

tmp102:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmp101):
tmp103:=simplify(subs(varstqp,tmpl02),trig):
tmp104:=subs(varslect,tmpl103):

HitH#

> dKdqp2:=
rlms(clct(tmp104,

>

>
>

[app7,qpp8,qppol,
[omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9] ,
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> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
HH##H#

> dK2dqp2dt:=subs(varslect,diff (tmp103,t)):

H#tH##H

> tmpl06:=diff (eq2,q2):

> tmpl07:=subs(varstq,tmpl06) :

> tmp108:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl07):
> tmp109:=simplify(tmp108,trig):

##HEH#

> dKdq2:=

>  rlms(clct(subs(varslect,tmpl09),

> [app7,qpp8,qppol,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,qp5,qp6,9p7,qp8,qpdl,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

##t###

> K2:=

>  rlms(clct(simplify(dK2dqp2dt-dKdq2,trig),
lapp7,qpp8,qpp9],

[omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,qpr5,qp6,9p7,qp8,qpdl,
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));

vV V Vv

DOO3OO5555553555555553555535 5555355555355 5 5535555555555 55 555355555555 555555555555>>

2 2
K2 := - ((cos(q9) z34 sin(q2) - 2 z12 sin(qg2) cos(q7) cos(q9) z34

2 2 2 2
- cos(q9) 234 sin(q2) cos(q7) + 2 cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2) cos(q9) z34

2
- cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) g8 + cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2) sin(q7)

- 2 sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(q7) q8 + %9

2 2
- sin(q7) cos(q9) 234 sin(g3) cos(q2) cos(q7) - %10

2 2 2 2
+ cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) cos(g3)

2
+ 2 cos(q3) sin(q7) g8 sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34

2 2 2 2 2 2
- cos(g3) g8 sin(qg2) cos(q7) + 234 cos(q3) sin(q2) - z34 sin(q2)

2 2 2 2 2
+ cos(q7) g8 sin(g2) - cos(q9) 234 sin(q2) cos(q3)

2
+ sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) sin(qg3) sin(q9) cos(q3)

- cos(q7) g8 sin(q2) sin(g3) sin(q9) z34 cos(g3)

2
+ 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(g2) cos(q3) z12

2 2 2
+ 2 sin(q7) g8 sin(qg2) cos(q3) z12 + z12 sin(qg2) cos(q3)

2 2 2
+ g8 sin(q2) cos(g3) - z12 sin(g2) - 2 212 sin(q2) sin(q7) g8

2
2 i1lY sin(q2) - i1Y sin(q2) cos(q3) 2
- 98 sin(q2)) mué4/cos(q2) - ) omY + ((
cos(q2)

2
sin(q9) 234 sin(q2) cos(q3) sin(g3) z12 + cos(q7) g8 sin(q2) z12 cos(g3)
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2 2 2
- cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) sin(q3)

2 2 2
+ cos(q7) 98 sin(q2) sin(q7) cos(g3) - sin(q7) 98 sin(q2) cos(q7)

2 2
+ g8 cos(g2) sin(g3) cos(q7) - z12 sin(q2) cos(q7) q8

2
- sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) z12 cos(g3) + g8 sin(qg2) cos(q9) z34

2 2 2
- sin(q7) cos(q9) 234 sin(qg2) cos(q7) cos(q3)

2 2 2
- 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) g8 + cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) sin(q7)

2
- cos(q9) z34 sin(q2) g8 cos(q3)

2
+ sin(q9) 234 sin(q2) cos(qg3) sin(q3) sin(q7) g8 + cos(q2) z34 sin(qg3)

- 2 sin(q7) g8 cos(g2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3)

2
+ sin(q9) z34 sin(q2) cos(g3) sin(q3) cos(q7) cos(q9)

+ z12 sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34

2 2
+ 2 cos(q7) g8 sin(q2) cos(q9) z34 cos(g3) ) mud/cos(q2) + ilZ sin(g3)) omY

omZ + ((2 %8 + %3 + 2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 cos(g3)

2 2 2
- g8 cos(q2) cos(g3) cos(q7) - %7 - %6 + cos(q2) z34 cos(qg3)

2 2 2 2
+ cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) + z12 cos(q2) cos(q3) + %5 + 2 %4)

mué/cos(q2) + i1Y cos(q3)) om¥Yp - ((

2
sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) sin(g3) sin(q9) cos(q3)

2 2 2
- cos(q9) z34 sin(q2) cos(q3) + 2 %10

cos(q7) g8 sin(q2) sin(qg3) sin(q9) 234 cos(q3) - 2 %9 - 2 %1

2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(g3) z12 - sin(q7) g8 sin(q2) cos(qg3) z12

2 2
- g8 sin(g2) cos(g3) - 2 %2) mu4 omX/cos(q2) + (

2 2
sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) sin(q9) cos(q3)

2
- 4 cos(q7) g8 cos(g3) cos(g2) cos(q9) z34

+ 2 sin(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12

2 2
+ cos(q9) 234 sin(q2) cos(q3) sin(q3)
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+

sin(q7) g8 sin(g2) cos(q3) sin(q3) z12 - 2 cos(q7) g8 cos(q2) cos(g3) z12

2
2 cos(q7) g8 cos(q3) cos(q2) sin(q7) + cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(q2)

+

cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) cos(g3) sin(q3) z12

2
- sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(g2) + 2 cos(q9) 234 cos(q2) cos(q3) g8

2 2
2 sin(q7) cos(q9) 234 cos(q3) cos(q2) cos(q7)

+

2 2
+ 98 sin(q2) cos(g3) sin(g3) - cos(q7) 98 sin(q2) sin(q9) z34 cos(q3) ) mu4d

omY/cos(q2) - (%3 + 4 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 cos(q3) + %4

2 2 2 2 2
- 2 g8 cos(g2) cos(g3) cos(q7) + 2 cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) cos(q3)

+ %8 - %6 + %5 - %7) mud omZ/cos(q2)) qp7 + ((

2 2
2 sin(q7) g8 cos(q2) z12 sin(q3) + z12 cos(g2) sin(q3) + g8 cos(q2) sin(g3)

2 2
- cos(qg2) sin(q9) z34 cos(g3) cos(q7) g8 + cos(q2) z34 cos(q9) sin(qg3)

2
+ cos(g2) sin(q9) z34 cos(g3) sin(q7) cos(q9)

+ 2 z12 cos(qg2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(qg3)) mud/cos(q2) + i1X sin(q3)) omXp

2
+ (cos(g2) cos(q7) z34 cos(g3) - sin(q9) z34 cos(q2) sin(g3) q8

+ cos(q9) z34 cos(g3) cos(g2) sin(q7) g8
- sin(q7) sin(q9) z34 cos(q2) sin(g3) z12 + cos(q9) z34 cos(q3) cos(q2) z12)
mu4 gpp9/cos(q2) + (cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) g8

2
- cos(g2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q3)

2
- 2 cos(q7) g8 cos(g3) cos(g2) cos(q9) z34

2
- cos(q7) g8 cos(g3) cos(g2) sin(q7) - cos(q7) g8 cos(q2) cos(q3) z12

- cos(q2) sin(q7) g8 sin(q9) z34 sin(g3)

2 2
+ sin(q7) cos(q9) 234 cos(g3) cos(q2) cos(q7)

+ sin(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(g3) z12 - sin(q9) 234 sin(q3) cos(qg2) z12)
mu4 omZp/cos(q2) + (cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2)

- sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) - sin(q9) z34 cos(g3) cos(q2)) mué vZp
/cos(q2) - (cos(q2) sin(g3) z12 + cos(q2) sin(q3) cos(q7) cos(q9) z34

+ cos(q2) sin(g3) sin(q7) g8) mu4 vYp/cos(q2) + ((

sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(g2) + z12 sin(q2)

- cos(q7) 98 sin(q3) cos(g2) + sin(q9) 234 cos(q3) cos(q2)
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2
- cos(g3) sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2)

2 2
+ sin(q7) 98 sin(q2) - cos(q3) sin(q2) z12 - cos(q3) sin(q2) sin(q7) q8)

mu4 vX/cos(q2) + (sin(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3)

+ sin(q2) cos(g3) z12 sin(q3) + sin(q2) cos(g3) sin(q7) g8 sin(q3)) mud vY/
cos(q2) + (cos(q2) cos(q3) cos(q7) cos(q9) z34 - sin(q9) z34 sin(q2)

+ z12 cos(qg2) cos(q3) + cos(q3) sin(q3) sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2)

+ cos(q2) cos(qg3) sin(q7) g8 - cos(q3) sin(q3) cos(q7) g8 sin(q2)

2
+ sin(q9) 234 sin(q2) cos(g3) ) muéd vZ/cos(q2)) omY - (

2 2
2 cos(q2) z34 cos(q9) sin(g3) sin(q9) + 2 cos(q2) z34 cos(q3) sin(q7)

+ 2 212 cos(qg2) cos(q7) sin(q9) z34 sin(qg3)

2 2
- 2 cos(q2) cos(q9) 234 cos(g3) sin(q7)) muéd qp9 qp7/cos(q2) + ((

2 g8 cos(q2) sin(g3) + sin(q7) sin(q2) sin(q3) sin(q9) z34 cos(q3)

2
- cos(q7) sin(g2) cos(g3) z12 - 2 cos(q3) cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34

2
- sin(q2) cos(g3) cos(q9) z34 + 2 sin(q7) cos(q2) z12 sin(q3)) mué omX/

2
cos(g2) + (sin(q7) sin(q2) sin(q9) z34 cos(q3)

+ 2 sin(q7) cos(q2) cos(qg3) z12
+ 2 cos(q3) sin(q7) cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2)

2
+ sin(q2) cos(q3) sin(q3) cos(q9) z34 - 2 cos(g3) g8 cos(q7) cos(qg2)

- sin(q2) sin(q7) sin(q9) 234 + cos(q7) sin(q2) cos(g3) sin(q3) z12
+ 2 g8 cos(q2) cos(g3)) mu4 omY/cos(q2) - (
cos(q2) sin(q7) sin(q9) z34 sin(q3) + 2 cos(qg3) cos(q7) g8 sin(q7) cos(q2)

2
+ 2 cos(q3) cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) + cos(q7) cos(q2) cos(q3) z12

- cos(q2) cos(g3) cos(q9) z34) mud omZ/cos(q2)) qp8 -
(%2 + sin(q9) z34 cos(q2) cos(qg3) z12 + %10 + cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) g8)

2
mud gp9 /cos(q2) - (sin(g3) cos(q2) cos(q9) z34

+ cos(g3) cos(q2) sin(q7) sin(q9) z34 + cos(q7) cos(q2) sin(q3) z12) mud

2
qpp8/cos(q2) - ((2 cos(g2) z34 cos(q3) sin(q7)

+ cos(q9) 234 sin(g3) sin(qg2) cos(g3) sin(q7) g8

+ 2 z12 cos(g2) cos(q7) sin(q9) 234 sin(q3)
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+

cos(q9) z34 sin(q3) sin(q2) cos(q3) z12

2
sin(q7) sin(q9) 234 sin(q2) cos(q3) z12

+

2 2
2 cos(q2) z34 cos(q9) sin(g3) sin(q9) + sin(q9) z34 sin(q2) cos(g3) g8

+

2
cos(q7) z34 sin(q2) sin(g3) cos(q3)

+

2 2
- 2 cos(q2) cos(q9) 234 cos(q3) sin(q7)) mud omX/cos(q2) - (

z12 cos(q9) 234 sin(q2) - 2 cos(g3) sin(q7) g8 cos(q7) sin(q9) 234 cos(q2)

2 2 2
- cos(q9) z34 sin(q2) z12 cos(q3) - cos(q7) z34 sin(q2) cos(q3)

+

sin(q9) z34 sin(q2) cos(q3) sin(qg3) g8

2 cos(q2) cos(q7) g8 cos(q9) z34 sin(q3)

2
- 2 cos(q7) sin(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12 + cos(q7) z34 sin(q2)

2 2
2 cos(g2) sin(q7) cos(q9) 234 sin(q3) + sin(q7) g8 cos(q9) z34 sin(q2)

+

+

sin(q7) sin(q9) 234 sin(q2) cos(q3) sin(q3) z12

2
- cos(q9) z34 sin(q2) sin(q7) g8 cos(q3)

2
2 cos(q2) cos(q9) z34 cos(q3) sin(q9)

+

2 2
2 cos(q3) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) cos(q2)) mué omY/cos(q2) + (

2
sin(q7) sin(q9) 234 cos(q2) cos(g3) z12 - cos(q2) cos(q7) z34 sin(q3)

+ cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) z12

2
2 cos(q3) cos(q7) g8 sin(q9) z34 cos(qg2)

+

cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2) sin(q7) g8

2 2
2 sin(q3) cos(q9) z34 cos(q7) cos(q2)

+

2
+ 2 cos(q3) sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7) sin(q9) cos(q2)

+ sin(q9) z34 cos(q2) cos(g3) g8) mud omZ/cos(q2)) qp9 - (
cos(q2) cos(g3) cos(q9) z34 - cos(q2) sin(q7) sin(q9) 234 sin(q3)
+ cos(q7) cos(g2) cos(q3) z12) muéd gp3 qp8/cos(q2) + (

(2 %8 + 212 cos(q2) cos(q3) + %6 + 2 %4 + 47 - %5 + %3) mud

/
|
| + i1X cos(qg3)
\ cos(g2) /

2 \
|
|

omX - ((2 sin(q7) g8 cos(q2) z12 sin(q3)

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



278 SATELLITE : CODE DE CALCUL MAPLE

2
+ 2 z12 cos(qg2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(qg3) + z12 cos(q2) sin(q3)

+ 2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3)

2 2
- cos(q2) z34 cos(q9) sin(q3) + cos(q2) sin(q9) z34 cos(g3) cos(q7) g8

2 2
+ cos(q2) z34 sin(qg3) - cos(q2) sin(q9) z34 cos(q3) sin(q7) cos(q9)

2 2 2 2 2
- g8 cos(qg2) sin(g3) cos(q7) + cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) sin(g3)

2
+ g8 cos(qg2) sin(g3)) mué/cos(q2) + ilY sin(g3)) omY - (%1

+ sin(q9) z34 cos(q2) cos(q3) z12 + %2 + %10

2
- 2 cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) cos(q9) z34 + cos(q9) z34 sin(qg3) cos(q2) g8

2 2
+ sin(q7) cos(q9) 234 sin(q3) cos(q2) cos(q7) - %9

2
- cos(q7) g8 sin(g3) cos(g2) sin(q7)) mud omZ/cos(q2) - (

cos(q2) sin(q3) z12 + cos(g2) sin(q3) cos(q7) cos(q9) z34

+ cos(q2) sin(g3) sin(q7) g8) mu4 vX/cos(q2) - (cos(q2) cos(q3) sin(q7) q8
+ cos(q2) cos(qg3) cos(q7) cos(q9) z34 + z12 cos(q2) cos(q3)) mud vY/cos(q2)
- (cos(g2) cos(q3) sin(q7) cos(q9) z34 - sin(q9) 234 cos(q2) sin(q3)

- cos(q7) g8 cos(q2) cos(g3)) mu4 vZ/cos(q2)) qp3 - ((

sin(qg2) cos(q3) cos(q7) cos(q9) 234 sin(q3) + sin(q2) cos(q3) z12 sin(qg3)

+ sin(g2) cos(g3) sin(q7) g8 sin(q3)) mud vX/cos(q2) - (

cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) - sin(q9) z34 cos(g3) cos(q2)

2 2
- cos(g3) sin(q2) sin(q7) g8 - cos(g3) sin(q2) z12

2
- sin(q7) cos(q9) 234 sin(g3) cos(q2) - cos(g3) sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34

) mud vY/cos(q2) - (sin(q3) sin(q9) 234 cos(q3) sin(q2)

2
+ cos(q2) sin(q3) sin(q7) g8 - cos(q3) sin(q7) cos(q9) 234 sin(q2)

2
+ cos(g2) sin(qg3) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(g3) cos(q7) g8 sin(qg2)

+ cos(q2) sin(q3) z12) mud vZ/cos(q2)) omX + (2 g8 cos(q2) sin(q3)
- 2 cos(g3) cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34 + 2 sin(q7) cos(q2) z12 sin(qg3)) muéd
2
(h2 + %1 - %10 + %9) mud qp7

qp8 qp7/cos(q2) + - (
cos(q2)

cos(q9) z34 sin(qg3) cos(q2) z12 + cos(q9) 234 sin(q3) cos(q2) sin(q7) q8
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2
+ cos(g2) cos(q7) z34 sin(q3) + sin(q7) sin(q9) 234 cos(q2) cos(q3) z12

+ sin(q9) z34 cos(q2) cos(q3) g8) muéd qp9 qp3/cos(q2)
(48 + W7 + %6 - %5 + %4 + %3) mué qp3 qp7

+ -«
cos(q2)

2 2
sin(q9) z34 sin(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9)

+ cos(q9) z34 sin(g3) sin(qg2) cos(q3) g8
- 2 sin(q7) g8 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 cos(qg3)

2
- cos(q7) g8 sin(q3) sin(q2) cos(g3) sin(q7)

2 2
+ sin(q9) z34 sin(q2) cos(q3) sin(q7) 98 + cos(q2) z34 cos(q3)

2
- 2 cos(q7) g8 sin(g3) sin(qg2) cos(q3) cos(q9) z34

2 2 2 2
+ sin(q9) z34 sin(q2) cos(g3) z12 - cos(q7) cos(q9) 234 cos(q2) cos(q3)

- cos(q7) 98 sin(q3) sin(qg2) cos(qg3) z12
+ sin(q7) cos(q9) z34 sin(g3) sin(q2) cos(qg3) z12

2 2
+ g8 cos(q2) cos(g3) cos(q7)

2 2
+ sin(q7) cos(q9) 234 sin(g3) sin(q2) cos(q3) cos(q7)) muéd/cos(q2)

2
+ 11Z cos(q3)) omX omZ + ((sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q2)

2
- 2 g8 sin(q2) cos(q3) sin(g3) - sin(q7) cos(q9) z34 cos(g2) cos(q3) z12

2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(g3) sin(q3)

2
+ 2 cos(q7) g8 cos(g3) cos(q2) cos(q9) z34 + cos(q7) g8 cos(q2) cos(qg3) z12

2 2
- sin(q9) z34 sin(q3) cos(q2) z12 + g8 sin(q2) cos(q3) sin(q3) cos(q7)

2
- 2 z12 sin(q2) cos(g3) sin(q3)

- 2 sin(q7) g8 sin(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9) z34 sin(qg3)
- cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(q2)

2 2
- sin(q7) cos(q9) 234 cos(qg3) cos(q2) cos(q7)

2 2
+ cos(q7) g8 cos(g3) cos(g2) sin(q7) - z34 sin(qg2) cos(q3) sin(q3)

2
- cos(g2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(q3)

4 sin(q7) 98 sin(q2) cos(q3) sin(qg3) z12
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- 4 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(g3) sin(q3) z12
- cos(q9) z34 cos(q2) cos(q3) g8 - cos(q2) sin(q7) g8 sin(q9) 234 sin(q3))

i1X sin(q2) cos(q3) sin(q3) + i1lY sin(q2) cos(g3) sin(q3)

mu4/cos(q2) - ) omX

cos(q2)

2 2

omY + ((%2 + g8 sin(qg2) cos(q3)

1

%2

%3

4

5

6

T

+ cos(q7) g8 sin(q2) sin(q3) sin(q9) 234 cos(q3)

2
+ 2 sin(q7) 98 sin(qg2) cos(q3) z12
2
+ 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2) cos(q3) z12
2 2 2
+ cos(q9) 234 sin(q2) cos(q3) + %1 + sin(q9) 234 cos(q2) cos(q3) z12
2 2
+ z12 sin(q2) cos(q3)
2
- sin(q7) cos(q9) z34 sin(q2) sin(g3) sin(q9) cos(g3)) muéd/cos(q2)
2
i1X sin(q2) cos(q3) 2
+ ) omX + (cos(q2) cos(q3) sin(q7) cos(q9) z34

cos(q2)
- sin(q9) z34 cos(q2) sin(q3) - cos(q7) g8 cos(q2) cos(g3)) mu4 vZ omZ/

2 2 2

cos(q2) + (cos(q2) z34 cos(q9) sin(g3) + g8 cos(g2) sin(q3)

+ sin(q7) g8 cos(q2) z12 sin(q3)

2
+ cos(q2) sin(q9) z34 cos(g3) sin(q7) cos(q9)

+ 212 cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(qg3)

- cos(q2) sin(q9) z34 cos(qg3) cos(q7) q8) mud gqpp7/cos(q2) + (

cos(g2) cos(q3) sin(q7) g8 + cos(q2) cos(g3) cos(q7) cos(q9) z34

+ 212 cos(q2) cos(g3)) muéd vXp/cos(q2)

2
1= sin(q9) z34 cos(q2) cos(q3) cos(q7) cos(q9)

= sin(q9) 234 cos(q2) cos(g3) sin(q7) g8

2
1= g8 cos(g2) cos(g3)

1= sin(q7) g8 cos(q2) cos(qg3) z12

2
1= cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) sin(g3)

2 2
1= cos(g2) cos(q9) z34 cos(q3)

1= cos(g2) cos(q7) g8 sin(q9) z34 sin(qg3)
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W8 = cos(q7) cos(q9) z34 cos(q2) cos(g3) z12

%9 :

cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) z12
%10 := sin(q7) cos(q9) 234 sin(q3) cos(q2) z12
SEOSOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555

> tmp110:=diff (eq2,qp3):

> tmplll:=subs(varstq,tmp110):

> tmpl12:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmplll):
> tmp113:=simplify(subs(varstqp,tmpl12),trig):

> tmpl14:=subs(varslect,tmpl13):

HHHHH

> dKdqp3:=

>  rlms(clct(tmpli4,

> [app7,9pp8,qppol ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
HHHHH

> dK2dqp3dt:=subs(varslect,diff (tmp113,t)):

#HEH#

> tmpl16:=diff (eq2,q3):

> tmp117:=subs(varstq,tmp116):

> tmp118:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpll7):
> tmp119:=simplify(tmpl18,trig):

H##tH##H

> dKdq3:=

>  rlms(clct(subs(varslect,tmp119),

> [app7,9pp8,qpp9] ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

> rlms(clct(simplify(dK2dqp3dt-dKdq3,trig),

> [app7,qpp8,qppol,

> [omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,9p3,9p4,9p5,qp6,9p7,qp8,qp9l,
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));

SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
K3 := ((cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mu4 vY + mud sin(q9) z34 vX) omZ
- (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mué4 vZ omY - mud vZ sin(q9) 234 omX +

2
(sin(q9) 234 cos(q7) cos(q9) + sin(q9) z34 z12 + sin(q9) z34 sin(q7) g8) mu4d

2 2 2 2 2 2
omY omZ + (i1lY - i1X - (2 z34 «cos(q9) - 234 - cos(q9) 234 cos(q7)

2 2
- 2 sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7) g8 + cos(q7) g8 ) mu4) omX omY + (

2 2 2
cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) - sin(q7) 98 cos(q7) - z12 cos(q7) g8

2
+ 212 sin(q7) cos(q9) z34 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8 + g8 cos(q9) z34) mu4d

2 2
omX omZ + (%2 - %1) mu4 omX - (%2 - %1) mud omY + ((2 g8 cos(q9) z34

2 2 2
+ 2 cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - 2 sin(q7) g8 cos(q7)

2 2 2 2
- 4 cos(q7) cos(q9) 234 g8) mud omZ + (2 cos(q9) 234 cos(q7)
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+ 4 sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7) g8 - 2
- (2 %1 - 2 %2) mu4 omX) qp7 -

2
(sin(q9) z34 cos(q7) cos(q9) + sin(q9)
2 2

omXp + (cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) -
2

+ 212 sin(q7) cos(q9) 234 - 2 cos(q7)
omYp + (i1Z + (

2 2 2

z34 + cos(q7) g8 - 2 sin(q7) cos(q9)

) mu4) omZp - ((2 sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7) - 2 cos(q7)

2
- (2 cos(q9) 234 - 2 cos(q7)

+ 2 mu4 sin(q9) z34 omX sin(q7)) qp8 +

SATELLITE : CODE DE CALCUL MAPLE

2 2 2 2

z34 cos(q9) - 2 cos(q7) q8 ) muéd omY

z34 z12 + sin(q9) 234 sin(q7) q8) mu4d

2

sin(q7) g8 <cos(q7) - z12 cos(q7) q8

cos(q9) z34 g8 + g8 cos(q9) z34) mud

2 2 2

z34 cos(q7) g8 - cos(q9) 234 cos(q7)

2
q8) muéd omZ

cos(q9) z34 - 2 sin(q7) g8 cos(q7)) muéd omY

(

2 2
(2 sin(q7) sin(q9) z34 cos(q7) g8 + 2 cos(q9) z34 cos(q7) sin(q9)) mud omZ
2 2
- (2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9) - 2 cos(q7) sin(q9) 234 g8) muéd omY
2 2 2
- (2 cos(q9) 234 cos(q7) - 2 cos(q7) z34 ) mud omX) gp9

- (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mu4 vXp + mu4d sin(q9) z34 vYp

2
+ muéd sin(q9) qp9

2

2
- (2 cos(q9) 234 cos(q7) - 2 cos(q7)

- 2 mu4 sin(q9) 234 sin(q7) qp7 qp8

- (sin(q9) 234 sin(q7) g8 + sin(q9) z34

+ mu4 sin(q9) z34 cos(q7) qpp8

2
+ (234

%1 =

w2 : sin(q7) cos(q9)

2

234 cos(q7) g8 + (%2 - %1) mud gp7

2
z34 ) mu4 gqp7 qp9

2
cos(q7) cos(q9)) muéd qpp7

sin(q7) - cos(q9) z34 cos(q7) q8) mu4 gpp9

sin(q9) z34 cos(q7) g8

2
z34 sin(q9)

DOO3O5555555355555555355555355553535 5553555553555 55555 5555555555555 5555555555555555>

tmp120:=diff (eq2,qp4) :
tmp121:=subs(varstq, tmp120) :

tmp123:=simplify(subs(varstqp,tmpl22),trig):

>
>
> tmpl22:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl21):
>
>

tmp124:=subs(varslect,tmp123):
HHHHH

> dKdqp4:=
>  rlms(clct(tmpl24,
> [app7.qpP8,qpp9],
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> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

HH##H#

> dK2dgp4dt:=subs(varslect,diff (tmp123,t)):

HH##H

> tmpl126:=diff (eq2,q4):

> tmp127:=subs(varstq,tmp126) :

> tmp128:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl27):

> tmp129:=simplify(tmp128,trig):

HE##H

> dKdq4:=

> rlms(clct(subs(varslect,tmp129),

> [app7,9pp8,qpp9] ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

; K4;;ms(clct(simplify(dK2dqp4dt—deq4,trig),
> Lapp7,qpp8,qpp9],
> [omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,qp5,9p6,q9p7,qp8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));
SEO5OO5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555 555555555555
K4 := ((%3 + %2) mu4 omZ

- (cos(g3) cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34 - cos(g3) cos(q2) cos(q7) g8) mu4 omY
+ (cos(q7) g8 sin(g3) cos(q2) - cos(q7) cos(q9) z34 sin(q2)

- sin(q7) g8 sin(q2) - %1) mu4 omX) qp7 + (cos(q2) z12 sin(q3)

- sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34 + cos(q2) sin(q7) g8 sin(q3)

+ cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3) + sin(q2) cos(q7) q8) mu4 omXp

+ (%2 + %3 + cos(g3) cos(q2) z12 - sin(q2) sin(q9) z34) muéd omYp - (

cos(g3) cos(q2) cos(q7) g8 - cos(g3) cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34

+ cos(q2) sin(g3) sin(q9) z34) mud omZp - (mud cos(q2) cos(q3) omZ cos(q7)

- mu4 cos(q2) cos(q3) omY sin(q7)

- (cos(g2) sin(q7) sin(g3) + sin(q2) cos(q7)) mu4 omX) gp8 - (

(cos(g3) cos(q2) sin(q7) sin(q9) z34 + sin(q3) cos(q2) cos(q9) z34) muéd omZ

+ (cos(q3) cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34 + cos(q9) 234 sin(q2)) muéd omY

- (sin(qg2) sin(q7) sin(q9) z34 - cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34 sin(q3)) muéd omX)
qp9 + ((mul sin(q2) sin(g3) + mu4 sin(q2) sin(q3)) vY

+ (mud cos(q2) + mul cos(q2)) vZ

- (mu4 sin(q2) cos(g3) + mul sin(qg2) cos(g3)) vX - (

cos(g3) sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34 - cos(g3) sin(q2) cos(q7) g8

- sin(g3) sin(qg2) sin(q9) z34) mué4 omZ - (sin(q9) z34 cos(q2)

+ cos(g3) sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(g3) sin(q2) z12

+ cos(qg3) sin(q2) sin(q7) g8) mué4 omY - (cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34

+ sin(q2) z12 sin(q3) - cos(q2) cos(q7) g8 + sin(q2) sin(q7) g8 sin(q3)

+ sin(qg2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3)) mu4 omX) gp2 - (

283
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(mul cos(q2) cos(g3) + mu4 cos(q2) cos(q3)) vY

+ (mul cos(q2) sin(g3) + mu4 cos(qg2) sin(q3)) vX

- (cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2) - %1 - sin(q9) z34 cos(q3) cos(g2)) mud omZ + (
cos(q2) z12 sin(q3) + cos(q2) sin(q7) g8 sin(qg3)

+ cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(g3)) muéd omY

- (cos(qg3) cos(q2) z12 + %2 + %3) muéd omX) gp3

+ (mul cos(q2) cos(g3) + mu4 cos(q2) cos(q3)) vXp

- (mul cos(q2) sin(g3) + mu4 cos(g2) sin(q3)) vYp

+ (mul sin(q2) + mu4 sin(q2)) vZp + (cos(q7) g8 sin(q3) cos(q2)

2
- cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) - sin(q7) g8 sin(q2) - %1) mud gp7

+ (sin(g3) sin(qg2) cos(q7) + cos(q2) sin(q7)) mu4 qp8 qp2

+ (h3 + %2) mud gp7 qp3 -

(cos(g3) cos(g2) sin(q7) sin(q9) z34 + sin(q3) cos(q2) cos(q9) z34) mu4 gp9 qp3
- (cos(q7) cos(q2) sin(q9) z34 + sin(q2) cos(q3) cos(q9) z34

- sin(q2) sin(q7) sin(q3) sin(q9) z34) mu4 gp9 qp2

- mu4 cos(q3) qgp3 cos(q2) cos(q7) qp8

+ (2 cos(g2) sin(q7) sin(q3) + 2 sin(g2) cos(q7)) mu4 gp8 qp7 - (

cos(q2) sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q2) cos(q7) g8

+ sin(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3) + sin(q2) sin(q7) 98 sin(q3)) muéd gp7
gp2 + (2 sin(q2) sin(q7) sin(q9) 234 - 2 cos(q2) cos(q7) sin(q9) z34 sin(q3))
mué4 qp9 qp7

2
- (sin(q9) 234 cos(q3) cos(q2) + cos(q7) cos(q9) 234 sin(q2) + %1) mud gp9 +

(cos(q2) sin(q7) g8 sin(g3) - sin(q2) sin(q7) cos(q9) z34 + sin(q2) cos(q7) q8
+ cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34 sin(q3)) muéd qpp7

+ (sin(q2) sin(q7) - sin(g3) cos(q2) cos(q7)) mu4 qpp8 + (

cos(g2) cos(q3) cos(q9) z34 - cos(q2) sin(q7) sin(q3) sin(q9) z34

- cos(q7) sin(qg2) sin(q9) z34) mud qpp9

%o sin(q7) cos(q9) z34 sin(q3) cos(q2)

h2 = cos(g3) cos(q2) cos(q7) cos(q9) z34

%3 = cos(q3) cos(qg2) sin(q7) g8
SESSOODOOO55OD555555555555555555555555555555555 55555555555 555 5555555555555 5555555
tmp130:=diff (eq2,qp5):

tmp131:=subs(varstq, tmp130) :

tmp132:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl31):

tmp133:=simplify (subs(varstqp,tmp132),trig):
tmp134:=subs(varslect,tmp133):

V VVVYV
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H#tH##H

> dKdqp5:=

> rlms(clct(tmp134,

> [app7,9pp8,app9] ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,9p5,qp6,qp7,qp8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

H##tH##H

> dK2dqp5dt:=subs(varslect,diff (tmp133,t)):

#HEH#

> tmp136:=diff (eq2,95):

> tmp137:=subs(varstq,tmp136) :

> tmp138:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl37):
> tmp139:=simplify(tmp138,trig):

HHHHH

> dKdg5:=

> rlms(clct(subs(varslect,tmp139),

[app7,9pp8,qpp9l ,

[omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,9p3,9p4,9p5,qp6,qp7,qp8,qp9l,
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

v

#H#H##

K5:=

rlms(clct (simplify(dK2dqp5dt-dKdqg5,trig) ,
[app7,9pp8,qppol ,
[omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,qp8,qp9] ,
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));

VVVVYVH#HVYV

SOSSODOO555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>
K5 := (%7 + cos(q2) sin(ql) sin(q7) g8 + cos(g2) sin(ql) cos(q7) cos(q9) z34
- %6 + cos(q7) g8 sin(ql) sin(q2) sin(q3) - cos(q7) g8 cos(ql) cos(q3)) mud

2
qp7 - ((%1 mu4 + %1 mul) vY + (%8 mud + %8 mul) vX - (

cos(q7) g8 sin(ql) sin(q2) sin(q3) - sin(q9) z34 cos(ql) sin(q3) - %6
- cos(q7) g8 cos(ql) cos(g3) - sin(q9) 234 sin(ql) sin(qg2) cos(g3) + %7) mu4d
omZ + (cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(q3) - z12 cos(ql) cos(qg3)
- sin(q7) 98 cos(ql) cos(q3) + z12 sin(ql) sin(q2) sin(q3)
+ sin(q7) g8 sin(ql) sin(q2) sin(q3) - cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(q3))
mué4 omY -
(%3 + z12 cos(ql) sin(q3) + %4 + %5 + %2 + z12 sin(ql) sin(q2) cos(g3)) mud omX
) qp3 - (muéd cos(q2) sin(ql) + mul cos(q2) sin(ql)) vZp - (%8 mu4 + %8 mul) vYp
- ((cos(q9) z34 sin(ql) sin(qg2) sin(q3) - cos(q9) 234 cos(ql) cos(qg3)
+ sin(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) cos(qg3)
+ sin(q7) sin(q9) 234 cos(ql) sin(q3)) mud omZ + (
cos(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(g3) - cos(q2) sin(ql) cos(q9) z34
+ cos(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) cos(g3)) mu4 omY - (
cos(q7) sin(q9) z34 cos(ql) cos(g3) - cos(g2) sin(ql) sin(q7) sin(q9) z34
- cos(q7) sin(q9) 234 sin(ql) sin(qg2) sin(q3)) mu4 omX) qp9 - (
(cos(q7) cos(ql) sin(g3) + cos(q7) sin(ql) sin(q2) cos(g3)) mu4 omZ

- (sin(q7) sin(ql) sin(q2) cos(q3) + sin(q7) cos(ql) sin(q3)) muéd omY + (
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sin(q7) cos(ql) cos(q3) + cos(q2) sin(ql) cos(q7)
- sin(q7) sin(ql) sin(q2) sin(q3)) mu4 omX) qp8 - (
sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) cos(q3) - cos(q2) sin(ql) cos(q7) cos(q9) z34

2
+ sin(q9) z34 cos(ql) sin(q3) - %7 + %6) mu4 qp9 - (cos(q7) sin(ql) cos(g3)

+ cos(q7) cos(ql) sin(q2) sin(g3) + cos(qg2) cos(ql) sin(q7)) mu4 qpl qp8

- (cos(q7) sin(ql) cos(q2) sin(g3) - sin(qg2) sin(ql) sin(q7)) mud qp2 qp8 + (
(%3 + %5 + %4 + %2) mud omZ + (cos(q7) g8 cos(ql) sin(g3)

+ cos(q7) g8 sin(ql) sin(q2) cos(q3) - sin(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(qg3)

- sin(q7) cos(q9) 234 sin(ql) sin(qg2) cos(q3)) mud omY + (%7

+ cos(g2) sin(ql) sin(q7) g8 + cos(q2) sin(ql) cos(q7) cos(q9) z34 - %6

+ cos(q7) g8 sin(ql) sin(q2) sin(g3) - cos(q7) g8 cos(ql) cos(q3)) muéd omX)
qp7 - (cos(q7) cos(ql) sin(g3) + cos(q7) sin(ql) sin(q2) cos(g3)) mu4 qp3 qp8
+ (cos(q9) z34 sin(ql) sin(g2) cos(q3) + cos(q9) z34 cos(ql) sin(qg3)

- sin(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(q3)

+ sin(q7) sin(q9) 234 cos(ql) cos(q3) + cos(q2) sin(ql) cos(q7) sin(q9) z34)
mu4 qpp9 - (cos(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(q3) - cos(q9) 234 cos(ql) cos(q3)
+ sin(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) cos(q3)

+ sin(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(qg3)) mu4 gp3 gp9 - (

2 cos(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(g3)

- 2 cos(q7) sin(q9) z34 cos(ql) cos(q3)

+ 2 cos(q2) sin(ql) sin(q7) sin(q9) z34) muéd gp9 qp7 + (

cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(qg2) sin(q3)

- cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(g3) + sin(q7) g8 sin(ql) sin(q2) sin(g3)

- cos(q2) sin(ql) cos(q7) g8 + cos(q2) sin(ql) sin(q7) cos(q9) z34

- sin(q7) g8 cos(ql) cos(q3)) mu4 qpp7 + (%3 + %5 + %4 + %2) mud qp3 qp7 - (
cos(g2) cos(ql) cos(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q3)

- cos(q2) cos(ql) sin(q7) cos(q9) z34

- cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(q3)

- sin(q7) g8 cos(ql) sin(q2) sin(q3) - sin(q7) g8 sin(ql) cos(g3)) mu4 gpl qp7
- (sin(q2) sin(ql) sin(q7) cos(q9) z34

- cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q2) sin(q3)

- sin(q7) g8 sin(ql) cos(q2) sin(q3) - sin(q2) sin(ql) cos(q7) q8) mu4 gp2 qp7
+ (cos(q2) cos(ql) cos(q7) sin(q9) z34

- sin(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(q3)

- sin(q7) sin(q9) 234 sin(ql) cos(g3) - cos(q9) z34 sin(ql) sin(q3)
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+ cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(q3)) muéd gpl qp9 - (

(mul sin(ql) cos(q2) sin(g3) + mu4 sin(ql) cos(q2) sin(g3)) vY

- (mu4 sin(q2) sin(ql) + mul sin(q2) sin(ql)) vZ

- (mu4 cos(g3) sin(ql) cos(g2) + mul cos(g3) sin(ql) cos(q2)) vX + (
cos(q7) g8 sin(ql) cos(g2) cos(q3)

- sin(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q2) cos(q3)

+ sin(q9) 234 sin(ql) cos(q2) sin(g3)) mu4 omZ - (z12 sin(ql) cos(q2) cos(qg3)
+ cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q2) cos(q3) - sin(q2) sin(ql) sin(q9) z34
+ sin(q7) g8 sin(ql) cos(q2) cos(q3)) muéd omY - (

sin(q7) g8 sin(ql) cos(q2) sin(q3) - sin(q2) sin(ql) sin(q7) cos(q9) z34

+ cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q2) sin(q3) + sin(q2) sin(ql) cos(q7) q8
+ 212 sin(ql) cos(g2) sin(g3)) mud4 omX) qp2 + (

cos(q9) z34 sin(ql) cos(q2) cos(g3) - sin(qg2) sin(ql) cos(q7) sin(q9) z34

- sin(q7) sin(q9) 234 sin(ql) cos(q2) sin(g3)) mu4 gp2 gp9 - (

cos(q7) sin(ql) sin(q2) sin(g3) - cos(q7) cos(ql) cos(q3)

+ cos(q2) sin(ql) sin(q7)) muéd qpp8 + (2 sin(q7) sin(ql) sin(q2) sin(q3)

- 2 cos(qg2) sin(ql) cos(q7) - 2 sin(q7) cos(ql) cos(q3)) mu4 gp8 qp7 + (
sin(q7) cos(q9) 234 sin(ql) sin(g2) cos(qg3)

- sin(q9) 234 sin(ql) sin(qg2) sin(q3) - cos(q7) g8 cos(ql) sin(q3)

+ sin(q9) 234 cos(ql) cos(g3) + sin(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(g3)

- cos(q7) 98 sin(ql) sin(qg2) cos(g3)) mu4 omZp + (

cos(q7) cos(q9) 234 sin(ql) sin(g2) sin(q3)

+ sin(q7) g8 sin(ql) sin(qg2) sin(q3) - cos(q2) sin(ql) cos(q7) g8

+ 212 sin(ql) sin(g2) sin(q3) - z12 cos(ql) cos(g3)

- sin(q7) g8 cos(ql) cos(q3) - cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(q3)

+ cos(q2) sin(ql) sin(q7) cos(q9) z34) mu4 omXp + (cos(q2) sin(ql) sin(q9) z34
+ %5 + 212 sin(ql) sin(q2) cos(q3) + %4 + %3 + z12 cos(ql) sin(q3) + %2) mud
omYp - (((cos(ql) sin(q2) sin(q3) + sin(ql) cos(q3)) mu4

+ (cos(ql) sin(g2) sin(g3) + sin(ql) cos(g3)) mul) vY

+ (mul cos(g2) cos(ql) + mud cos(q2) cos(ql)) vZ - (

(cos(ql) sin(g2) cos(g3) - sin(ql) sin(qg3)) mu4d

+ (cos(ql) sin(q2) cos(g3) - sin(ql) sin(g3)) mul) vX + (
sin(q9) 234 sin(ql) cos(q3) + cos(q7) g8 cos(ql) sin(g2) cos(q3)

- sin(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(q3)

+ sin(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(g3) - cos(q7) g8 sin(ql) sin(qg3)
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+ sin(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(q3)) mu4 omZ - (cos(g2) cos(ql) sin(q9) z34
- 212 sin(ql) sin(q3) + z12 cos(ql) sin(q2) cos(q3)

- sin(q7) g8 sin(ql) sin(q3) - cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(q3)

+ sin(q7) g8 cos(ql) sin(qg2) cos(q3)

+ cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(g3)) mu4 omY - (

cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(g2) sin(q3)

+ cos(q2) cos(ql) sin(q7) cos(q9) z34 + z12 cos(ql) sin(q2) sin(q3)

+ cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q3) - cos(q2) cos(ql) cos(q7) q8

+ sin(q7) g8 cos(ql) sin(q2) sin(g3) + z12 sin(ql) cos(q3)

+ sin(q7) g8 sin(ql) cos(q3)) mué4 omX) gpl + (%1 mué4 + %1 mul) vXp

Wl o= sin(ql) sin(g2) cos(g3) + cos(ql) sin(g3)
W2 = cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(g3)

W3 1= sin(q7) g8 sin(ql) sin(q2) cos(g3)

W4 = sin(q7) g8 cos(ql) sin(q3)

W5 1= cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(qg2) cos(q3)
W6 = sin(q7) cos(q9) 234 sin(ql) sin(g2) sin(qg3)
W = sin(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(g3)

W8 = sin(ql) sin(qg2) sin(g3) - cos(ql) cos(g3)

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

> tmp140:=diff (eq2,qp6) :

> tmpl41:=subs(varstq,tmp140) :

> tmpl42:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl4l):
> tmp143:=simplify(subs(varstqp,tmp142),trig):

> tmpl44:=subs(varslect,tmpl43):

HH###

> dKdqp6:=

>  rlms(clct(tmpl44,

> Lapp7,qpp8,qppo],

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud])):
HE##H

> dK2dqp6dt:=subs(varslect,diff (tmp143,t)):

#HHHH

> tmp146:=diff (eq2,q6):

> tmpl47:=subs(varstq,tmpl46) :

> tmp148:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl47):
> tmp149:=simplify(tmp148,trig):

#HEH

> dKdq6:=

> rlms(clct(subs(varslect,tmpl49),

> [app7,qpp8,qppol,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,9p3,9p4,qp5,qpé,9p7,qp8,qpdl,
> [omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

#i###

> K6:=

>  rlms(clct(simplify(dK2dqp6dt-dKdq6,trig),
lapp7,qpp8,qpp9],

>
> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,9p3,9p4,qp5,qpé,qp7,qp8,qpol,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));
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SEOSOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555>55>5>>>>>>>
K6 := - (cos(q7) g8 sin(ql) cos(q3) - %4 - %3 + cos(q2) cos(ql) sin(q7) q8
+ cos(q2) cos(ql) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(q7) g8 cos(ql) sin(q2) sin(q3))

2
mu4 gp7 - (cos(q2) cos(ql) cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q9) z34 sin(ql) sin(q3)

2
- sin(q9) 234 cos(ql) sin(qg2) cos(q3) - %3 - %4) mud gp9 + (

(%1 mud + %1 mul) vY + (%2 mud + %2 mul) vX + (%3 - sin(q9) 234 sin(ql) sin(g3)
- cos(q7) g8 cos(ql) sin(g2) sin(g3) + sin(q9) 234 cos(ql) sin(q2) cos(q3)

+ %4 - cos(q7) g8 sin(ql) cos(g3)) mud omZ + (

cos(q7) cos(q9) 234 cos(ql) sin(g2) sin(qg3)

+ cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(g3) + sin(q7) g8 sin(ql) cos(qg3)

+ 212 sin(ql) cos(q3) + sin(q7) g8 cos(ql) sin(g2) sin(q3)

+ 212 cos(ql) sin(g2) sin(q3)) mu4 omY +

(%5 - z12 cos(ql) sin(q2) cos(q3) - %7 - %8 + z12 sin(ql) sin(q3) + %6) muéd omX
) gp3 - ((cos(q7) sin(ql) sin(g3) - cos(q7) cos(ql) sin(q2) cos(q3)) mud omZ

+ (sin(q7) cos(ql) sin(g2) cos(q3) - sin(q7) sin(ql) sin(g3)) mu4 omY - (
cos(q2) cos(ql) cos(q7) - sin(q7) cos(ql) sin(q2) sin(q3)

- sin(q7) sin(ql) cos(q3)) mu4 omX) gp8 - (cos(q9) z34 cos(ql) cos(q2) cos(g3)
- sin(q7) sin(q9) z34 cos(ql) cos(q2) sin(q3)

- sin(q2) cos(ql) cos(q7) sin(q9) z34) mud gqp2 qp9 - (
2 sin(q7) sin(ql) cos(q3) + 2 sin(q7) cos(ql) sin(q2) sin(q3)

- 2 cos(qg2) cos(ql) cos(q7)) mud qp8 qp7 - (%8 + %7 - %6 - %5) mud qp3 qp7

- (cos(q7) sin(ql) sin(q3) - cos(q7) cos(ql) sin(q2) cos(q3)) muéd gp3 qp8 - (
cos(q7) cos(q9) 234 cos(ql) sin(g2) sin(qg3)

+ cos(q2) cos(ql) sin(q7) cos(q9) z34 + z12 cos(ql) sin(q2) sin(q3)

+ cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q3) - cos(g2) cos(ql) cos(q7) g8

+ sin(q7) g8 cos(ql) sin(q2) sin(g3) + z12 sin(ql) cos(q3)

+ sin(q7) g8 sin(ql) cos(g3)) mué omXp - ((

(sin(ql) sin(qg2) sin(q3) - cos(ql) cos(qg3)) mu4

+ (sin(ql) sin(q2) sin(g3) - cos(ql) cos(g3)) mul) vY

+ (mud cos(qg2) sin(ql) + mul cos(q2) sin(ql)) vZ - (

(sin(ql) sin(g2) cos(q3) + cos(ql) sin(qg3)) mu4

+ (sin(ql) sin(q2) cos(g3) + cos(ql) sin(g3)) mul) vX - (
sin(q7) cos(q9) 234 sin(ql) sin(q2) cos(qg3)

- sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(q3) - cos(q7) g8 cos(ql) sin(q3)
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+

+

sin(q9)
cos(q7)
cos(q7)

sin(q7)

SATELLITE : CODE DE CALCUL MAPLE

z34 cos(ql) cos(q3) + sin(q7) cos(q9) 234 cos(ql) sin(q3)

g8 sin(ql) sin(q2) cos(g3)) mué4 omZ - (cos(q2) sin(ql) sin(q9) z34

cos(q9)

z34 sin(ql) sin(q2) cos(g3) + z12 sin(ql) sin(q2) cos(q3)

g8 cos(ql) sin(q3) + sin(q7) g8 sin(ql) sin(qg2) cos(q3)

z12 cos(ql) sin(q3) + cos(q7) cos(q9) 234 cos(ql) sin(qg3)) mu4 omY - (

cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(qg2) sin(q3)

+

+

+

sin(q7) g8 sin(ql) sin(qg2) sin(g3) - cos(q2) sin(ql) cos(q7) q8

z12 sin(ql) sin(q2) sin(g3) - z12 cos(ql) cos(q3)

sin(q7) g8 cos(ql) cos(g3) - cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(q3)

cos(g2) sin(ql) sin(q7) cos(q9) z34) mu4 omX) gpl + ((

cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(g3) - sin(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(g3)

+ cos(q9) 234 sin(ql) cos(q3) + sin(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(qg2) cos(q3))

muéd omZ + (cos(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(q3)

- cos(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(g3) - cos(q2) cos(ql) cos(q9) z34) muéd omY

+ (cos(q7) sin(q9) 234 cos(ql) sin(qg2) sin(qg3)

+ cos(q2) cos(ql) sin(q7) sin(q9) z34 + cos(q7) sin(q9) z34 sin(ql) cos(q3))

mu4 omX) qp9 + (sin(q9) z34 sin(ql) cos(q3)

+

+

+

cos(q7) g8 cos(ql) sin(q2) cos(q3)

sin(q7)
sin(q9)
sin(q7)

cos(q2)

cos(q9)

234 cos(ql) sin(q2) cos(qg3)

z34 cos(ql) sin(q2) sin(g3) - cos(q7) g8 sin(ql) sin(q3)

cos(q9)

cos(ql)

z34 sin(ql) sin(q3)) mu4 omZp + (z12 sin(ql) sin(q3) + %5

sin(q9) z34 - %8 - %7 - z12 cos(ql) sin(q2) cos(q3) + %6)

mu4 omYp + ((mué cos(ql) cos(qg2) sin(q3) + mul cos(ql) cos(q2) sin(q3)) vY

- (mu4 sin(q2) cos(ql) + mul sin(q2) cos(ql)) vZ

- (mul cos(g3) cos(ql) cos(g2) + mu4 cos(g3) cos(ql) cos(q2)) vX + (

cos(q7) g8 cos(ql) cos(g2) cos(g3)

+

sin(q7)

sin(q9)

sin(q7) q8

+

+

cos(q7)
sin(q2)
sin(q2)
sin(q2)

cos(q7)

cos(q9)

234 cos(ql) cos(q2) cos(g3)

234 cos(ql) cos(g2) sin(g3)) mu4 omZ - (

cos(ql)
cos(q9)
cos(ql)
cos(ql)
cos(ql)

cos(q9)

cos(q2) cos(qg3)

234 cos(ql) cos(q2) cos(g3) + z12 cos(ql) cos(q2) cos(q3)
sin(q9) z34) mué4 omY - (z12 cos(ql) cos(qg2) sin(q3)
cos(q7) g8 + sin(q7) g8 cos(ql) cos(q2) sin(q3)

sin(q7) cos(q9) z34

234 cos(ql) cos(q2) sin(g3)) mu4 omX) qp2 + (

cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(q3)
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- cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(g3) + sin(q7) g8 sin(ql) sin(q2) sin(q3)
- cos(q2) sin(ql) cos(q7) g8 + cos(q2) sin(ql) sin(q7) cos(q9) z34

- sin(q7) g8 cos(ql) cos(g3)) mu4 gqpl qp7 + (

sin(q2) cos(ql) sin(q7) cos(q9) z34 - sin(q7) g8 cos(ql) cos(q2) sin(qg3)

- cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) cos(q2) sin(q3) - sin(q2) cos(ql) cos(q7) g8)
mud gp2 gp7 + (2 cos(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(g3)

+ 2 cos(q2) cos(ql) sin(q7) sin(q9) z34

+ 2 cos(q7) sin(q9) z34 sin(ql) cos(q3)) mud qp9 qp7 + (

cos(q9) z34 sin(ql) sin(q2) cos(q3) + cos(q9) z34 cos(ql) sin(q3)

- sin(q7) sin(q9) z34 sin(ql) sin(q2) sin(q3)

+ sin(q7) sin(q9) 234 cos(ql) cos(q3) + cos(q2) sin(ql) cos(q7) sin(q9) z34)
mu4 gpl qp9 - ((%8 + %7 - %6 - %5) mu4 omZ + (

cos(q7) g8 cos(ql) sin(q2) cos(q3) + sin(q7) cos(q9) 234 sin(ql) sin(q3)

- cos(q7) g8 sin(ql) sin(g3) - sin(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(q3))
mu4d omY + (cos(q7) g8 sin(ql) cos(g3) - %4 - %3 + cos(q2) cos(ql) sin(q7) g8
+ cos(qg2) cos(ql) cos(q7) cos(q9) z34 + cos(q7) g8 cos(ql) sin(q2) sin(g3))
mu4 omX) gp7 + (cos(q9) z34 cos(ql) sin(g2) sin(q3)

- sin(q7) sin(q9) 234 sin(ql) sin(g3) + cos(q9) z34 sin(ql) cos(q3)

+ s5in(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(g3)) mu4 gp3 qp9

- (sin(qg2) cos(ql) sin(q7) - cos(q7) cos(ql) cos(q2) sin(q3)) mud gp8 gp2 + (
cos(q7) cos(ql) cos(g3) - cos(q2) sin(ql) sin(q7)

- cos(q7) sin(ql) sin(q2) sin(q3)) mué4 qp8 gqpl + (%2 mud + %2 mul) vY¥p

+ (mul cos(g2) cos(ql) + mud cos(q2) cos(ql)) vZp - (%1 mud + %1 mul) vXp + (
cos(q9) z34 sin(ql) sin(q3) - cos(q9) 234 cos(ql) sin(q2) cos(g3)

- cos(q2) cos(ql) cos(q7) sin(q9) z34

+ sin(q7) sin(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(g3)

+ sin(q7) sin(q9) z34 sin(ql) cos(q3)) mud qpp9 + (cos(q7) sin(ql) cos(q3)
+ cos(q7) cos(ql) sin(q2) sin(g3) + cos(g2) cos(ql) sin(q7)) mud qpp8 + (
cos(q2) cos(ql) cos(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(q3)

- cos(q2) cos(ql) sin(q7) cos(q9) z34

- cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(q3)

- sin(q7) g8 cos(ql) sin(q2) sin(q3) - sin(q7) g8 sin(ql) cos(q3)) mud qpp7

%l o= cos(ql) sin(qg2) cos(g3) - sin(ql) sin(qg3)
h2 = cos(ql) sin(q2) sin(g3) + sin(ql) cos(g3)
%3 = sin(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) sin(q3)
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W4 = sin(q7) cos(q9) z34 sin(ql) cos(g3)

W5 1= sin(q7) q8 sin(ql) sin(q3)

%6 = cos(q7) cos(q9) z34 sin(ql) sin(g3)

W = cos(q7) cos(q9) z34 cos(ql) sin(q2) cos(qg3)
w8 1= sin(q7) q8 cos(ql) sin(q2) cos(g3)

DODSOO555555355555555355555355 5533555535555 5 55555555555 555555555555555555555555>

> tmp150:=diff (eq2,qp7):

> tmp151:=subs(varstq,tmp150) :

> tmpl52:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl51):
> tmp1b3:=simplify(subs(varstqp,tmpl52),trig):

> tmp154:=subs(varslect,tmpl53):

#it###

> dKdqp7:=

>  rlms(clct(tmplb4,

> [app7,9pp8,qpp9l ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

##HEH

> dK2dqp7dt:=subs(varslect,diff (tmp153,t)):

#HEH#

> tmp156:=diff (eq2,q7):

> tmp157:=subs(varstq,tmp156) :

> tmp158:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl57):
> tmp159:=simplify(tmp1568,trig):

bytes used=50913812, alloc=4521156, time=261.550
bytes used=51914936, alloc=4521156, time=266.700

#HEH#

> dKdq7:=

> rlms(clct(subs(varslect,tmpl59),

> [app7,9pp8,app9l ,

> [omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,9p3,9p4,qp5,qpé,9p7,qp8,qpo],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

#it###

> K7:=

>  rlms(clct(simplify(dK2dqp7dt-dKdq7,trig),
> [app7,qpp8,qpp9l,
> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));
SESOSO5OOOD5O5555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 555>
K7 := - (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) mu4 vX omZ

- (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mud vX omY + (

(cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) mu4 vY

+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) muéd vZ) omX

2
- (sin(q9) 234 sin(q7) g8 + sin(q9) z34 cos(q7) cos(q9)) mu4 omX omY

2
+ (sin(q9) 234 cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) 234 sin(q9)) mu4 omX omZ - (

2 2 2 2 2
4 sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7) g8 - 2 cos(q7) g8 - z34 cos(q9) + g8

2 2 2
+ 2 cos(q9) 234 cos(q7) + z12 cos(q7) cos(q9) z34 + z12 sin(q7) q8) mu4d

2 2 2
omZ omY + (cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) - sin(q7) g8 cos(q7)
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2
- 212 cos(q7) g8 + z12 sin(q7) cos(q9) z34 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2 2
+ g8 cos(q9) z34) mud omY + (2 cos(q7) cos(q9) z34 g8

2 2 2
- cos(q7) cos(q9) 234 sin(q7) + sin(q7) g8 cos(q7) - g8 cos(q9) z34) mud

2 2
omZ + (z12 sin(q7) cos(q9) z34 - z12 cos(q7) q8) mu4 omX

2 2 2
+ (g8 + 234 cos(q9) + z12 sin(q7) g8 + z12 cos(q7) cos(q9) z34) mud omXp

2
+ (sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9) - sin(q9) 234 cos(q7) q8) muéd omYp

2
- (sin(q9) 234 sin(q7) g8 + sin(q9) z34 cos(q7) cos(q9)) muéd omZp

+ 2 mu4 omX g8 qp8 - (

2 2
(2 cos(q9) z34 sin(q7) g8 + 2 cos(q9) 234 cos(q7)) mud omZ

2 2
- (2 cos(q9) 234 sin(q7) - 2 cos(q9) 234 cos(q7) g8) mud omY

2
+ 2 mu4 omX cos(q9) z34 sin(q9)) qp9

- (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) mu4 vYp
+ (cos(q7) 98 - sin(q7) cos(q9) z34) mud vZp

2
- 2 mu4 qp7 cos(q9) z34 sin(q9) qp9 + 2 muéd gp7 98 gp8

2 2 2 2
- mu4 cos(q9) qp9 z34 g8 + (q8 + 234 cos(q9) ) muéd gpp7

- mu4 gpp8 cos(q9) z34 - mud sin(q9) qpp9 z34 g8
S555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 55555555 5555555 5555555555 55555>

> tmp160:=diff (eq2,qp8):

> tmpl61:=subs(varstq,tmp160) :

> tmp162:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl61):
> tmp163:=simplify(subs(varstqp,tmp162),trig):

> tmpl164:=subs(varslect,tmpl63):

HE##H

> dKdqp8:=

>  rlms(clct(tmpl64,

[app7,9pp8,qppol ,
[omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,q9p8,qp9],
[omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

vV VvV Vv

SES5OO5555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555
dKdqgp8 := mu4 cos(q7) vY + mu4 sin(q7) vZ + muéd cos(q7) omZ sin(q9) z34
- mu4 sin(q7) sin(q9) z34 omY - (212 cos(q7) + cos(q9) z34) mud omX
- mu4 qp7 cos(q9) z34 + muéd qp8

DOOSOO555555355555555355 5535555535555 5 5555555555555 55 555355555555 555555555555>
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> dK2dqp8dt:=subs(varslect,diff (tmp163,t));
SES5555555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555555 5555555555555 >
dK2dgp8dt := mu4 sin(q7) gp7 omX z12 - mué4 cos(q7) omXp z12 + muéd gpp8
- mu4 sin(q7) qp7 vY + mu4 cos(q7) vYp - muéd omXp cos(q9) z34
+ mu4 omX sin(q9) qp9 z34 + mud cos(q7) qp7 vZ + muéd sin(q7) vZp
- mu4 qpp7 cos(q9) z34 + mud qp7 sin(q9) qp9 z34
- mué4 cos(q7) qp7 sin(q9) z34 omY - mu4 sin(q7) cos(q9) qp9 z34 omY
- mu4 sin(q7) sin(q9) z34 omYp - mu4 sin(q7) qp7 omZ sin(q9) z34
+ mu4 cos(q7) omZp sin(q9) z34 + mu4 cos(q7) omZ cos(q9) qp9 z34
SESSOODOOO555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555
> tmpl166:=diff (eq2,q8):
> tmpl67:=subs(varstq,tmpl66) :
> tmpl68:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl67):
> tmp169:=simplify(tmp168,trig):
HH#HHH
> dKdqg8:=
> rlms(clct(subs(varslect,tmpl69),
Lapp7,qpp8,qppo],

[omXp, omYp, omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,9p3,9p4,qp5,qpé,qp7,qp8,qpdl,
[omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud]));

vV VvV Vv

SES5555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 >
dKdg8 := - mu4 vX omZ cos(q7) + mu4 vX omY sin(q7)
+ (mu4 vZ cos(q7) - mu4 vY sin(q7)) omX - mué4 sin(q7) omZ sin(q9) 234 omX

- mu4 cos(q7) sin(q9) z34 omY omX -

2
(2 sin(q7) g8 cos(q7) + z12 cos(q7) - cos(q9) z34 + 2 cos(q7) cos(q9) z34) mud
2
omZ omY + (g8 + z12 sin(q7)) mu4 omX
2 2

- (cos(q7) g8 - g8 - sin(q7) cos(q9) 234 cos(q7) - z12 sin(q7)) muéd omY

2 2
(cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7)) mu4 omZ + (mud vZ cos(q7)

+

- mu4 vY sin(q7) - mu4 omZ sin(q9) 234 sin(q7) - mu4 sin(q9) z34 omY cos(q7)
+ (2 g8 + z12 sin(q7)) mu4 omX) qp7 - (
mué4 cos(q7) omZ cos(q9) z34 + mu4 omX sin(q9) z34 - muéd sin(q7) cos(q9) z34 omY

2
) gp9 + mu4 qp7 g8 - mué qp7 sin(q9) qp9 z34

DOOSO5555555355555555355555555 5533555535555 5 5555555535555 55555555555555555555>

K8:=
rlms(clct (simplify(dK2dqp8dt-dKdqg8,trig) ,
[app7.,9pp8,qpp9],
[omXp,omYp, omZp, vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,9p4,qp5,9p6,9p7,qp8,qp9],
[omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));

VvV VVVYV
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SEOSOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555>55>5>>>>>>>
K8 := mu4 vX omZ cos(q7) - mu4 vX omY sin(q7)
+ (mu4 vY sin(q7) - mud4 vZ cos(q7)) omX + mu4 sin(q7) omZ sin(q9) z34 omX

+ mu4 cos(q7) sin(q9) z34 omY omX +

2
(2 sin(q7) g8 cos(q7) + z12 cos(q7) - cos(q9) 234 + 2 cos(q7) cos(q9) z34)
2
mu4 omZ omY - (g8 + z12 sin(q7)) muéd omX
2 2

+ (cos(q7) g8 - g8 - sin(q7) cos(q9) 234 cos(q7) - z12 sin(q7)) muéd omY

2 2
(sin(q7) cos(q9) z34 cos(q7) - cos(q7) q8) mu4 omZ - 2 mué4 omX g8 qp7

+

(z12 cos(q7) + cos(q9) z34) mué4 omXp - muéd sin(q7) sin(q9) z34 omYp
+ mud cos(q7) omZp sin(q9) z34 - (2 mud sin(q7) cos(q9) 234 omY
- 2 mud cos(q7) omZ cos(q9) 234 - 2 mu4 omX sin(q9) z34) qp9

2
+ mu4 cos(q7) vYp + mué sin(q7) vZp - mud qp7 g8

+ 2 muéd gp7 sin(q9) qp9 z34 - muéd qpp7 cos(q9) z34 + muéd qpp38
SOOSOODOOOD5OO555555555555555555555555555555555555555555555555555 555555555 5>5>>5>>>>

> tmpl170:=diff (eq2,qp9):

> tmp171:=subs(varstq,tmp170):

> tmpl72:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl71):
> tmp173:=simplify(subs(varstqp,tmpl72),trig):

> tmpl74:=subs(varslect,tmpl73):

H##tH##H

> dKdgp9:=

>  rlms(clct(tmpl74,

> [app7,9pp8,qpp9l ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,qp8,qp9] ,
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

HH##H

> dK2dqp9dt :=subs(varslect,diff (tmp173,t)):

#H##H

> tmpl76:=diff (eq2,q9):

> tmpl77:=subs(varstq,tmpl76) :

> tmpl178:=subs(tmpl7 union convert(tmp21,set),tmpl77):

> tmp179:=simplify(tmpl78,trig):

##HEH#

> dKdq9:=

>  rlms(clct(subs(varslect,tmpl79),

> [app7,9pp8,qpp9] ,

> [omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,qp7,qp8,qp9],
> [omX,omY,omZ], [vX,vY,vZ], [mul,mud])):

#HEH

> K9:=

> rlms(clct(simplify(dK2dqp9dt-dKdq9,trig),

lapp7,9pp8,qpp9],
[omXp,omYp,omZp,vXp,vYp,vZp,qpl,qp2,qp3,qp4,qp5,qp6,9p7,qp8,qp9] ,
[omX,omY,omZ] , [vX,vY,vZ], [mul,mud],factor));

vV VvV Vv

S55555555555555555555555 55555555555 5555555 5555555555 55555555 5555555 5555555555 55555>
K9 := (mu4 vX sin(q7) sin(q9) z34 - mu4 cos(q9) z34 vY) omZ

+ (234 mu4 sin(q9) vX cos(q7) + 234 mud vZ cos(q9)) omY
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- (mu4 vZ sin(q7) sin(q9) 234 + mud vY cos(q7) sin(q9) z34) omX + (

2 2 2
2 cos(q9) 234 cos(q7) + cos(q9) z34 sin(q7) g8 - cos(q7) z34

2
+ cos(q9) z34 z12) mu4 omZ omX - (2 cos(q7) sin(q9) z34 g8

2
- 212 sin(q7) sin(q9) z34 - 2 cos(q7) cos(q9) z34 sin(q7) sin(q9)

- g8 sin(q9) z34) mué4 omY omZ -

2 2 2
(2 cos(q9) 234 sin(q7) - z34 sin(q7) - cos(q9) z34 cos(q7) q8) mud omX omY

2 2 2
- (cos(q9) z34 cos(q7) sin(q9) + sin(q7) sin(q9) 234 cos(q7) q8) muéd omZ

2
+ (sin(q7) sin(q9) 234 cos(q7) g8 - z34 cos(q9) sin(q9)

2 2 2
+ cos(q9) z34 cos(q7) sin(q9) + z34 sin(q9) z12 cos(q7)) muéd omY

2 2
+ (234 cos(q9) sin(q9) + 234 sin(q9) z12 cos(q7)) mué4 omX + (

2 2
(2 cos(q9) 234 sin(q7) g8 + 2 cos(q9) 234 cos(q7)) mu4 omZ

2 2
+ (2 cos(q9) z34 cos(q7) g8 - 2 cos(q9) 234 sin(q7)) muéd omY

2
+ 2 mu4 omX cos(q9) z34 sin(q9)) qp7

- (g8 sin(q9) 234 + z12 sin(q7) sin(q9) 2z34) mu4 omXp

2
+ (cos(q9) 234 sin(q7) g8 + cos(q7) z34 + cos(q9) z34 z12) muéd omYp

2
+ (234 sin(q7) - cos(q9) 234 cos(q7) q8) mu4 omZp + (

2 mu4 sin(q7) cos(q9) z34 omY - 2 mu4 cos(q7) omZ cos(q9) z34
- 2 mu4 omX sin(q9) z34) qp8 + z34 mu4 cos(q9) vXp
+ z34 mu4 sin(q7) sin(q9) vYp - z34 mu4 cos(q7) sin(q9) vZp

2 2
+ 234 mué4 gp7 cos(q9) sin(q9) - 2 z34 mu4 sin(q9) qp7 qp8

2
- 234 mu4 sin(q9) gpp7 98 + z34 mué4 gpp9

SOO5555555555555555555 5555555555555 5 555555555555 55 5555555555555 5555555555555 55555>

bytes used=61512072, alloc=4521156, time=315.666
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A.5 equations de Hamilton

A.5.1 mouvement relatif & R, (fichier hamiltonl)

> read intro:

HE##H

>

> c12:=vector([C12,0,0]):

> f:=vector([0,F23,0]):

> ¢34:=vector([0,C34,0]):

H##tH##H

>

> gim34:=add(gimi2,multiply (Rot12,m21m34)):

HE##H

> v34:=map(diff,gim34,t):

H##tH##H

> glg4:=add(add(gim12,multiply (Rot12,m21m34)) ,multiply(Rot14,m43g4)):
H#tH##H

> v4:=map(diff,glgd,t):

HE##H

> om2:=vector([diff(q7(t),t),0,0]):

H#itH##H

> om4:=add(om2,multiply (Rot12,vector([0,diff(q9(t),t),0]1))):
HE##H

>

> tmp35:=subs(varslect, (dotprod(v4,v4)*mud)/2):

HE##H

> tmp36:=dotprod(c12,om2):

> tmp37:=dotprod(multiply(Rot12,f),v34)-dotprod(multiply (Rot12,c34) ,0om2):
> tmp38:=dotprod(multiply(Rot12,c34) ,om4)+dotprod(f4,v4) :

> tmp39:=subs(varslect,tmp36+tmp37+tmp38) :

H##tH##H

>

> tmp40:=simplify (subs({qp8=0,qp9=0},tmp39) ,trig):

HH##H

> Q7:=collect(coeff (collect (tmp40,qp7) ,qp7) , [f4X,f4Y,f4Z]);

SES5OO55555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555>>>>
Q7 := (- sin(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) z34) f4Yy
+ (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) f4Z + C12

SOOSODOO5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555
> tmp41:=simplify (subs({qp7=0,qp9=0},tmp39) ,trig):
HHHHH
> Q8:=collect(coeff(collect(tmp4l,qp8),qp8), [£4X,f4Y,£4Z]);
SEOSODOO5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>

Q8 := F23 + f4Y cos(q7) + f4Z sin(q7)
SEOSODOOO55O5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555>55>5>>>>>>>
> tmp42:=simplify(subs({qp7=0,qp8=0},tmp39) ,trig):
H#HHH
> Q9:=collect(coeff (collect (tmp42,qp9) ,qp9) , [f4X,f4Y,f4Z]);
SEOSOOD5O5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 >>>>>
Q9 := C34 + f4X cos(q9) z34 + f4Y sin(q7) sin(q9) z34 - f4Z cos(q7) sin(q9) z34

DOO3OO555555355555555355 5535555535555 5 5555555555555 55 555355555555 555555555555)>

> tmp45:=int (Q7,q7):
> tmp46:=tmp45+int (Q8-diff (tmp45,98),98):

HH#HHH
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> V:=tmp46+int (Q9-diff (tmp46,q9),q9);
SES5S55555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 >
V := (cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) f4Y

+ (sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) f4Z + C12 q7 + F23 g8 + C34 q9

+ sin(q9) f4X z34
SEOOODOOOD55D55555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555
> tmp50:=diff (tmp35,qp7):
> tmpb51:=diff (tmp35,qp8) :
> tmp52:=diff (tmp35,qp9) :
HH#HHH
> A:=map(simplify,genmatrix([tmp50=0,tmp51=0,tmp52=0], [qp7,qp8,qp9]) ,trig);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555>

L 2 2 2 ]
[ mu4 g8 + 234 mu4d cos(q9) - cos(q9) 234 mu4é - sin(q9) z34 g8 mu4d ]
L ]
A= [ - cos(q9) z34 mu4d mud 0 ]
L ]
L 2 ]
[ - sin(q9) z34 g8 muéd 0 z34 muéd ]

DOO3OO555555355555555355555355 553355553555 55355 5555555555555 5355555555555555555555>

> p:=matrix([[p7], [p8], [p911):

> tmp55:=det(A):

HHHHH

> DET:=simplify(tmpb55,trig);
SOESSS5555O555555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 555555555555>5>>

3 2 2 2
DET := mu4 234 g8 cos(q9)

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 55555>

> tmp60:=linsolve(A,p):
HHHHH
> gp = map(simplify,tmp60,trig);

SE55555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555 5555555555555 555>
2
sin(q9) g8 p9 + cos(q9) z34 p8 + p7 z34

2 2
mué4 98 z34 cos(q9)

2 2
sin(q9) g8 p9 + cos(q9) z34 p8 + p7 z34 + p8 g8 cos(q9)

2
cos(q9) muéd g8

2
sin(q9) cos(q9) z34 p8 + sin(q9) p7 z34 + p9 g8

2 2
mud q8 z34 cos(q9)

1]
Il R R L N N N e K N K K W N |
S S S T T S Y S S S T S S S W

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

> L:=tmp35-V:
#Hit###
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> tmp65:=p7*qp7+p8*qp8+p9*qp9-L:

> tmp66:=subs ([qp7=tmp60[1,1],qp8=tmp60[2,1],qp9=tmp60[3,1]],tmp65) :
HHHHH

> H:=simplify(tmp66,trig) ;

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 55555555555555555)>

3 2 2
H := 1/2 (2 £f4Y mu4 98 234 cos(q7) cos(q9)

3 2 2 2 4 2
2 f4X z34 mu4 g8 sin(q9) cos(q9) + p8 234 cos(q9)

+

2 2 2
2 sin(q9) cos(q9) z34 p8 p9 g8 + 2 sin(q9) p7 z34 p9 g8 + p9 g8

+

2 2 3 2 2 2 2
+ p7 234 + 2 p7 z34 cos(q9) p8 + p8 z34 @8 cos(q9)

2 2 2 3 2 2
2 C34 g9 mu4 g8 234 cos(q9) + 2 F23 98 mu4 z34 cos(q9)

+

2 2 2 3 2 2
2 C12 q7 mu4 g8 z34 cos(q9) + 2 f4Z mué4 g8 234 sin(q7) cos(q9)

+

2 3 3
+ 2 f4Z mu4 98 234 cos(q7) cos(q9)

2 3 3 / 2 2 2
- 2 f4Y mud g8 234 sin(q7) cos(q9) ) / (cos(q9) mué4 g8 z34 )

/
SES5555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55>>>>
> eqda:=simplify(diff (H,p7));
SES55O5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 555 555555555555 >

2
sin(q9) g8 p9 + cos(q9) z34 p8 + p7 z34

eqda :=
2 2
234 mu4 q8 cos(q9)
SES5OO5555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 5555555555555 55555>>>>
> eqdb:=simplify(diff(H,p8));
SEOSOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555>5>>5>>>>
2 2

cos(q9) z34 p8 + sin(q9) g8 p9 + p7 z34 + p8 g8 cos(q9)
eqdb :=

2
cos(q9) muéd g8

SE5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 55555555555 5555555555 555>5>>
> eq4c:=simplify(diff (H,p9));
S55555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555 55555555 5555555555 5555555 55555>

2
sin(q9) cos(q9) z34 p8 + sin(q9) p7 z34 + p9 g8

eqdc :=
2 2
q8 mud z34 cos(q9)

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555>
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> eqba:=simplify(-diff (H,q7));
SES5S55555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 >
eqba := f4Y g8 sin(q7) - C12 - f4Z g8 cos(q7) + f4Z z34 sin(q7) cos(q9)
+ f4Y z34 cos(q7) cos(q9)
SEO5OO5555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555 5555555 5555555555555
> eqbb:=simplify(-diff(H,q8));

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 5555 555555555555 55555>

3 2 2
eqbb := - (f4Y mud g8 234 cos(q7) cos(q9) - 2 p7 z34 cos(q9) p8

2 3 2
- p8 234 cos(q9) - sin(q9) cos(q9) z34 p8 p9 g8 - sin(q9) p7 p9 g8

2 3 2 3 2
- p7 234 + F23 g8 mu4 z34 cos(q9) + f4Z mu4 g8 234 sin(q7) cos(q9) )

/ 2 3

/ (234 cos(q9) mu4 g8 )

/
S55533555555535555555535555555 555555555555 55 555555555555 55 5555555555 555>5>>>5>55>>>>
> eqbc:=simplify(-diff(H,q9));
SS5533555555533555555553555555 555555555555 55 555555555555 55 5535555555 555555>>5>5>>>>>

2 2 2 2 2
egbc := - (sin(q9) p9 g8 + sin(q9) p7 z34 - cos(q9) p7 z34 p9 g8

2 3
+ cos(q9) z34 p8 p9 g8 + 2 p7 234 p9 g8 + sin(q9) p7 z34 cos(q9) p8

2 3 3
- sin(q9) f4Z mu4 98 234 cos(q7) cos(q9)

2 3 3 3 4 2
+ sin(q9) f4Y mud4 g8 234 sin(q7) cos(q9) + 234 cos(q9) f£4X mud g8

2 3 2 / 3 2 2
+ 234 cos(q9) C34 mu4 g8 ) / (cos(q9) mud g8 =234 )
/

DODSO5555555355555555355555355 5533555535555 5 5555555355555 555555555555555555555>

bytes used=5173092, alloc=1376004, time=22.966
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A.5.2 mouvement par rapport & R (fichier hamilton?2)

> read intro:

HHHHH

> glg4:=add(add(giml12,multiply (Rot12,m21m34)) ,multiply (Rot14,m43g4)):
#HHHH

> tmp35:=map(diff,glgs,t):

> tmp36:=crossprod(oml,glgs):

> v4:=add(v1l,add(tmp35,tmp36)):

HHHHH

tmp40:=
(dotprod(v1,vi)*mul+dotprod(multiply(il,oml),oml)+dotprod(v4,v4)*mud)/2:

tmp41:=subs(tmp25 union tmp32,tmp40):

tmp42:=subs(varslect,tmp4l):

tmp43:=diff (tmp42,qpl):

tmp44:=diff (tmp42,qp2) :

tmp45:=diff (tmp42,qp3):

tmp46:=diff (tmp42,qp4) :

tmp47:=diff (tmp42,qp5) :

tmp48:=diff (tmp42,qp6) :

tmp49:=diff (tmp42,qp7):

tmp50:=diff (tmp42,qp8) :

tmpb1:=diff (tmp42,qp9) :

tmpb2:=
genmatrix ([tmp43=0,tmp44=0, tmp45=0, tmp46=0,tmp47=0, tmp48=0, tmp49=0, tmp50=0,

tmp51=0], [gp1,qp2,9p3,qp4,qp5,9p6,qp7,qp8,qp9]) ;

VVVVVVVVVVVYVVYVYVYV

SEOSO5OSO5O5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555
tmpb52 :=

2 2 2 2 2
[i1X cos(q2) cos(g3) + ilY cos(q2) sin(g3) + ilZ sin(q2)

2 2 2
+1/2 (2 %8 + 2 %6 + 2 %3 ) mud, ilX sin(q3) cos(g2) cos(q3)

- i1Y cos(q3) cos(g2) sin(g3)
+ 1/2 (2 cos(g3) %5 %8 - 2 sin(g3) %5 %6 + 2 %9 %3) mu4d,
i1Z sin(q2) + 1/2 (2 (- cos(q7) g8 + %2) %8 + 2 sin(q9) z34 %6) mu4,
1/2 (2 cos(q2) cos(g3) %8 - 2 cos(q2) sin(q3) %6 + 2 sin(q2) %3) mu4,
1/2 (2 %11 %8 + 2 %10 %6 - 2 cos(q2) sin(ql) %3) mu4,
1/2 (2 %13 %8 + 2 %12 %6 + 2 cos(q2) cos(ql) %3) mu4,
1/2 (2 (- sin(q7) g8 - %4) %6 + 2 (cos(q7) q8 - %2) %3) mu4,
1/2 (2 cos(q7) %6 + 2 sin(q7) %3) mu4d, 1/2
(2 cos(q9) z34 %8 + 2 sin(q7) sin(q9) z34 %6 - 2 cos(q7) sin(q9) z34 %3) mud
]
[i1X sin(q3) cos(g2) cos(q3) - i1Y cos(q3) cos(q2) sin(g3)
+ 1/2 (2 cos(q3) %5 %8 - 2 sin(g3) %5 %6 + 2 %9 %3) mu4,

2 2 2 2 2 2 2
i1X sin(g93) + i1Y cos(g3) + 1/2 (2 cos(q3) %5 + 2 sin(q3) %5 + 2 %9 ) mu4d

, 1/2 (2 (- cos(q7) 98 + %2) cos(g3) %5 - 2 sin(q9) z34 sin(q3) %5) mu4,

2 2
1/2 (2 cos(q2) cos(g3) %45 + 2 cos(q2) sin(g3) %5 + 2 sin(q2) %9) mu4,
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1/2 (2 %11 cos(g3) %5 - 2 %10 sin(g3) %6 - 2 cos(q2) sin(ql) %9) mu4,
1/2 (2 %13 cos(q3) %5 - 2 %12 sin(q3) %5 + 2 cos(q2) cos(ql) %9) mu4,
1/2 (- 2 (- sin(q7) q8 - %4) sin(qg3) %5 + 2 (cos(q7) q8 - %2) %9) mu4,
1/2 (- 2 cos(q7) sin(g3) %5 + 2 sin(q7) %9) mud, 1/2 (2 cos(g9) 234 cos(g3) %5
- 2 sin(q7) sin(q9) 234 sin(g3) %5 - 2 cos(q7) sin(q9) 234 %9) mu4]
[i1Z sin(q2) + 1/2 (2 (- cos(q7) q8 + %2) %8 + 2 sin(q9) z34 %6) mu4,
1/2 (2 (- cos(q7) g8 + %2) cos(q3) %5 - 2 sin(q9) 234 sin(q3) %5) mud,

2 2 2
i1Z + 1/2 (2 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 sin(q9) 234 ) mu4,

1/2 (2 cos(q2) cos(g3) (- cos(q7) g8 + %2) - 2 %1) mu4,
1/2 (2 %11 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 %10 sin(q9) z34) mu4,
1/2 (2 %13 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 %12 sin(q9) z34) mu4,
(- sin(q7) q8 - %4) sin(q9) 234 mu4d, cos(q7) sin(q9) z34 mu4,

2 2
1/2 (2 cos(q9) 234 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 sin(q7) sin(q9) 234 ) mu4]

[1/2 (2 cos(g2) cos(q3) %8 - 2 cos(q2) sin(g3) %6 + 2 sin(q2) %3) mu4,

2 2
1/2 (2 cos(q2) cos(q3) %5 + 2 cos(q2) sin(g3) %5 + 2 sin(q2) %9) mu4,

1/2 (2 cos(g2) cos(g3) (- cos(q7) g8 + %2) - 2 %1) muéd,

2 2 2 2 2
1/2 (2 cos(q2) cos(g3) + 2 cos(q2) sin(g3) + 2 sin(g2) ) mul

2 2 2 2 2
+ 1/2 (2 cos(q2) cos(g3) + 2 cos(g2) sin(g3) + 2 sin(q2) ) mu4,

1/2 %14 mul + 1/2 %14 mu4, 1/2 %15 mul + 1/2 %15 mu4,

1/2 (- 2 (- sin(q7) g8 - %4) cos(q2) sin(q3) + 2 %7) mu4,

1/2 (- 2 cos(q7) cos(q2) sin(q3) + 2 sin(q7) sin(q2)) mu4, 1/2 (

2 cos(q9) z34 cos(q2) cos(g3) - 2 sin(q7) sin(q9) z34 cos(q2) sin(g3)

- 2 cos(q7) sin(q9) 234 sin(q2)) mu4]

[1/2 (2 %11 %8 + 2 %10 %6 - 2 cos(q2) sin(ql) %3) mu4,

1/2 (2 %11 cos(q3) %5 - 2 %10 sin(q3) %5 - 2 cos(q2) sin(ql) %9) mu4,
1/2 (2 %11 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 %10 sin(q9) z34) mu4,

2 2 2 2
1/2 %14 mul + 1/2 %14 mu4, 1/2 (2 %11 + 2 %10 + 2 cos(q2) sin(ql) ) mul

2 2 2 2
+1/2 (2 %11 + 2 %10 + 2 cos(g2) sin(ql) ) mu4,

1/2 %16 mul + 1/2 %16 mu4,
1/2 (2 (- sin(q7) g8 - %4) %10 - 2 (cos(q7) g8 - %2) cos(q2) sin(ql)) mu4,
1/2 (2 cos(q7) %10 - 2 sin(q7) cos(q2) sin(ql)) mu4, 1/2 (2 cos(q9) z34 %11

+ 2 sin(q7) sin(q9) 234 %10 + 2 cos(q7) sin(q9) z34 cos(g2) sin(ql)) mu4]
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[1/2 (2 %13 %8 + 2 %12 %6 + 2 cos(q2) cos(ql) %3) mu4,
1/2 (2 %13 cos(q3) %5 - 2 %12 sin(q3) %5 + 2 cos(q2) cos(ql) %9) mu4,
1/2 (2 %13 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 %12 sin(q9) z34) mu4,
1/2 %15 mul + 1/2 %15 mu4, 1/2 %16 mul + 1/2 %16 mu4,

2 2 2 2
1/2 (2 %13 + 2 %12 + 2 cos(q2) cos(ql) ) mul

2 2 2 2
+1/2 (2 %13 + 2 %12 + 2 cos(q2) cos(ql) ) mu4,

1/2 (2 (- sin(q7) 98 - %4) %12 + 2 (cos(q7) g8 - %2) cos(g2) cos(ql)) mu4,

1/2 (2 cos(q7) %12 + 2 sin(q7) cos(q2) cos(ql)) mu4, 1/2 (2 cos(q9) z34 713

+ 2 sin(q7) sin(q9) 234 %12 - 2 cos(q7) sin(q9) z34 cos(q2) cos(ql)) mu4]
[1/2 (2 (- sin(q7) g8 - %4) %6 + 2 (cos(q7) g8 - %2) %3) mu4,

1/2 (- 2 (- sin(q7) g8 - %4) sin(q3) %5 + 2 (cos(q7) 98 - %2) %9) mu4,

(- sin(q7) g8 - %4) sin(q9) 234 mu4,

1/2 (- 2 (- sin(q7) 98 - %4) cos(q2) sin(q3) + 2 %7) mu4,

1/2 (2 (- sin(q7) g8 - %4) %10 - 2 (cos(q7) g8 - %2) cos(q2) sin(ql)) mu4,

1/2 (2 (- sin(q7) g8 - %4) %12 + 2 (cos(q7) g8 - %2) cos(q2) cos(ql)) mud,

2 2
1/2 (2 (- sin(q7) g8 - %4) + 2 (cos(q7) g8 - %2) ) mu4,

1/2 (2 cos(q7) (- sin(q7) g8 - %4) + 2 sin(q7) (cos(q7) g8 - %2)) mu4, 1/2
(2 sin(q7) sin(q9) z34 (- sin(q7) q8 - %4)
- 2 cos(q7) sin(q9) z34 (cos(q7) 98 - %2)) mu4l]

[1/2 (2 cos(q7) %6 + 2 sin(q7) %3) mu4,

1/2

~

- 2 cos(q7) sin(q3) %5 + 2 sin(q7) %9) mu4, cos(q7) sin(q9) z34 mu4,

1/2

~

- 2 cos(q7) cos(q2) sin(q3) + 2 sin(q7) sin(q2)) mu4,

1/2 (2 cos(q7) %10 - 2 sin(q7) cos(q2) sin(ql)) mu4,

1/2 (2 cos(q7) %12 + 2 sin(q7) cos(q2) cos(ql)) mu4,

1/2 (2 cos(q7) (- sin(q7) g8 - %4) + 2 sin(q7) (cos(q7) g8 - %2)) mu4,

2 2
1/2 (2 cos(q7) + 2 sin(q7) ) mu4, O]

[1/2

(2 cos(q9) z34 %8 + 2 sin(q7) sin(q9) z34 %6 - 2 cos(q7) sin(q9) z34 %3) mu4d,
1/2 (2 cos(q9) z34 cos(g3) %5 - 2 sin(q7) sin(q9) 234 sin(q3) %5

- 2 cos(q7) sin(q9) z34 %9) mu4,

2 2
1/2 (2 cos(q9) z34 (- cos(q7) g8 + %2) + 2 sin(q7) sin(q9) 234 ) mu4, 1/2 (

2 cos(q9) 234 cos(qg2) cos(g3) - 2 sin(q7) sin(q9) z34 cos(q2) sin(q3)
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- 2 cos(q7) sin(q9) 234 sin(q2)) mu4, 1/2 (2 cos(q9) z34 %11

+ 2 sin(q7) sin(q9) z34 %10 + 2 cos(q7) sin(q9) z34 cos(q2) sin(ql)) mu4, 1/2
(2 cos(q9) z34 %13 + 2 sin(q7) sin(q9) z34 %12

- 2 cos(q7) sin(q9) 234 cos(q2) cos(ql)) mu4, 1/2 (

2 sin(q7) sin(q9) z34 (- sin(q7) g8 - %4)

- 2 cos(q7) sin(q9) 234 (cos(q7) 98 - %2)) mu4, O,

2 2 2 2 2 2 2 2
1/2 (2 cos(q9) 234 + 2 sin(q7) sin(q9) 234 + 2 cos(q7) sin(q9) 234 ) muéd
]
%l := cos(q2) sin(qg3) sin(q9) z34
w2 = sin(q7) cos(q9) z34
%3 := cos(q2) cos(q3) (cos(q7) g8 - %2) + %1
W4 = cos(q7) cos(q9) z34
%5 = z12 + sin(q7) q8 + %4
W6 = sin(q2) sin(q9) z34 - cos(q2) cos(q3) %5
W7 = sin(q2) (cos(q7) q8 - %2)
%8 = - cos(q2) sin(g3) %5 - %7
%9 := sin(qg3) (cos(q7) g8 - %2) - cos(q3) sin(q9) z34
%10 := - sin(ql) sin(g2) sin(q3) + cos(ql) cos(q3)
w1 = sin(ql) sin(g2) cos(g3) + cos(ql) sin(g3)
%12 := cos(ql) sin(q2) sin(g3) + sin(ql) cos(qg3)
W3 = - cos(ql) sin(q2) cos(q3) + sin(ql) sin(q3)
w14 =
2 %11 cos(q2) cos(g3) - 2 %10 cos(q2) sin(g3) - 2 cos(q2) sin(ql) sin(qg2)
%15 :=
2 %13 cos(q2) cos(g3) - 2 %12 cos(q2) sin(g3) + 2 cos(q2) cos(ql) sin(qg2)
2
%16 := 2 %13 %11 + 2 %12 %10 - 2 cos(q2) cos(ql) sin(ql)

DOO3OO555555355555555355555355 5535555355555 555555555535 555555555555555555555555>

> tmp53:=matrix([[p1], [p2], [p3], [p4], [p5], [p6], [p71, [p8], [p91]1):
#iHEH#

> tmpb54:=det (tmp52) :

#H#H#

> DET:=simplify(tmp54,trig);

DOS3OOE55555355555555355555355 5533555535555 555555 5533555535555 5555555555555555>

2 2 2 2 2 2
DET := ilY cos(q2) ilx ilz mul mu4 g8 cos(q9) z34

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>
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bytes used=797730384, alloc=18412244, time=9278.100
#HEH#

RES:=linsolve (tmp52,tmp53) ;

#HEH

bytes used=982889932, alloc=52222628, time=12308.733
System error, object too large
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A.6 formalisme de Kane

A.6.1 calculs préliminaires (fichier kaneintro)

> with(linalg):
HH##H#

> varslect:=[diff(diff(q1(t),t),t)=qppl,diff (diff(q2(t),t),t)=qpp2,

> diff(diff(q3(t),t),t)=qpp3,diff (diff(q4(t),t),t)=qpp4,

> diff (diff(q5(t),t),t)=gpp5,diff (diff(q6(t),t),t)=gpp6,

> diff(diff(q7(t),t),t)=qpp7,diff (diff(q8(t),t),t)=qpp8,

> diff(diff(q9(t),t),t)=qpp9,

> diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3,

> diff(q4(t),t)=qp4,diff(q5(t),t)=qp5,diff(q6(t),t)=qp6,

S diff(q7(t),t)=qp7,diff(q8(t),t)=qp8,diff(q9(t),t)=qp9,

> q1(t)=q1,92(t)=q2,q3(t)=q3,94(t)=q4,q5(t)=q5,q6(t)=q6,

> q7(£)=q7,q8(t)=q8,99(t)=q9,

> diff (diff (omX(t),t),t)=omXpp,diff(diff (omY(t),t),t)=omYpp,

> diff (diff (omZ(t),t),t)=omZpp,

> diff (diff (vX(t),t),t)=vXpp,diff (diff (v¥(t),t),t)=v¥pp,

> diff (diff (vZ(t),t),t)=vZpp,

> diff (omX (t),t)=omXp,diff (omY(t),t)=omYp,diff (omZ(t),t)=omZp,
> diff (vX(t),t)=vXp,diff (v¥(t),t)=vYp,diff(vZ(t),t)=vZp,

> omX (t)=omX ,omY (t)=omY ,omZ (t)=omZ, vX (t)=vX,vY (t)=vY,vZ(t)=vZ] :
#iH

> Ul:=cos(q2)*cos(q3)*qpl+sin(q3) *qp2;
SEOSOODOOOD5O55555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555
Ul := cos(q2) cos(g3) gpl + sin(qg3) qp2
SEOSOODOOOD5OO55555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555
> U2:=-cos(q2) *sin(q3) *qpl+cos (q3) *qp2;
SEOOOODOOOD5OO5555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555
U2 := - cos(q2) sin(g3) gpl + cos(q3) qp2
SES5O55555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555555 5555555555555
> U3:=sin(q2) *qpl+qp3;
SES55O5555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555 555555555 55>55555>>
U3 := sin(q2) qpl + qp3
SES5OO555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 5 5555555555555 55555>55>>
> U4:=
>  cos(q2)*cos(qg3)*qp4+(sin(ql)*sin(q2) *cos(q3)+cos(ql)*sin(q3) ) *qp5
> -(cos(ql)*sin(g2)*cos(q3)-sin(ql) *sin(q3))*qp6;
SES55S555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 5 5555555555555 55>555>55>>
U4 := cos(q2) cos(g3) gp4 + (sin(ql) sin(qg2) cos(q3) + cos(ql) sin(q3)) qpb
- (cos(ql) sin(q2) cos(q3) - sin(ql) sin(q3)) qp6

DOOSOO555555355555555355555355 553355553555 5555 555555555355 55555355555535555555555555>

> Ub:=
>  -cos(q2)*sin(q3)*qp4-(sin(ql) *sin(q2)*sin(q3)-cos(ql)*cos(q3))*qp5
>  +(cos(ql)*sin(qg2)*sin(q3)+sin(ql)*cos(q3))*qp6;
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SES5555555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 5555555 555555555555
U5 := - cos(q2) sin(g3) gp4 - (sin(ql) sin(qg2) sin(g3) - cos(ql) cos(g3)) qp5
+ (cos(ql) sin(qg2) sin(g3) + sin(ql) cos(q3)) qp6
SEOOOOOOOOD5OO5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 55555555>5>>>>>>>
> U6:=sin(q2) *qp4-sin(ql)*cos(q2) *qp5+cos(ql) *cos (q2) *qp6;
SEO5O55555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555>
U6 := sin(q2) gqp4 - sin(ql) cos(q2) qp5 + cos(ql) cos(q2) qp6
SES5SO5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555
> U7:=q8%qp7-sin(q9) *z34*qp9;
SEO5OO55555555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 555555555555>>>>
U7 := g8 qp7 - sin(q9) z34 qp9
SES55O5555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555 555555555555 >
> U8:=-cos(q9) *z34*qp7+qp8;
SESOODOOOD5O555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555>5>5>>>>>>>
U8 := - cos(q9) z34 qp7 + qp8
SEOSOODOO55O5555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555
> U9:=234%*qp9;
SEOSOODOO555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555>55>>>>>>>>
U9 := z34 qp9

SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

> tmpb:=

> genmatrix([U1,U2,U3,U4,U5,U6,U7,U8,U9],

> [gp1,9p2,9p3,9p4,9p5,9p6,9p7,qp8,qp9]) :
> tmp6:=vector([ul,u2,u3,u4,ub,ub,u7,u8,udl):

> tmp7:=linsolve(tmp5,tmp6) :

HHHHH
> DET:=simplify(det (tmp5),trig);

SEESS5555555555555555555555555555555555555 5555555555 55555555 5555555555 5555555555>>>>
DET := cos(q2) g8 z34
SES535555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 55555555555555>>
> eql:=map(simplify,tmp7,trig);
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 555555555555 555555555>>
- cos(g3) ul + u2 sin(q3)

eql := [ - , cos(g3) u2 + ul sin(q3),
cos(q2)

- sin(g2) cos(g3) ul + sin(q2) u2 sin(g3) + u3 cos(q2)

s>

cos(q2)
- cos(g2) sin(g3) ub5 + cos(q2) u4 cos(q3) + ub sin(q2),

cos(ql) cos(g3) ub - sin(ql) cos(g2) u6 - sin(ql) sin(qg2) sin(q3) ub
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+ u4 cos(ql) sin(g3) + u4 sin(q2) sin(ql) cos(q3),

cos(g2) u6 cos(ql) + sin(g3) ub sin(q2) cos(ql) + ud sin(ql) sin(q3)
- u4 sin(q2) cos(g3) cos(ql) + sin(ql) cos(g3) u5,

sin(q9) u9 + u7 cos(q9) z34 sin(q9) u9 + cos(q9) z34 u7 + u8 g8 u9

; s =1
q8 q8 z34

SOO5555555555555555555 5555555555555 5 555555555555 55 5555555555 5555 555555555555 55555>

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Rotql:=matrix([[1,0,0],[0,cos(ql(t)),-sin(q1(t))], [0,sin(ql(t)),cos(ql(t))1]1):
Rotq2:=matrix([[cos(q2(t)),0,sin(q2(t))],[0,1,0], [-sin(q2(t)),0,cos(q2(t))]1]):
Rotqg3:=matrix([[cos(q3(t)),-sin(q3(t)),0], [sin(q3(t)),cos(q3(t)),0]1,[0,0,111):
Rotl:=multiply(Rotql,Rotq2,Rotqg3):
Rot12:=subs(ql(t)=q7(t),op(Rotql)):

Rot34:=subs(q2(t)=q9(t),op(Rotq2)):
Rotlp:=map(diff,Rotl,t):

HH#HHH

VVVVVYVVYVYV

tmp10:=multiply(Rotlp,transpose(Rot1)):
tmpll:=map(simplify,tmpl0,trig):
tmpl2:=vector([tmp11[3,2],tmp11[1,3],tmp11[2,1]1]):
tmp13:=multiply(transpose(Rotl) ,tmpl2):
tmp14:=map(simplify,tmpl3,trig):
tmplb:=

subs ({diff(q1(t),t)=qpl,diff(q2(t),t)=qp2,diff(q3(t),t)=qp3},op(tmpi4)):
tmp16:=subs({qpl=eql[1],qp2=eql[2],qp3=eql [3]},op(tmpl5)):
tmpl7:=subs(varslect,op(tmpl6)):

HH#HHH

>

oml:=map (simplify,tmpl7,trig) ;

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 55555>

oml := [ ul, u2, u3d ]

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

> tmp20:=add(oml,vector([qp7,0,0])):
HE##H
> om2:=subs (qp7=eql[7],op(tmp20));

SOO55555555555555555555 5555555555555 5 555555555555 55 5555555555 5555 555555555555 55555>>

sin(q9) u9 + u7
om2 := [ ul + ——=-=-———mmmm—- , u2, u3 ]

DODSOOE55555355555555355555355 5533555535555 5 55555555555 555555555555555555555555>

> tmp25:=add(om2,multiply(Rot12,vector([0,qp9,0]))):
> tmp26:=subs(varslect,op(tmp25)):

H#itH##H

> omé4:=subs (qp9=eql[9],op(tmp26) ) ;

DOOSOOE55555355555555355555355 553355553555 55355 55555555555 5555555555535555555555555>

sin(q9) u9 + u7 cos(q7) u9 sin(q7) u9
omd := [ ul + , u2 + , u3d +
q8 z34 z34

SOO55555555555555555555 5555555555555 55555555555 5555555555555 555555555555 555555555>>

>
>
>

Ogl:=vector([q4(t),q5(t),q6(t)]):
tmp30:=map(diff,0gl,t):
tmp31:=multiply(transpose(Rot1),tmp30) :
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> tmp32:=subs(varslect,op(tmp31)):

> tmp33:=subs ({qp4=eql[4],qp5=eql[5],qp6=eql [6]}, op(tmp32)):
#H##H

> vi:=map(simplify,tmp33,trig);

D S S S S S S S S S S S S S S S oo
vi := [ u4, ub, u6 ]
D S S S S S S S S S 2 S S S S S S S P S Pe

> gimi2:=vector([0,0,z12]):
#HEH#
> v12:=add(v1l,crossprod(oml,gimi2)) ;

SOO555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 555555555555 5555555555555 555555)>

vi2 := [ u4 + u2 z12, u5 - ul z12, u6 ]

SOO555555555555555555555 5535555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

> m21m34:=vector([0,q8(t),0]):

#H##H

> gim34:=add(gimi2,multiply (Rot12,m21m34)):
H#HHH

> tmp35:=map(diff,gim34,t):

> tmp36:=crossprod(omi,gim34) :

> tmp37:=add(vl,add (tmp35,tmp36)) :

> tmp38:=subs(varslect,op(tmp37)):

> tmp39:=subs ({qp7=eq1[7],qp8=eq1[8]1},0p(tmp38)):
#E##H

> v34:=map(simplify,tmp39,trig);

SES5O55555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555
v34 := [ u4 + u2 z12 + u2 sin(q7) g8 - u3 cos(q7) g8,
- (- ub g8 + sin(q7) g8 sin(q9) u9 + sin(q7) g8 u7

- cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9) u9 - cos(q7) cos(q9) z34 u7 - cos(q7) u8 g8

2
+ ul g8 z12 + ul g8 sin(q7))/qg8,

(u6 g8 + cos(q7) g8 sin(q9) u9 + cos(q7) g8 u7 + sin(q7) cos(q9) 234 sin(q9) u9

2
+ sin(q7) cos(q9) z34 u7 + sin(q7) u8 g8 + ul cos(q7) 98 )/q8

]

SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

> Rot14:=multiply(Rot12,Rot34):
HHHHH

> m43g4:=vector([0,0,z34]):

HHHHH

> gilg4:=add(gim34,multiply(Rot14,m43g4)):
HHHHH

> tmp40:=map(diff,glgs,t):

> tmp41l:=crossprod(oml,glg4):

> tmp42:=add(vl,add (tmp40,tmpdl)):

> tmp43:=subs(varslect,op(tmp42)):

> tmp44:=subs({qp7=eq1[7],qp8=eql[8],qp9=eq1[9]}, op(tmp43)):
HHHHH

> v4:=map(simplify,tmp44,trig);

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5 555555555555 5555555555555555555)>
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vd := [ ud + cos(q9) u9 + u2 z12 + u2 sin(q7) g8 + u2 cos(q7) cos(q9) z34
- u3 cos(q7) g8 + u3 sin(q7) cos(q9) z34,
ub - sin(q7) u7 + cos(q7) u8 + u3 sin(q9) z34 - ul z12 - ul g8 sin(q7)
- ul cos(q7) cos(q9) z34,
u6 + cos(q7) u7 + sin(q7) u8 + ul cos(q7) g8 - ul sin(q7) cos(q9) z34
- u2 sin(q9) 234 1
D S e S S R 5 S S S S S S S 353 S S S S S S S S S S S SS 55555998
> tmp45:=map(collect,oml,convert (tmp6,list)):
oml_1:=map(coeff,tmpd5,ul);
oml_2:=map(coeff,tmpd5,u2);
oml_3:=map(coeff,tmpd5,ul);
oml_4:=map(coeff,tmpd5,ud);
:=map (coeff,tmp45,ub);
oml_6:=map(coeff,tmp45,ub);
oml_7:=map(coeff,tmpd5,u7);

oml_8:=map(coeff,tmpd5,us);
oml_9:=map(coeff,tmp45,u9);

VVVVVVVYVYV
o
8
[
o

D D S S S S S S S 2 S S P S S P S SO
oml_1 :=[1, 0, 0]

oml_2 :

[0, 1, 0]

omi_3 := [0, 0, 11

omi_4 := [0, 0, 01

omi_5 := [0, 0, 01

omli_6 := [ 0, 0, 01

omi_7 := [0, 0, 01

omli_8 := [ 0, 0, 01

omi_9 := [0, 0, 01
SO555555555555555555555 555555555 55555555555 55555555555 5555555 55555555555 5555555555>

> tmp46:=map(collect,om2,convert (tmp6,list)):
##t###

om2_1:=map(coeff,tmp46,ul);
om2_2:=map (coeff,tmpd6,u2);
om2_3:=map (coeff,tmpd6,ul);
om2_4:=map (coeff,tmpd6,ud);
om2_5:=map (coeff,tmp46,ub) ;
om2_6:=map (coeff,tmp46,ub) ;
om2_7 :=map (coeff,tmpd6,u7);
om2_8:=map (coeff,tmp46,u8);
om2_9:=map (coeff,tmp46,u9);

VVVVVVYVVYV

SOO55533553355335553O55O553553O55O553553O53355355335335335535535533553553555555555>
om2_1 := [ 1, 0, 0]

om2_2 := [0, 1, 0]
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om2_3 :

L[}
—
o
o
-
—

om2_4 := [0, 0, 0]

om2_5

[
(=
(=}
(=}
o
—

om2_6 := [0, 0, 0]

1
om2_7 := [ ----, 0, 0]
q8
om2_8 := [0, 0, 0]
sin(q9)
om2_9 := [ -—————- , 0, 01
q8

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 555555555555 5555555555555555555)>

> tmp47:=map(collect,om4,convert (tmp6,list)):

#HEH#

> om4_1:=map(coeff,tmpd7,ul);
> om4_2:=map(coeff,tmpd7,u2);
> om4_3:=map(coeff,tmpd7,ul);
> om4_4:=map(coeff,tmpd7,ud);
> om4_5:=map(coeff,tmpd7,ub);
> om4_6:=map(coeff,tmpd7,ub) ;
> om4_7:=map(coeff,tmpd7,u’);
> om4_8:=map(coeff,tmp47,u8);
> om4_9:=map(coeff,tmpd7,u9);

DOO3OO55555535555555535555355 5553555553555 553 5555555555555 555355555355555555555555>

om4_1

[1, 0, 0]
omd_2 := [0, 1, 0]
om4_3 := [0, 0, 1]
omd_4 := [0, 0, 0]
om4_ 5 := [0, 0, 0]

omd_6 := [ 0, 0, 0]

1

om4_7 := [ ----, 0, 0]
q8

om4_8 := [0, 0, 0]

sin(q9) cos(q7) sin(q7)
om4_9 := [ ) >
q8 z34 z34

SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

> tmp50:=map(collect,vl,convert (tmp6,list)):
#HEH#

v1_1:=map(coeff,tmp50,ul);
v1_2:=map(coeff,tmp50,u2);
v1_3:=map(coeff,tmp50,ul);
v1_4:=map(coeff,tmp50,ud);
v1_5:=map(coeff,tmp50,ub);
v1_6:=map(coeff,tmp50,us) ;
v1_7:=map(coeff,tmp50,u7);

>
>
>
>
>
>
>
> v1_8:=map(coeff,tmp50,ud) ;
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> v1_9:=map(coeff,tmp50,u9);
SO555555555555555555555 555555555 55555555555 55555555555 5555555 55555555555 5555555555>
vi_t := [0, 0, 01

vi2 :=[0,0, 0]

vi9:=[0,0,01]
SEOSOOO5OO5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555
> tmp51:=map(collect,v12,convert (tmp6,list)):

v12_1:=map(coeff,tmp51,ul);
v12_2:=map(coeff,tmp51,u2);
v12_3:=map(coeff,tmp51,u3);
v12_4:=map(coeff,tmp51,ud);
:=map (coeff,tmp51,ub);
v12_6:=map(coeff,tmp51,ub) ;
v12_7:=map(coeff,tmp51,u7);
v12_8:=map(coeff,tmp51,u8);
v12_9:=map(coeff,tmp51,u9);

VVVVVVVVYV
<
A
N
o1

SOO5555555555555555555 5555555555555 55555555555 5555555555555 5555555555555 555555555>
vi2_1 := [ 0, - z12, 0 ]
vi2_2 := [ z12, 0, 0]

vi2.3 := [0, 0, 0]

vi2_4 :=[1, 0, 0]

vi2 56 := [0, 1, 0]

vi2_6 := [0, 0, 1]

vi2_.7 := [0, 0, 0]

vi2.8 := [0, 0, 0]

vi2_9 := [0, 0, 0]
DOOSOO555555355555555355555555 553355553555 55355 55555555335 5555555555535555555555555>
> tmp52:=map(collect,v34,convert (tmp6,list)):
HHHHH
> v34_1:=map(simplify,map(coeff,tmp52,ul));
SOO3OO555555355555555355555355553535 5553555553555 555 55555555555 55555555555555555555>

v34_1 := [ 0, - z12 - sin(q7) g8, cos(q7) g8 ]

DOOSOO555555355555555355555355 5533555535555 5 55555555555 555335555535555555555555>

> v34_2:=map(coeff,tmp52,u2);
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DOO355555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 555535 555555555555 55555555>
v34_2 := [ z12 + sin(q7) g8, 0, 0 ]
SO5555555555555555555555 5555555553 5555555555 555555555555 5555555 55555555555 55555555>
> v34_3:=map(coeff,tmp52,u3);
SO5555555555555555555555 5555555555 5555555555 5555555555 555555555 55555555555 55555555>
v34_3 := [ - cos(q7) g8, 0, 0]
SO5555555555555555555555 5555555553 5555555555 555555355555 5555555 55555555555 55555555>
> v34_4:=map(coeff,tmp52,ud) ;
SO5555555555555555555555 5555555553 5555555555 555555355555 5555555 55555555555 55555555>
v34_4 :=[1, 0, 0]

DOO3OO55555555555555535555355 5553555553555 5535 555555555355 555355555555555555555555>

> v34_5:=map(coeff,tmp52,ub);
SOEESS5555O55555555555555555555555555555555 5555555555 55555555 5555555555 55555555555>>
v34.5 :=[0,1, 0]
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
> v34_6:=map(coeff,tmp52,us) ;
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
v34_6 := [0, 0, 11
SES555555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 55555555555555>>
> v34_7:=map(coeff,tmp52,u7) ;
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 55 55555555555 55555555555555>>
v34_7 :=
sin(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) z34 cos(q7) g8 + sin(q7) cos(q9) z34

[o, - ,
q8 q8

SOEESS555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 5555555 55>5>>

> v34_8:=map(coeff,tmp52,u8);

SOESSS5555O55555555555555555555555555555555 5555555555555 55 5555555555 55555555555>>
v34_8 := [ 0, cos(q7), sin(q7) 1]

SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>

> v34_9:=map(coeff,tmp52,u9) ;

SES555555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
sin(q7) g8 sin(q9) - cos(q7) cos(q9) z34 sin(q9)

v34_9 := [ 0, - s
q8
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cos(q7) g8 sin(q9) + sin(q7) cos(q9) z34 sin(q9)

q8
SOS555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555 >
> tmp53:=map(collect,v4,convert(tmp6,list)):
H#itH##H
> v4_1:=map(coeff,tmp53,ul);
P S S D I S S S D S S S S S S S S S S S S S S S S S S IS
vd_1 := [
0, - z12 - sin(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) 234, cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34
]
SOS555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 >555 5555555555 >
> v4_2:=map(coeff,tmp53,u2);
SOS555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 >
v4_2 := [ 212 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34, 0, - sin(q9) z34 ]
SOS555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 >
> v4_3:=map(coeff,tmp53,u3);
SE5555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555 >
v4_3 := [ sin(q7) cos(q9) 234 - cos(q7) g8, sin(q9) z34, 0 ]
P I S S S S S D S S S S S S S S S S S S S S S S S
> v4_4:=map(coeff,tmp53,ud);
P I D S S S S S S S S S S S S S S S S
va 4 :=[1, 0, 01
P S I S S S S S S D S S S S S S S S S 3 e S S S S IS
> v4_5:=map(coeff,tmp53,ub) ;
SE5555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 >
vd 5 :=[0,1, 01
SO5555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 >
> v4_6:=map(coeff,tmp53,us) ;
SOS555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 >555 5555555555 >
vd 6 := [0, 0, 11
SS5555555555555555555555555555 5555555555555 5 5555555555 5555 5555555555 5555 5555555555 >
> v4_T7:=map(coeff,tmp53,u7);
P S S S S S S S S D S S S S S S S S S S S S S S S S S S IS
v4_7 := [ 0, - sin(q7), cos(q7) 1]
P S S S S S S S S S D S S S S S S S 3 S S S S S S S IS

> v4_8:=map(coeff,tmp53,u8);
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SOESSS5555O5555555555555555555555555555 5555555555555 55555555555 5555 5555555555 5555>>
v4_8 := [ 0, cos(q7), sin(q7) ]
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
> v4_9:=map(coeff,tmp53,u9);
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555555555 55555555>>
v4_9 := [ cos(q9), 0, 01
SESS55555555555555555555555555555555555555 555555555555 555555 5555555 555555555555 55>>

bytes used=5009156, alloc=1310480, time=19.766
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A.6.2 équations (fichier kane)

> read kaneintro:
it

> cl:=vector([c1X,clY,c1Z]):
> fil:=vector([f1X,f1Y,f1Z]):

HE##H

> c12:=vector([C12,0,0]):

HHHHH

> f:=vector([0,F23,0]):

HHHHH

> c34:=vector([0,C34,0]):

HE##H

> f4d:=vector ([f4X,f4Y,f4Z]):

HHHHH

> tmp55:=add(cl,scalarmul(c12,-1)):

> tmp56:=scalarmul (multiply(Rot12,f),-1):
> tmp57:=scalarmul (tmp56,-1):

> tmp58:=scalarmul (multiply (Rot12,c34),-1):
> tmp59:=scalarmul (tmp58,-1):

HHHHH

> K_1:=

>  simplify(subs(varslect,dotprod(vi_1,f1)+dotprod(omi_1,tmp55)
+dotprod(v12_1,tmp56)+dotprod(om2_1,c12)
+dotprod(v34_1,tmp57)+dotprod (om2_1,tmp58)
+dotprod(v4_1,f4)+dotprod(om4_1,tmp59)));

vV V Vv

SEOSOOOOOOD5O555555555555555555555555555555555 5555555555555 55555555555 555>>5>>>>>
K_1 := c1X - f4Y z12 - f4Y sin(q7) g8 - f4Y cos(q7) cos(q9) z34
+ f4Z cos(q7) q8 - f4Z sin(q7) cos(q9) z34
SES555555555555555555555555555 5555555555555 5555 5555555555555 5 5555555555555 55>55555>>

> K_2:=

>  dotprod(vi_2,f1)+dotprod(oml_2,tmp55)+dotprod(vi2_2,tmp56)

>  +dotprod(om2_2,c12)+dotprod(v34_2,tmp57)+dotprod(om2_2,tmp58)
>  +dotprod(v4_2,f4)+dotprod(om4_2,tmp59) ;

SES5O55555555555555555555555555555555 5555555555 5555 5555555555 5555555 5555555555555 >
K_2 := c1Y + (212 + sin(q7) 98 + cos(q7) cos(q9) z34) f4X - sin(q9) z34 f4Z
SOSSOODOOOD55555555555555555555555555555555555 55555555555 555 5555555 5555555>>5>>>>>
K_3:=
dotprod(vi_3,f1)+dotprod(oml_3,tmp55)+dotprod(vi2_3,tmp56)

+dotprod(om2_3,c12)+dotprod(v34_3,tmp57)+dotprod (om2_3,tmp58)
+dotprod(v4_3,f4)+dotprod(omé_3,tmp59) ;

vV VVVv

P S S S S S S S S S S S D S S S S S S S S S S S S S S S S S S IS
K_3 := cl1Z + (sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) g8) f4X + sin(q9) z34 f4Y
P S S S S S S S D S S S S S S S S S S S S S S S S S S IS
K_4:=
dotprod(vl_4,f1)+dotprod(oml_4,tmp55)+dotprod(vi2_4,tmp56)

+dotprod(om2_4,c12)+dotprod(v34_4,tmp57) +dotprod (om2_4,tmp58)

>
>
>
>  +dotprod(v4_4,f4)+dotprod(omé_4,tmp59) ;

DOO3OO555555355555555355555355 5533555535555 555555555555 555555555555555555555555>
K_4 := f1X + f4X

DOO3OO555555355555555355555355 5533555535555 5 5555555555555 55555555555555555555>
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K_5:=
dotprod(vi_5,f1)+dotprod(oml_5,tmp55)+dotprod(vi2_5,tmp56)
+dotprod(om2_5,c12)+dotprod(v34_5,tmp57)+dotprod (om2_5,tmp58)
+dotprod(v4_5,f4)+dotprod (om4_5,tmp59) ;

>
>
>
>
SESOSOO5OD5D5555555D55555555555555555555555555555555555555555555555555 555555555 55>>
K_5 := f1Y + f4Y
SESOSOO5OD5D55D5555D55555555555555555555555555555555555555555555555555 55555555555 >>
K_6:=
dotprod(vi_6,f1)+dotprod(oml_6,tmp55)+dotprod(vi2_6,tmp56)

+dotprod(om2_6,c12)+dotprod (v34_6,tmp57)+dotprod (om2_6,tmp58)
+dotprod(v4_6,f4)+dotprod(om4_6,tmp59) ;

>
>
>
>
SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 555555)>
K_6 := f1Z + f4Z

DOOSOO555555355555555355 5535555535555 5 5553555555555 55 5553555555555 55555555555>

> K_7:=

>  simplify(subs(varslect,dotprod(vi_7,f1)+dotprod(oml_7,tmp55)

> +dotprod(v12_7,tmp56)+dotprod (om2_7,c12)

> +dotprod(v34_7,tmp57)+dotprod (om2_7,tmp58)
> +dotprod(v4_7,f4)+dotprod(om4_7,tmp59))) ;

DOO3OO55555535555555535555355 5553555553555 5535 555555555355 555355555555555555555555>

- C12 - F23 cos(q9) z34 + f4Y sin(q7) q8 - f4Z cos(q7) g8

q8

SOO3OO55555535555555535555355 5553555553555 5 55555555355 555355555555555555555555>>

> K_8:=

>  simplify(subs(varslect,dotprod(vi_8,f1)+dotprod(omi_8,tmp55)

> +dotprod(v12_8,tmp56)+dotprod (om2_8,c12)

> +dotprod(v34_8,tmp57)+dotprod (om2_8,tmp58)
> +dotprod(v4_8,f4)+dotprod(om4_8,tmp59))) ;

SESSODOO5555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555>5>>>>>>>>
K_8 := F23 + cos(q7) f4Y + sin(q7) f4Z
SES55O5555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555

K_9:=
simplify(subs(varslect,dotprod(vi_9,f1)+dotprod(oml_9,tmp55)
+dotprod(v12_9,tmp56)+dotprod (om2_9,c12)
+dotprod(v34_9,tmp57)+dotprod (om2_9, tmp58)
+dotprod(v4_9,f4)+dotprod (om4_9,tmp59))) ;

vV VVVYyV

SOO55555555555555555555 5535555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555)>

2
sin(q9) C12 z34 + sin(q9) F23 z34 cos(q9) + cos(q9) f4X q8 z34 + C34 g8
K_9 :=

q8 z34
SEOSO5O5O5O5555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55555555555 55555>

> varstu:=[ul=ul(t) ,u2=u2(t) ,u3=u3(t),ud=ud(t) ,ub=ub(t) ,ub=ub(t),

> u7=u7(t) ,u8=u8(t) ,u9=u9(t)]:
> varstq:=[ql=q1(t),q2=q2(t),q3=q3(t),q4=q4(t) ,q5=q5(t) ,q6=q96(t),
> q7=q7(t),q8=98(t) ,q9=q9(t)]:

317
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> varslectu:=[diff (ul(t),t)=upl,diff (u2(t),t)=up2,diff (u3(t),t)=up3,

> diff (ud(t),t)=up4,diff (us(t),t)=up5,diff (u6(t),t)=upb,
> diff (u7(t),t)=up7,diff (u8(t),t)=up8,diff (u9(t),t)=up9,
> ul(t)=ul,u2(t)=u2,ud3(t)=u3,ud (t)=ud,us(t)=u5,u6(t)=ub,
> u7(t)=u7,u8(t)=u8,ud(t)=u9]:

HHHHH

> tmp60:=

>  subs(diff(q4(t),t)=eql[4],diff(q5(t),t)=eql[5],diff(q6(t),t)=eql[6],
> op(tmp30)) :

> tmp61:=subs(varstq,subs(varstu,op(tmp60))):

> tmp62:=map(diff,tmp61,t):

> tmp63:=multiply(transpose(Rot1),tmp62) :

> tmp64:=subs(varslect,subs(varslectu,op(tmp63))):

> tmp65:=subs(qpl=eql[1],qp2=eql[2],qp3=eql[3],op(tmp64)) :

HE##H
> gammal:=map(simplify,tmp65,trig);

SEOSO5OSO5O555555555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 55>
gammal := [ up4 + u6 u2 - ub u3, up5 + ué4 ud3 - u6 ul, up6 + ud ul - ud u2 ]
SEOSO5O5O5O55555555555555555555555555555 555555555555 55 5555555555555 5555555555555

Og4:=add (0gl,multiply(Rotl,glgd)):
tmp70:=map(diff,0g4,t):
tmp71:=subs(varslect,op(tmp70)) :
tmp72:=
subs ({gpl=eql[1],qp2=eql[2],qp3=eql[3],qpé4=eql [4],qp5=eql[5],
qp6=eq1[6],qp7=eq1[7],qp8=eq1[8],qp9=eq1[913},op (tmp71)):
tmp73:=subs (varstu, subs (varstq,op (tmp72))) :
tmp74:=map(simplify,tmp73,trig):
tmp75:=map(diff,tmp74,t):
tmp76:=multiply(transpose(Rot1) ,tmp75) :
tmp77:=subs (varslect,subs(varslectu,op(tmp76))):
tmp78:=
subs ({gpl=eq1[1],qp2=eql[2],qp3=eql[3],qpé4=eql[4],qp5=eql[5],
qp6=eq1[6],qp7=eq1[7],qp8=eql[8],qp9=eql[9]},op (tmp77)) :
tmp79:=map(simplify,tmp78,trig) :
HE##H
> gamma4:=map(collect,tmp79, [upl,up2,up3,up4,up5,up6,up?,up8,up9l) ;

VVVVVVVVVVVVYVVYV

SOO5555555555555555555 5555555555555 5555555555555 5555555555555 5 5555555555555 55555>

gammad := [
2
(cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) q8 234 + z12 z34) up2
z34
2
(sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) g8 z34) up3
+ + upd + cos(q9) up9 + (
z34
2 2 2 2 2

- sin(q7) cos(q9) 234 ul u2 - sin(q9) 234 u2 - sin(q9) 234 u3

2
2 cos(q7) u8 z34 u3 + cos(q7) cos(q9) z34 wul u3 + 2 sin(q7) u2 z34 u8

+

sin(q7) 98 ul z34 u3 - ub 234 u3 + 2 sin(q7) u7 z34 u3

2
cos(q7) 98 ul z34 u2 - sin(q9) u9 + z12 ul z34 u3 + 2 cos(q7) u7 z34 u2

+

+

u6é z34 u2)/z34,
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(- g8 sin(q7) - cos(q7) cos(q9) z34 g8 - g8 z12) upl

+ sin(q9) 234 up3 + upb
q8

- sin(q7) up7 + cos(q7) up8 + (- 2 sin(q7) ul u8 g8 + sin(q9) z34 u2 g8 ul

2 2
+ sin(q7) cos(q9) z34 ul g8 - 2 cos(q7) ul g8 u7 - cos(q7) u7

2 2 2
- sin(q7) u8 u7 + sin(q7) 98 wu2 u3 - cos(q7) g8 wu3

2
+ sin(q7) cos(q9) 234 u3 g8 + cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 u3

2 2
- sin(q7) u8 sin(q9) u9 - cos(q7) 98 wul + u4 g8 u3 + 2 cos(q9) u9 u3 g8

+ z12 u2 g8 u3 - cos(q7) u7 sin(q9) u9 - u6 g8 ul)/qg8,

2
(cos(q7) 98 - sin(q7) cos(q9) z34 qg8) upil

- sin(q9) z34 up2 + upb
q8

+ cos(q7) up7 + sin(q7) up8 + (sin(q9) 234 u3 g8 ul

2 2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 - z12 u2 g8 - sin(q7) g8 ul

2
- cos(q7) cos(q9) z34 ul g8 + ub g8 ul - sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 u2

2 2 2
- sin(q7) u7 - sin(q7) 98 u2 - sin(q7) u7 sin(q9) u9 - ué g8 u2

2
+ 2 cos(q7) ul u8 g8 - z12 ul g8 + cos(q7) u8 sin(q9) u9 + cos(q7) u8 u7

2
- 2 sin(q7) ul g8 u7 - 2 cos(q9) u9 u2 g8 + cos(q7) 98 u3 u2)/q8

]

DOO3OO555555355555555355 5535555535555 5 5533555555555 55555355555555555555555555>

tmp80:=
subs (diff (q1(t),t)=eql[1],diff(q2(t),t)=eq1[2],diff(q3(t),t)=eql[3],
op(tmp12)):
tmp81:=subs(varstq,subs(varstu,subs(varslect,op(tmp80)))):
tmp82:=map (diff,tmp81,t):
tmp83:=multiply(transpose(Rot1) ,tmp82) :
tmp84:=subs(varslect,subs(varslectu,op(tmp83))):
tmp85:=subs (qpl=eql[1],qp2=eql[2] ,qp3=eql[3],0p(tmp84)):
HHHHH
> alphal:=map(simplify,tmp85,trig);

SES55555555555555555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 5555555>55>>>>
alphal := [ upl, up2, up3 ]
SEOSODOOO555555555555555555555555555555555555555 5555555555555 555555555 5>>>>>>>>

> il:=matrix([[il1X,0,0],[0,i1Y,0],[0,0,i1Z]1]):

HHHHH

> tmp90:=scalarmul (gammal,-mul) :

> tmp91:=scalarmul (add(multiply(il,alphal),crossprod(oml,multiply(il,om1))),-1):
> tmp92:=scalarmul (gamma4,-mu4) :

HHHHH

319
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> Ki_1:=
>  dotprod(vi_1,tmp90)+dotprod(oml_1,tmp91)+dotprod(v4_1,tmp92);

SESOSOO5OD5D55555555555555555555555555555555 5555555555555 5 55555555555 555 555555555 >>
Ki_1l := - ilX upl - u2 ilZ u3 + u3 ilY u2 -
(- 212 - sin(q7) g8 - cos(q7) cos(q9) z34) mud (

2
(- g8 sin(q7) - cos(q7) cos(q9) z34 g8 - g8 z12) upl

+ sin(q9) 234 up3
q8

+ up5 - sin(q7) up7 + cos(q7) up8 + (- 2 sin(q7) ul u8 g8

2
+ sin(q9) 234 u2 g8 ul + sin(q7) cos(q9) z34 ul g8 - 2 cos(q7) ul g8 u7

2 2 2 2
- cos(q7) u7 - sin(q7) u8 u7 + sin(q7) g8 u2 u3 - cos(q7) g8 wu3

2
+ sin(q7) cos(q9) 234 u3 g8 + cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 u3

2 2
- sin(q7) u8 sin(q9) u9 - cos(q7) 98 wul + u4 g8 u3 + 2 cos(q9) u9 u3 g8

+ 212 u2 g8 u3 - cos(q7) u7 sin(q9) u9 - u6 g8 ul)/q8) -
(cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34) muéd (

2
(cos(q7) 98 - sin(q7) cos(g9) z34 g8) upl

- sin(q9) z34 up2 + upb
q8

+ cos(q7) up7 + sin(q7) up8 + (sin(q9) z34 u3 g8 ul

2 2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 - z12 u2 g8 - sin(q7) g8 ul

2
- cos(q7) cos(q9) z34 ul g8 + ub g8 ul - sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 u2

2 2 2
- sin(q7) u7 - sin(q7) 98 u2 - sin(q7) u7 sin(g9) u9 - uéd g8 u2

2
+ 2 cos(q7) ul u8 g8 - z12 ul g8 + cos(q7) u8 sin(q9) u9 + cos(q7) u8 u7

2
2 sin(q7) ul g8 u7 - 2 cos(q9) u9 u2 g8 + cos(q7) 98 u3 u2)/q8)

DOD3OO555555355555555355555355 5533555535555 5555 55553355555 55555555555555555555>

> Ki_2:=
>  dotprod(vi_2,tmp90)+dotprod(oml_2,tmp91)+dotprod(v4_2,tmp92) ;

SESO3OO55D5D55555555555555555555555555555555 5555555555555 5 55555555555 555 555555555 >>
Ki_2 := - i1lY up2 - u3 i1X ul + ul il1lZ u3 -
(z12 + sin(q7) g8 + cos(q7) cos(q9) z34) mud (

2
(cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 z34 + z12 z34) up2

z34
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2
(sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) q8 z34) up3
+ + upd + cos(q9) up9 + (
z34

2 2 2 2 2
- sin(q7) cos(q9) z34 wul u2 - sin(q9) 234 u2 - sin(q9) z34 u3

2
2 cos(q7) u8 z34 u3 + cos(q7) cos(q9) z34 wul u3 + 2 sin(q7) u2 z34 u8

+ sin(q7) 98 ul z34 u3 - ub 234 u3 + 2 sin(q7) u7 z34 u3

2
+ cos(q7) 98 ul z34 u2 - sin(q9) u9 + z12 ul z34 u3 + 2 cos(q7) u7 z34 u2
+ ub z34 u2)/z34) + sin(q9) z34 mud (

2
(cos(q7) 98 - sin(q7) cos(q9) z34 g8) upl

- sin(q9) z34 up2 + up6
q8

+ cos(q7) up7 + sin(q7) up8 + (sin(q9) z34 u3 g8 ul

2 2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 - z12 u2 g8 - sin(q7) g8 ul

2
- cos(q7) cos(q9) z34 ul g8 + ub g8 ul - sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 u2

2 2 2
- sin(q7) u7 - sin(q7) 98 u2 - sin(q7) u7 sin(g9) u9 - uéd g8 u2

2
2 cos(q7) ul u8 g8 - z12 ul g8 + cos(q7) u8 sin(q9) u9 + cos(q7) u8 u7

+

2
2 sin(q7) ul g8 u7 - 2 cos(q9) u9 u2 g8 + cos(q7) g8 u3 u2)/qg8)

DOO3OE555555355555555355 5535555535555 5 5535555555555 55 5553555553555 55555555555>

> Ki_3:=
>  dotprod(vi_3,tmp90)+dotprod(oml_3,tmp91)+dotprod(v4_3,tmp92) ;

S5555555555555555555555555555555555 5555555555 5555555 55555555 5555555555 5555555 5555>5>
Ki_3 := - i1Z up3 - ul i1Y u2 + u2 i1lX ul - (sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) q8)
2

(cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 z34 + z12 z34) up2
mu4 (

z34

2
(sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) g8 z34) up3
+ + up4d + cos(q9) up9 + (
z34

2 2 2 2 2
- sin(q7) cos(q9) 234 ul u2 - sin(q9) 234 u2 - sin(q9) 234 u3

2
- 2 cos(q7) u8 z34 u3 + cos(q7) cos(q9) 234 ul u3 + 2 sin(q7) u2 z34 u8

+ sin(q7) g8 ul z34 u3 - ub 234 uld + 2 sin(q7) u7 z34 u3

2
+ cos(q7) g8 ul z34 u2 - sin(q9) u9 + z12 ul z34 u3 + 2 cos(q7) u7 z34 u2
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+ u6 z34 u2)/z34) - sin(q9) 234 mud (

2
(- g8 sin(q7) - cos(q7) cos(q9) z34 g8 - g8 z12) upl

+ sin(q9) 234 up3
q8

+ upb - sin(q7) up7 + cos(q7) up8 + (- 2 sin(q7) ul u8 g8

2
+ sin(q9) 234 u2 g8 ul + sin(q7) cos(q9) z34 ul g8 - 2 cos(q7) ul g8 u7

2 2 2 2
- cos(q7) u7 - sin(q7) u8 u7 + sin(q7) g8 u2 ud - cos(q7) 98 u3

2
+ sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 + cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 u3

2 2
- sin(q7) u8 sin(q9) u9 - cos(q7) g8 ul + u4 g8 ud + 2 cos(q9) u9 u3 g8

+ 212 u2 g8 u3 - cos(q7) u7 sin(q9) u9 - u6 g8 ul)/q8)
SEOSOODOOOD5OO5555555555555555555555555555 5555555555 5555555 5555555555555 5555555

> Ki_4:=
>  dotprod(vi_4,tmp90)+dotprod(oml_4,tmp91)+dotprod(vé_4,tmp92) ;

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 55555>

Ki_4 := - mul (up4 + u6 u2 - ub u3) - muéd (
2
(cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 z34 + z12 z34) up2
z34
2
(sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) g8 z34) up3
+ + upd + cos(q9) up9 + (
z34
2 2 2 2 2

- sin(q7) cos(q9) 234 ul u2 - sin(q9) 234 u2 - sin(q9) 234 u3

2
- 2 cos(q7) u8 z34 u3 + cos(q7) cos(q9) z34 wul u3 + 2 sin(q7) u2 z34 u8

+ sin(q7) g8 ul z34 u3 - ub z34 u3 + 2 sin(q7) u7 z34 u3

2
+ cos(q7) g8 ul z34 u2 - sin(q9) u9 + z12 ul z34 u3 + 2 cos(q7) u7 z34 u2

+ u6 z34 u2)/z34)
SOOO553555335535553555355535O35O355335335533O335333O33O335O35O33535535553555555555>

> Ki_b:=
>  dotprod(vi_5,tmp90)+dotprod(oml_5,tmp91)+dotprod(v4_5,tmp92) ;

S33333555555335555555355555555 5555555555 5555 55355555555 555 5555555555 55555>5>5>5>555>>>
Ki_5 := - mul (up5 + u4 u3 - u6 ul) - muéd (

2
(- g8 sin(q7) - cos(q7) cos(q9) z34 g8 - g8 z12) upl

+ sin(q9) 234 up3
q8
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+ up5 - sin(q7) up7 + cos(q7) up8 + (- 2 sin(q7) ul u8 g8

2
+ sin(q9) 234 u2 g8 ul + sin(q7) cos(q9) 234 ul g8 - 2 cos(q7) ul g8 u7

2 2 2 2
- cos(q7) u7 - sin(q7) u8 u7 + sin(q7) g8 u2 u3 - cos(q7) 98 u3

2
+ sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 + cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 u3

2 2
- sin(q7) u8 sin(q9) u9 - cos(q7) g8 ul + ud g8 u3 + 2 cos(q9) u9 u3 g8

+ 212 u2 g8 u3 - cos(q7) u7 sin(q9) u9 - u6 g8 ul)/q8)
S333335555555335555553555555 5555355555555 5 555555555555 55 55555555555 555 553535355555 >>>

> Ki_6:=
>  dotprod(vi_6,tmp90)+dotprod(oml_6,tmp91)+dotprod(v4_6,tmp92) ;

DOD3OOE55555355555555355 5535555535555 5 5535555555555 55555355555555555555555555>
Ki_6 := - mul (up6 + ub ul - ué4 u2) - muéd (

2
(cos(q7) 98 - sin(q7) cos(q9) z34 qg8) upil

- sin(q9) z34 up2 + up6
q8

+ cos(q7) up7 + sin(q7) up8 + (sin(q9) z34 u3 g8 ul

2 2 2 2
- cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 - z12 u2 g8 - sin(q7) g8 ul

2
- cos(q7) cos(q9) z34 ul g8 + ub g8 ul - sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 u2

2 2 2
- sin(q7) u7 - sin(q7) g8 u2 - sin(q7) u7 sin(q9) u9 - uéd g8 u2

2
2 cos(q7) ul u8 g8 - z12 ul g8 + cos(q7) u8 sin(q9) u9 + cos(q7) u8 u7

+

2
2 sin(q7) ul g8 u7 - 2 cos(q9) u9 u2 g8 + cos(q7) g8 u3 u2)/q8)

SOO555555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 55555555555555555>

> Ki_7:=
>  dotprod(vi_7,tmp90)+dotprod(oml_7,tmp91)+dotprod(v4_7,tmp92) ;

DOD3OO555555O55555555355553555 553555553555 55355 55555555555 555355555555555555555555>
2

(- g8 sin(q7) - cos(q7) cos(q9) z34 g8 - g8 z12) upl
Ki_7 := sin(q7) mu4 (

q8
+ sin(q9) 234 up3 + upb5 - sin(q7) up7 + cos(q7) up8 + (

2
- 2 sin(q7) ul u8 98 + sin(q9) 234 u2 98 ul + sin(q7) cos(q9) z34 ul g8

2 2
- 2 cos(q7) ul g8 u7 - cos(q7) u7 - sin(q7) u8 u7 + sin(q7) 98 wu2 u3

2 2 2
- cos(q7) 98 u3 + sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8
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2 2
+ cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 u3 - sin(q7) u8 sin(q9) u9 - cos(q7) g8 uil

+ u4 g8 u3 + 2 cos(q9) u9 u3 g8 + z12 u2 g8 u3 - cos(q7) u7 sin(q9) u9

2
(cos(q7) g8 - sin(q7) cos(q9) z34 g8) upl

u6 g8 ul)/qg8) - cos(q7) mud (
q8

- sin(q9) 234 up2 + upb + cos(q7) up7 + sin(q7) up8 + (

2 2
sin(q9) 234 u3 g8 ul - cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 - z12 u2 g8

2 2 2
- sin(q7) 98 ul - cos(q7) cos(q9) z34 ul g8 + ub g8 ul

2 2 2
- sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 u2 - sin(q7) u7 - sin(q7) q8 u2

2
- sin(q7) u7 sin(q9) u9 - ud g8 u2 + 2 cos(q7) ul u8 g8 - z12 ul q8

+ cos(q7) u8 sin(q9) u9 + cos(q7) u8 u7 - 2 sin(q7) ul g8 u7

2
2 cos(q9) u9 u2 g8 + cos(q7) g8 u3 u2)/q8)

SOO55555555555555555555 5555555555555 5555555555555 55 5555555555555 5555555555555 55555>

> Ki_8:=
>  dotprod(vi_8,tmp90)+dotprod(oml_8,tmp91)+dotprod(v4_8,tmp92) ;

DOO3OOE555553555555553555 5535555335555 55 55355555555 55355555355555555555555555555>

2
(- g8 sin(q7) - cos(q7) cos(q9) z34 g8 - g8 z12) upl

Ki_8 := - cos(q7) mud (
q8

+ sin(q9) 234 up3 + ups - sin(q7) up7 + cos(q7) up8 + (

2
- 2 sin(q7) ul u8 g8 + sin(q9) z34 u2 g8 ul + sin(q7) cos(q9) z34 ul q8

2 2
2 cos(q7) ul g8 u7 - cos(q7) u7 - sin(q7) u8 u7 + sin(q7) 98 u2 u3

2 2 2
- cos(q7) 98 u3 + sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8

2 2
+ cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 u3 - sin(q7) u8 sin(q9) u9 - cos(q7) g8 uil

+ u4 g8 u3 + 2 cos(q9) u9 u3 g8 + z12 u2 g8 u3 - cos(q7) u7 sin(q9) u9

2
(cos(q7) 98 - sin(q7) cos(q9) z34 qg8) upil

- u6 g8 ul)/q8) - sin(q7) mud (
q8

- sin(q9) 234 up2 + upb + cos(q7) up7 + sin(q7) up8 + (

2 2
sin(q9) z34 u3 g8 ul - cos(q7) cos(q9) z34 u2 g8 - z12 u2 g8

2 2 2
- sin(q7) 98 ul - cos(q7) cos(q9) z34 ul g8 + ub g8 ul
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2 2 2
- sin(q7) cos(q9) z34 u3 g8 u2 - sin(q7) u7 - sin(q7) q8 u2

2
- sin(q7) u7 sin(q9) u9 - ud g8 u2 + 2 cos(q7) ul u8 g8 - z12 ul g8

+

cos(q7) u8 sin(q9) u9 + cos(q7) u8 u7 - 2 sin(q7) ul g8 u7

2
- 2 cos(q9) u9 u2 g8 + cos(q7) g8 u3 u2)/q8)

SOO55555555555555555555 5535555555555 555 5555555555555 55555555555 555555555555555)>

> Ki_9:=
>  dotprod(vi_9,tmp90)+dotprod(oml_9,tmp91)+dotprod(v4_9,tmp92) ;

SOO555555555555555555555 5535555555555 5555555555555 55 55555555555 5555555555555555555>

2
(cos(q7) cos(q9) z34 + sin(q7) g8 z34 + z12 z34) up2
Ki_9 := - cos(q9) mud (
z34
2
(sin(q7) cos(q9) z34 - cos(q7) g8 z34) up3
+ + upd + cos(q9) up9 + (
z34
2 2 2 2 2

- sin(q7) cos(q9) 234 ul u2 - sin(q9) 234 u2 - sin(q9) 234 u3

2
- 2 cos(q7) u8 z34 u3 + cos(q7) cos(q9) 234 ul u3 + 2 sin(q7) u2 z34 u8

+ sin(q7) g8 ul z34 u3 - ub 234 uld + 2 sin(q7) u7 z34 u3

2
+ cos(q7) 98 ul z34 u2 - sin(q9) u9 + z12 ul z34 u3 + 2 cos(q7) u7 z34 u2

+ u6 z34 u2)/z34)

SEO5OSD55555355555D55555535555555555555555555555555555555555555555555555555555555>>
bytes used=26593920, alloc=3210676, time=144.600
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Annexe B

outils pour la modélisation

B.1 LSD — code d’implémentation Standard ML

B.1.1 la description lexicale de LSD (fichier LSD.lex)

structure Tokens = Tokens

type pos = int

type svalue = Tokens.svalue

type (’a,’b) token = (’a,’b) Tokens.token
type lexresult= (svalue,pos) token

val pos = ref O
val eof = fn () => Tokens.EQOF(!pos, !pos)
val error = fn (e,1 : int,_) =>
(output (std_out,"line " ~ (makestring 1) ~
"1 " T e ™ "\n"))
ho
Y%header (functor LSDLexFun(structure Tokens: LSD_TOKENS));
%s C;
alpha=[_A-Za-z];

digit=[0-9];
id={alpha}({digit}|{alphal})*;
optsign=(ll+lllll_|l)?;

integer={digit}+;

frac="."{digit}+;
exp=(e|E){optsign}{digit}+;
float={integer} ({fract exp}?|{frac}?{exp});

ws = [\ \t];

he

<INITIAL>\n => (pos := (!pos) + 1; lex());
<INITIAL>{ws}+ => (1ex());

<INITIAL>"and" => (Tokens.AND(!pos, !pos));
<INITIAL>"body" => (Tokens.BODY(!pos, !pos));
<INITIAL>""" => (Tokens.CARAT(!pos, !pos));
<INITIAL>":" => (Tokens.COLON(!pos, !pos));

<INITIAL>"," => (Tokens.COMMA(!pos, !pos));
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<INITIAL>"["
<INITIAL>"]?’
<INITIAL>"("
<INITIAL>")"
<INITIAL>"."
<INITIAL>"="
<INITIAL>"apply"
<INITIAL>"end"
<INITIAL>"force"
<INITIAL>"in"
<INITIAL>"join"
<INITIAL>"let"
<INITIAL>"1link"
<INITIAL>"local"
<INITIAL>"on"

<INITIAL>"package"=
<INITIAL>"torque" =

<INITIAL>"with"
<INITIAL>"+"
<INITIAL>"++"
<INITIAL>"%"
<INITIAL>"-"
<INITIAL>"/"
<INITIAL>"@"
<INITIAL>"||"
<INITIAL>";"

=>

(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens

(Tokens
(Tokens
(Tokens

(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens
(Tokens

(Tokens
(Tokens
(Tokens

.LBRACK(!pos, !pos));
.RBRACK(!pos, !pos));
.LPAREN(!pos, !pos));
.RPAREN (!pos, !'pos));
.DOT(!pos, !pos));
.EQUAL(!pos, !pos));
.APPLY(!pos, !pos));
.END(!pos, !pos));
.FORCE(!pos, !pos));
(Tokens.
(Tokens.
.LET(!pos, !pos));
.LINK(!pos, !'pos));
.LOCAL(!pos, !pos));
(Tokens.
.PACKAGE(!pos, !pos));
.TORQUE(!pos, !pos));
.WITH(!pos, !pos));
.PLUS(!pos, !'pos));
.PLUSPLUS (!pos, !pos));
.TIMES(!pos, !pos));

(Tokens.

IN(!pos, !'pos));
JOIN(!pos, !pos));

ON(!pos, !pos));

SUB(!pos, !pos));

.DIV(!pos, !pos));
.AT(!'pos, !'pos));

.PARA(!pos, !pos));
(Tokens.

SEMI (!pos, !pos));

OUTILS POUR LA MODELISATION

<INITIAL>{optsign}{integer} => (Tokens.INT(yytext, !pos, !pos));
<INITIAL>{optsign}{float}
=> (Tokens.ID(yytext, !pos, !pos));
<INITIAL>"?"[_A-Za-z]+

(Tokens.UNKID(substring(yytext, 1, String.length yytext -1),
Ipos, Ipos));
(YYBEGIN C; lex());
(1ex());
(YYBEGIN INITIAL; lex());

<INITIAL>{id}

<INITIAL>"(*"
<C>ll (* "
<C>ll*) "

<C>\n+ =
<C>. =

(pos

(1ex());

>

=> (Tokens.FLOAT(yytext, !pos, !pos));

:= (!pos) + (String.length yytext); lex());
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B.1.2 la description syntaxique de LSD (fichier LSD.grm)

open Utils

val mkVar = Absyn.mkVar

val eqn2bindings = map (fn (x, e) => (mkVar x, e))
he

%verbose

%term
EOF | AND | APPLY | AT | BODY | CARAT | COLON | COMMA
| DIV | DOT | END | EQUAL | FORCE | IN
| JOIN | LBRACK | LET | LINK | LOCAL | LPAREN | ON | PACKAGE | PARA
| PLUS | PLUSPLUS
| RBRACK
| RPAREN | SEMI | SUB | TIMES | TORQUE | WITH
| FLOAT of string
| ID of string
| INT of string
| UNKID of string

%nonterm
program of Absyn.decl list | decl_ss of Absyn.decl list |
decl of Absyn.decl | eqn of string * Absyn.expr |
id of Absyn.expr | tid_cs of (Absyn.var * string) list |
expr of Absyn.expr |
pid of Absyn.expr | qid of Absyn.expr |
constr of Absyn.expr |
mathexpr of Absyn.expr |
eqn_s of (string * Absyn.expr) list |
eqn_cs of (string * Absyn.expr) list |
eqn_cp of (string * Absyn.expr) list |
expr_cs of Absyn.expr list |
expr_cp of Absyn.expr list

%pos int
%start program
%eop EOF
%noshift EQOF

Y%name LSD

%keyword AND BODY END IN LET LINK LOCAL PACKAGE APPLY
%nonassoc PARA

Y%nonassoc AT

%nonassoc PLUSPLUS

%left PLUS SUB
%left TIMES DIV

329
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%left CARAT
%prefer SEMI

he

decl_ss

program :

decl_ss :
| decl SEMI decl_ss

decl : LET eqn_s

OUTILS POUR LA MODELISATION

(decl_ss)

(IO

(decl :: decl_ss)

(Absyn.LET (eqn2bindings eqn_s))

| LET ID LPAREN tid_cs RPAREN EQUAL expr
(Absyn.PARAM (mkVar ID, tid_cs, expr))
| JOIN expr AND expr WITH expr

(Absyn.JOIN({bodyl = expril,

body2 = expr2, link = expr2}))

| PACKAGE ID EQUAL decl_ss END
(Absyn.PACKAGE (mkVar ID, decl_ss))

| APPLY expr ON expr

(Absyn.APPLY ({body = expr2,

eqn : ID EQUAL expr
| FORCE EQUAL expr
| TORQUE EQUAL expr

id : ID
| qid
| pid

tid_cs :
| ID COLON ID
| ID COLON ID COMMA tid_cs

id
UNKID
constr
mathexpr

expr :

force = expril}))
((ID, expr))

(("force", expr))
(("torque", expr))

(Absyn.VAR (mkVar ID))
(qid)
(pid)

(i
([(mkVar ID1, ID2)])
((mkVar ID1, ID2) :: tid_cs)

(id)

(Absyn.UVAR UNKID)
(constr)
(mathexpr)

LBRACK expr COMMA expr COMMA expr RBRACK

(Absyn.VECTOR (exprl, expr2, expr3))

LOCAL egn_s IN expr END
ID LPAREN RPAREN
ID LPAREN expr_cp RPAREN

(Absyn.LOCAL(eqn2bindings eqn_s, expr))
(Absyn.CALL(mkVar ID, []1))
(Absyn.CALL ((mkVar ID), expr_cp))

UNKID LPAREN expr_cp RPAREN (Absyn.UCALL(UNKID, expr_cp))
ID COLON ID LPAREN eqn_cp RPAREN

(Absyn.INST(Absyn.PFID(mkVar ID1, mkVar ID2), sortField eqn_cp))

| ID LPAREN eqn_cp RPAREN

(Absyn.INST(Absyn.FID (mkVar ID), sortField eqn_cp))

| LPAREN expr RPAREN

qid : ID DOT ID

(expr)

(Absyn.SELECT (mkVar ID1, ID2))
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pid : ID COLON ID (Absyn.FROM (mkVar ID1, Absyn.PID (mkVar ID2)))
| ID COLON ID DOT ID
(Absyn.FROM (mkVar ID1, Absyn.SPID (mkVar ID2, ID3)))

constr : BODY eqn_cs END (Absyn.BODY (sortField eqn_cs))
| LINK eqn_cs END (Absyn.LINK (sortField eqn_cs))
| FORCE eqn_cs END (Absyn.FORCE (sortField eqn_cs))
| TORQUE eqn_cs END (Absyn.TORQUE (sortField eqn_cs))
mathexpr : expr PLUS expr (Absyn.BINOP (Absyn.PLUS, exprl, expr2))
| expr TIMES expr (Absyn.BINOP(Absyn.MULT, exprl, expr2))
| expr DIV expr (Absyn.BINOP(Absyn.DIV, exprl, expr2))
| expr SUB expr (Absyn.BINOP (Absyn.SUB, exprl, expr2))
| expr CARAT expr (Absyn.BINOP (Absyn.POWER, exprl, expr2))
|

expr AT expr
(Absyn.FRAME {body = expr2,displacement = exprill})
| expr PARA expr (Absyn.ROTATION {angle = exprl, axis = expr2})
| expr PLUSPLUS expr
(Absyn.DISPLACEMENT {rotation = expr2, translation = expr2})

| INT (Absyn.INT INT)
| FLOAT (Absyn.FLOAT FLOAT)
eqn_s : qup
| egn ([egnl)
| eqn AND eqn_s (eqn :: eqn_s)
(* suite d’e’galite’s (x = expr) se’pare’es par des "," *)
eqn_cs : qup
| eqn ([eqnl)
| eqn COMMA eqn_cs (eqn :: eqn_cs)
eqn_cp : eqn (Legnl)
| eqn COMMA eqn_cp (eqn :: eqn_cp)
(* suite d’expressions se’pare’es par des "," *)
expr_cs : [
| expr ([exprl)
| expr COMMA expr_cs  (expr :: expr_cs)
eXpr_cp : expr (Lexprl)

| expr COMMA expr_cp (expr :: expr_cp)
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B.1.3 la syntaxe abstraite de LSD (fichier absyn.sml)

(* La syntaxe abstraire de LSD *)

structure Absyn =
struct

(* les variables ont un nom et un "identifiant" entier *)
datatype var = V of string * int ref

(* les de’clarations *)
datatype decl =

LET of (var * expr) list
| PARAM of var * (var * string) list * expr
| PACKAGE of var * decl list
| JOIN of {bodyl : expr, body2 : expr, link : expr}
| APPLY of {force : expr, body : expr}
(* les expressions *)
and expr =

VAR of var
| UVAR of string
| INT of string
| FLOAT of string
| SELECT of var * string
(x re’fe’rence a‘ ce qui se trouve dans un "package" *)
| FROM of var * pcomp
| VECTOR of expr * expr * expr
| CALL of var * expr list
| UCALL of string * expr list
| INST of fid * (string * expr) list
| BINOP of binop * expr * expr
| BODY of (string * expr) list
| LINK of (string * expr) list
| FORCE of (string * expr) list
| TORQUE of (string * expr) list
| ROTATION of {angle : expr, axis : expr}
| DISPLACEMENT of {translation : expr, rotation : expr}
| FRAME of {body : expr, displacement : expr}
| LOCAL of (var * expr ) list * expr

and binop =
PLUS | SUB | MULT | DIV | POWER

(* ce qui peut e"tre dans un package P:X ou P:X.mass *)
and pcomp =

PID of var
| SPID of var * string
(* ce qui peut e"tre en position de nom de fonction *)
and fid =
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FID of var
| PFID of var * var

fun mkVar s = V(s, ref (Clock.clock()))
fun getName (V(name, _)) = name

datatype ty =
INTty

| FLOATty

| SCALARty

| BODYty

| FRAMEty

| LINKty

| FORCEty

| TORQUEty

| DISPLty

| ROTty

| VECTORty

| MATRIXty

| PARAMty of (string * ty) * ty

| PACKAGEty of (string * ty) list

| UNKNOWNty

type varInfo = {ty : ty}
exception Unknown

(* la table dans laquelle on range les infos sur les variables *)
val VarTable : varInfo Intmap.intmap = Intmap.new (1024, Unknown)

fun getType (V(name, ref id)) =
#ty (Intmap.map VarTable id)
handle Unknown => (print ("unbound variable
raise Unknown)

name) ;
fun setType (V(_, ref id), ty) =
(Intmap.add VarTable (id, {ty = ty}); ty)

end
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B.1.4 le mécanisme de typage de LSD (fichier typecheck.sml)

structure Components =
struct

val body = Utils.sortField [("mass", Absyn.SCALARty)]
val force = Utils.sortField []

val link = Utils.sortField []

val torque = Utils.sortField []

end

structure TypeChecker =
struct

open Absyn
exception unbound

fun binder [] k = raise unbound
| binder ((V(k, ref i))::t) k’> = if k = k’ then i
else binder t k’
fun bind e v = v::e
fun binded (v,e) =
let val _ = binder e (getName v) in true end
handle unbound => false
fun compose el e2 = el Q@ e2
fun merge (lenv) = fold (op @) lenv []

fun bindvar env (v as V(name, id)) =
if binded (v, env) then id := binder env name else ()

fun bindDecl env decl =
case decl of
LET 1 =>
(app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1;
rev (map (fn (v, _) => v) 1))
| PARAM (f, 1, e) =>
(bindExpr ((map (fn (x, t) => x) 1) @ env) e;
£
| PACKAGE (v, d1) =>
(bindDecls [1 d1; [v])
| JOIN {bodyl, body2, link} =>
(bindExpr env body1l;
bindExpr env body2;
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bindExpr env link;
D
| APPLY {body, force} =>
(bindExpr env body; bindExpr env force; [])

and bindExpr env expr =
case expr of
VAR v => bindvar env v
| UVAR v => ()
| INT i => O
| FLOAT £ => O
| SELECT (v, c) => bindvar env v
| FROM(p, PID v) => (bindvar env p; bindvar env v)
| FROM(p, SPID(v, c)) => (bindvar env p; bindvar env v)
| VECTOR (el, e2, e3) => app (bindExpr env) [el, e2, e3]
| CALL (v, 1) => (bindvar env v; app (bindExpr env) 1)
| INST (FID v, 1) => (bindvar env v; app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1)
| INST (PFID(p, v), 1) =>
(bindvar env v; app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1)
BINOP(_, el, e2) => (bindExpr env el; bindExpr env e2)
BODY 1 => (app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1)
LINK 1 => (app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1)
FORCE 1 => (app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1)
TORQUE 1 => (app (fn (_, e) => bindExpr env e) 1)
ROTATION {angle, axis} => (bindExpr env angle; bindExpr env axis)
DISPLACEMENT {translation, rotation} =>
(bindExpr env translation; bindExpr env rotation)
| FRAME {body, displacementl} =>
(bindExpr env body; bindExpr env displacement)
| LOCAL (d1, e) =>
let val nenv = (app (fn (_, e) => bindExpr env e) dl;
rev (map (fn (v, _) => v) dl))
in bindExpr (compose nenv env) e end

and bindDecls env 1 =
let fun iter env [] = []
| iter env (h::t) =
let val nenv = bindDecl env h

in
compose nenv (iter (compose nenv env) t)
end
in
rev (iter env 1)
end

(* la gestion simpliste des erreurs *)
exception TCexn of string
fun TCError mesg = raise (TCexn mesg)

fun isScalar INTy = true
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| isScalar FLOATty = true
| isScalar _ = false
(* la fonction qui donne le type des variables "inconnues" *)
fun TCUvar s =
case s of
"s" => SCALARty
| "scalar" => SCALARty
| _ => TCError "unknown unknown"
fun TypeCheck decl =
case decl of
LET 1 =>
map (fn (v, e) => (v, setType (v, TC e))) 1
| PACKAGE (v, dl) =>
let val tdl = fold (op @) (map TypeCheck dl1) [] in
L(v,
setType(v, PACKAGEty (map (fn (v, t) => (getName v, t)) tdl)))]
end
| PARAM (f, 1, e) => TCError "TypeCheck/NYI PARAM"
| JOIN {bodyl, body2, link} =>
(case (TC bodyl, TC body2, TC link) of
(BODYty, BODYty, LINKty) => []
| _ => TCError "invalid JOIN")
| APPLY {force, body} =>
(case (TC force, TC body) of
(FORCEty, BODYty) => []
| _ => TCError "invalid FORCE")

and TC expr =
case expr of
VAR v => getType v
| UVAR s => TCUvar s
| INT i => SCALARty
| FLOAT £ => SCALARty
| SELECT (v, c) =>
let fun validComp (c, spec) =
Utils.getField (spec, c)
handle Utils.NotAField _ => TCError "not a field"
in
case getType v of
BODYty => validComp (c, Components.body)
| LINKty => validComp (c, Components.link)
| FORCEty => validComp (c, Components.force)
| TORQUEty => validComp (c, Components.torque)
| _ => TCError "non valid selection"
end
| FROM(p, PID v) =>
let val t = getType p in
case t of
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PACKAGEty 1 => UNKNOWNty
| _ => TCError ((getName p)~" is not a package")
end
| FROM(p, SPID(v, c)) => UNKNOWNty
| VECTOR (el, e2, e3) =>
let val (t1, t2, t3) = (TC el, TC e2, TC e3) in
UNKNOWNty
end
CALL (v, 1) => UNKNOWNty
INST (FID v, 1) => UNKNOWNty
INST (PFID(p, v), 1) => UNKNOWNty
BINOP(bop, el, e2) =>
(case (TC el, TC e2) of
_ => UNKNOWNty)
BODY 1 => (TCSpec (1, Components.body); BODYty)
LINK 1 => (TCSpec (1, Components.link); LINKty)
FORCE 1 => (TCSpec (1, Components.force); FORCEty)
TORQUE 1 => (TCSpec (1, Components.torque); TORQUEty)

| ROTATION {angle, axis} =>
(case (TC angle, TC axis) of
(SCALARty, VECTORty) => ROTty
| _ => TCError "not a valid rotation")
| DISPLACEMENT {translation, rotation} =>
(case (TC translation, TC rotation) of
(VECTORty, ROTATIONty) => DISPLty
| _ => TCError "not a valid displacement")

| FRAME {body, displacement} =>
(case (TC body, TC displacement) of
(BODYty, DISPLty) => FRAMEty
| _ => TCError "not a valid frame")

| LOCAL (dl, e) =>

let

val t = UNKNOWNty
in

UNKNOWNty
end

| _ => TCError "strange expression"

(* suppose que 1 et spec sont trie’es *)
and TCSpec (1, spec) =
case (1, spec) of
(1, _) => true
| ((c, e)::xr, (c?, t?)::x’) =>
if ¢ = ¢’ then
let val t = TC e in
if t = t’ then
TCSpec(r,r’)
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(*

*)

end

else

TCError "wrong component type"

end
else
TCSpec(l, r’)
=> TCError "wrong component"

LET 1 =>
PARAM (f, 1, e) =>
PACKAGE (v, d1) =>
JOIN {body1l, body2,

link} =>

VAR v =>

INT 1 =>

FLOAT £ =>

SELECT (v, c) =>
FROM(p, PID v) =>
FROM(p, SPID(v, c))
VECTOR (el, e2, e3)
CALL (v, 1) =>
INST (FID v, 1) =>
INST (PFID(p, v), 1) =>
BINOP (bop, el, e2) =>
BODY 1 =>

LINK 1 =>

ROTATION {angle, axis} =>

L)
Vv Vv

DISPLACEMENT {translation, rotation} =>

FRAME {body, displacement} =>
LOCAL (d1, e) =>
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B.2 manipulation d’expressions matricielles — code MAPLE

CAPOLSINI Patrick
INRIA - Universite’ de Nice
1991

#

#

#

#

#

# * De’finition d’ope’rateurs matriciels

# * Les re‘gles de simplifications associe’es
# * Les re‘gles d’expansion associe’es

# * L’e’valuation effective des expressions (apres remplissage des
# matrices)

# * Les utilitaires de calcul de taille et de proprie’te’

#

#

# LES OPERATEURS MATRICIELS

# Remise a‘ zero des tables de remember

# ENTREE : NULL

# SORTIE : NULL

# EFFET DE BORD : remise a zero des tables de remember
init_mat_op := proc()

# les ope’rateurs
forget (‘&*);
forget (‘&+¢);
forget (‘& );
forget (‘&t*);
forget (‘&™) ;
forget(‘&s‘);
forget (‘&i¢);
forget(‘&.¢);
forget (‘&x);

# les expansions
forget (expand) ;
forget (‘expand/&x*‘) ;
forget (‘expand/&+¢);
forget (‘expand/&s‘);
forget (‘expand/&t‘);
forget(‘expand/&~¢);
forget (‘expand/&~¢);
forget (‘expand/frame‘) ;

# les utilitaires matriciels
forget(get_dim);
NULL;

end:

# Remise a‘ zero des tables de remember

# ENTREE : NULL

# SORTIE : NULL

# EFFET DE BORD : remise a zero des tables de remember
init_evalmat := proc()

forget(‘evalmat/&™‘);

forget (‘evalmat/&s‘);

forget (‘evalmat/&*‘);
forget(‘evalmat/&+¢);

forget (‘evalmat/&~¢);

forget (‘evalmat/&t‘);
forget(‘evalmat/auto_assign‘);
NULL;

end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle

# la multiplication matricielle

# &x(A, &*(B,C)) = &*(A,B,0)
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# &*(A,Id) = &*(Id,A) = Id

# &x(A, A& 2) = A& 3

# &x(A, 0) = &+(0, A) =0

# A &x (&s(x, B)) = &s(x, (A &+ B))
# A &x (&7 A) = (& A) &*x A =0

‘&* ¢ :=proc()

local _AA, i, j, s, aux;

options remember;

_AA := [args];
_AA := map(proc(x) if x <> Id then x fi end,_AA);
_AA := map(proc(x,pn)
if type(x,function) and (op(0,x) = pn) then op(x) else x fi
end ,
_AA,procname) ;

# Pour regrouper les puissances
for i from 2 while i <= nops(_AA) do
aux:=’bidon’;
if type(_AA[i],‘&"¢) and
(op(1,_AA[i]) =_AA[i-1]) then #A &x (A"2)
aux:=‘&~“(_LAA[i-1],0p(2,_AA[i])+1);
elif type(_AA[il,‘&" ‘) and type(_AA[i-1],‘&"‘) and
(op(1,_AA[i])=op(1,_AA[i-1])) then #(A"2) &*x (A"3)
aux:=‘¢~“(op(1,_AA[i]),op(2,_AA[i])+op(2,_AA[i-1]));
elif type(_AA[i-1],‘&"¢) and
(op(1,_AA[i-1]1)=_AA[i]) then #(A"2) &* A
aux:=‘&" “(_AA[i],op(2, _AA[i-1])+1);
elif _AA[i]=_AA[i-1] then #A &*x A
aux:=‘¢"“(_AA[i],2);
elif type(_AA[i], ‘&™‘) and #A &x (& A)
(op(1, _AA[i]) = _AA[i-1]) then
RETURN (0) ;
elif type(_AA[i-1], ‘&”¢) and #(& A) &x A
(op(1, _AA[i-11) = _AA[il) then
RETURN (0) ;
fi;
if aux<>’bidon’ then
_AA := subsop(i-1 = NULL,i = aux,_AA);
AA := subs(Id=NULL,_AA);
i:=i-1;
fi;
od;
if member(0,_AA) then RETURN(O) fi;
if _AA = [] then RETURN(Id) fi;
if nops(_AA) = 1 then RETURN(op(_AA)) fij;
# Pour extraire les multiplications scalaires
if member(true,map(type, _AA,‘&s‘)) and nops(_AA) <> 1 then
s:=1;
for i to nops(_AA) do
if type(_AA[i], ‘&s‘) then
s := s * op(1, _AA[i]);
_AA := subsop(i = op(2, _AA[i]), _AA);
fi;
od;
RETURN(‘&s‘ (s, ‘&*‘(op(_AA))));
fi;
’procname’ (op (_AA))
end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle

# 1’addition matricielle

# A&t 0=0%&+A=0

# &s(a, A) &+ &s(b, A) = &s(a+b, A)
‘&+¢ := proc()

local _AA, i, t, s, m, mats, result;
options remember;

_AA
_AA

[args];
map(proc(x) if x <> O then x fi end,_AA);
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_AA := map(proc(x,pn)

if type(x,function) and (op(0,x) = pn) then op(x) else x fi

end
_AA,procname) ;
_AA := sort(_AA, ‘address‘);
if _AA = [] then RETURN(O) fi;
# Rajouts personnels
t := table(); mats := NULL; result := NULL;
for i in _AA do
if type(i, ‘&s‘) then
s := op(1, i);
m := op(2, i);
if assigned(t[m]) then

t[m] := t[m] + s;
else
t[m] := s; mats := mats, m;
fi;
else

if assigned(t[i]) then
t[i] := t[i] + 1;

else
t[i] := 1; mats := mats, ij;
fi;
fi;
od;
mats := sort([mats], ‘address‘);

for i to nops(mats) do
if t[mats[il] = 1 then

result := result, mats[i];
elif t[mats[i]] <> O then
result := result, ‘&s‘(t[mats[il]], mats[i]);
fi;
od;
if nops([result]) = 1 then
result
elif nops([result]) = O then
0
else
’procname’ (result)
fi;

end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle

# la puissance matricielle

#A& 1=A

# A& 0=1d

#0& x=0

# &s(x, A) & y = &s(x"y, (A & y))

‘&~ ¢:=proc()

local _AA;

options remember;

_AA := [args];
_AA := map(proc(x) if x <> 1 then x fi end,_AA);
if nops(_AA) = 1 then RETURN(_AA[1]) fi;
if _AA = [] then RETURN(1) fij;
# Rajouts personnels
if _AA[2]=0 then RETURN(Id) fi;
if _AA[1]=0 then RETURN(O) fij;
if type(_AA[1],‘&s‘) then
RETURN(‘&s‘ (op(1, _AA[1]1)~_AA[2],
‘&~ (op(2, _AA[1D), _AA[21)));

fi;
’procname’ (op(_AA))
end:

# ENTREE : 1’argument de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle
# la transposee matricielle

3
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# &t(0) =0

# &t(Id) = Id

# &t(&t A) = A

# &t (& A) - &"A

# &t (&s(ab, A)) = &s(ab, &t(A))
‘&t :=proc()

local _AA, aux;

options remember;

_AA := [args];
if nops(_AA) <> 1 then ERROR(‘not used as unary‘) fij;
# Rajouts personnels
if _AA[] = O then
RETURN (0) ;
elif _AA[] = Id then
RETURN(I4d) ;
elif type(_AA[], ‘&t¢) then
RETURN (op(_AA[1));
elif type(_AA[]l, ‘&™¢) then
RETURN(‘&s‘ (-1, _AA[1));
elif type(_AA[]l, ‘&s‘) then
RETURN(‘&s (op(1, _AA[1), ‘&t (op(2, _AA[I))))
fi;
’procname’ (op(_AA)) ;

end:

# ENTREE : 1’argument de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle
# le tild matriciel

#&°(0) =0

# &~ (&s(ab, A)) = &s(ab, (&~ A))

‘&~ ¢:=proc()

local _BB, aux;
options remember;

_BB := [args];
if nops(_BB) <> 1 then ERROR(‘not used as unary‘) fij;
# Rajouts personnels
if _BB[1=0 then
RETURN (0) ;
elif type(_BB[], ‘&s‘) then
RETURN(‘&s‘ (op(1, _BB[1), ‘&~ ‘(op(2, _BB[1))));
fi;
’procname’ (op(_BB)) ;
end:

ENTREE : les arguments de 1’operateur
SORTIE : 1’expression matricielle

la multiplication par un sclaire
&s(0, A) =0

&s(1, A) = A

&s(2, &s(3, A)) = &s(6, A)

‘&s¢ := proc()

local _BB;

options remember;

HHEHEHHHR

_BB := [args];
if nops(_BB) <> 2 then ERROR(‘not used as binary‘) fi;
# Rajouts personnels
if _BB[1] = 0 or _BB[2] = O then
RETURN (0) ;
elif _BB[1] = 1 then
RETURN(_BB[2]);
elif type(_BB[2], ‘&s‘) then
RETURN(‘&s‘(_BB[1] * op(1, _BB[2]), op(2, _BB[2])))
fi;
’procname’ (op(_BB)) ;
end:

# Operateurs definis a partir des autres
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# ENTREE : 1’argument de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle
# 1’inverse matriciel

# definition par &i(A) = A & -1

# &i(&i (A)) = A

‘&i‘:=proc(x)

options remember;

if nargs <> 1 then ERROR(‘invalid arguments‘) fij;

if type(x, ‘&”~¢) and (op(2, x) = -1) then
RETURN (op(1, x));

fi;
if op(1, x) = Id then RETURN(Id) fi;
‘& (x, -1);

end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle

# le produit scalaire

# definition par &.(A, B) = &t(A) &* B

# &.(&s(2, A), B) = &s(2, (&t(A) &* B))

# &.(B, A) = &t(A) &*x B

# mise sous forme canonique (cf ci-dessous)
‘&.¢:=proc()

local _AA, aux, i;

options remember;

_AA := [args];
if nops(_AA) <> 2 then
ERROR(‘bad number of arguments‘)
elif member (0, _AA) then
RETURN (0) ;
fi;
# Rajouts personnels
aux:=1;
for i in _AA do
if type(di, ‘&s‘) then
aux := aux * op(1l, i);
_AA := subs(i = op(2, i), _AA);
fi;
od;
_AA := sort(_AA, ‘address‘);
‘gs‘ (aux, ‘&x (&t (_AA[1]), _AA[2]1));

end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle

# le produit vectoriel

# definition par &x(A, B)=&*(&~ A , B)

# &x(A, A) =0

# &x(A, 0) =0

# &x(&s(2, A), B) = &s(2, (&~ (A) &* B))

# mise sous forme canonique (cf ci-dessous)

‘&x ¢ :=proc()
local _BB, _BB2, aux, i;
options remember;

_BB:=[args];
if nops(_BB)<>2 then
ERROR(‘bad number of arguments‘)
elif member(0,_BB) or _BB[1] = _BB[2] then
RETURN(0) ;
fi;
# Rajouts personnels
aux := 1;
for i in _BB do
if type(d, ‘&s‘) then
aux := aux * op(1, 1i);
_BB := subs(i = op(2, i),_BB);

343
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fi;
od;
_BB2 := sort(_BB, ‘address‘);
if _BB2 <> _BB then aux := - aux fi;
‘&s‘ (aux, ‘&*¢(‘&~“(_BB2[1]), _BB2[2]));
end:
# LES TYPES DES OPERATEURS
# ENTREE : une expression matricielle
# SORTIE : true ou false

‘type/&* ‘¢ :=proc(x)

type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&*‘);

end:

‘type/&+* :=proc(x)

OUTILS POUR LA MODELISATION

type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&+¢);
end:
‘type/&” ¢ :=proc(x)
type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&"¢);
end:
‘type/&t ‘¢ :=proc(x)
type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&t¢);
end:
‘type/&~ ¢ :=proc(x)
type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&");
end:
‘type/&s‘ :=proc(x)
type (x,function) and evalb(op(0,x)=‘&s‘);
end:
‘type/&. ¢ :=proc(x)
type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&.);
end:
‘type/&x‘ :=proc(x)
type(x,function) and evalb(op(0,x)=‘&x);
end:
# LES REGLES D’EXPANSION
# Attention expand/toto est appelle surles arguments de toto et non sur
# 1’expression elle meme
# ENTREE : les arguments de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle expansee
# le expand/&* a 2 arguments
‘expand_mult2¢ := proc(el, e2)
if type(e2, ‘&+‘) then
map((x,c) -> expand(‘&*‘(c, x)), €2, el); ";
elif type(el, ‘&+‘) then
map((x,c) -> expand(‘&*‘(x, c)), el, e2); ";
else
‘&x‘(el, e2);
fi;
end:
# ENTREE : les arguments de 1’operateur
# SORTIE : 1’expression matricielle expansee

# A &x (B &+ C &+ D) = A&*B &+ A&*C &+ A&x*D

‘expand/&*‘ :=proc()
local 1l_args, i, aux;
options remember;

1_args := map(expand, [args]);
if nops(l_args) = 2 then
‘expand_mult2‘(1l_args[1], l_args[2]);
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else
‘expand/&*‘ (‘expand_mult2‘(1l_args[1], 1l_args[2]),
1_args[3..nops(1l_args)]);
fi;
end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle expansee
# expansion du &+

‘expand/&+¢ := proc()

local 1_args;

options remember;

1_args := map(expand, [args]l);
‘g+(1_argsl]);
end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle expansee
# expansion du &s

‘expand/&s‘ := proc()

local 1_args;

options remember;

1_args := map(expand, [args]l);
‘&s‘(1_args([]);
end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle expansee
# &t (A &* B) = &t(B) &* &t(A)

# &t(A &+ B) = &t(A) &+ &t(B)
‘expand/&t ¢ :=proc()

local 1, i, aux, x;

options remember;

x := expand(args);
aux := [];
if type(x, ‘&+‘) then
expand (map (‘expand/&t‘, x)); ";
elif type(x, ‘&*‘) then
1 := [op(x)];
for i from nops(1l) by -1 to 1 do
aux:=[aux[], expand(‘&t‘(1[i]1))];
od;
expand (‘& (aux[1));
else
‘gt (x);
fi;
end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle expansee

# & (A &+ B &+ C) = & (A) &+ &"(B) &+ &~ (C)

# &7 (&7 (A) &+ B) = &"(A) &+ &~ (B) &+ &s(-1, & (B) &* &"(A))
‘expand/&~ ‘ :=proc()

local oplx, op2x, X;

options remember;

x := expand(args);
if type(x, ‘&+¢) then
expand (map (proc(x) expand(‘&~‘(x)) end, x)); ";
elif type(x, ‘&*‘) and type(op(1l, x), ‘&~¢) then
oplx := op(1, x);
subsop(1 = NULL, x); op2x := ";
expand (expand ( ‘&*‘ (oplx, expand(‘&~‘(op2x)))) &+
&s(-1, expand(‘&*‘(expand(‘&~‘(op2x)), oplx)))
)i "
else
‘&7 (x);
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fi;
end:

# ENTREE : les arguments de 1’operateur

# SORTIE : 1’expression matricielle expansee

# & (A &x B, -1) = (B & (-1)) &* (A & (-1))

# & (A &+ B, x) = &*(A,B, ... ,A,B) x fois bien sur
‘expand/&"‘ :=proc()

local i, 1_args;

options remember;

1_args:=map(expand, [args]) ;
if type(l_args[1], ‘&*‘) then
if 1_args[2]=-1 then
map (proc(x) ‘&~ ‘(x,-1) end,
[op(nops(1_args[1])+1-i,1_args[1]) $ (i = 1 .. nops(l_args[1]))]1);
RETURN(“&*‘ (op(")));
elif type(l_args([2],numeric) then
RETURN (“&* ¢ (op (map (op, [[1_args[1]1] $ 1_args[211))));

fi;
else
‘g~ (op(l_args));
fi;
end
# EVALUATION EFFECTIVE D’UNE EXPRESSION MATRICIELLE

# ENTREE : un vecteur

# SORTIE : une matrice representant le tild du vecteur
# Construction du tild d’un vecteur

# Internal use only

‘evalmat/&~ ¢ := proc(v)

local res;

options remember;

if not(type(v, vector)) then
ERROR(‘Bad type of argument®);

elif op(2, op(2, eval(v))) <> 3 then
ERROR(‘Bad vector size‘);

else
res := array(1..3,1..3,antisymmetric);
res[2,1] := v[3];
res[3,1] := - v[2];
res[3,2] := v[1];

fi;

op(res);

end:

Detection de la multiplication de deux scalaires

Multiplication par un scalaire (linalg[scalarmul] mais avec les arguments
inverses)

ENTREE : les arguments d’un ‘&s°

SORTIE : la matrice ou le vecteur resultat

Internal use only

‘evalmat/&s‘¢ := proc()

options remember;

HHEHHEHH

if get_dim(args[2]) = [1, 1] then
args[1] * args([2];
else
linalg[scalarmul] (args[2], args[1]);
fi;
end:

# Detection de 1l’addition de deux scalaires

# Addition de matrices (linalgl[add] mais avec plusieurs arguments)
# ENTREE : les arguments d’un ‘&+¢

# SORTIE : la matrice ou le vecteur resultat

‘evalmat/&+¢ := proc()

options remember;
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if nargs = 1 then
args[1];
elif nargs = 2 then
if get_dim(args[1]) = [1, 1] and get_dim(args[2]) = [1, 1] then
args[1] + args([2];

else
linalgladd] (args[1], args([2]);
fi;
else
‘evalmat/&+¢ (args[1], ‘evalmat/&+‘(args[2..nargs]l));
fi;

end:

# Detection de la mise a la puissance d’un scalaire scalaire
# Mise a la puisance d’une matrice

# ENTREE : les arguments d’un ‘&"¢

# SORTIE : la matrice ou le vecteur resultat

# Internal use only

‘evalmat/&"¢ := proc()

options remember;

if args[2] = -1 then
linalg[inverse] (args[1]);
elif get_dim(args[1]) = [1, 1] then
args[1] ~ args[2];
else
linalg[multiply] (args[1]$args[2]);
fi;
end:

# Detection de la multiplication de deux scalaires
# la multiplication par O

# Multiplication des matrices

# ENTREE : les arguments d’un ‘&*°¢

# SORTIE : la matrice ou le vecteur resultat

# Internal use only

‘evalmat/&*¢ := proc()

local dim;

options remember;

if map(get_dim, [args]) = [[1, 1]$nargs] then
convert([args], ‘*°);

elif member(0, [args]) then
dim := get_dim(‘&x*‘(args));
if dim = [1, 1] then

0;
else
array(1l..dim[1], 1..dim[2],sparse);
fi;
else
linalg[multiply] (args) ;

fi;
end:

# Detection du bug de linalg[transpose] pour les antisymmetric
# Transposition des matrices

# ENTREE : 1’argument d’un ‘&t¢

# SORTIE : la matrice ou le vecteur resultat

# Internal use only

‘evalmat/&t¢ := proc()

local res, dim, i, j;

options remember;

dim := get_dim(args[1]);
if get_prop(args[1]) = antisymmetric then
res := array(l..dim[1], 1..dim[2], antisymmetric);
for i to dim[1] do
for j from (i+1) to dim[2] do
res[i, jl := - args[11[i, jl;
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od;
od;
RETURN (op(res)) ;
else
linalg[transpose] (args[1]);
fi;
end:
# ENTREE : une expression matricielle, <true>
# Si appellee avec un second argument true (c’est un appel
# recursif), il n’y a alors pas de calcul des valeurs non
# assignees
# Si appellee avec un second argument false il y a mise a
# zero des tables de remember
# SORTIE : la matrice ou le vecteur resultat
# Toutes les expressions doivent etre des vecteurs ou des matrices
# Ceci n’est qu’une ebauche de ce que devra etre la fonction plus tard

evalmat := proc()
local mats, exp, dim;
options remember;

exp := args[1];
if nargs = 1 then
mats := map(proc(x) if get_dim(x) <> [1, 1] and
not (type(x, array)) and x <> O then
x fi; end,
indets(exp, name));
if mats <> {} then
print (‘WARNING automatical assignation for :¢);

print (op(mats)) ;
fi;
fi;
if nargs = 2 and not(args[2]) then # appel avec false
‘init_evalmat‘(); # modif le 7/04
fi;

if type(exp, name) then
if exp = ‘Id¢ then
array(1..3, 1..3, identity);
elif type(exp, array) then # modif le 12/02
map (evalmat, exp);
elif get_dim(exp) = [1, 1] then

op(exp);
else
‘evalmat/auto_assign‘(exp, get_dim(exp), get_prop(exp));
fi;
elif type(exp, array) then
#op(exp);

map(evalmat, exp, true);
# elif exp = 0 and get_dim(exp) <> [1, 1] then
# dim := get_dim(exp);
# array(1..dim[1], 1..dim[2], sparse);

elif type(exp, ‘&s‘) then
‘evalmat/&s‘ (op(map(evalmat, exp, true)));
elif type(exp, ‘&+‘) then
‘evalmat/&+‘ (op(map(evalmat, exp,true)));
elif type(exp, ‘&~ ¢) then
‘evalmat/&” ¢ (op(map(evalmat, exp, true)));
elif type(exp, ‘&*‘) then
‘evalmat/&* ¢ (op(map(evalmat, exp, true)));
elif type(exp, ‘&t¢) then
‘evalmat/&t‘ (evalmat (op(exp), true));
elif type(exp, ‘&~ ‘) then
‘evalmat/&~ ¢ (evalmat (op(exp), true));
elif type(exp, function) and op(0, exp) = frame then
evalmat (_frame[op(exp)])

# evalmat (_frame[op(exp)], true)
elif type(exp, {numeric, name, function}) then # modif le 12/02
exp;
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elif type(exp, {‘*¢, ‘*x‘, ‘+‘}) then # modif le 12/02
map (evalmat, exp);

else
ERROR(‘Matricial evaluation not defined‘);

fi;

end:

# ENTREE : un nom de matrice ou de vecteur, sa taille, sa propriete
# SORTIE : le vacteur ou la matrice apres "remplissage"

# "Remplissage" d’une matrice a partir de sa taille et de son nom
‘evalmat/auto_assign := proc(nom, dim, prop)

local res, i, j;

options remember;

if dim = [1, 1] then
RETURN (nom) ;
elif dim = [3, 1] then
res := array(1l..3);
for i to 3 do
res[i] := nom.‘[‘.i.‘]°¢;
od;
elif prop = identity then
res := array(l..dim[1], 1..dim[2], prop);
elif prop = antisymmetric then
res := array(l..dim[1], 1..dim[2], prop);
for i to dim[1] do
for j from (i+1) to dim[2] do
res[i, j] := nom.‘[“.i.%,¢.5.1°¢;
od;
od;
else
if prop = symmetric then
res := array(l..dim[1], 1..dim[2], prop);
else
res := array(l..dim[1], 1..dim[2]);
fi;
for i to dim[1] do
for j to dim[2] do

res[i, j] := nom.[¢.i.¢,°.3.7¢;
od;
od;

fi;
op(res);
end:
# UTILITAIRES MATRICIELS
# Les versions table globale et mat(_nom, dim, prop) st acceptees

# ENTREE : une expression matricielle, <true>

# si second argument est true, il y a verification de
# coherence des tailles

# SORTIE : la dimension recherchee

get_dim := proc(exp, bool)

local aux;

options remember;

if nargs = 2 and bool and not(verif_dim(exp)) then
ERROR(‘Bad dimension in expression®);
fi;
if type(exp, array) then
aux := [op(2, eval(exp))];
if nops(aux) = 2 then
[op(2, aux[1]), op(2, aux[2])];

else
[op(2, aux[1]), 11;
fi;
elif assigned(_mat) and
_mat [exp] <> O then # si dimension dans tables globale
_mat [exp] [1];
elif type(exp, function) and # si objet du genre mat(_nom, dim,...)
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op(0, exp) = mat then
op(2, exp);
elif type(exp, ‘&~ ‘) then
[3, 31;
elif type(exp, ‘&t¢) then
get_dim(op(exp));
["[21, "[11]1;
elif type(exp, ‘&~¢) then
get_dim(op(1, exp));
elif type(exp, ‘&*‘) then
[get_dim(op(1, exp))[1],get_dim(op(nops(exp), exp))[2]1];
elif type(exp, ‘&s‘) then
get_dim(op(2, exp));
elif type(exp, ‘&+‘) then
get_dim(op(1, exp));

elif type(exp, ‘function‘) and op(0, exp) = ‘frame‘ then
get_dim(op(1l, exp));

else # un scalaire
[1,1];

fi;

end:

# ENTREE : un nom de variable, une taille

# SORTIE : NULL

# EFFET DE BORD : affectation du resultat de "get_dim"
# De’clare la dimension d’une variable

put_dim := proc(exp, ltaille)

if _mat[exp] <> O then

_mat[exp] := op(subsop(l=ltaille, [_mat[exp]]));
else

get_dim(exp) := ltaille;
fi;
NULL;

end:

# Verification de la coherence des dimensions d’une expression
# ENTREE : une expression matricielle

# SORTIE : true ou false

verif_dim := proc(exp)

local 1_dim;

if type(exp, ‘&~ ‘) then
RETURN (evalb(get_dim(op(exp)) = [3, 11));
elif type(exp, ‘&~ ¢) then
get_dim(op(1, exp));
RETURN (evalb("[1] = "[2]));
elif type(exp, ‘&*‘) then
1_dim := map(get_dim, [op(exp)]);
for i to nops(l_dim)-1 do
if 1_dim[iJ[2] <> 1_dim[i+1][1] then
RETURN (false);
fi;
od;
elif type(exp, ‘&s‘) then
RETURN (type(op(1, exp), algebraic));
elif type(exp, ‘&+‘) then # tous de meme dimension
1_dim := map(get_dim, [op(exp)]);
RETURN (type (1_dim, [1_dim[1]$(nops(1_dim))]1));

elif type(exp, ‘function‘) and op(0, exp) = ‘frame‘ then
RETURN(get_dim(op(1, exp), true))

fi;

true;

end:

# ENTREE : un nom de matrice ou de vecteur

# SORTIE : la propriete attachee a la matrice (si il y a lieu)

# a savoir : vector, matrix, symmetric, antisymmetric, rotation,
# translation

get_prop := proc(exp)
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end:

if type(exp, array) then
RETURN(linalg[indexfunc] (exp));
elif assigned(_mat) and
_mat [exp] <> O then # si propriete dans tables globale
RETURN (_mat [exp] [2]);

elif type(exp, function) and # si objet du genre mat(_nom, dim,...

op(0, exp) = mat then
RETURN (op(3, exp));
fi;
NULL;

# ENTREE : un nom de variable, une propriete

# SORTIE : NULL

# EFFET DE BORD : affectation du resultat de "get_prop"
# De’clare la proprie’te’ d’une variable

put_

end:

prop := proc(exp, prop)

if _mat[exp] <> O then
_mat[exp] := op(subsop(2=prop, [_matl[expll));
else
get_prop(exp) := prop;
fi;
NULL;
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B.3 manipulation d’expressions matricielles — code ULYSSE

$d
$$ \titresource{Gemmes en \ulysse\ }
$$
new_operator ([name = "|+|":Lisp,
properties =
"((is-a) (is-c) (has-n . _0) (has-s . -))":Lispl);
new_operator ([name = "|-|":Lisp,
properties = "((is-inv))":Lispl);
new_operator ([name = "|*|":Lisp,
properties = "((is-a)(is-c)(has-n . 1)
(has-abs . _0)(is-morph . ((+ +) (- -)))
(is-hom . ((*e *e))))":Lispl);
new_operator ([name = "|.|":Lisp,
properties = "((is-a) (has-ng . Id)(has-nd . Id) (has-absg . _0)
(has-absd . _0)(has-sg . inv) (has-sd . inv)
(is-hom . ((xe *e)))
(is-morph . ((- =)(+ +))))":Lispl);
new_operator ([name = "|inv|":Lisp,
properties = "((is-inv))":Lispl);
new_operator ([name = "trans":Lisp,
properties = "((is-inv) (is-hom . ((xe *e)))
(is-morph . ((+ +)(- -))))":Lispl);
new_operator ([name = "tild":Lisp,
properties = "((is-hom . ((xe *e)))
(is-morph . ((+ +)(- -))))":Lispl);
new_operator ([name = "|&|":Lisp,
properties = "((is-a)(is-c)(is-id))":Lispl);
rules();
$d

$$ Traduction gemmes -> \ulysse\ .

¢

rs0:= [smul (#x,#y) -> #x *e #y]:RS;

$a

$$ Simplifications des termes sans proprietes.
@

rsl:=

[#x *e (-#y) —> (-#x) *e #y,

(#x *e (#y *xe #z)) —> (#x * #y) *e #z,
- (#x xe #y) -> (-#x) *e #y,

#x *e #y + #z xe #y > (#x + #z) *e #y,
inv(#x . #y) -> inv(#y) . inv(#x),
trans(#x . #y) -> trans(#y) . trans(#x),
tild(#a) . #b + tild(#b) . #a -> _O0,
trans(#x . #y) -> trans(#y) . trans(i#x),
trans (tild(#v)) -> -tild(#v),

tild(#v) . #v -> _O,

tild(X0) . Zo -> -YoO,

tild(X0) . YO -> ZO,

ti1d(Y0) . Z0 -> XO,

ti1d(Y0) . X0 -> -ZO,

ti1d(Z0) . X0 -> YO,

tild(Z0) . YO -> -XO,

tild(_0) -> _0,

#x *e _0 > _0,

rot (#v,#a) . #v -> #v,

trans(rot (#v,#a)) . rot(#v,#a) -> Id,
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rot (#v,#a) . trans(rot(#v,#a)) -> Id,
rot(Z0,#a) . X0 -> (sin(#a) *e YO + cos(#a) *e X0),
rot (Z0,#a) . YO -> (cos(#a) *e YO + -sin(#a) *e X0),
tild(rot (#v,#a) . #x) —>

rot (#v,#a) . tild(#x) . trans(rot(#v,#a)),

trans(#x) . tild(#x) -> _0

/*
tild(#a) . tild(#b) . tild(#b) . #a
+ tild(#b) . tild(#a) . tild(#a) . #b -> _O,

#x *e (tild(#a) . tild(#b) . tild(#b) . #a)

+ #x *e (tild(#b) . tild(#a) . tild(#a) . #b) ->
*/
J:RS;

0,

$a

$$ Met des proprietes aux termes.
@

rs3:= [a -> a:vector,
b -> b:(matrix & sym),
¢ -> c:vector,
d -> d:(matrix & antisym),
RJ1 -> RJ1l:vector,
r10 -> r10:vector,
y10 -> y10:vector,
tild(#x) :#x1 . #y:(antisym & #yl1) . tild(#x):#x2
=> (tild(#x):#x1 . #y:(antisym & #y1) . tild(#x):#x2)
: (matrix & antisym),
tild(#x) -> tild(#x:vector):(matrix & antisym)
]:RS;

A
dda:
$$ Simplification de termes avec proprie’te’s.
@

rs3b:= [
(trans(#a:vector) . #b:vector ->
trans (#b:vector) . #a:vector)
when (#a > #b),

(tild(#a:vector) :#x . #b:vector ->
- (tild(#b:vector):#x . #a:vector))
when (#a > #b),

tild(#a):#pl . tild(#b) :#p2 . (#c:vector) ->
(trans(#a) . #c) *e #b + -(trans(#a) . #b) *e #c,

#x . tild(#a) . #b:vector + #x . tild(#b) . #a:vector ->

#y *e (#x . tild(#a) . #b:vector)
+ #y *e (#x . tild(#b) . #a:vector) -> _O,

#y *e (tild(#a) . #b:vector)
+ #y *e (tild(#b) . #a:vector) -> _O,

trans (#x: (sym & #y)) -> #x:(sym & #y),

trans(#x: (antisym & #x1)) -> -(#x:(antisym & #x1)),
inv(#x: (ortho & #y)) -> trans(#x:(ortho & #y)),

trans (#x:vector) . #y:(antisym & #z) . #x:vector -> _O,
trans (#x: (antisym & #y)) -> - #x:(antisym & #y)

1:RS;

_0,

$d
$$ Normalisation des proprietes.
@

rs6:= [(#x:#y):#y -> #x:#y,
(#x:#y) 1#z —> #x: (#y & #z2)
1:RS;
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$ad

$$ Simplification et normalisation des proprietes.
@

rsb:= [calc(#b) -> rewrite(replace(calc(#b), ‘rs3), ‘rs6)]:RS;

A
$d
$$ Vire les propril’et\’es.
@

P

rs2:= [#xxx:#y -> #xxx]:RS;

$d
$$ Expand.

rsexpand:= [#x . (#y + #z) > #x . #y + #x . #z,
(#y + #z) . #x -> #y . #x + #z . #x,
#x *e (#y + #z) —> #x *e #y + #x *e #z,
(#y + #z) *e #x -> #y *e #x + #z *e #x,
£ild (tild (#x) . #y)
-> tild(#x).tild(#y) + - tild(#y).tild(#x)
J:RS;

$a

$$ Met les proprietes, simplifie, les vire.

rs71:= [calc(#xx) -> rewrite(rewrite(replace_n(calc(#xx),
‘rsb),
‘rs3b),
‘rs2)]:RS;

$ test:= replace(calc(trans(a) . ¢ + - trans(c) . a), ‘rs71);

$a

$$ Met les proprietes, simplifie, les vire, et simplifie sans les prop.

rs7:= [calc(#xx) -> rewrite(replace(calc(#xx), ‘rs71),‘rs1)]:RS;

rsglobal:=[calcprop(#a) -> replace_n(calc(rewrite(#a, ‘rs0)), ‘rs7)]:RS;

rsgloball:=[calcprop(#a) -> replace(calc(rewrite(#a, ‘rs0)), ‘rs7)]:RS;

$d
$$ rewrite(calcprop(‘toto), ‘rsglobal) = 0?7?77

P

toto :=

- (smul(THp1*THpl ,
trans(RJ1) . tild(RJ1) . In10 . RJ1)

+ -smul(m10* THp1*Thpl ,
trans(RJ1). tild(r10). tild(RJ1).tild(RJ1). y10)

+ -smul(THp1,
(smul(m10, trans(RJ1) . tild(r10))
+ - smul(m10, trans(RJ1) . tild(y10)))
(smul(THpl, tild(RJ1). tild(r10))
+ - smul(THpl, tild(r10) . tild(RJ1)))
. RJ1));

/*
el:= trans(RJ1).tild(r10).RJ1;

e2 := tild(a) . tild(c) . tild(c) . a
+ tild(c) . tild(a) . tild(a) . c ;
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e3 := tild(a:vector) . tild(c:vector) . tild(c:vector) . a:vector
+ tild(c:vector) . tild(a:vector) . tild(a:vector) . c:vector ;

e4:= tild(c:vector) . tild(c:vector) . a:vector;
e5:= tild(c) . tild(c) . a;

rewrite(‘e4, [tild(#a:vector) . tild(#b:vector) . (#c:vector) ->
(trans(#a) . #c) *e #b + -(trans(#a) . #b) *e #c]:RS);

rewrite(‘e5, [tild(#a) . tild(#b) . (#c) —>
(trans(#a) . #c) *e #b + -(trans(#a) . #b) *e #c]:RS);

rules(simplify(#x) -> rewrite(calcprop(#x), ‘rsglobal),
calc(#x) -> #x);

simplify(tild(a) . a);

simplify(rot(v,a) . trans(rot(v,a)));
*
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Annexe C

étude des mécanismes bouclés

C.1 exemples de mécanismes bouclés

C.1.1 maille d’antenne déployable & un niveau — fichier maillel.gem

> donnees;
COM-> lect;

IMPRESSION DES DONNEES DISPONIBLES
Les valeurs des donnees initialisees sont
nombre de corps : 8

numeros des corps et nombre de modes:

corps 1  nombre de modes 0
corps 2 nombre de modes 0
corps 3 nombre de modes 0
corps 4  nombre de modes 0
corps 5 nombre de modes 0
corps 6 nombre de modes 0
corps 7 nombre de modes 0
corps 8 nombre de modes 0

nombre de points : 18

numeros des points et proprietaires:
point : 100  proprietaire 0
point : 101 proprietaire 1
point : 211 proprietaire 1
point : 212  proprietaire 2
point : 322  proprietaire 2
point : 323 proprietaire 3
point : 433  proprietaire 3
point : 434  proprietaire 4
point : 544  proprietaire 4
point : 545  proprietaire 5
point : 655  proprietaire 5
point : 656  proprietaire 6
point : 766  proprietaire 6
point : 767  proprietaire 7
point : 877  proprietaire 7
point : 878  proprietaire 8
point : 808 proprietaire 8
point : 800 proprietaire 0

nombre de liaisons : 9

liaison 10 de type rj
entre le point 101 et le point 100
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liaison 21 de type rj
entre le point 211 et le point 212
liaison 32 de type rj
entre le point 322 et le point 323
liaison 43 de type rj
entre le point 433 et le point 434
liaison 54 de type rj
entre le point 544 et le point 545
liaison 65 de type rj
entre le point 655 et le point 656
liaison 76 de type rj
entre le point 766 et le point 767
liaison 87 de type rj
entre le point 877 et le point 878
liaison 80 de type rj
entre le point 800 et le point 808
nombre de forces : 0

Donnees assignees pour le corps 1

masse ( 0 )

inertie ( 0(3, 3) )

distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
distance point de reference point 101 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 101 ( id_(3) )
distance point de reference point 211 ( r0211 )
matrice de passage locale du point 211 ( id_(3) )

> op(r0211);

o

Il K N |
o =
[ ]

Donnees assignees pour le corps 2 :

masse ( 0 )

inertie ( 0(3, 3) )

distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
distance point de reference point 212 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 212 ( id_(3) )
distance point de reference point 322 ( r0211 )
matrice de passage locale du point 322 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 3 :

masse ( 0 )

inertie ( 0(3, 3) )

distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
distance point de reference point 323 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 323 ( id_(3) )
distance point de reference point 433 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 433 ( PL433 )

ETUDE DES MECANISMES BOUCLES
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> op(PL433);

[1 0 0 ]
[ ]
[o -1/2 1/2 sq3 ]
C ]
[0 -1/2sg3 ~-1/2 1]

Donnees assignees pour le corps 4 :

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 434 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 434 ( id_(3) )
- distance point de reference point 544 ( r0544 )

- matrice de passage locale du point 544 ( id_(3) )

> op(r0544);

o

el R K W]
o =
[ S )

Donnees assignees pour le corps 5 :

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 545 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 545 ( id_(3) )
- distance point de reference point 655 ( r0544 )

- matrice de passage locale du point 655 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 6 :

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 656 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 656 ( id_(3) )
- distance point de reference point 766 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 766 ( PL433 )

Donnees assignees pour le corps 7 :

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 767 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 767 ( id_(3) )
- distance point de reference point 877 ( r0877 )

- matrice de passage locale du point 877 ( id_(3) )

> op(r0877);

o

[l K W
o [
[E )
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Donnees assignees pour le corps 8 :
- masse ( 0 )
- inertie ( 0(3, 3) )
- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
- distance point de reference point 878 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 878 ( id_(3) )
- distance point de reference point 808 ( r0877 )
- matrice de passage locale du point 808 ( id_(3) )
Donnees assignees pour le corps O :
- gravite ( 0(3, 1) )
- distance point de reference point 100 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 100 ( id_(3) )
- distance point de reference point 800 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 800 ( PL800 )
> op(PL800) ;
[1 0 0 ]
[ ]
[o -1/2 - 1/2 sq3 1]
[ ]
[ ]

0 1/2 sq3 -1/2

> evalmat (matcontb2) ;
[- (- ((sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L - cos(TH10) L, - (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L, - (- (

(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, - 1/4

2
sq3 cos(TH43) L (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) + 1/2 (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (

- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
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+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L,

(- ( (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L (
1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3) - (- (
(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L (

1/2 (1/2 sqg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+1/4), - 1/2 (- (

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L sq3 + 1/2 (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L, 1/2 (

- (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L - (- (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
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sin(TH65) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L) sq3

+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L + 1/2 (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L, 1/2 (- 1/2 sq3 cos(TH80) L

- (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L - (- (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L) sq3 - 1/4 cos(TH80) L

+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L + 1/2 (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L]

[(- ((cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L - sin(TH10) L, (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L, (- (
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(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, 1/4

2
sq3 cos(TH43) L (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) - 1/2 (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, - (-
((1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L (
1/2 (1/2 sqg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3

+ 1/4), - 1/2 (- ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L,
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L - 1/2 (- (

(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
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- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L,
1/2 sin(TH80) L - 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L - 1/2 (-
((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(THE5) + (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L]
[0, 0, 0, 1/2 (- ((sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 - 1/2 (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2
(- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, (- (
(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65)

+

(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) - (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3), 1/2 (- ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
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- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L sq3, 1/2 ((- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L) sq3, 1/2 (- sin(TH80) L
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L) sq3]
[1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, O,
- 1/4 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
+ 1/4 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
- 1/8 sq3 - 1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3 (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2
(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4), 1/4 sq3 + 1/4 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/4 sq3 + 1/4
(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/4 sq3 + 1/4
(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3]

[- 1/2 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
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+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, O,

1/4 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/4 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3 + 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sqg3 (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2
(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4), - 1/4 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/4 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/4 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3]
[0, 0, 0, 0, 1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3 (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sqg3 (
1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3), 1/4 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 1/4 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 1/4 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 ]
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C.1.2 maille d’antenne déployable a deux niveaux — fichier maille2.gem

> donnees;
COM-> lect;

IMPRESSION DES DONNEES DISPONIBLES

Les valeurs des donnees initialisees sont

nombre de corps

14

numeros des corps et nombre de modes:

corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps
corps

no:
no:
no:
no:
no:
no:
no:
no:
no:

©O0O~NOUdWN-

10 nombre de modes

mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes
mbre de modes

11 nombre de modes
12 nombre de modes
13 nombre de modes
14 nombre de modes

nombre de points

36

[eNeoNeoNeoNeoNeoNeoNeoNeo)

[eNeNeoNeNe)

numeros des points et proprietaires:

point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point
point

100
101
211
212
322
323
433
434
544
545
655
656
766
767
877
878
808
800
900
909
1099
10910
121111
121112
12612
13613
141313
141314
1400
14014
10310
1033
1133
11311
1266
1366

nombre de liaisons

proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire

proprietaire

proprietaire
proprietaire
proprietaire

proprietaire

proprietaire

proprietaire
proprietaire

proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire
proprietaire

18

COOWONNOOONARPWWNNRLEL,O
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liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

liaison
entre le

10
point

21
point

32
point

43
point

54
point

65
point

76
point

87
point

80
point

90
point

109
point

103
point

113
point

1211
point

126
point

136
point

1413
point

140
point

nombre de forces

de type
101

de type
211

de type
322

de type
433

de type
544

de type
655

de type
766

de type
877

de type
800

de type
900

de type
1099

de type
1033

de type
1133

de typ
121111

de type
12612

de type
13613

de typ
141313

de type
1400

0

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj
et le

rj

et le point

rj

et le point

rj

et le point

e rj

et le point

]

et le point

]

et le point

e rj

et le point

rj

et le point

Donnees assignees pour le corps 1

- masse ( O

)

- inertie ( 0(3, 3) )
- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 101 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 101 ( id_(3) )

point

point

point

point

point

point

point

point

point

point

100

212

323

434

545

656

767

878

808

909

10910

10310

11311

121112

1266

1366

141314

14014

- distance point de reference point 211 ( r0211 )

- matrice de passage locale du point 211 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 2 :
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- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 212 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 212 ( id_(3) )
- distance point de reference point 322 ( r0211 )

- matrice de passage locale du point 322 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 3 :

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 323 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 323 ( id_(3) )
- distance point de reference point 433 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 433 ( PL433 )
- distance point de reference point 1033 ( r0900 )
- matrice de passage locale du point 1033 ( id_(3) )
- distance point de reference point 1133 ( r0900 )
- matrice de passage locale du point 1133 ( PL433 )

> op(r0900) ;

[l K N
o o
[E )

Donnees assignees pour le corps 4 :

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 434 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 434 ( id_(3) )
- distance point de reference point 544 ( r0211 )

- matrice de passage locale du point 544 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 5

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 545 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 545 ( id_(3) )
- distance point de reference point 655 ( r0211 )

- matrice de passage locale du point 655 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 6

- masse ( 0 )

- inertie ( 0(3, 3) )

- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 656 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 656 ( id_(3)

- distance point de reference point 766 ( 0(3, 1) )
- matrice de passage locale du point 766 ( PL433 )
- distance point de reference point 1266 ( r0900 )
- matrice de passage locale du point 1266 ( id_(3) )
- distance point de reference point 1366 ( r0900 )
- matrice de passage locale du point 1366 ( PL433 )

Donnees assignees pour le corps 7 :

- masse ( 0 )
- inertie ( 0(3, 3) )
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distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
distance point de reference point 767 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 767 ( id_(3) )
distance point de reference point 877 ( r0211 )
matrice de passage locale du point 877 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 8 :

masse ( 0 )

inertie ( 0(3, 3) )

distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
distance point de reference point 878 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 878 ( id_(3) )
distance point de reference point 808 ( r0211 )
matrice de passage locale du point 808 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 9 :

masse ( 0 )

inertie ( 0(3, 3) )

distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )
distance point de reference point 909 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 909 ( id_(3) )
distance point de reference point 1099 ( r0211 )

matrice de passage locale du point 1099 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 10 :

masse ( 0 )
inertie ( 0(3, 3) )
distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

distance point de reference point 10910 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 10910 ( id_(3) )

distance point de reference point 10310 ( r0211 )

matrice de passage locale du point 10310 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 11

masse ( 0 )
inertie ( 0(3, 3) )
distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

distance point de reference point 121111 ( r0211 )

matrice de passage locale du point 121111 ( id_(3) )
distance point de reference point 11311 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 11311 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 12 :

masse ( 0 )
inertie ( 0(3, 3) )
distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

distance point de reference point 121112 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 121112 ( id_(3) )

distance point de reference point 12612 ( r0211 )

matrice de passage locale du point 12612 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 13 :

masse ( 0 )
inertie ( 0(3, 3) )
distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

distance point de reference point 13613 ( 0(3, 1) )
matrice de passage locale du point 13613 ( id_(3) )
distance point de reference point 141313 ( r0211 )

matrice de passage locale du point 141313 ( id_(3) )

Donnees assignees pour le corps 14 :

masse ( 0 )
inertie ( 0(3, 3) )

ETUDE DES MECANISMES BOUCLES
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- distance point de reference CdG ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 141314 ( 0(3, 1) )

- matrice de passage locale du point 141314 ( id_(3) )

- distance point de reference point 14014 ( r0211 )

- matrice de passage locale du point 14014 ( id_(3) )
Donnees assignees pour le corps O :

- gravite ( 0(3, 1) )

- distance point de reference point 100 ( 0(3, 1) )

- matrice de passage locale du point 100 ( id_(3) )

- distance point de reference point 800 ( 0(3, 1) )

- matrice de passage locale du point 800 ( PL800 )

- distance point de reference point 900 ( r0900 )

- matrice de passage locale du point 900 ( id_(3) )

- distance point de reference point 1400 ( r0900 )
- matrice de passage locale du point 1400 ( PL800 )

> evalmat(matcontb2) ;
[- (- ((sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L - cos(TH10) L, - (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L, - (- (

(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, - 1/4

2
sq3 cos(TH43) L (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) + 1/2 (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, (- (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(THB5) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
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- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

- 1/4 sq3) cos(TH65)) L (

1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3

+ 1/4 sq3) - (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L (

1/2 (1/2 sg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+1/4), - 1/2 (- (

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (

1/2 (1/2 sqg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L sq3 + 1/2 (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L, 1/2 (

- (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L - (- (

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(THT76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L) sg3

+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L + 1/2 (- (
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(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(THT76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +

(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L, 1/2 (- 1/2 sq3 cos(TH80) L

- (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L - (- (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L) sq3 - 1/4 cos(TH80) L

+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L + 1/2 (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) +
(1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L, 0, 0, 0, 0, 0, O]

[(- ((cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L - sin(TH10) L, (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L, (- (

(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, 1/4
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2
sq3 cos(TH43) L (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) - 1/2 (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L, - (-
((1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH65) + (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH65)) L (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(THE5) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
-1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3

+ 1/4), - 1/2 (- ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(THE5) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L,
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L - 1/2 (- (

(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(THE5) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L,
1/2 sin(TH80) L - 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L - 1/2 (-
((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(THE5) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65)) L,
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0, 0, 0, 0, 0, 0]
[0, 0, 0, 1/2 (- ((sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 - 1/2 (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH43) - 1/2
(- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH43)) L (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, (- (
(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65)
+ (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH65)) L (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) - (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3), 1/2 (- ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L sq3, 1/2 ((- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH65) + (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
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- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L) sq3, 1/2 (- sin(TH80) L
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(THE5) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH65))
L) sq3, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
[1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, O,
- 1/4 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
+ 1/4 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
- 1/8 sq3 - 1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3 (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2
(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4), 1/4 sq3 + 1/4 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/4 sq3 + 1/4
(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/4 sq3 + 1/4
(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 0, 0, 0, 0, O
, 0]
[- 1/2 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, O,
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1/4 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/4 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3 + 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sqg3 (
1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2
(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4), - 1/4 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/4 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/4 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, 0, 0, 0, O,
0, 0]
[0, 0, 0, 0, 1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sqg3 (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sqg3 (
1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3), 1/4 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 1/4 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 1/4 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 0, O, O,

0, 0, 0]
[- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L - cos(TH10) L + (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) R,
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L + (

(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

377
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+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) R, (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) R, 0, 0, 0, 0, O
, (cos(TH90) cos(TH109) - sin(TH90) sin(TH109)) L + cos(TH90) L,
(cos(TH90) cos(TH109) - sin(TH90) sin(TH109)) L, 0, 0, 0, 0]
[(- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L - sin(TH10) L - (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) R,
(- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L - (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) R, - (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) R, 0, O, O, O,
0, - (- cos(TH90) sin(TH109) - sin(TH90) cos(TH109)) L + sin(TH90) L,
- (- cos(TH90) sin(TH109) - sin(TH90) cos(TH109)) L, 0, 0, 0, 0]
fo, o, o, o, o, 0o, o, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0]
o, o, o, o, o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, O]
fo, o, o, o, o, 0, 0o, 0, 0, 0, 0, 0, O, 0]
o, o, o, o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O]
[- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L - cos(TH10) L + (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) R - (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L,
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) L + (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) R - (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L, (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) R - (- (
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(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L, 0, O
, - 1/2 ((

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
+ (- ((1/2 sqg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH126) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH126)) L) sq3 + 1/2 (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(THT76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R + 1/2 (- (
(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(THT76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126)

+ (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH126)) L, - 1/2 ((

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
+ (- ((1/2 sqg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH126) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH126)) L

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L) sq3 + 1/2
((- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R + 1/2 (- (
(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126)

+ (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
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- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH126)) L

+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L, 1/2 (
- 1/2 sq3 cos(TH80) L

- (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L - (- (

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH126) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH126)) L - (

(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R)
sq3 - 1/4 cos(TH80) L

+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L + 1/2 (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126)
+ (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH126)) L + 1/2 (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R, 0, O,

2
- 1/4 sq3 cos(TH113) L (

- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) + 1/2 (- (
(sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L, (- (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH126) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



C.1. exemples de mécanismes bouclés 381

- 1/4 sq3) cos(TH126)) L (

1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3

+ 1/4 sq3) - (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126)
+ (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH126)) L (

1/2 (1/2 sg3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3

+1/4), 0, 0]
[(- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L - sin(TH10) L - (

(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) R + (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L,

(- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) L - (

(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) R + (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L, - (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) R + (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L, O,

0, - 1/2 ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
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+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R - 1/2 (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126)) L
, = 1/2 ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(THT76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R - 1/2 (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126)) L
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L, 1/2 sin(TH80) L

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L - 1/2 (- (

(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126)) L
- 1/2 ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

2
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R, O, O, 1/4 sqg3

cos(TH113) L (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) - 1/2 (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L, - (
- ((1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH126) + (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)
- 1/4 sq3) cos(TH126)) L (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
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1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126)) L

(1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

(_
+

(o,

1/2

1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
1/4), 0, 0]

0, 0, 0, 0, - 1/2 (- ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R - (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126))
L) sq3, - 1/2 (- ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R - (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126))
L - (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L) sq3, 1/2 (

- sin(TH80) L + (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L + (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126))
L + ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R) sq3, 0, O,
1/2 (- ((sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113) - 1/2
(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 - 1/2 (- (
(cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) sin(TH32)) sin(TH113)

- 1/2 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

383
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+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) cos(TH113)) L (
- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, (- (

(- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)

+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76))
sin(TH126) + (

1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)

- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)

2
- 1/4 sq3 ) cos(TH126)) L (

1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) - (- (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) sin(TH126) + (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76)
- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76)) cos(TH126))
L (1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3), 0, 0]
[1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/2 (

- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/2 (

- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 0, 0, 1/4 sq3

+ 1/4 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/4 sq3 + 1/4

(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21)

sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 1/4 sq3 + 1/4
(- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3, 0, 0, O,

- 1/4 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

+ 1/4 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3

- 1/8 sq3 - 1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3 (
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1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+1/4), 0, 0]

[- 1/2 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, 0, 0, - 1/4
(- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/4 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, - 1/4 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3, 0, 0, O,
1/4 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/4 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3 + 1/2 (
- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 (

1/2 (1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2

(- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+1/4), 0, 0]

[0, 0, 0, 0, 0, 1/4 (- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 1/4 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 1/4 (

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)

2
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 , 0, O, O,

1/2 (- (sin(TH10) cos(TH21) + cos(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) cos(TH32)) sq3 (
1/2 (cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3) - 1/2 (

385

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



386 ETUDE DES MECANISMES BOUCLES

- (cos(TH10) cos(TH21) - sin(TH10) sin(TH21)) sin(TH32)
+ (- cos(TH10) sin(TH21) - sin(TH10) cos(TH21)) cos(TH32)) sq3 (
1/2 (- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) sin(TH76) sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) cos(TH76) sq3
+ 1/4 sq3), 0, 0]
[0, 0, 0, 0, 0, - 1/2 (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
sq3 + 1/2 ((- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R, - 1/2 (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
sq3 + 1/2 ((- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
- 1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L sq3
+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L, - 1/2 (
(1/2 sq3 sin(TH80) cos(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
sq3 + 1/2 ((- 1/2 sin(TH80) cos(TH87) - 1/2 cos(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R + 1/2 (
- 1/2 sq3 cos(TH80) L
- (- 1/2 sq3 sin(TH80) sin(TH87) + 1/2 sq3 cos(TH80) cos(TH87)) L) sq3
- 1/4 cos(TH80) L
+ 1/2 (1/2 sin(TH80) sin(TH87) - 1/2 cos(TH80) cos(TH87)) L, 0, 0, 0, O,
1/2 (- 1/2 sq3 sin(TH140) sin(TH1413) + 1/2 sq3 cos(TH140) cos(TH1413)) L sq3
- 1/2 (1/2 sin(TH140) sin(TH1413) - 1/2 cos(TH140) cos(TH1413)) L, - 1/2 (
- 1/2 sq3 cos(TH140) L
- (- 1/2 sq3 sin(TH140) sin(TH1413) + 1/2 sq3 cos(TH140) cos(TH1413)) L) sq3
+ 1/4 cos(TH140) L
- 1/2 (1/2 sin(TH140) sin(TH1413) - 1/2 cos(TH140) cos(TH1413)) L]
[0, 0, 0, 0, 0, - 1/2 ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R, - 1/2 (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R

- 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L, - 1/2 (
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(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R
+ 1/2 sin(TH80) L - 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L, 0, O
, 0, 0, 1/2 (- cos(TH140) sin(TH1413) - sin(TH140) cos(TH1413)) L,
- 1/2 sin(TH140) L + 1/2 (- cos(TH140) sin(TH1413) - sin(TH140) cos(TH1413)) L
]
[0, 0, 0, 0, 0, 1/2 ((cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R sq3, 1/2 (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R sq3
+ 1/2 (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L sq3, 1/2 (
(cos(TH80) cos(TH87) - sin(TH80) sin(TH87)) cos(TH76)
+ (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) sin(TH76)) R sq3
+ 1/2 (- sin(TH80) L + (- cos(TH80) sin(TH87) - sin(TH80) cos(TH87)) L) sq3
, 0, 0, 0, O,
- 1/2 (- cos(TH140) sin(TH1413) - sin(TH140) cos(TH1413)) L sq3, - 1/2
(- sin(TH140) L + (- cos(TH140) sin(TH1413) - sin(TH140) cos(TH1413)) L) sq3
1
o, o, o, o, o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, O]
o, o, o, o, o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, O]

fo, o, o, o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
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C.2 calcul de rang : méthode probabiliste modulaire

filtre de changement de variables — fichier trigfree

trigfree:=proc(mat)
HAHHBHHHAHHESHRAHHH
local i,j,k,v; # indices

for i to rowdim(mat) do
for j to coldim(mat) do
v := [op(indets(mat[i,j],trig))]; # determine les lignes
# trigonometriques presentes
# dans la matrices
for k to nops(v) do
if op(0,v[k])=sin then mat[i,j]l:=
subs (v[k]=2*op(1,v[k])/(1+op(1,v[k])"2) ,mat[i,j])
fi; # remplace les sinus
if op(0,v[k])=cos then mat[i,j]:=
subs (v[k]=(1-op(1,v[k])"2)/(1+op(1,v[k])"2) ,mat[i,j])
fi; # remplace les cosinus
if op(0,v[k])=tan then mat[i,j]l:=
subs (v[k]=2%op(1,v[k])/(1-op(1,v[k])"2) ,mat[i,j])
fi # remplace les tangentes
od
od
od

end;
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procedure principale — fichier rangpm

modgauss:=proc (M, p)

HEH
local r, # nombre de lignes
c, # nombre de colonnes
v, # variable intermediaire

i,j,k,s,t; # indices
r:=rowdim(M);
c:=coldim(M);
if r<c then M:=transpose(M); v:=r; r:=c; c:=v fi;
# fait en sorte que la matrice a traiter ait plus de
# lignes que de colonnes

for i to ¢ do # cherche les pivots et transforme les lignes
if not({seq(M[s,il,s=i..r)}={0})
then
if M[i,i]<>0
then

for j from i+1 to r do
for k from i+l to c do
MLj,k]:=M[j,k]-M[j,i]*M[i,k]/M[i,i] mod p
od;
M[j,1i]:=0;
od;
else
for j from i+1 to r do
if M[j,i]1<>0
then
for t from j+1 to r do
for k from i+1 to ¢ do
M[t,k]:=M[t,k]-M[t,i]*M[j,k]/M[j,i] mod p
od;
M[t,i]:=0
od;
for k from i to c do
v:=M[1i,k];
M[i,k]:=M[j,k];
M[j,k]:=v
od
fi
od
fi
fi
od;
rk:=0; # calcule le nombre de lignes non nulles
for i from 1 to r do
if not({seq(M[i,s],s=1..c)}={0}) then rk:=rk+1 fi
od; rk
end;
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élimination de Gauss — fichier modgauss

rangpm:=proc(M,n) # n : nombres de calcul a effectuer
HEHEHEH SRR
local X, # liste des variables de M
P # le nombre premier
ok, # marqueur
r, # procedure de choix aleatoire
X, # liste de valeurs modulaires des variables
ss, # sequence de substitution
m, # matrice de travail
rk, # matrice des rangs obtenus
i,,k; # indices

if not type(M,matrix)
then ERROR(‘wrong number or type of arguments®);
fi;
if not (indets(convert(M,set),trig)={0})
then trigfree(M)
fi;
X:=[op(indets(convert(M,set)))]; # etape (1)
p:=nextprime(10000);
rk:=matrix(1,n);
for k to n do
p:=prevprime(p); # etape (2)
ok:=false; # etape (3)
while not(ok) do
r:=rand(0..p);
x:=[seq(r(),i=1..nops(X))];
denom(convert (M,set)) ;
ss:=seq(X[il=x[i],i=1. .nops(X));
subs (", [op("")1);
ok:=not (member (0,"))
od;
m:=matrix(rowdim(M),coldim(M)); # etape (4)
for i to rowdim(M) do
for j to coldim(M) do
m[i,j]:=subs(ss,M[i,j]) mod p
od;
od;
rk[1,k] :=modgauss (m,p) # etape (5)
od;
op(rk)
end;
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C.3 Dbases standards en MAPLE

C.3.1 Dbases standards d’idéaux

procédure principale — fichier basis

#HHHH ## HH#H#H# # HH#H#H#
# # # # # # #

#H#H#E # # HHHH# # HH#H#H#
# # HHHHHE # # #
# # # # # # # # #
H#t#H#E  # # HHH## # HHH#

# main procedure : compute standard basis algorithm
# F : a list of polynomials
# X : the list of variables

basis := proc(F,X)
local nvar,HT,HC,G,B,r,i,j ;

initializing parameters :

nvar : number of variables

G : increasing family of generators

HT : list of head terms

HC : list of head coefficients

see file "head" for procedures "headterm" and "headcoef"

H B H O HH

nvar := nops(X) ;

G := [ ’expand(F[i])’ $i=1..nops(F) 1 ;

HT := [ ’headterm(G[i],X)’ $i=1..nops(G) ] ;
HC := [ ’headcoef(G[i],X)’ $i=1..nops(G) ] ;

# algorithm using BETAij’s method
# see files "betalist" and "rest"

for i from 2 while i<=nops(G) do
B := betalist(HT,i,nvar) ;
for j from 1 to nops(B) do
r := rest(Xexp(B[j1,X)*G[i],G,HT,HC,X) ;
if r<>0 then
G :=[op(@®,r] ;

HT := [ op(HT) ,headterm(r,X) ] ;
HC := [ op(HC) ,headcoef(r,X) ] ;
fi
od
od ;
G

end ;
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procédure de division — fichier rest

HEHHE  HHHHHE HEHH HE###

# # # # #
# # #HHHH #HH# #
HH###  # # #
# # # # # #
# # O OHHHHHE #HHEH #

# REST
# divide a polynomial by a family of polynomials

rest := proc(f,G,HT,HC,X)
local rp,r,dum,flag,pt,pc,j,q,ml,m2 ;
if f=0 then RETURN (0) fi ;
rp := £ ;
r :=0 ;
for dum while rp<>0 do
flag := true ;
pt := headterm(rp,X) ;
pc := headcoef (rp,X) ;
for j to nops(G) while flag do
if divide(Xexp(pt,X),Xexp(HT[j]1,X),’q’) then
flag := false ;
igcd(HC[j],pc) ;
divide(HC[j],",’m1’) ;
divide(pc,"",’m2’) ;
(mil*rp) ;
rp := expand ((-m2)*q*G[j]l) ;
rp := expand(rp+"")

fi
od ;
if flag then
rp := expand(rp-Xexp(pt,X)*pc) ;
r := expand(r+pc*Xexp(pt,X))
fi
od ;
r
end ;

# X-EXP
# convert the vector representation of a monomial in an expression

Xexp := proc(m,X)
local e,i ;
option remember ;
e :=1;
for i from 1 to nops(X) do e := exX[i]l m[i] od ;
e
end ;
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procédure d’élimination des paires critiques — fichier betalist

HEHH#E HEHHEE HEHHE ## # # #H### H#H##
# # # # # # # # # #
H#HH#E HHHHE # # # # # HH#H## #
# # # # ##H#AH  # # # #
# # # # # # # # # # #
HEHHE HEHHHH # # # #HHEHHH # #H### #

# compute a minimal list of betali,j] for a given i
# see files "calculbeta" and "compar"

betalist := proc(M,i,nvar)
local B,B1,Bij,flag,j,k ;
B := [calculbeta(M,i,1,nvar)] ;
for j from 2 to i-1 do
B1 := NULL ;
Bij := calculbeta(M,i,j,nvar) ;
flag := true ;
for k from 1 to nops(B) do
if compar(Bij,B[k],nvar)=false then Bl := B1,B[k]
elif compar(Bij,B[k],nvar)=B[k] then flag:= false ; break
fi
od ;
if flag then B := [B1,Bij] fi
od ;
B
end ;
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procédure de calculs sur les mondémes — fichiers head et compar

# # #HHHHHH ## H##H#H

# # # # # # #
HEHHHE  HHAHHE # # # #
# # # H##HH#AH  # #
# # # # # # #

# # OHHEHHE # # HHEHHH

# HEADTERM
# give head term of a polynomial (see below)

headterm := proc(p,X)
op(1,head(p,X))
end ;

# HEADCOEF
# give head coefficient of a polynomial (see below)

headcoef := proc(p,X)
op(2,head(p,X))
end ;

# HEAD
# compute head of a polynomial

head := proc(p,X)
local q,h,td,t ;
option remember ;

# separe terms which have highest total degree

q := expand(p) ;
h :=0 ;
td := degree(q,{op(X)}) ;
if type(q, ‘+) then
for i to nops(q) do
op(i,q) ;
if degree(",{op(X)})=td then h := h+" fi
od
else h :=gq
fi ;

# separe in last expression term of highest degree using lexicographic
# order on variables

t =10
for i from 1 to nops(X) do
t := [op(t),degree(h,X[i])] ;
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end ;

EE

395

if t[i]<>0 then h := lcoeff(h,X[i]) fi

od ;
[t,h]

>

###H# HH##  # #
# # #O#H# ##

# # O# H# #

# # # #

# # # # #
###H# HH##  # #

HE###
#
#
##HH#H
#
#

## HE###

# # # # #
# # # # #
HE#HHE  HEHHH

# # # #

# # # #

# compare two monomials in order to know which one divide the other
# return false in the other cases

compar

end ;

local cl,c2,c,rep ;
cl :=0 ;
c2 :=0 ;

:= proc(ml,m2,nvar)

for i from 1 to nvar do
if m1[il<m2[i] then c1
elif m1[i]l>m2[i] then c2 := c2+1

fi
od ;
c := cl*xc2 ;

if c<>0 then rep

rep

>

= cl+1

:= false elif c1>c2 then rep := ml else rep := m2 fi ;
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C.3.2 Dbases standards de sous-modules
procédure principale — fichier basis

HHHHH ## #H#H# # HHH#

# # # # # # #

HH##H  # # 0 HHHH # HHH#

# # #HHHHHH # # #

# # # # # # # # #
#

HH##E  # # HHEHH HH#H#H#

# Procedure principale : calcule la base standard et les relations entre les

# vecteurs de la liste F.

# retourne une liste [Base, Rel] ou Base est la liste des vecteurs de la base

# standard est Rel celle des relations entre les vecteurs initiaux.

# F : listes des vecteurs (definis comme "array" Maple, tous de la meme

# dimension, dont les composantes sont des polynomes en les variables de

# la liste X. F est "un peu modifie" i.e. ses composantes sont expansees.

# X : la liste des variables.

basis := proc(F,X)

local tO, nvar, nbvec, nbveci, G, HT, nbrel, rel, i, B, nbeta, j, r, q, k,

coord, tmp;

t0 := time(); # le temps CPU consommme

nvar := nops(X) ; # le nombre de variables

nbveci := nops(F); # le nombre de vecteurs au debut

nbvec := nbveci; # le nombre de vecteurs (va croitre)

rel := table(); # Les relations

nbrel := 0; # le nombre de relations

coord := table(); # La table des "coordonnees" des vecteurs rajoutes

# en fonction des nveci premiers.
# On expanse les composantes et on recupere les monomes de tete
for i to nbvec do
G[i] := Expand(F[il); # modifie les F[i]
HT[i] := Head(G[il, X);
od;
# 1’algorithme utilisant les "Beta i j"
for i from 2 while i<=nbvec do
B := Betalist(HT,i,nvar, ’nbeta’); # Betaij associes au i-eme vecteur
for j from 1 to nbeta do

xbeta := BetaToM(B[j], X);
r := Divide(Xexp(xbeta, G[i]l), G, HT, nbvec, X, ’°q’);
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if IsNull(r) then # On a trouve une nouvelle relation
nbrel := nbrel + 1;
UpdateRel (nbrel, coord, nbvec, nbveci, rel, q, xbeta, i);
else # On a trouve un nouveau vecteur ou on a fini
if IsConstant(r) then
print(‘total time : ‘,time()-t0);
RETURN([1]) # a changer peut-etre 7
else
nbvec := nbvec + 1;

G[nbvec] := copy(r);
HT [nbvec] := Head(r,X);
# On prend les "coordonnees" du nouveau vecteur ...
UpdateCoord(coord, nbvec, nbveci, q, xbeta, i);
fi
fi
od;

od;

# On pourrait obtenir ici une base standard minimale ... mais il faudrait
# remettre les relations dans le bon ordre. Plus tard peut-etre ...

print(‘total time : ‘,time()-t0);
RETURN( [ConvertToList (G, nbvec), ConvertToList(rel, nbrel)]);
end;

# Pour multiplier un vecteur de polynomes par un monome
# Ne modifie pas son argument.
Xexp := proc(xbeta, V)

local i, C;

C := copy(V);

for i from 1 to vectdim(V) do

C[i] := expand(xbetaxC[i]);

od;

RETURN (C) ;
end;
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procédure de division — fichier rest

HEHHE  HHHHHE HEHH HE###

# # # # #
# # #HHHH #HH# #
HH##H  # # #
# # # # # #
# # O OHHHHHE #HHEH #

# La procedure de division (rend le reste)

# On divise f (vecteur de polynome) par la liste G, HT est la liste des

# monomes de tete de G, X la liste des variables, nvec le nombre de vecteurs
# dans G et q est le quotient qu’on retourne

# Attention, f est modifie !

Divide := proc(f, G, HT, nvec, X, q)

local r, flag, rm, i, j, quo, pos, mo, fv;

r := NullVect(vectdim(f)); # le reste
for i to nvec do

qli] := 0;
od;

while not IsNull(f) do
flag := true; rm := Head(f, X);
for j to nvec while flag do
if CanDivide(HT[j], rm, ’quo’) then
flag := false;
StripQuotient (f, mtopoly(quo, X), G[jl, q, j);
fi
od;
if flag then
StripRest (f, mtopoly(rm, X), mpos(rm), r);
fi
od;

RETURN(r)
end;
# Deux fonctions "auxilliaires"
# On enleve le quotient et on met a jour les qi
StripQuotient := proc(f, quo, V, q, i0)
local i;
for i from 1 to vectdim(f) do

f[i] := £[i] - expand(quox*V[i]);
od;
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qli0] := ql[i0] + quo;
end;

# On enleve le terme de tete et on le place dans le reste
StripRest := proc(f, ht, pht, r)

f [pht] f[pht] - ht;

r [pht] r[pht] + ht;
end;
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procédure d’élimination des paires critiques — fichier betalist

HEHHE  HHHHHE HAHHE ## # # HH##H# H#H#H
# # # # # # # # # #
HEHHE HHHHH # # # # # HHH# #
# # # # HH##HH#E  # # # #
# # # # # # # # # # #
HE#HH#E  HEHHHH # # # HHAHHE # HH##H# #

# Betalist : calcul de la table des "betas" associee au i-ieme vecteur
# de monomes de tete de la liste M.

# nvar est le nombre de variables, et nbeta est au retour le nombre de
# "betas".

Betalist := proc(M, i, nvar, nbeta)
local j, posi, nb, nbetan, Bij, j, k, B, Bl, flag;

posi :

mpos (M[1]1) ;
nb := 0;

(@R}

>

for j from 1 to i-1 do
if mpos(M[j]l) = posi then
Bij := CalculBeta(M, i, j, nvar);
nbetan := 1;
flag := true;
for k from 1 to nb do
if compar(Bij, B[k], nvar) = O then
Bl [nbetan] := B[k];
nbetan := nbetan + 1;
elif compar(Bij, B[k], nvar) = 2 then
flag := false;
break;
fi;
od;
if flag then
B := Bl; B[nbetan] := Bij; nb := nbetan

fi;
fi;
od;
nbeta := nb;
RETURN (op(B)) ;

end;

# CALCULBETA
# Pour deux monomes M[il] et M[i2], calcule le "candidat betaij"
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# betali,jl=exp(ppecm(M[i1],M[i2])/M[i1])

CalculBeta := proc(M,il,i2,nvar)
local ml,m,i;

ml := NULL;
m := NULL;
for i to nvar do
if mpow(M[i1],i) > mpow(M[i2],i) then
ml := ml,mpow(M[il],i);
else
ml := ml,mpow(M[i2],1i);
fi
od;
for i to nvar do m := m,m1[i]-mpow(M[i1],i) od;
RETURN ([m])
end;

# compar :
# retourne 1 si ml divise m2 | 2 si m2 divise m1 | O sinon.

compar := proc(ml,m2,nvar)
local cl1,c2,i,c,rep;
option remember;
cl := 0;
c2 := 0;
for i from 1 to nvar do
if m1[i]<m2[i] then cl := ci+1
elif mi[i]>m2[i] then c2 := c2+1 fi

od;
Cc := cl*c2;
if ¢c<>0 then rep := 0 elif c1>c2 then rep := 1 else rep :
rep
end;

# BetaToM : transforme une liste de puissance en monome
BetaToM := proc(p, vars)

local tmp;

tmp := 1;

for i from 1 to nops(vars) do

tmp := tmp * vars[i] “p[i]

od;

RETURN (tmp) ;
end;

401

Outils Formels pour la Modélisation en Mécanique — Y. Papegay



402 ETUDE DES MECANISMES BOUCLES

procédure de calcul du monéme de téte — fichier head

# # #HHHHHH ## H#H#H

# # # # # # #
HEHHHS  HHAHHE # # # #
# # # H##H#AH  # #
# # # # # # #

# # O OHHEHHH # # HHEHHH

Head := proc(v,X)
local i, d;
d := vectdim(v);
for i tod -1 do
if v[i] <> 0 then
RETURN([i, HeadPol(v[il, X)1);
fi
od;
[d, HeadPol(v[d], X)]
end;

# Calcule le terme de tete d’un polynome.
# 4*xx"2%xy~3 -> 4, [2,3]

HeadPol := proc(p,X)
local q,h,td,i,t;
option remember;

# separe les termes de plus haut degre total.

q := expand(p) ; h := 0 ; td := degree(q,{op(X)});
if type(q,‘+¢) then
for i to nops(q) do
op(i,q);
if degree(",{op(X)})=td then h := h+" fi
od
else h := g
fi;

# On utilise 1’ordre lexicographique sur les variables

t = [1;
for i from 1 to nops(X) do
t := [op(t),degree(h,X[i])];
if t[i]<>0 then h := lcoeff(h,X[i]) fi
od;
h, t
end;
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C.4 exemples de mécanisme bouclés — session MACAULAY

exemplel : le mécanisme le plus simple — fichier ex1.mac

Macaulay
A computer algebra system for algebraic geometry

This program, Macaulay, may be freely copied for others. We
request that you write us to join a mailing list of Macaulay users,
so that we can keep you informed of updates to Macaulay.

Dave Bayer Mike Stillman

Department of Mathematics Department of Mathematics
Barnard College Cornell University

New York, NY 10027 Ithaca, NY 14853
(212)854-2643, 864-4235 (607)255-7240, 277-1835
dab@math.columbia.edu mike@mssun7.msi.cornell.edu

Macaulay version 3.0, created 8/14/89

% ring q

! characteristic (if not 31991) ?
! number of variables 7?9
! 9 variables, please ? 1[1]s[1]c[1]1[2]s[2]c[2]1[3]s[3]1c[3]
! variable weights (if not all 1) ?

! monomial order (if not rev. lex.) 7

H largest degree of a monomial 1 43

% ideal i

! number of generators 7 2

! (1,1) 7 1[1]c[1]1+1[2]c[2]+1[3]c([3]
' (1,2) 7 -1[1]1s[1]1-1[2]s[2]-1[3]1s[3]

% std i i_std
; 23.4.
; computation complete after degree 4

% codim is
; codimension : 2

% qring i_std Q
% setring Q

% pring

; current ring is Q

; characteristic : 31991

; number of variables 0 9

; variables : 1[1]s[1]c[1]1[2]s[2]c[2]1[3]s[3]1c[3]
; weights 111111111

; monomial order : 9 ¢

; top degree of a monomial : 43

; quotient ring by ideal:

; 1[11s[11+1[2]1s[2]1+1[3]s[3]

; 1[11c[11+1[2]c[2]1+1[3]c[3]

; cl1]1[2]s[2]-s[1]1[2]c[2]+c[1]1[3]s[3]-s[1]1[3]c[3]

% mat m

number of rows 7?2
number of columns ? 5
(1,1) 70

(2,1) 70

(1,2) 70

(2,2) 70

(1,3) 7 1[1]1s[1]
(2,3) ? -1[1]c[1]
(1,4) 7 1[2]s[2]
(2,4) 7 -1[2]c[2]
(1,5) 7 1[3]s[3]
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! (2,5) 7 -1[3]c[3]

% res m m_res

; -1..0..1..2..3..4..5..

; computation complete after degree 5

% pres m_res

0 0 -1[2]s[2]1-1[3]1s[3] 1[2]s[2] 1[3]s[3]
0 0 1[2]c[2]+1[3]c[3] ~-1[2]c[2] -1[3]c[3]

OO OO
[eNeoRoN T Ne)
PR, R, OO
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exemple 2 : la bielle — fichiers ex2 _std.mac et ex2_trig.mac

sans relation trigonométrique — fichier ex2_std.mac

% ring q

! characteristic (if not 31991) ?

! number of variables 7?8

! 8 variables, please ? txs[1]c[1]1[1]s[2]c[2]1[2]
! variable weights (if not all 1) ?

! monomial order (if not rev. lex.) K

H largest degree of a monomial : 55

% ideal i

! number of generators 7 2
! (1,1) ? 1[1]c[1]1+1[2]c[1]c[2]-1[2]s[1]s[2]
(1,2) 7 1[1]s[1]+1[2])s[1]c[2]+1[2]c[1]s[2]

! number of generators 7 4

% ideal j

1

! (1,1) ? 1[1]cl11+1[2]c[1]c[2]-1[2]s[1]s[2]
! (1,2) ? 1[1]s[11+1[2]s[1]c[2]+1[2]c[1]s[2]
! (1,3) 7 cl1]2+s[1]2-1

! (1,4) 7 cl[2]2+s[2]2-1

% homog j t jh

% std jh js
; 23.4.5.6.7.8.9.10.
; computation complete after degree 10

% codim js

codimension : 3

mat m

number of rows 7?2
number of columns ? 3

1

1

! (1,1) 7 -1[1]s[11-1[2]1s[1]c[2]-1[2]c[1]s[2]
! (2,1) 7 1[1]c[1]1+1[2]c[1]c[2]-1[2]s[1]s[2]
! (1,2) ? -1[2]s[1]c[2]-1[2]c[1]s[2]

1 (2,2) ? 1[2]c[1]c[2]-1[2]s[1]s[2]

1 (1,3) 7 -1

1 (2,3) 70

% homog m t mh

% type mh
; ~ts[111[1]1-c[1]1s[2]11[2]-s[1]1c[2]1[2] -c[1ls[2]1[2]-s[1]c[2]1[2] -1
; tcl111[1]-s[11s[2]11[2]+c[1]1c[2]1[2] -s[1]s[2]1[2]+c[1]1c[2]1[2] O

% res mh mh_res
; -1.0.1.2.3.4.5..
; computation complete after degree 5

% numinfo mh_res

; name #rows #cols #standard degrees
;1 2 3 3 330
;2 3 1 1 6

% pres mh_res.2

; -s[11s[2]11[2]+c[1]c[2]11[2]
; —tcl[1]11[1]1+s[1]1s[2]1[2]-c[1]1c[2]1[2]
; ts[1]121[1]s[2]1[2]+tc[1]21[1]s[2]1[2]
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avec relation trigonométrique — fichier ex2 trig.mac

% ring q
! characteristic (if not 31991)
! number of variables

8 variables, please

1
! 8
!

! 6 more variables, please

1

[

[

tx
s[1]c[1]11[1]
! 3 more variables, please s[2]c[2]1[2]
! variable weights (if not all 1)

! monomial order (if not rev. lex.)

H largest degree of a monomial : 55

B R I N I R

% ideal i
! number of generators 7 1
' (1,1) 7 s[1]2+c[1]2-t2

% std i is
; 23.
; computation complete after degree 3

% qring is qi
% setring qi

% pring qi

; ring qi

; characteristic : 31991

; number of variables : 8

; variables : xs[1]cl1]1[1]s[2]c[2]1[2]t
; weights 11111111

; monomial order : 8¢

; top degree of a monomial : 55

; quotient ring by ideal:

; s[1]2+c[1]2-t2

% mat m
number of rows 7?2
number of columns 7 3

[

[

! (1,1) 7 -1[1]1s[11-1[2]1s[1]c[2]-1[2]c[1]s[2]
! (2,1) 7 1[1lc[11+1[2]lc[1lc[2]-1[2]s[1]s[2]
! (1,2) 7 -1[2]s[1]lc[2]-1[2]c[1]s[2]

! (2,2) 7 1[2]c[1]c[2]-1[2]s[1]s[2]

! (1,3) 7 -1

1 (2,3) 70

% homog m t mh

% res mh mh_res

; -1.0.1.2.3.4.5..6..

; computation complete after degree 6

% pres mh_res.2

-s[1]s[2]1[2]+c[1]c[2]1[2]
s[1]s[2]1[2]-c[1]1c[2]1[2]-c[1]11[1]¢t
1[1]s[2]1[2]t3
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exemple3 : la saliére — fichier ex3.mac

% ring q

! characteristic (if not 31991) ?

! number of variables 7T

! 7 variables, please ? ts[1lcl1ls[2]c[2]s[3]c[3]
! variable weights (if not all 1) ?

! monomial order (if not rev. lex.) 7

H largest degree of a monomial 1 76

% ideal i

! number of generators 7 3
! (1,1) ? c[2]-c[3]

' (1,2) ? s[1]s[2]

! (1,3) 7 c[1]s[2]-s[3]t

% std i is
; 12.3.4.
; computation complete after degree 4

% codim
; codim <standard basis> [integer result]

% codim is

; codimension : 3

% ideal j js

; ideal <resulting matrix>

% ideal j

! number of generators 7 6
' (1,1) 7 cl[2]-c[3]

! (1,2) 7 sl[1]s[2]

! (1,3) 7 c[1]s[2]-s[3]t

! (1,4) 7 c[1]2+s[1]2-t2

! (1,5) 7 c[2]2+s[2]2-t2

! (1,6) 7 c[3]2+s[3]2-t2

% std j js

; 12.3.4.5.6.

computation complete after degree 6

==

codim js
; codimension : 5

% mat m

! number of rows 7?3
! number of columns ? 3
' (1,1) 70

! (2,1) ? c[1]ls[2]

! (3,1) ? -s[1]s[2]

' (1,2) 7 -s[2]t

! (2,2) ? s[1]c[2]

! (3,2) 7 cl1lcl2]

! (1,3) 7 s[3]t

1 (2,3) 70

! (3,3) 7 -cl[3]t

% res mh m_res

; 1.2,

; computation complete after degree 2

% numinfo m_res

; name #rows #cols #standard degrees
;1 3 3 4 2:3

% qring is qq

[126k]

% pring

; current ring is qq

407
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characteristic

number of variables
variables

weights

monomial order

top degree of a monomial
quotient ring by ideal:
ts[1]1s[3]

s[1]s[2]
c[1]1s[2]-ts[3]
c[2]-cl[3]

% mat n

! number of rows 7?3

! number of columns 7 3

' (1,1) 70

! (2,1) ? c[1]s[2]

! (3,1) 7 -s[1]s[2]

! (1,2) 7 -s[2]t

! (2,2) ? s[1]c[2]

' (3,2) ? cl1lc[2]

! (1,3) 7 s[3lt

1 (2,3) 70

! (3,3) 7 -cl3]t

% homog n t nh

% type nh

; 0 -ts[2] ts[3]
; ts[3] s[1]cl3] O

; 0 c[1]1c[3] -tcl3]

% type mh
0 -ts[2] ts[3]

; cl1]s[2] sl[1lcl2] O

; -s[1]1s[2] cl1lc[2] -tc[3]

% res nh n_res

¢ 31991

H

: ts[1]c[1]1s[2]c[2]s[3]1c[3]
1111111

: 7 c

1 76

; computation complete after degree 5

H
H
% numinfo n_res

; name
HE 3 3 7
) 3 2 2
) 2 3 4
; 4 3 4 5
; B 4 5 7
.6 5 6 8
H 6 7 10
% type n_res.2

; s[1] O

; 0 0

; 0 s[1]s[3]

% setring q

% qring js qq

% mat p

! number of rows 7?3
! number of columns 7 3
1 (1,1) 70

' (2,1) 7 cl1ls[2]

1 (3,1) 7 -s[1]s[2]

' (1,2) 7 -s[2]t

' (2,2) 7 sl[1lcl2]

! (3,2) 7 cl1lcl2]

' (1,3) 7 s[3]t

1 (2,37 0

#rows #cols #standard degrees

2:3

0 N O O
© 00N OB
o U Wwom
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(38,3) 7 -cl3lt
homog p t ph

type ph

0 -ts[2] ts[3]
ts[3] s[11c[3] ©

0 cl[1]c3] -tcl3]

res ph p_res
1.2...... [189k].3....[252k] . [315k] . [378k] [441k] [504k]~C

1% type p_res.2

0 s[1] ts[2]-c[1]1s[3] © 0

s[2] O 0 0 s[3]c[3]
s3] o 0 ts[2]-c[1]1s[3] s[2]c[3]

409
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exemple4 : le joint homocinétique — fichier ex4.mac

% ring q

! characteristic (if not 31991) ?

! number of variables ? 10

! 10 variables, please ? tc[1]ls[11c[2]1s[2]c[3]1s[3]c[4]ls[4]z
! variable weights (if not all 1) ?

! monomial order (if not rev. lex.) ?

H largest degree of a monomial . 36

% ideal i

! number of generators 7 2
! (1,1) 7 c[2]2+s[2]2-t2
! (1,2) 7 cl[1]s[4]-s[1]c[4]

% std i is
; 23.4.
; computation complete after degree 4

% ideal j
! number of generators 7 8

1
! (1,1) ? cl1ls[2]c[3]-s[1]s[3]
! (1,2) 7 s[11s[2]1c[3]-c[1]1s[3]
' (1,3) 7 c[2]c[3]-z
! (1,4) ? cl4ls[1lc[2]-s[1]c[4]c([2]
' (1,5) 7 cl1]2+s[1]2-1
! (1,6) 7 cl[2]2+s[2]2-1
! (1,7) 7 cl[3]2+s[3]2-1
! (1,8) 7 cl4]2+s[4]2-1
J

% homog j t jh

% std jh js

; 23.4.5.6.7.8.9.

; computation complete after degree 9

==

codim js
; codimension : 6
% mat m

number of rows 74
number of columns ? 5

1

1

! (1,1) ? -s[1]s[2]c[3]-c[1]s[3]

! (2,1) 7 c[11s[2]c[3]-s[1]s[3]

1 (3,1) 70

' (4,1) ? cl[1lcl4]lc[2]+s[1]s[4]c[2]
! (1,2) 7 c[1lcl2]c[3]

1 (2,2) ? s[1]c[2]c[3]

! (3,2) ? -s[2]c[3]

1 (4,2) ? -s[1]cl[4]ls[2]+c[1]s[4]s[2]
! (1,3) ? -c[1]s[2]s[3]-s[1]c[3]

' (2,3) ? -s[1]1s[2]s[3]+c[1]c[3]

! (3,3) ? -c[2]s[3]

1 (4,3) 70

' (1,4 70

1 (2,4 70

! (3,4 70

! (4,4) 7 -c[1]lcl4]c[2]-s[1]s[4]c[2]
' (1,5) 70

1 (2,5) 70

! (3,5) 7 -1

! (4,5) 70

% homog m t mh

[126k]

% res m m_res

; matrix m isn’t homogeneous; either homogenize it
; using ’homog’, or change degrees using ’setdegs’

% res mh m_res
; -1.0.1.2.3.4.5.6.7.8..
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computation complete after degree 8

numinfo m_res

name #rows #cols #standard degrees
1 4 5 8 3:4 0
2 5 1 1 9

type m_res.2
—tc[1]1c[2]2c[3]1c[4]-ts[1]c[2]2c[3]s[4]

-t2c[1]c[2]s[3]c[4]+c[11c[2]s[2]12s[3]c[4]-t2s[1]c[2]s[3]s[4] \
+s[1]c[2]s[2]2s[3]s[4]

cl[1]lc[2]12s[2]c[3]1c[4]+s[1]c[2]2s[2]c[3]s[4]

-tc[1]lc[2]2c[3]c[4]+t2s[1]1s[2]s[3]c[4]-s[1]1s[2]13s[3]1c[4]-ts[1]1c[2]2c[3]1s[4] \

-t2c[1]s[2]s[3]s[4]+c[1]s[2]13s[3]s[4]

t3c[1]c[2]s[2]1c[3]1s[3]c[4]-tc[1]1c[2]13s[2]c[3]1s[3]c[4] \
-tc[1]c[2]1s[2]13c[3]s[3]1c[4]+t3s[1]c[2]s[2]c[3]s[3]s[4] \
-ts[11c[2]13s[2]c[3]1s[3]1s[4]-ts[1]1c[2]s[2]3c[3]s[3]s[4]

qring is qq
mat n

number of rows 7?4
number of columns 7 5

(1,1) ? -s[11s[2]c[3]1-c[1]1s[3]
(2,1) ? c[11s[21c[3]1-s[1]s[3]
3,1) 72 0
(4,1) 7 cl1lcl4lc[2]+s[1]s[4]c[2]
(1,2) ? cl[1lc[2]1c[3]
(2,2) ? sl1lcl2]c[3]
(3,2) 7 -s[2]cl3]
(4,2) 7 -s[1]lcl4]s[2]+c[1]s[4]s[2]
(1,3) ? -cl[1ls[2]s[3]1-s[1]c[3]
(2,3) ? -s[1]s[2]s[3]+c[1]c[3]
(3,3) 7 —cl[2]s[3]
(4,3) 70
(1,4 70
(2,4) 70
(3,4) 70
(4,4) ? -c[1]lc[4]lc[2]-s[1]ls[4]c[2]
(1,5) ? 0! (1,5) ? "R
(1,8) 2 0
(2,5) 70
(3,5) 7 -1

?

(4,5) 7 0

homog n t nh

res n n_res

matrix n isn’t homogeneous; either homogenize it
using ’homog’, or change degrees using ’setdegs’
res nh n_res

-1.0.1.2.3.4..5..6..

computation complete after degree 6

numinfo n_res

name #rows #cols #standard degrees
1 4 5 8 3:4 0

2 5 1 2 5

type n_res.2

tc[3]

c[2]s[3]

-s[2]c[3]

tc[3]

0
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