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Résumé

On s’intéresse dans ce travail à la modélisation et la simulation numérique des phéno-
mènes de charge auxquels sont sujets les satellites évoluant dans les orbites basses LEO
(Low Earth Orbit) et polaires PEO (Polar Earth Orbit). Cette thèse fait suite à des
études consacrées spécifiquement à l’environnement géostationnaire. Suivant l’orbite, les
caractéristiques du plasma environnant changent et des modèles différents peuvent être
exploités afin de décrire les interactions entre les particules chargées et les surfaces de
l’engin spatial. Une bonne description de ces interactions est nécessaire afin de prévenir
les phénomènes de charge électrique qui peuvent provoquer la perte de la mission. Les
descriptions les plus complètes sont basées sur des équations de Vlasov-Botzmann ou
Vlasov-Fokker-Planck couplées aux équations de Maxwell. Le phénomène de charge est
intimement lié aux conditions imposées sur les surfaces du satellite ; ces conditions non
standards où interviennent des dérivées en temps du champ électrique font l’originalité
de ces modèles.

Une analyse dimensionnelle des équations permet de dériver des hiérarchies de modèles
et d’adopter certaines simplifications suivant les caractéristiques physiques du plasma.
Dans le cas de l’orbite PEO, comme pour l’orbite GEO, une approche cinétique est pro-
posée vu que le plasma n’est pas très collisionnel à ces altitudes. Le modèle est constitué
de l’équation de Vlasov pour décrire l’évolution des particules, couplée à l’équation de
Poisson pour le potentiel électrostatique. Par contre, on suppose que le plasma LEO est
collisionnel et un modèle bifluide est proposé. Il est constitué des équations d’Euler pour
la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, de l’énergie et de l’équation
de Poisson pour le potentiel électrostatique. En fait, il est pertinent de considérer des
versions stationnaires de ces équations, mais où la variable de temps intervient toujours
via les termes de bord. Outre la dérivation des ces hiérarchies de modèles, on aborde plus
précisément l’étude, au moins dans des situations simplifiées, de certaines propriétés ma-
thématiques des modèles hydrodynamiques LEO et on propose des schémas numériques,
basés sur des méthodes volumes finis et des stratégies de splitting, pour en permettre la
simulation. En particulier, on introduit une définition des flux numériques pour l’hydro-
dynamique prenant en compte la formation de couche de Knudsen.





Abstract

This work is devoted to the modeling and numerical simulations of the charging pheno-
mena that spacecrafts evolving in LEO (Low Earth Orbit) and PEO (Polar Earth Orbit)
atmospheres are subject to. The thesis follows studies concerned more specifically to the
geostationary environment. Depending on the orbit, the characteristics of the surrounding
plasma are changing and different models can be used to describe the interactions bet-
ween the charged particles and the surfaces of the spacecraft. An accurate description of
these interactions is necessary in order to prevent the electrical charge that might cause
the loss of the mission. The most precise descriptions are based on Vlasov-Botzmann or
Vlasov-Fokker-Planck equations coupled to the Maxwell system. The charge phenomena
is intimately related to the boundary conditions imposed on the surfaces of the space-
craft : the boundary conditions involve time derivative of the electric field which makes
the originality of the model.

The dimension analysis of the equations leads to derive a hierarchy of models and
allows to adopt several simplifications according to the physical characteristics of the
plasma. For the PEO orbit, like for GEO, a kinetic approach has been proposed since the
plasma is non collisional. It consists of the Vlasov equation for describing the particles,
coupled to the Poisson equation for the electrostatic potential. By contrast, we assume
that collisional effects are important for the LEO which leads to introduce a two-fluid
model. It consists of the Euler equations for the conservation of mass, momentum, energy
and the Poisson equation for the electrostatic potential. In fact, it is relevant to deal
with stationary version of these equations, while the time variable still arises through the
boundary terms. Beyond the derivation of hierarchies of models, we are more specifically
interested in exhibiting, at least in simplified frameworks, some remarkable mathematical
properties of the LEO hydrodynamic systems. We also design numerical schemes, based
on finite volume methods and splitting strategies, to simulate the models. In particular
we introduce a suitable definition of numerical fluxes for hydrodynamics that is intended
to take into account the possible formation of Knudsen layers.
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Introduction

Les problèmes de la charge et de la décharge des systèmes spatiaux par leur environ-
nement est un fait scientifiquement établi : des satellites technologiques (ATS-5 1, DSP
2, SCATHA 3,4,CRRES 5) ont été spécialement instrumentés afin de quantifier ces phé-
nomènes [LBB+94], [LBV+95], [DeF72] et [Miz83]. Comme de nombreux satellites ont été
victimes d’anomalies de fonctionnement imputables à ces problèmes, beaucoup d’études
et d’efforts ont été consentis pour garantir l’immunité des satellites contre le risque de
charge et de décharge. Parmi les anomalies récentes, citons la panne survenue en 1994
au satellite Anik-E1 qui a subit une décharge électrostatique interne causée par un orage
magnétique. On citera aussi le satellite Telstar qui perdit tous ses moyens de commu-
nications avec la Terre pendant plusieurs jours en 1997 [Ode00],[DD92],[JNA94]. Sur les
satellites commerciaux, l’approche consiste à tolérer la charge et prévenir les effets élec-
tromagnétiques des décharges [DeF72].

Le mécanisme de charge dépend fortement des caractéristiques du plasma environnant
et donc de l’altitude à laquelle évolue le satellite. La plupart des satellites évoluent en
orbite géostationnaire mais pour certaines missions, il est important de considérer des alti-
tudes basses ou les effets spécifiques de la traversée des cornets polaires [Gus85],[MKC82].
Des études en plasma ionosphérique ont prouvé le risque de charge et de décharge suite
à l’immersion d’objets polarisés. Ainsi, la compréhension des mécanismes de charge et de
décharge sur une orbite est donc une matière d’étude importante [Che74],[eAB94].

A ces orbites, les satellites baignent dans un mélange de particules libres et chargées,
appelé plasma. Ainsi, la charge du satellite dépend essentiellement de l’environnement
plasmique avec lequel il est mis en contact. Cette charge se fait par la collection des
particules chargées de l’environnement plasmique. Le satellite est soumis à des courants
d’électrons, des ions et des photons énergétiques de l’extrême ultraviolet. Ce sont là les
principaux agents de la charge. Au cours de leur interaction avec la matière, les particules
sont ralenties au point de pouvoir y être totalement absorbées. Comme il y a échange de
charge avec le milieu extérieur, il y a charge du satellite.

De plus, à chaque orbite est associée une distribution d’énergie des différentes parti-
cules et un niveau de flux qui a une influence déterminante sur la charge des satellites.
Par exemple dans les orbites basses, c’est la charge des surfaces extérieures du satellite qui
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est prépondérante, alors qu’en orbite MEO (Medium Earth Orbit), c’est l’implantation
de charges internes. Enfin, en orbite géostationnaire (GEO), les deux types de charges
sont présentes. Ainsi les potentiels induits sont d’autant plus élevés que les énergies des
particules rencontrées le sont également. L’énergie moyenne dans le plasma PEO (Polar
Earth Orbit) se situe à 10KeV, et à 0.1eV dans le plasma LEO (Low Earth Orbit). De
plus, la charge dépend aussi des propriétés des matériaux diélectriques utilisés en surface
du satellite. La technologie et une conception appropriée du satellite pourront donc appor-
ter des solutions au problème de la charge et de la décharge induite par l’environnement
[LK],[LA95],[LSS], en s’appuyant sur un travail préalable de simulation.

La modélisation des phénomènes de charge du satellite dans l’environnement des or-
bites basses LEO et polaires PEO est présentée dans ce travail, extension des études
menées plus précisemment pour les orbites géostationnaires [Cha01, CY04].

La présente thèse est constituée de trois parties. La première partie porte sur la descrip-
tion de l’environnement plasmique et l’interaction du satellite avec le plasma environnant.
La seconde partie traite de la modélisation 3D de la charge d’un satellite en orbites basses
et polaires. La dernière partie porte sur une hiérarchie de modèles 1D étudiés théorique-
ment et numériquement.
Ce travail est réalisé en collaboration avec THALES ALENIA SPACE (Cannes) et l’IN-
RIA Lille Nord Europe.

0.1 Première partie - Chapitre 1, 2 et 3 : Description
d’un plasma, de la magnétosphère et des mécanismes

de charge d’un satellite

Dans la première partie de ce travail, les efforts de recherche sont concentrés sur une
bonne explication et description de l’environnement plasmique et ses interactions avec le
satellite.

Comme les satellites en vol se trouvent dans un mélange de particules libres et chargées,
appelé plasma, nous rappelons quelques notions générales de la physique des plasmas (sa
définition, son comportement collectif et les interactions régnant en son sein, la longueur
de Debye, ses vitesses caractéristiques,. . . ), qui seront utilisées au cours de ce travail de
thèse. Ces éléments de rappel sont basés sur [Che74], [DV02] et [eAB94]. Ceci fera l’objet
du chapitre 1.

Pour comprendre la provenance des particules issues du plasma qui interagissent avec
les surfaces des satellites et qui contribuent ainsi à la modification de leur charge électro-
statique, nous allons faire un aperçu de la magnétosphère dans le chapitre 2 permettant
ainsi de se familiariser avec le vocabulaire technique de l’astrophysique.

Dans le chapitre 3, une description des phénomènes de charge d’un satellite est dé-
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taillée afin de mieux comprendre l’interaction du satellite avec le plasma environnant.

0.2 Deuxième partie : Chapitre 4 et 5, Modélisation 3D
des phénomènes de charges dans les orbites LEO et

PEO

Dans cette partie, nous rappelons le contexte physique du problème. Nous décrivons les
différentes interactions électrostatiques que l’on rencontre à la surface du satellite. Nous
introduisons le modèle mathématique de Vlasov-Poisson permettant de décrire le plasma
PEO. Nous rappelons aussi les résultats d’existence et d’unicité du système de Vlasov-
Poisson que l’on trouve dans la littérature. Ensuite, nous adimensionnons ces équations
afin de pouvoir simplifier au maximum le problème. Nous faisons apparaître un terme
L/λd où L est la longueur caractéristique du satellite et λd la longueur de Debye. Comme
dans un plasma magnétosphérique d’orbite PEO, la longueur de Debye est grande devant
les dimensions du satellite, nous obtenons une équation de Vlasov stationnaire pour les
ions et électrons et une charge d’espace négligeable. La résolution numérique d’un tel
modèle cinétique se fait comme pour l’orbite géostationnaire [Cha01], [CY04].

Ensuite, nous proposons que la charge du satellite en orbite LEO soit modélisée par un
modèle bifluide. Nous considérons un plasma constitué de deux espèces de particules : des
électrons et des ions. Les différentes quantités dépendent de la position x ∈ R3 dans un
domaine Ω, et du temps t. L’indice α vaut i, e respectivement pour les quantités relatives
aux ions et aux électrons. Nous notons nα la densité des particules, uα la vitesse des
particules et mα la masse des particules. La charge des particules est donnée par qZα où
q > 0 est la charge élémentaire. On a Ze = −1, Zi ∈ N∗. Nous rappelons les équations
d’Euler :

– Conservation du nombre de particules :
pour tout t > 0 et ∀x ∈ Ω et ∀α = i, e, l’équation de conservation du nombre des
particules est :

∂tnα(x, t) + div(nα(x, t)uα(x, t)) = 0.

– Equation de bilan pour l’impulsion 1 :
cette équation correspond au principe fondamental de la dynamique. Elle est donnée
par :

mα

[
∂tnαuα + div.(nαuα ⊗ uα)

]
+∇xpα = Fvol,

pour tout t > 0, ∀x ∈ Ω et ∀α = i, e, où pα désigne la pression, et Fvol désigne les
forces volumiques qui sont principalement les forces de nature électromagnétiques
données par :

F = qZα(E + uα ×B),

1. Pour a et b ∈ R3, a ⊗ b est la matrice akbl de dimension 3 × 3, et pour A une matrice donnée, on
définit le vecteur div.A dans R3 par ses composantes

∑3
l=1 ∂lAkl.
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où E désigne le champ électrique et B désigne le champ magnétique.

– Conservation de l’énergie :
l’énergie totale du système est la somme de la puisance des efforts et du taux de
chaleur reçu par le système, soit :

∂twα + div.(wαuα) + div.(pαuα +Q) = F,

où wα = nαeα+ 1
2
mαnαu

2
α désigne la densité d’énergie totale, eα est l’énergie interne,

et Q est le flux de chaleur extérieur.
La pression et l’énergie interne sont reliées à la température par :

pα = KBnαTα, nαeα =
pα

γα − 1
,

où γα est le rapport des chaleurs spécifiques.
Nous distinguons deux approches permettant de fermer le système en évitant le
calcul de l’équation d’énergie. La première est celle isotherme, pour laquelle la tem-
pérature des particules est une donnée constante dans le plasma. La seconde est
celle adiabatique dite aussi isentropique. Elle donne une relation entre la pression
et la densité :

pα = Cαn
γα
α ,

où Cα est une constante. Ce qui fera l’objet de la troisième partie.

Tout d’abord, on considère que le champ électrique E dérive d’un potentiel Φ i.e. E =
−∇Φ, et que B = 0. Ces équations de conservation seront couplées à l’équation de Poisson
pour le calcul du potentiel électrostatique dans Ωc l’extérieur de l’ouvert représentant le
satellite :

−ε0∆Φ = e

(
ni (t, x)− ne (t, x)

)
(0.1)

où ε0 est la permittivité du vide. En considérant que le satellite n’est recouvert que par
au plus une couche de diélectrique, l’équation (0.1) est accompagnée de quatre conditions
aux limites :

∂t

(
εk
φabs − Φ

dk

− ε0∂γnΦ

)
+ σk

φabs − Φ

dk

− Jext.γn = 0 sur Γd−v, t ≥ 0, (0.2)∫
Γc−v

[
∂t

(
−ε0∂γnΦ

)
− Jext.γn

]
dγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk

φabs − Φ

dk

)
− σk

φabs − Φ

dk

]
dγ = 0, (0.3)

Φ(t, x) = φabs(t) sur Γc−v, (0.4)
Φ → 0, ‖x‖ → ∞, t ≥ 0, (0.5)

avec :
– εk, σk et dk respectivement la permittivité, la conductivité et l’épaisseur du diélec-

trique.



0.2. Deuxième partie : Chapitre 4 et 5, Modélisation 3D des phénomènes
de charges dans les orbites LEO et PEO 17

– γn la normale pointant vers l’intérieur du satellite et du conducteur parfait.

– φabs le potentiel du conducteur parfait.

– Jext la densité de courant à l’extérieur du satellite.

– Γc−v l’interface entre le conducteur et le vide.

– Γc−d l’interface entre le conducteur et les diélectriques.

– Γd−v l’interface entre les diélectriques et le vide.

Les conditions limites pour les quantités fluides sont précisées ultérieurement.

Une fois construit un modèle bifluide 3D nommé Euler-Poisson complet décrivant
le plasma LEO considéré collisionnel, nous adimmensionnons ces équations : en identi-
fiant certains régimes asymptotiques nous pourrons simplifier le problème. Nous faisons
apparaître ainsi le terme η

′
= L/λd où L est la longueur caractéristique du satellite.

Contrairement au plasma PEO, la longueur de Debye est ici petite devant les dimensions
du satellite et on obtient des équations d’Euler stationnaires pour les ions et électrons
avec des conditions aux limites instationnaires pour un temps caractéristique proposé par
l’industriel qui est de l’ordre de 10s ou 102s. Ce temps de charge est petit par rapport au
temps caractéristique d’évolution du fluide. On obtient alors :

−1

η′2
∆Φ = ni(t, x)− ne(t, x), dans Ωc, (0.6)

Φ(t, x) = φabs(t) sur Γc−v, (0.7)

∂t

(
εk
φabs − Φ

dk

)
+ σk

φabs − Φ

dk

= Jext.γn sur Γd−v, (0.8)∫
Γc−v

Jext.γndγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk

φabs − Φ

dk

)
− σk

φabs − Φ

dk

]
dγ = 0, (0.9)

∇.(ne,iue,i) = 0, (0.10)
∇.(niui ⊗ ui) +∇pi = niui ×B − ni∇Φ, (0.11)
∇pe = −neue ×B + ne∇Φ, (0.12)

∇
[(

pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −niui∇Φ, (0.13)

∇
[

pe

γe − 1
ue + peue

]
= neue∇Φ. (0.14)

Ainsi l’évolution en temps du modèle est essentiellement dirigée par des termes différentiels
intervenant dans les conditions aux bords pour le potentiel différentiel (voir les équations
(0.8) et (0.9)).

Comme la longueur du satellite est plus grande que l’épaisseur du diélectrique, on
s’intéresse par la suite à prendre le temps de la charge différentielle donné dans le code
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SPARCS 2 qui est de l’ordre de 10−3s, on obtient ainsi les équations d’Euler pour les ions
et les électrons suivantes :

∂t(ne,i) +∇.(ne,iue,i) = 0, (0.15)
∂t(niui) +∇.(niui ⊗ ui) +∇pi = niui ×B − ni∇Φ, (0.16)
∇pe = −neue ×B + ne∇Φ, (0.17)

∂t

[
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

]
+∇

[(
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −niui∇Φ, (0.18)

∂t

(
pe

γe − 1

)
+∇

[(
pe

γe − 1

)
ue + peue

]
= neue∇Φ, (0.19)

−1

η′2
∆Φ = ni(t, x)− ne(t, x), dans Ωc, (0.20)

avec les conditions aux limites instationnaires (0.7)-(0.9).

0.3 Troisième partie : Chapitre 6 et 7 : Modèles
unidimensionnels du plasma LEO

L’ensemble du travail du chapitre 6 prendra comme point de départ un modèle mono-
fluide décrivant un plasma LEO qui est basé sur les équations d’Euler stationnaires cou-
plées à l’équation de Poisson pour le calcul du potentiel électrostatique. Nous considèrons
le plasma constitué des ions et la pression des particules donnée par une loi adiabatique

p(n) = nγ

où γ est le rapport des chaleurs spécifiques.
On considère un domaine borné caractérisé par L où 0 < L <∞. On assimile le satellite
à un conducteur parfait recouvert d’une couche de diélectrique. La partie conductrice
occupe l’intervalle [0, hc], le diélectrique [−hd, 0]. La constante hd représente l’épaisseur
du diélectrique et hc la largeur du conducteur. Le plasma occupe donc le domaine ]−L−
hd,−hd[∪]hc, L+ hc[ noté Ω.

Dans le domaine occupé par le plasma Ω, le système s’écrit :

∂xJ = 0, (0.21)

∂x

(
J2

n
+ p (n)

)
= −n∂xΦ, (0.22)

− 1

η′2
∂2

xxΦ = n− C, (0.23)

où J représente la densité du courant et η′ = hc

λd
est le rapport de la largeur du conducteur

et de la longueur de Debye. C est une fonction que l’on pourra par exemple supposer

2. SPAcecRaft Software est un outil de simulation des phénomènes de charge des satellites. Il calcule
les courants des ions et des électrons de la magnétosphère sur les surfaces du satellite avec un algorithme
“back-trajectories” [Cha01, CBCY03].
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constante égale à 1. Dans le cas d’un modèle bifluide, la variable C représente la densité
des électrons.
On considère les conditions aux bords suivantes pour les densités

n(t,−hd) = ng
0, n(t, hc) = nd

0, n(t, L+ hc) = n(t,−L− hd) = n∞, (0.24)

où n∞ est la densité du plasma donnée et que l’on pourra par exemple supposer égale à
C en −L− hd et L+ hc. Pour le potentiel électrostatique, on a

Φ(t,−L− hd) = Φ(t, L+ hc) = 0. (0.25)

Le système d’Euler Poisson stationnaire (0.21)-(0.25) est complété par les équations

ε0∂t∂xΦ (t,−hd) +
εd
hd

∂t (Φ (t,−hd)− φabs (t)) +
σd

hd

(Φ (t,−hd)− φabs (t)) = J(t,−hd),

ε0∂t∂x (Φ (t,−hd)− Φ (t, hc)) = J (t,−hd)− J (t, hc) ,

qui déterminent Φ(t,−hd) et φabs(t) avec εd et σd la permittivité et la conductivité du
diélectrique.
Dans ce modèle 1D, nous ne passons pas à la limite quasi-neutre afin de conserver le
couplage entre le plasma et le satellite. Ensuite, nous traitons théoriquement et numéri-
quement le problème dans les deux régimes subsoniques et supersoniques en se basant sur
[PV06] et [BD85].

Afin d’éviter les raideurs causées par le modèle d’Euler-Poisson stationnaire, nous
traitons dans le chapitre 7, un modèle d’Euler-Poisson évolutif pour les ions. Dans ce
modèle, les équations de conservation de la masse, de bilan d’impulsion et de l’énergie
pour les ions sont couplées à l’équation de Poisson pour le champ électrique :

∂tU + ∂xF (U) = S(U), (0.26)

avec U = (n, J, w), F (U) =

(
J, (J2

n
)+p(n), J

n
(w + p (n))

)
, S(U) = (0,−n∂xΦ,−J∂xΦ).

Les schémas numériques proposés sont en une dimension d’espace. A ce modèle, on associe
un schéma numérique basé sur un splitting en temps. Tout d’abord, on résout la partie
hyperbolique de (0.26), ce qui nous donne une solution intermédiaire Ũ .
Ensuite, en faisant une mise à jour de cette solution dans le terme source, on obtient la
solution à l’instant tk+1. Ainsi, en utilisant le schéma de Godunov, le schéma splitting en
temps est donné par :

Ũk+1
i = Uk

i −
∆t

∆x
[F k

i+ 1
2
− F k

i− 1
2
],

Uk+1
i = Ũk+1

i + ∆tS(Ũk+1
i ),

où F k
i+ 1

2

= F (Uk
i , U

k
i+1) est le flux numérique de Godunov à l’instant tk au point xi+ 1

2
qui

dépend des états Uk
i et Uk

i+1.

Le calcul du terme source S(Ũk+1
i ) = (0,−ρ̃k+1

i ∂xΦ
k,−J̃k+1

i ∂xΦ
k) dépend de ρ̃k+1

i , J̃k+1
i et
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est explicite en Φ. Dans l’équation de conservation de la masse, le terme source vaut zéro,
de sorte que ρk+1

i = ρ̃k+1
i . Le terme de force −∂xΦ

k est approché par différences finis,

−∂xΦ
k =

Φk
i+1 − Φk

i−1

2∆x

où Φk
i est l’approximation du potentiel sur [xi− 1

2
, xi+ 1

2
] à l’instant tk au point xi.

Afin de définir les flux numériques aux bords, une étude sur les conditions aux bords pour
les quantités fluides est présentée dans ce chapitre.

Comme première tentative, on suppose que les particules aux bords sont réfléchies
d’une manière spéculaire (voir [VDBG10]). Ainsi, les flux de masse, quantité de mouve-
ment et énergie sont uniquement déterminés par la trace sortante.

Et en approchant la trace sortante par Mnk
0 ,uk

0 ,T k
0

une maxwellienne définie par les champs
macroscopiques de la première maille du domaine de calcul, on détermine ainsi l’état fictif
Ugh,0 défini à partir de l’état Uk

0 dans la première maille du domaine. Puis on utilise cet
état fictif pour évaluer les flux à l’interface.
Les résultats numériques indiquent que ces conditions aux limites pour le système hydro-
dynamique ne reproduisent pas aux mieux les conditions imposées au niveau cinétique. Ce
qui nous incitent à chercher des conditions aux limites du type Maxwell pour les quantités
fluides afin d’atteindre notre but.
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Chapitre 1

Plasma spatial environnant
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1.1 Les plasmas

Un plasma est un gaz chargé électriquement. Il se compose donc d’ions et d’électrons
libres.

Compte tenu de sa nature physique, les processus susceptibles de se produire en son
sein peuvent être de deux ordres, des interactions de types collectives ou individuelles.

1.1.1 Interactions collectives

Les interactions collectives proviennent de la nature propre des particules. Du fait
que celles-ci peuvent être chargées, il apparaît au sein du plasma des forces d’interaction
à longue portée. Ce sont les forces électrostatiques. Aussi, le mouvement des particules
chargées crèe un courant qui induira un champ magnétique. Bien entendu, la création
artificielle de telles forces électromagnétiques influence de la même manière le plasma.

1.1.2 Interactions individuelles

Les interactions individuelles, proviennent de la nature microscopique des particules
composant le plasma ; celles-ci peuvent se classer sous le terme général de collisions. Les
collisions binaires élastiques conservent le nombre des particules, la quantité de mouve-
ment et l’énergie du système. La nature de ces collisions dépend essentiellement de la
nature de la force d’interaction qui lie les particules. S’il y a collision entre deux par-
ticules chargées, ce sont les forces coulombiennes, si l’une des deux particules n’est pas
chargée, nous parlerons d’interactions dûes au mécanisme dit du dipôle induit, si les deux
particules sont neutres nous utiliserons le modèle des sphères dures. Les collisions inélas-
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tiques conduisent quant à elles à la création ou à la disparition de particules au sein du
plasma. Parmi celles-ci, on citera en exemple, l’ionisation, la recombinaison ou l’échange
de charges entre ions et neutres. Les deux premières interactions jouent un rôle important
dans la création ou destruction des plasmas, et pour la dernière, affecte la mobilité des
ions.

1.2 Grandeurs fondamentales en physique des plasmas

Un plasma est globalement neutre, c’est-à-dire que, dans une petite portion d’espace,
la densité de charge électrique est nulle. Que se passe-t-il si on déplace une charge élec-
trique, de façon à ce que la densité de charge locale ne soit pas nulle ?
En fait, la densité de charge n’est jamais rigoureusement maintenue à 0, car les parti-
cules ne sont pas immobiles. Elles ont des vitesses désordonnées d’agitation thermique.
La neutralité électrique subit continuellement des petites perturbations. Ces perturba-
tions engendrent continuellement des oscillations de plasma.

En effet, la densité de charge crèe un champ électrique. Ce dernier agit comme une
force de rappel. Comme les électrons sont les particules les plus légères, ils ont la vitesse
la plus élevée. Leur déplacement tend à annuler la densité de charge électrique. Ce fai-
sant, ils acquièrent une vitesse et s’éloignent. Un nouveau champ électrique, symétrique
du premier, se crèe et les électrons font demi-tour. En conséquence, le plasma oscille.

On montre que la fréquence de cette oscillation est proportionnelle à la racine carrée
de la densité d’électrons dans le plasma.

1.2.1 Caractérisation des influences des interactions

Les interactions décrites à la section 1.1 jouent un rôle plus ou moins important dans la
compréhension des phénomènes à considérer. Pour chacune de ces interactions, on intro-
duit un temps caractéristique d’interaction, et une longueur d’interaction caractéristique.
Celles-ci dépendent des paramètres du plasma, telle que la densité des particules, et leur
température.
Pour les collisions, le temps caractéristique apparaît plus souvent sous la forme de fré-
quence de collisions, la longueur caractéristique porte le nom de libre parcours moyen
λαβ pour une particule α en collision avec une particule β. Pour les interactions de types
électrostatiques, nous parlerons de longueur de Debye et pour celles de type magnétique
de rayon de Larmor.

Interactions électrostatiques et la longueur de Debye

La longueur de Debye apparaît comme la longueur critique d’interactions collectives.
Sous l’action d’un champ extérieur ayant pour but d’écarter le plasma de sa neutralité
naturelle, le plasma fera écran à celui-ci. L’action de ce champ ne se ressentira que sur une
distance de l’ordre de la longueur de Debye. De même si on observe l’action électrostatique
d’un ion sur l’ensemble des électrons qui l’entourent, le rayon de la sphère d’influence est



1.2. Grandeurs fondamentales en physique des plasmas 25

donné par cette même longueur. Cette longueur apparaît comme la longueur caractéris-
tique d’interactions collectives électrostatiques ; nous verrons que son ordre de grandeur
devant la taille du système à étudier joue un rôle important, tant dans le choix du modèle,
que numériquement. Son expression est donnée par :

λd =

√
ε0KBTe

nee2

où ε0 est la perméabilité électrique du vide, e la charge électrique élémentaire, Te la
température électronique KB la constante de Boltzmann, et ne la densité électronique.

On introduit de plus le nombre de Debye, permettant de comparer cette distance avec
la longueur caractéristique du système d’étude (L) :

ND =
λd

L
,

L sera par exemple une grandeur caractéristique du satellite.

Interactions d’ordre magnétique et rayon de Larmor

La dimension caractéristique du plasma permettant de juger de l’influence d’un champ
magnétique extérieur au coeur du plasma est donnée par le rayon de Larmor ; cette lon-
gueur est définie comme le rayon de courbure des trajectoires des particules sous l’action
d’un champ magnétique dont la nature est désignée ici par l’indice α :

ρLα = mα
v⊥α

eB
,

où mα désigne la masse de la particule α, B caractérise l’intensité du champ magnétique,
et v⊥α est la vitesse de la particule α perpendiculaire à celui-ci, (ou la vitesse thermique
soit

√
KBT
mα

pour un plasma maxwellien).
On pourra introduire aussi le nombre de Larmor :

NL =
ρL

L
.

Les phénomènes d’induction de champs magnétiques seront négligés dans la mesure où
les particules ont une vitesse relativement faible.

Collisions binaires élastiques entre deux particules chargées

Les collisions ions-électrons, ions-ions ou électrons-électrons sont basées sur les in-
teractions coulombiennes. Pour définir leurs fréquences, on commence par faire le calcul
théorique de leurs sections efficaces de transfert de quantité de mouvement (σc

αβ).
En partant de la section efficace différentielle de Rutherford,

σαβ(χ) =

(
ZαZβe

2

8πε0µg2

)2
1

sin4(χ)
,
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où χ est l’angle de déviation, g la vitesse relative initiale des deux particules, Zα le nombre
de charge de la particule, µ la masse réduite des deux particules :

µ =
mαmβ

mα +mβ

avec mα la masse de la particule α,

on a :

σc
αβ = 2π

∫ π

χmin

(
1− cos(χ)

)
sin(χ)σ(χ)dχ = 4π

(
ZαZβe

2

4πε0µg2

)2

ln(Λ),

où : ln(Λ) est le logarithme coulombien définit par : Λ = 4πε0µg2

ZαZβe2 , χmin la déviation minimale
pour laquelle on a coupure de Debye, et g la vitesse relative moyenne des 2 particules.

La fréquence caractéristique des collisions est alors donnée par :

γαβ = max(nα, nβ)gσc
αβ.

Pour avoir la longueur caractéristique des collisions relativement au phénomène à obser-
ver, on divise la vitesse caractéristique V des particules à observer par cette fréquence :

Lαβ =
V

γαβ

.

Le libre parcours moyen est alors défini par :

λαβ =
g

γαβ

=
1

max(nα, nβ)σc
αβ

.

On pourra se référer à [eAB94] pour le détail des calculs.
Pour achever les calculs, on doit émettre une hypothèse sur les fonctions de distribution
des particules pour calculer g2. On supposera ici qu’elles sont maxwelliennes. On a alors :

g2 = 2

(
KBTα

mα

+
KBTβ

mβ

)
.

-Pour les collisions électrons-électrons, on a alors :

µ =
me

2
,

g2 = 4
KBTe

me

.

-Pour les collisions ions-ions :
µ =

mi

2
,

g2 = 4
KBTi

mi

.

-Pour les collisions électrons-ions :

µ = me,
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g2 = 2
KBTe

me

,

car mi >> me.

On définit aussi les nombres de Knudsen :

Nαβ =
λαβ

L
.

Collisions binaires élastiques avec au moins une particule neutre.

Les collisions élastiques entre deux particules neutres ou entre un ion et un neutre sont
décrites ici par le modèle des sphéres dures.
Les calculs des sections efficaces sont beaucoup plus simples dans ce cas :

σsd
αβ = πD2,

où D est le diamètre moléculaire (identique) des deux particules. Par exemple pour le
Xénon, on a : D = 3.42× 10−10m.
Et nous avons les mêmes définitions que précédemment pour les fréquences et les lon-
gueurs caractéristiques de collisions.

Collisions binaires élastiques entre un électron et un neutre.

Ce type de collisions est basé sur le principe du dipôle induit : au passage d’un électron,
un neutre se polarise et crèe autour de lui un moment dipolaire. En introduisant la pola-
risabilité du neutre Xénon (ψ = 4.044×10−24cm3) le potentiel d’interaction est donné par :

− ψe2

4πε0r4
.

La section efficace intégrée pour des électrons de température 2eV est donnée dans
[eAB94] : σdip

ne = 1× 10−20m−3.

Collisions binaires inélastiques entre un ion et un neutre.

Pour les collisions inélastiques d’échange de charges, nous utilisons un modèle simplifié,
et nous considérons que lorsque les deux particules collisionnent, elles échangent leurs
rôles. Microscopiquement cela correspond à échanger leurs vecteurs vitesses. Ce type de
collision affecte grandement la mobilité des ions, et peut être considéré comme un terme
créant des ions lents. La section efficace différentielle de collisions nous est donnée dans
[OHM+99] pour les collisions dans un plasma de Xénon.
Pour les collisions entre un atome (Xe) et un ion (Xe+), Rapp et Francis [RF62] donnent :

σCEX
ei =

(
k1 ln(g) + k2

)2

× 10−20m2,

où :
k1 = −0.8821,
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k2 = 15.1262.

Pour les collisions entre un atome (Xe) et un ion (Xe++), des mesures expérimentales
[OHM+99] donnent :

σCEX
ei =

(
k1 ln(g) + k2

)2

× 10−20m2,

où :
k1 = −2.7038,

k2 = 0.34069.

Les autres collisions seront négligées.

1.2.2 Tables des paramètres du plasma

La table 1.1 donne quelques constantes fondamentales. La table 1.2 présente les diffé-
rentes fréquences du plasma, les longueurs et les vitesses caractéristiques.

Propriétés Symboles Valeurs en S.I
vitesse de la lumière c 3× 108m/s
constante de Boltzmann KB 1.38× 10−23j.K−1

masse d’électron me 9.1× 10−31kg
masse du proton mi 1836me

charge élémentaire e 1.6× 10−19C
constante diélectrique ε0 8.85× 10−12F/m
perméabilite du vide µ0 4π × 10−7H.m−1

Tab. 1.1 – Paramètres du plasma avec µ0ε0 = 1
c2

et 1eV = 1.16× 104K.

Propriétés Symboles en S.I
libre parcours moyen entre électrons/ions λei = 1

nσei

fréquence du plasma électronique wpe = ( ne2

ε0me
)1/2

fréquence du plasma ionique wpi = ( ne2

ε0mi
)1/2

fréquence de gyration électronique wge = eB
me

fréquence de gyration ionique wgi = eB
mi

fréquence de collision coulombienne νei = wpelnΛ

4πnλ3
D

longueur de Debye λD = ( ε0KBT
ne2 )1/2

rayon de gyration électronique rge = vthe

wge

rayon de gyration ionique rgi =
V th

i

wgi

vitesse thermique électronique V th
e = (KBT

me
)1/2

vitesse thermique ionique V th
i = (KBT

mi
)1/2

Tab. 1.2 – Caractéristiques du plasma
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Comme le satellite interagit avec les particules du plasma environnant, on s’intéresse à
comprendre la provenance de ces particules qui contibuent à la modification de la charge
électrostatique par une étude de la magnétosphère.

2.1 Introduction

La magnétosphère terrestre a fait l’objet de recherches intenses depuis les années 70
pour deux raisons essentielles : d’une part, la magnétosphère est un très riche laboratoire
de physique des plasmas. D’autre part, les perturbations de la magnétosphère, sous-orages
et orages magnétosphèriques qui correspondent aux phases de dissipation explosive d’éner-
gie magnétique et qui affectent les régions de la magnétosphère, où les flux de particules
énergétiques sont fortement intensifiés, provoquent des phénomènes électrodynamiques
violents et destructeurs pour les activités humaines tant au sol (réseaux électriques,...)
que dans l’espace (satellites,...). Ces objets spatiaux sont très sensibles à la ceinture de
radiations qu’on décrira plus loin, aux structures magnétiques, ainsi qu’aux écoulements
rapides de particules. L’énergie dissipée dans la haute atmosphère et la magnétosphère
interne lors des sous-orages et orages magnétiques provient initialement du soleil [Jac].
Ce dernier émet des particules chargées dans le milieu interplanétaire. Elles forment le
vent solaire qui est un plasma très conducteur et porteur de matière, de quantité de mou-
vement, d’énergie mécanique et aussi électromagnétique.
Les magnétosphères résultent de la rencontre du vent solaire avec des obstacles magnétisés.
Elles ont toutes la même forme, la même structure alors que leur taille varie en fonction
de l’intensité du moment magnétique de la planète. De plus, elles sont gigantesques par
rapport à la planète qui en est à l’origine. Par exemple, l’échelle de la magnétosphère de
la Terre est de l’ordre de 1000 rayons terrestres. Enfin, leurs dynamiques dépendent de
la rotation de la planète et de la présence ou de l’absence d’une ionosphère qu’on décrira
plus loin.
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La magnétosphère terrestre est illustrée sur la figure 2.1. C’est l’ensemble des lignes
de champ magnétique terrestre situées au-dessus de 800 à 1000 km d’altitude. Elle est
plongée dans le vent solaire et déformée par celui-ci : sa forme est très allongée, comprimée
du côté du soleil ( côté jour) et étirée du côté nuit, un peu comme la queue d’une comète
jusqu’à plus de 300000 km.

Fig. 2.1 – Magnétosphère [sitc]

De plus, c’est un milieu très dilué, moins dense encore que le milieu interplanétaire qui
l’entoure. La magnétosphère est remplie de plasma qui interagit fortement avec le champ
magnétique. Elle est séparée du vent solaire par une frontière de quelques centaines de
kilomètres d’épaisseur : la magnétopause qui se trouve à environ 60000 km. En l’absence
du vent solaire, le champ magnétique terrestre serait dipolaire. Du fait de la présence du
vent solaire, les lignes de champ sont déformées et ont l’aspect montré ci-dessus (figure
2.1 [sitc]).

Dans la section suivante, on donnera la nomenclature des différentes régions de la
magnétosphère présentées sur la figure 2.2.

2.2 Morphologie de la magnétosphère

Dans cette section, on décrit brièvement les différentes régions de la magnétosphère.
Celles-ci sont schématiquement représentées sur la figure 2.2.
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Fig. 2.2 – Régions de la magnétosphère

Côtés jour et nuit

On désigne par le côté jour l’ensemble des régions de la magnétosphère qui comprend
les cornets polaires, tandis que le côté nuit est celui qui comprend les zones aurorales, les
lobes, la couche de plasma, une partie de la magnétopause et du manteau.

Vent solaire

Le milieu interplanétaire est balayé par un vent de particules électriquement chargées
qui proviennnent du Soleil. Ce vent est un plasma très peu dense composé d’électrons, de
protons et de noyaux d’Hélium. De plus, il est supersonique, il va plus vite que la vitesse
des ondes qui s’y propagent (ondes acoustiques et ondes d’Alfven, i.e. ondes de pression
et de déformation des lignes de champ magnétique). Aussi, il est fluctuant, il est soumis à
des sortes de tempêtes (éruptions solaires). Avant que le vent solaire ne se heurte à la ma-
gnétosphère, il est brutalement ralenti et chauffé par d’autres particules dans une région
appelée le choc. La structure du choc en amont de la magnétosphère est assez complexe
car les processus de diffusion de l’énergie (ralentissement du plasma et chauffage) sont liés
à des processus électromagnétiques assez variés.
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Queue

La queue est en aval de la planète par rapport à la direction de l’écoulement du vent
solaire. C’est une région très vaste, et très étirée. Pour la Terre, elle s’étend jusqu’à plu-
sieurs centaines de rayons terrestres, largement au delà de l’orbite de la lune (60 rayons
terrestres).

Magnétopause

La magnétopause est la frontière entre la magnétosphère, dominée par le champ magné-
tique de la planète, et le milieu interplanétaire, dominé par le vent solaire. Imperméable,
elle laisse cependant pénétrer une fraction des particules du vent solaire selon les carac-
téristiques de ce dernier. Le champ magnétique subit une discontinuité au travers de la
magnétopause qui constitue donc une source d’accélération des particules.

Magnétogaine

La magnétogaine est une région du vent solaire au voisinage de la magnétosphère,
située entre le choc (en aval du choc) et la magnétopause. C’est une région où le plasma
est turbulent, on y mesure une grande agitation électromagnétique. Le plasma y est plus
dense que dans le vent solaire en amont du choc. C’est là que le vent solaire s’écoule,
principalement, en contournant la magnétosphère.

Couche de plasma

La couche de plasma est le principal réservoir de particules de la magnétosphère. Elle
s’étend dans le plan médian de la queue. Son épaisseur est très variable selon l’activité
magnétosphérique, allant de quelques centaines à la dizaine de milliers de kilomètres. La
densité est de l’ordre de 0.1 à 1 par centimètre cube, la température est de l’ordre de 0.5
à 1keV pour les électrons, de 1 à 5keV pour les protons. Le champ magnétique y change
de direction (au sud il est dirigé vers la queue, au nord, il est dirigé vers la planète).
C’est une région très importante pour comprendre la dynamique à grande échelle de la
magnétosphère.

Lobes

Les lobes sont deux régions situées dans la queue de la magnétosphère où le plasma
est très peu dense (le moins dense de la magnétosphère, moins de 5.10−3 particules par
centimètre cube) et où le champ magnétique n’est pas du tout négligeable. La tempéra-
ture est de l’ordre de 100eV pour les électrons et 300eV pour les protons. Les deux lobes
(un au Nord, l’autre au Sud) entourent la couche de plasma.
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Zones aurorales

Les zones aurorales sont des régions où l’on observe des aurores. Les aurores résultent
de la luminescence de la haute atmosphère dûe à la désexcitation des molécules de l’atmo-
sphère. Les molécules sont préalablement excitées par des électrons énergétiques provenant
de la magnétosphère et "précipitées" vers l’atmosphère. Les zones aurorales constituent
deux régions circulaires autour des pôles Nord et Sud.

Cornets polaires

Les cornets polaires sont deux régions de la magnétosphère dont les lignes de champ
magnétiques se projettent sur la Terre très près des pôles magnétiques. A cause des défor-
mations des lignes de champ magnétique dûes à l’interaction entre le champ magnétique
terrestre et le vent solaire, ils sont situés du côté jour de la magnétosphère. Il y en a
un au Nord et un au Sud. La frontière de la magnétosphère, la magnétopause, n’a pas
les mêmes propriétés au dessus des cornets polaires qu’ailleurs. En effet, des particules
chargées issues du vent solaire peuvent entrer dans la magnétosphère en passant par les
cornets polaires. Une fois entrée, cette matière n’est pas précipitée vers l’ionosphère, mais
chassée vers la queue de la magnétosphère, en passant par une région appelée le manteau.
C’est seulement après des pérégrinations assez complexes qu’une partie de cette matière
se trouvera précipitée vers l’ionosphère pour "allumer" des aurores polaires.

Manteau

Le manteau est une région située dans la queue de la magnétosphère, sous la magné-
topause, à l’extérieur des lobes. Il est composé d’un plasma d’origines solaire et ionosphé-
rique en écoulement antisolaire. Ces particules ont pénétré la magnétosphère au niveau
des cornets polaires. La température atteint le Kiloélectron-volt. De plus, il est plus dense
que les lobes. On y mesure des flux de matière importants principalement dirigés dans la
direction opposée à la planète et au Soleil ("tailward motion" en anglais).

Les ceintures de radiations, ou ceintures de Van Allen

Les ceintures de radiations se situent entre 2 et 10 rayons terrestres et sont peuplées
de particules énergétiques (E > 10keV ) qui dérivent autour de la Terre : les électrons vers
l’Est et les ions vers l’Ouest. Les ceintures ont une dynamique complexe et sont fortement
perturbées lors des sous-orages et orages magnétosphériques.
La Terre possède deux régions où les particules sont piégées. La ceinture de radiation
interne constituée de protons énergétiques produits par les collisions des ions du rayonne-
ment cosmique avec l’atmosphère terrestre. Plus loin, il existe une grande région contenant
les ions et les électrons de plus faible énergie.

Plasmasphère

La plasmasphère est une région de la magnétosphère qui est entraînée par la rotation
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de la planète sur elle-même. On dit que le plasma y est en corotation. De plus, elle consti-
tue un réservoir quasi-sphérique de plasma froid (< 1eV ). Elle est composée de particules
provenant de l’ionosphère de basse latitude. Dans le cas de la Terre, la plasmasphère n’est
pas très étendue. Dans le cas de Jupiter (champ magnétique fort et rotation rapide de la
planète), la plasmasphère est une région vaste.

Pour en savoir plus sur les aurores, les environnements planétaires, et la physique
spatiale en général, on peut se référer à [Mot97] et [Bou].

2.3 L’ionosphère

On présente dans cette section une brève description de l’ionosphère. Il est indis-
pensable de bien connaître cette région car elle joue un rôle important dans l’étude des
systèmes spatiaux. En effet, elle a une grande influence sur les signaux issus des satellites
et spécialement ceux de positionnement (GPS). De plus, la qualité de communications
radios dépend des couches conductrices formant l’ionosphère sur lesquelles se réfléchissent
les ondes radios.
L’ionosphère est une région comprise entre 50km environ, où commence à apparaître une
densité significative d’électrons thermiques, et une limite à haute altitude de l’ordre de
quelques milliers de km où l’influence de l’atmosphère neutre devient totalement négli-
geable. La formation de l’ionosphère repose sur la présence d’une atmosphère neutre, qui
va fournir les composantes suceptibles d’être ionisées, et sur l’existence de rayonnements
photoniques, qui seront à même de créer des ions et des électrons libres à partir des
atomes ou molécules neutres. Ces particules sont ultérieurement soumises à des réactions
chimiques complexes et à des processus de transport qui interviennent de façon impor-
tante sur la constitution et l’évolution spatiale et temporelle de l’ionosphère. Pour plus
de détails, on se référera à [Ber].

2.4 La circulation magnétosphérique

La figure 2.3 représente la circulation du plasma dans la magnétosphère. Les points
rouges représentent le vent solaire. Ils s’écoulent en contournant la magnétosphère. Mais
une partie rentre quand même par les cornets polaires. Une fois dans les cornets, ils
pénètrent dans la magnétosphère (et ne font pas d’aurores) et se propagent (en bleu) sur
le bord interne de la frontière : le manteau. Une partie du plasma finit par arriver dans les
régions centrales de la queue (en vert) : dans la couche de plasma. Ici le plasma devient
de plus en plus dense. On peut se référer à [Bou] pour plus de détails.
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Fig. 2.3 – Ecoulement du plasma autour et dans la magnétosphère de la Terre
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L’espace est un milieu agressif, tous les satellites subissent des perturbations de leur
fonctionnement induites par l’environnement. On analyse plus particulièrement les anoma-
lies et les pannes dont l’origine est l’électrisation des satellites. On distingue usuellement
trois types d’interactions avec les particules chargées : les phénomènes de charge de surface
par des électrons d’énergie moyenne de la gamme 10− 200keV , la charge interne par des
électrons de plusieurs millions d’électronsvolts, les évenements singuliers dûs aux protons
de très forte énergie ou aux ions lourds.
La charge de satellite est devenue une question importante suite à des anomalies de fonc-
tionnement des satellites au début des années 70, et surtout la perte complète du satellite
DSCS 9431. Par conséquent, un grand programme a été conduit par la NASA et l’ U.S.
Air Force pour étudier le problème vers la fin des années 70. Citons par exemple, SCA-
THA qui a été lancé en janvier 1979 pour étudier la prise de charge d’un satellite en orbite
géosynchrone proche, et CRRES qui a été lancé aussi en juillet 1990 dans une orbite géo-
synchrone .
Dans ce chapitre, on décrit les processus de charge des systèmes et matériaux dans l’en-
vironnement spatial. La compréhension de ces mécanismes est nécessaire pour opérer les
bons choix de matériaux ou de dimensionnement qui permettent de limiter le risque de
charge et de son corollaire toujours possible, la décharge et l’occurence d’anomalies de
fonctionnement.

3.1 Les facteurs de charge

La charge d’un objet (satellite) dépend essentiellement de l’environnement des parti-
cules chargées avec lesquelles il est mis en contact. De ce point de vue, l’environnement
spatial est à la fois très structuré et soumis à des variations temporelles :
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– les caractéristiques moyennes de l’environnement rencontré dépendent de la position
(altitude, plan de l’orbite, position sur l’orbite).

– les caractéristiques extrêmes signifiant des valeurs limite d’énergie et de flux ren-
contrés ainsi que la possibilité d’induire des niveaux de charge élevés.

Fig. 3.1 – mécanismes de charge d’un satellite

La charge d’un satellite est déterminée par les collections simultanées de plusieurs cou-
rants correspondant aux particules présentes dans l’environnement : électrons, ions et
photoélectrons générés par ultraviolet. Les électrons tendent à induire des potentiels né-
gatifs, tandis que la collection d’ions et l’émission de photo électrons tendraient soit à
induire des potentiels positifs, soit à modérer les valeurs des potentiels négatifs induits
par les électrons. Un équilibre est atteint dépendant des “poids” respectifs de chaque type
de particule (par poids, on entend énergie des particules et courants associés).
Sur la figure 3.1, on voit que sur un satellite, il arrive des électrons, des ions et des photons
énergétiques de l’extrême ultraviolet. Ce sont là les principaux éléments de la charge. Au
cours de leur interaction avec la matière, les particules sont ralenties au point de pouvoir
y être totalement absorbées. Parce qu’il y a échange de charge avec le milieu extérieur, il
y a charge du satellite.
Les potentiels induits sont d’autant plus élevés que les énergies des particules rencontrées
le sont également. Des électrons de 1eV ont le pouvoir d’induire des potentiels de 1 Volts,
et ainsi de suite, jusqu’à la possibilité d’induire des potentiels du Million de Volts. Prati-
quement, les particules de l’environnement spatial présentent des distributions d’énergie,
et la notion d’énergie moyenne est à considérer. L’énergie moyenne dans le plasma PEO se
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situe à 10keV, à 0.1eV dans le plasma LEO, à quelques dizaines de keV en période calme
sur l’orbite géostationnaire en position jour, et à 12keV en période d’orage en position
nuit. Les potentiels induits sont également déterminés par les intensités des courants as-
sociés à ces énergies. Sur l’orbite géostationnaire, les potentiels les plus élevés ne sont pas
systématiquement constatés au niveau des énergies les plus élevées (côté jour), mais plus
systématiquement côté nuit, en période d’orage où les forts courants (densités) deviennent
alors disponibles.
Le courant total est constitué de celui des photons solaires induits, celui des photoélectrons
émis par la surface du satellite, celui des électrons et celui des ions du plasma extérieur
qui viennent heurter la surface du satellite, et celui des particules chargées émises par le
satellite. L’équation d’équilibre pour la densité de courant sur la surface du satellite peut
être écrite comme :

Je + Ji + Jpe + Jsec + Jback + Jart = 0 (3.1)

où les courants :
• Je et Ji sont respectivement ceux des électrons et des ions du plasma extérieur,
• Jpe est le courant net de photoélectrons qui sont des électrons émis sous l’effet d’un
rayonnement lumineux,
• Jsec est le courant net dû aux électrons secondaires (i.e. les électrons arrachés à la
surface du satellite), produits par des électrons et des ions primaires énergétiques sur la
surface du satellite,
• Jback est le courant des électrons ré-émis de la surface avec une certaine perte d’énergie
(électrons back-scattering en anglais),
• Jart est un courant artificiel possible dû à un autre événement.

3.1.1 Charge absolue

Dans le plasma, un objet collectera des ions, mais surtout des électrons en plus grand
nombre car, à énergie égale, les courants d’électrons (plus légers que les ions) sont plus
élevés. Le satellite comporte nécessairement des zones positives et d’autres négatives par
rapport au plasma. Un objet tout positif par rapport au potentiel du plasma ne receuille-
rait que des électrons, et tout négatif, que des ions. A l’équilibre, on aura un courant total
nul, ce qui fixera la proportion des surfaces positives et négatives. Il en découle, puisque les
courants d’ions sont plus petits, que la plus grande partie de l’objet sera négative par rap-
port au plasma, et qu’une petite partie positive suffira à collecter la quantité d’électrons
nécessaires pour assurer l’équilibre. Ainsi, le corps du satellite développera un potentiel
par rapport au plasma, potentiel qu’il est convenu d’appeler absolu. Ainsi, la charge ab-
solue sera ce potentiel développé sur la structure du satellite, référence locale de masse
électrique des équipements électriques. Elle ne jouera aucun rôle dans le déclenchement
de la décharge.

3.1.2 Charge différentielle

Dans LEO, le potentiel induit par cet environnement est plus élevé que l’énergie
moyenne du plasma LEO qui est de l’ordre de 0.1eV. Ce potentiel s’imposera sur toute
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surface suffisamment diélectrique. Cela signifie qu’il y aura une différence de potentiel
entre la structure et tout diélectrique qui lui est attaché. Ainsi, on peut définir la charge
différentielle comme étant la différence de potentiel entre un diélectrique et la structure
du satellite. Les effets possibles de décharge causés par la charge différentielle (voir figure
3.2) peuvent perturber les opérations satellitaires.

Fig. 3.2 – la charge différentielle

Quand le diélectrique est placé à l’extérieur du satellite, on parlera de charge externe, et
dans le cas contraire de charge interne.

3.1.3 Charge externe

Un satellite baignant dans un plasma est soumis à un potentiel différent du plasma
ambiant [Mar94]. Les particules chargées ont un certain parcours dans la matière avec
laquelle elles interagissent, au terme duquel elles y sont complètement absorbées si le par-
cours est inférieur à l’épaisseur du matériel.

La figure 3.3 illustre la charge externe côté jour et côté nuit. Dans l’obscurité, la surface
du satellite tend à se charger négativement par les électrons du plasma ambiant car les
électrons se déplacent à des vitesses plus élevées que celles des ions grâce à leur légèreté
[LA95] . Pour la charge externe, la surface se charge typiquement à l’énergie moyenne
(dans l’eV ) du courant extérieur. En orbite géosynchrone (GEO), les surfaces exposées
au soleil se chargent positivement (à 2 ou 3 Volts) à cause de l’émission de photoélectrons
par la surface du satellite ; pendant les éclipses, on observe un potentiel négatif sur les
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surfaces [Gar81]. Dans les orbites basses, les courants d’électrons sont les plus grands et
les satellites tendent à être légèrement négatifs [RC92].

Fig. 3.3 – chargement des surfaces en cas d’obscurité et lumière

3.2 Charge interne

Cette charge est produite par les particules les plus énergétiques (électrons ou protons)
ayant traversé les parois les plus minces du satellite sans y être absorbées.
Par exemple, les électrons piègés dans les ceintures de rayonnement de Van Allen de la
terre.

3.3 Propriétés orbitales

Les orbites basses dites orbites LEO varient entre 100 et 2000 kilomètres d’altitude.
Les orbites GEO sont à environ 36.000 kilomètres (ou à 6.6 RE où RE = 6378 km).
Les caractéristiques physiques du plasma présentent des variations importantes suivant
l’orbite considérée, comme le montrent le tableau 3.1 et la figure 3.4.

Les satellites en orbites polaires PEO peuvent rencontrer une autre population que des
électrons faibles dans les zones des cornets polaires : les précipitations aurorales d’élec-
trons. Dans ces régions, pendant des temps courts (quelques secondes ou dizaines de



42 3. Phénomène de charge d’un satellite

Paramètre de plasma GEO LEO
Densité (m−3) 106 1011

Température (eV) 103 0.2
Courant thermique d’électron (A/m) 10−6 10−3

Tab. 3.1 – Paramètres typiques de plasma pour LEO et GEO [MKC82]

Fig. 3.4 – propriétés du plasma de l’espace

secondes) des courants d’électrons importants associés à des énergies de 10keV sont épi-
sodiquement présents. Ces électrons ont le pouvoir d’induire des potentiels de plusieurs
centaines de Volts. En fait, la précipitation des électrons, la position du satellite à l’ombre,
la faible densité du plasma ambiant et la présence du satellite dans les cornets polaires
sont des éléments essentiels à cet environnement. On pourra se réfèrer à [JNA94] pour
plus de détails.
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Deuxième partie

Modélisation
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4.1 Interactions plasma-satellite : phénomènes de bord

La figure 4.1 représente un satellite de télécommunication. On voit que le satellite
a une structure métallique composée de panneaux solaires et d’antennes paraboliques.
Les différentes composantes du satellite sont recouvertes par différents matériaux diélec-
triques.
On considère le satellite comme une boîte métallique, assimilée à un conducteur parfait,
recouverte de diélectriques. En interagissant avec le plasma environnant, le satellite reçoit
un flot de particules chargées sous la forme d’un courant. Des particules s’implantent en
surface, d’autres sont réémises et d’autres sont dirigées vers le conducteur parfait par
conductivité. Le bilan de charges reçues n’étant nul qu’à l’équilibre, la charge électrosta-
tique du satellite s’en trouve affectée.
Le satellite est composé d’un conducteur parfait qu’on représente par l’ouvert Ω0 recouvert
d’un nombre fini Nd de diélectriques d’épaisseur dk, représentés par les ouverts (Ωk)k=1..Nd

.

On notera Ω =

˚Nd⋃
k=0

Ωk l’ouvert représentant le satellite et Ωc l’extérieur de celui-ci. Pour

chaque diélectrique on notera εk et σk sa permittivité et sa conductivité électrique. On
introduit :

– Γ =

Nd⋃
k=0

∂Ωk les interfaces entre les sous domaines,
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Fig. 4.1 – Photo d’un satellite [nav]

– Γc−v = Γ \
Nd⋂
k=0

∂Ωk l’interface entre le conducteur et le vide,

– Γc−d = ∂Ω0 \ Γc−v l’interface entre le conducteur et les diélectriques,
– Γd−v = ∂Ω \ Γc−v l’interface entre les diélectriques et le vide,
– Γd−d = Γ \ (∂Ω0

⋃
∂Ω) les interfaces entre 2 diélectriques voisins.

On peut voir sur la figure 4.2 une illustration des notations données précédemment.
Pour simplifier le dessin, on suppose que le satellite est une sphère, recouvert d’une couche
de diélectriques.

4.1.1 Interactions électrostatiques

Dans cette partie, on rappelle les équations décrivant la prise de charge du satellite
[Cha01]. En effet, les équations de Maxwell permettent de comprendre les mécanismes de
prises de charge et de conductivité :

−∂tD + rotH = J,

divD = ρ,

∂tB + rot E = 0,

divB = 0,

D = εE, B = µH.

E et H désignent les champs électrique et magnétique, D et B les déplacements électrique
et magnétique. J et ρ sont les densités volumiques de courant et de charge électrique. ε et
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Fig. 4.2 – Frontières d’un satellite

µ sont respectivement la permittivité et la perméabilité électrique. Elles sont constantes
pour chaque diélectrique.
On néglige les phénomènes d’induction, i.e. ∂tB = 0. Donc E dérive d’un potentiel élec-
trostatique Φ : E = −∇Φ. En prenant la divergence de la première équation, les équations
de Maxwell deviennent

−∂t divD = divJ,
divD = ρ,

∂tB = 0,

E = −∇Φ,

B(t = 0) = B0, divB0 = 0,

D = εE, B0 = µH0,

où H0 est le champ magnétique constant correspondant au déplacement constant B0

vérifiant divB0 = 0. Sachant que le champ magnétique constant n’intervient plus et que
le champ électrique dérive d’un potentiel, on ne garde que les deux premières équations
écrites sous la forme :

−∂tρ = divJ, (4.1)
− div(ε∇Φ) = ρ. (4.2)
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Tout d’abord, on décompose le courant J en trois contributions :

J =


Jext, dans Ωc,
JΓ, dans ∂Ω0,
Jk = σkEk = −σk∇Φ, dans Ωk.

où Jext désigne la densité de courant à l’extérieur du satellite, qui est régulière dans
Ωc et dans chaque Ωk et nulle dans Ω0. Le courant de fuite Jk existe par conductivité
vers le conducteur parfait. En outre, on néglige la conductivité surfacique entre deux
diélectriques. La propriété fondamentale des conducteurs parfaits entraîne que le champ
E est nul dans le conducteur. Le courant surfacique JΓ existant à la surface du conducteur
est nul en dehors de ∂Ω (voir remarque 4.1).
De plus, la charge se décompose aussi en trois contributions :

ρ =


ρext, dans Ωc,
ρΓ, dans ∂Ω0,
ρk, dans Ωk,

où ρext est la charge du milieu extérieur, ρk la charge portée par le diélectrique qui sera
nulle dans le cas où les diélectriques sont assez fins puisqu’il n’y aura pas accumulation de
charge en volume, et ρΓ la charge portée par la surface Γ. Pour le choix de l’orientation des
normales γn, on prend les normales pointant vers l’intérieur du satellite et du conducteur
parfait.
En écrivant divD au sens des distributions, on a : ∀ψ ∈ D(R3),∫

R3

ψ divDdx = −
∫

R3

D.∇ψdx

= −
∫

Ωc

D.∇ψdx−
∑

k

∫
Ωk

D.∇ψdx

=

∫
Ωc

ψ divDdx+
∑

k

∫
Ωk

ψ divDdx−
∫

Γ

[D.γn]ψdγ,

où [·] est le saut de la grandeur · à travers la surface considérée. En tenant compte que
D = εkEk = −εk∇Φ, on en déduit que :

divD = [εk∂γnΦ] dans chaque Ωk et sur Γ.

On procède de même pour J = JextδΩc + JΓδ∂Ω0 + JkδΩk
,∫

R3

ψ divJdx = −
∫

R3

J.∇ψdx

= −
∫

Ωc

Jext.∇ψdx−
∫

∂Ω0

JΓ.∇ψdγ −
∑

k

∫
Ωk

Jk.∇ψdx

=

∫
Ωc

ψ divJextdx+

∫
∂Ω0

divΓJΓ.ψdγ +
∑

k

∫
Ωk

ψ divJkdx−
∫

Γ

[J.γn]ψdγ,

où divΓJΓ est la divergence surfacique de la densité de courant JΓ.
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En utilisant la relation Jk = −σk∇Φ dans Ωk et J = 0 dans Ω0, on obtient :

divJ =


[Jk.γn] = [σk∂γnΦ], sur Γd−d,
divJΓ − Jext.γn, sur Γc−v,
Jk.γn − Jext.γn = σk∂γnΦ− Jext.γn, sur Γd−v,
divJΓ − Jk.γn = divJΓ − σk∂γnΦ, sur Γc−d.

De plus, en supposant que les diélectriques sont assez fins, la charge volumique dans les
diélectriques devient négligeable et la dérivée du potentiel sur Γc−d et Γd−v est approchée
par la différence finie

∂γnΦdiel(t, x) =
φabs(t)− Φ(t, x)

dk

, (4.3)

avec φabs le potentiel du conducteur parfait.
L’équation −∂t divD = divJ devient :

∂t(εk∂γnΦdiel − ε0∂γnΦ)− Jext.γn + σk∂γnΦdiel = 0, sur Γd−v, (4.4)
∂t(−ε0∂γnΦ) + divΓJΓ − Jext.γn = 0, sur Γc−v, (4.5)
∂t(−εk∂γnΦdiel) + divΓJΓ − σk∂γnΦdiel = 0, sur Γc−d, (4.6)
∂t(εk − εk′ )∂γnΦdiel = (σk − σk′ )∂γnΦdiel, sur Γd−d. (4.7)

Ces équations font état de la prise de charge du satellite.

En négligeant les charges sur Γd−d car les surfaces des diélectriques sont minces et
les particules n’ont pas assez d’énergie pour pénétrer à l’intérieur des délectriques, on
supprime l’équation (4.7).
De plus, sachant que la surface du conducteur Ω0 est fermée, le courant JΓ vérifie :∫

∂Ω0

divΓJΓ = 0.

En intégrant les équations (4.5) et (4.6), on obtient :∫
Γc−v

[
∂t(−ε0∂γnΦ)− Jext.γn

]
dγ +

∫
Γc−d

[
∂t(−εk∂γnΦdiel)− σk∂γnΦdiel

]
dγ = 0. (4.8)

De plus, on suppose qu’il n’y a pas de charge à l’intérieur des diélectriques et que∫
Γd−v

∂γnΦdieldγ =

∫
Γc−d

∂γnΦdieldγ. (4.9)

Les équations à résoudre pour trouver les potentiels Φ(t, x) et φabs(t) sont

−ε0∆Φ = ρ dans Ωc, (4.10)
∂t(εk∂γnΦdiel − ε0∂γnΦ)− Jext.γn + σk∂γnΦdiel = 0 sur Γd−v, (4.11)∫

Γc−v

∂t(−ε0∂γnΦ)− Jext.γndγ +

∫
Γc−d

[
∂t(−εk∂γnΦdiel)− σk∂γnΦdiel

]
dγ = 0, (4.12)

Φ(t, x) = φabs(t) sur Γc−v (4.13)
Φ → 0 à l’infini , (4.14)
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avec des conditions initiales à t = 0 pour Φ et φabs sur Γc−v et où ∂γnΦdiel est donné par
(4.3).

Donc le problème considéré est un système couplé pour les variables Φ et φabs. Il est
aussi fermé. En effet, l’équation (4.12) est une équation scalaire de fermeture pour la
détermination de φabs.

Remarque 4.1 Pour prouver l’existence d’un courant surfacique JΓ sur la surface du
conducteur, on considère ici le satellite assimilé à un conducteur parfait Ω0, et on note
le domaine extérieur Ωc

0. Les champs électrique et magnétique totaux se décomposent en
deux contributions et ceci est dû à une perturbation causée par la présence du satellite
dans l’environnement plasmique :

(ET , HT ) = (Ei, Hi) + (Ed, Hd)

où
– ET , HT sont les champs électrique et magnétique totaux,
– Ei, Hi sont les champs électrique et magnétique incidents provenant d’une source

incidente (ici la source est le vent solaire),
– Ed, Hd sont les champs électrique et magnétique diffractés qui sont réflèchis par la

surface du satellite (voir figure 4.3).

Fig. 4.3 – Perturbation des champs lors de la présence d’un conducteur dans un plasma

De plus, ET et HT obéissent aux équations de Maxwell :

ε∂tET −∇×HT = 0, (4.15)
µ∂tHT +∇× ET = 0. (4.16)
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En intégrant (4.15) au sens des distributions, on a ∀ψ ∈ D(R3) :

ε

∫
R3

∂tETψdx−
∫

R3

∇×HTψdx = 0,

et comme R3 = Ω0 ∪ Ωc
0, on obtient

ε

∫
Ω0

(
∂tET −∇×HT

)
ψdx+ ε

∫
Ωc

0

(
∂tET −∇×HT

)
ψdx = 0. (4.17)

Comme ET = 0 dans Ω0, alors aucune onde ne sera transmise à l’intérieur du satellite.
Ainsi

ET =

{
Ed dans Ωc

0,
0 dans Ω0.

L’équation (4.17) devient

ε

∫
Ωc

0

(
∂tET −∇×HT

)
ψdx = 0. (4.18)

En remplaçant ET et HT par leurs valeurs dans l’équation (4.18), on obtient

ε

∫
Ωc

0

∂tEiψdx−
∫

Ωc
0

∇×Hiψdx+ ε

∫
Ωc

0

∂tEdψdx−
∫

Ωc
0

∇×Hdψdx = 0.

Comme Ei = 0 dans Ωc
0,

−
∫

∂Ω0

γn ×Hiψdx+ ε

∫
Ωc

0

∂tEdψdx−
∫

Ωc
0

∇×Hdψdx = 0,

et ainsi
∂tDd −∇×Hd = γn ×Hiδ∂Ω0 ,

avec Dd = εEd. On obtient alors l’expression d’un courant surfacique JΓ en posant,

JΓ = ∂tDd −∇×Hd = γn ×Hiδ∂Ω0 .

La figure 4.4 montre les résultats de la simulation du potentiel électrostatique sur un
satellite de chez “Thalès Alenia Space”.

4.1.2 Réémissions aux parois

La figure 4.5 présente les différents types de réémissions possibles que nous décrivons
dans la suite.



52 4. Mise en équations

Fig. 4.4 – Simulation du potentiel différentiel sur un satellite

Fig. 4.5 – Réémissions aux parois d’un satellite
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4.1.2.1 Emission secondaire électronique

Sous l’impact d’électrons incidents, des électrons dits secondaires sont réémis par la
surface (diélectrique ou conductrice). On distingue généralement deux sortes de réémis-
sions.

Dans le premier cas, les électrons sont diffusés de manière élastique (“backscattering”) et
possèdent une énergie proche de celle des électrons incidents. Ce sont des électrons rétro-
diffusés.
Dans le deuxième cas, des électrons secondaires sont vraiment réémis par la surface. Ces
derniers sont d’énergie faible (quelques eV) et correspondent aux électrons arrachés à la
surface.

Les taux d’émissions secondaires, noté δback pour les électrons rétrodiffusés et δsec pour
ceux vraiment réémis, dépendent de paramètres liés à la surface (type de matériau, état
de surface, etc...), et sont définis comme suit.

La physique des modèles de la pénétration de l’électron est généralement exprimée
en termes de la vitesse de l’électron incident et du libre parcours moyen λ de l’électron
secondaire. Dans [LK], Laframboise et Kamitsuma ont analysé les propriétés d’un modèle
(SEE) pour des matériaux donnés comme le téflon et l’or dans le cas où λ→ 0. Ainsi, le
modèle (SEE) sera approché par une formule analytique simplifiée. Pour tout v tel que
v.γn < 0, on introduit la quantité scalaire :

δsec(v) = e2δm
Ec

Em

exp

(
−2

√
Ec

Em

)
exp

(
βsec(Ec)

(
1− cos(θ)

))
,

où :

Ec =
mev

2

2
,

θ =< v, γn >,

βsec(Ec) = exp

(
ξ(Ec)−

√(
ξ(Ec)2 + 0.0228

))
,

ξ(Ec) = 0.2755

(
ln

(
Ec

Em

)
− 1.658

)
.

avec Em le niveau d’énergie cinétique pour lequel le taux δsec est maximal (noté alors δm).

De façon analogue, on définit :

δback(v) =

(
Aexp(−C.Ec)

)
exp

(
βback(Z)

(
1− cos(θ)

))
,

où :

Ec =
mev

2

2
,

θ =< v, γn >,

βback(Z) = e2Z−0.56875,
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avec Z le numéro atomique du matériau composant la surface, et A,C des constantes
dépendant du matériau.
On se réfèrera à [LK] pour plus de détails sur ces coefficients. Suite aux critiques formulées
par C.Berthou dans [Ber98], on pourra préfèrer utiliser les valeurs données dans [DD92].

On définit :

Γout = {(t, x, v) ∈ (0,∞)× ∂Ω× RN , v.γn > 0},
Γinc = {(t, x, v) ∈ (0,∞)× ∂Ω× RN , v.γn < 0}.

De plus, soient γinc,out les opérateurs de trace de la distribution des particules f sur les
bords i.e. γincf = finc ∈ L1(Γinc, |v.γn|dvdσ(x)dt) où dσ(x) est la mesure de Lebesgue sur
∂Ω. De la même manière, on note γoutf = fout ∈ L1(Γout, |v.γn|dvdσ(x)dt).
De plus, la distribution des particules sur la surface du satellite est définie pour tout v tel
que v.γn < 0 comme suit :

finc(t, x, v) = R(fout) + Φdata,

où Φdata > 0 est une fonction donnée dans L1(Γinc, |v.γn|dvdσ(x)dt) et R est un opérateur
linéaire décrivant le taux d’émission des particules. Ainsi, on obtient

fsec,back = δsec,back(v)

∫
v.γn<0

v.γnfout(t, x, v)dv.

Et pour le courant réémis Jsec,back, on obtient :

Jsec,back =

∫
v.γn<0

vfsec,back(t, x, v)dv.

Remarque 4.2 Dans la suite du chapitre, on considère que les réémissions sont de type
spéculaire pour les particules α. Dans ce cas, la condition aux limites sur la surface du
satellite sera donnée par :

∀x ∈ ∂Ω,∀v ∈ R3; v.γn < 0, fα(t, x, v) = δback

(
v − 2(v.γn)γn

)
fα

(
t, x, v − 2(v.γn)γn

)
,

où δback est le taux d’émission secondaire pour les électrons rétrodiffusés.

4.1.2.2 Emission secondaire ionique

Les ions ne pénètrent pas de la même façon que les électrons dans les matériaux car
ils n’ont pas la même masse. Leurs trajectoires sont différentes.
Cependant, la loi d’émission d’électrons secondaires dûe à l’impact d’ions est similaire à
celles données précédemment en négligeant cependant la dépendance angulaire pour tout
v tel que v.γn < 0 :

δsec(v) =
2δim

√
Ec

Eim

1 + Ec

Eim

,
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où δim et Eim sont des constantes définies de façon analogue à l’émission secondaire élec-
tronique en section 4.1.2.1.

On trouvera l’expression des coefficients dans [LSS].

4.1.2.3 Photoémission

Exposées au rayonnement solaire, les surfaces émettent aussi des électrons appelés pho-
toélectrons de faible énergie. Cette réémission est responsable d’un courant secondaire qui
joue un rôle important dans le mécanisme de charge. Afin de simplifier le problème, on
négligera cependant tout phénomène de réémission.

On se réfère à [Cha01] et [CY04] pour la prise en compte des effets de réémissions dans
la résolution de Vlasov-Poisson dans un cadre 2D axisymétrique et en 3D respectivement.

4.2 Environnement plasmique : paramètres physiques

4.2.1 Modèles de charge dans les orbites basses (à 1400 km)

Selon son altitude, l’activité géomagnétique ou sa position orbitale, un satellite peut
baigner dans des plasmas de caractéristiques très différentes. Sur l’orbite géostationnaire,
dans le secteur nuit, le plasma est peu dense (moins d’une particule par centimètre-
cube) et très chaud (quelques dizaines de milliers d’électron-volts). Sur des orbites basses,
l’élément essentiel de cet environnement pour les phénomènes de charges est le plasma
ionosphérique froid et dense noté LEO (Low Earth Orbit).

Les zones aurorales constituent deux régions circulaires autour de pôles Nord et Sud.
Dans ces zones notées PEO (Polar Earth Orbit), le plasma est moins dense qu’en LEO,
car il n’y a pas assez d’activité solaire, et plus chaud. Les électrons énergétiques de tem-
pérature 1− 102keV sont précipités le long des lignes de champ magnétique de la magné-
tosphère externe.

Dans le cadre de cette thèse, on s’intéresse plus précisement au cadre de ces orbites
LEO et PEO, la modélisation des orbites GEO étant établie dans [Cha01, CY04].

4.2.2 Caractéristiques du plasma LEO et PEO

On considère que le plasma est globalement neutre, de densité n0 à l’équilibre thermo-
dynamique et composé essentiellement d’ions H+ et d’électrons, de températures voisines
KBT. Les caractéristiques typiques du plasma dans les deux régions sont données dans la
table 4.1.

Les nombres de Knudsen, de Debye et de Larmor peuvent être calculés en prenant
comme longueur caractéristique celle typique d’un satellite, soit 10m.
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Propriétés Symboles Valeurs en S.I
en LEO/PEO

densité n 1012/109m−3

température T 103/108K
libre parcours moyen entre électrons/ions λei = 1

nσei
103/1026m

champ magnétique B 10−5Tesla

fréquence du plasma électronique wpe = ( ne2

ε0me
)1/2 108/106s−1

fréquence du plasma ionique wpi = ( ne2

ε0mi
)1/2 106/104s−1

fréquence de gyration électronique wge = eB
me

106s−1

fréquence de gyration ionique wgi = eB
mi

102s−1

fréquence de collision coulombienne νei = wpelnΛ

4πnλ3
D

10−2/102s−1

longueur de Debye λD = ( ε0KBT
ne2 )1/2

√
10−5/

√
103m

rayon de gyration électronique rge = V th
e

wge
10−1/10m

rayon de gyration ionique rgi =
V th

i

wgi
101/103m

vitesse thermique électronique V th
e = (KBT

me
)1/2 105/107m.s−1

vitesse thermique ionique V th
i = (KBT

mi
)1/2 103/105m.s−1

nombre de Larmor pour les ions NLi =
rgi

10
1/102

nombre de Larmor pour les électrons NLe = rge

10
10−2/1

nombre de Debye ND = λD

10

√
10−7/

√
10

Tab. 4.1 – Caractéristiques du plasma LEO et PEO

Compte tenu du tableau 4.1, on constate que le régime LEO est considérablement
plus collisionnel que les régimes GEO et PEO. Même si le nombre de Knudsen n’est pas
négligeable, nous adopterons pour cette orbite une description fluide qui permet d’avoir
des simulations réalistes pour des temps de calcul réduits par rapport à une simulation
cinétique. Dans un programme plus ambitieux, un tel code hydrodynamique pourrait
donner un prédicteur pertinent pour des simulations microscopiques. Tandis qu’en PEO,
ces nombres sont tellement grands que les interactions entre les particules seront négligées
et on ne tiendra pas compte des collisions, comme pour les plasmas GEO où la densité
du plasma est aussi faible, de sorte que les particules qui le composent ne se rencontrent
que très rarement sur les échelles de temps étudiées. Dans ce cas, on trouvera un plasma
dit non collisionnel. Par exemple, la magnétosphère est un plasma non-collisionnel chaud
(lors des éruptions solaires, voir figure 4.6). Chaque volume dont les dimensions sont de
l’ordre de la longueur de Debye contient un très grand nombre de particules. On verra
ultérieurement ce qu’implique la petite longueur de Debye.

4.3 Modèles cinétiques, modèles fluides

4.3.1 Equations cinétiques

Pour décrire un plasma, on résout le système couplé des équations de Maxwell et des
équations de mouvement des particules. On considère l’espace des phases (x, v) où x est le
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Fig. 4.6 – Eruption solaire [sitb]

vecteur position et v le vecteur vitesse. L’ensemble formé de N particules possède comme
3N degrés de liberté spatial et 3N degrés de liberté en vitesse. La distribution de ces
particules est donnée par une fonction f(t, x, v) déterminée par l’équation de Boltzmann :

∂tf + v.∇xf +
q

m
(E + v ×B).∇vf = ∂tf |coll. (4.19)

Si f(t, x, v) est considérée localement comme une distribution maxwellienne :

f(t, x, v) =
n

(2πT )3/2
exp

(
−|v − u|2

2T

)
(4.20)

où n, T, u désignent respectivement la densité, la température et la vitesse du fluide, alors
le terme de collisions à droite de l’équation (4.19) s’annule. Le terme à gauche de l’équa-
tion (4.19) est la dérivée totale par rapport au temps de f(t, x, v) le long de la trajectoire
définie par (v, F

m
) où F = q(E + v ×B) est la force de Lorentz. L’équation de Vlasov est

une équation de Boltzmann non collisionnelle. Le terme de collision à droite dans (4.19)
considère différents processus physiques et chimiques comme les réactions chimiques, l’io-
nisation ou la recombinaison, la friction, la diffusion et les échanges d’énergie.
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4.3.2 Dérivation des équations fluides du plasma

Les équations fluides sont celles les plus utilisées pour la description d’un plasma non
homogène. Elles sont obtenues de l’équation (4.19) systématiquement. On considère

n(x, t) =

∫
R3

d3vf(x, v, t) la densité,

u(x, t) =
1

n

∫
R3

d3vvf(x, v, t) la vitesse du fluide,

u(x, t) = m

∫
R3

d3v(v − u)(v − u)f(x, v, t) le tenseur de pression,

ε(x, t) =
1

γ − 1
nT =

m

2

∫
R3

d3v(v − u)2f(x, v, t) = Tr(u) la densité d’énergie,

où γ > 1 est le rapport des chaleurs spécifiques. Avec ces notations, on définit :

p(x, t) =
γ − 1

2
Tr(u) =

γ − 1

2
nT la pression scalaire.

Ainsi, les équations fluides sont déterminées par les moments de l’équation de Boltzmann,
i.e. ∫

R3

d3vvi( Equ.Boltzmann) pour tour i ∈ {0, 1, 2}.

Pour le terme de collision dans (4.19), on définit :

Qn(x, t) =

∫
R3

d3v∂tf |coll,

Qp(x, t) = m

∫
R3

d3v(v − u)∂tf |coll,

QE(x, t) =
m

2

∫
R3

d3v(v − u)2∂tf |coll.

4.3.3 Les équations fluides

Afin d’évaluer les moments de l’équation de Boltzmann, on calcule le moment d’ordre
0 de cette équation.∫

R3

d3v

(
∂tf + v.∇xf +

F

m
.∇vf

)
=

∫
R3

d3v∂tf |coll.

Le premier terme de cette équation devient∫
R3

d3v∂tf = ∂t

∫
R3

d3vf = ∂tn(x, t).

Le second terme est∫
R3

d3vv.∇xf =

∫
R3

d3v∇x(vf) = ∇x.

∫
R3

d3vvf = ∇x.(un).
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Enfin le troisième terme donne∫
R3

d3v
F

m
.∇vf =

∑
i

∫
R3

d3v
Fi

m
.∂vi

f

=
∑

i

∫
R2

d2v

[
Fi

m
f

]vi=∞

vi=−∞
−
∑

i

∫
R3

d3v
f

m
∂vi
Fi.

Puisque f = 0 pour vi = +∞ et −∞ et ∂vi
Fi = 0, alors

∫
R3 d

3v F
m
∇vf = 0. Le terme de

collision de l’équation de Boltzmann se réduit à Qn, et par suite le moment d’ordre 0 de
l’équation de Boltzmann devient

∂tn(x, t) +∇.(nu) = Qn. (4.21)

C’est l’équation de continuité de la densité du nombre des particules avec un terme source
dans le second membre de l’équation. Le terme source décrit la production ou la disparition
de masse au cours des réactions chimiques, l’ionisation ou la recombinaison. De la même
manière, le moment d’ordre 1 de l’équation de Boltzmann et celui d’ordre 2 donnent les
équations du moment et de l’énergie :

∂t(mnu) = −∇.(mnu⊗ u)−∇. u+qn(E + u×B) + uQn +Qp,

∂t

(
1

γ − 1
p+

1

2
mnu2

)
= −∇.

(
1

γ − 1
pu+

1

2
mnu2u+ u.u+Q

)
+qnu.E +

1

2
u2Qn + u.Qp +QE,

où Q désigne le flux de chaleur Q(x, t) = m
2

∫
R3 d

3v(v − u)(v − u)2f(x, v, t). On remarque
que ces équations ne sont pas fermées sauf si on considère que la fonction de distribution
est une maxwellienne (voir 4.20).
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Chapitre 5

Modèles pour les orbites LEO, PEO
et analyse asymptotique
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5.1 Grandeurs adimensionnées

Pour réaliser l’analyse asymptotique des modèles sous-jacents aux orbites LEO (Low
Earth Orbit) et PEO (Polar Earth Orbit), il est nécessaire d’adimensionner les systèmes.
Pour cela, on introduit le choix suivant de grandeurs caractéristiques :

– n0 la densité du plasma,
– V th

i la vitesse thermique ionique,
– L la longueur du satellite,
– f0 la fonction de distribution caractéristique.
On s’intéresse au temps caractéristique t0 de charge du satellite qui est de l’ordre de

10 ou 102s, et soit J0 le courant donné par ε0Φ0

Lt0
. Soient d et σ l’épaisseur et la conductivité

caractéristique des diélectriques.
Les énergies sont de l’ordre de l’énergie cinétique ionique. Ceci implique que les tempéra-
tures sont de l’ordre de T0 =

mi(V
th
i )2

KB
. Enfin, l’énergie potentielle électrique dans le plasma

est de l’ordre de l’énergie thermique. L’ordre de grandeur du potentiel est alors donné par
Φ0 =

mi(V
th
i )2

e
le potentiel thermique. Les grandeurs p0 et Φ0 sont définis par p0 = KBn0T0

et Φ0 = KBT0

e
=

mi(V
th
i )2

e
avec T0 = Te = Ti.
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On introduit ainsi les variables et inconnues adimensionnées :

v =
v

V th
i

, fα(t, x, v) =
fα(t, x, v)

f0

, gα(v) =
gα(v)

f0

,

ni =
ni

n0

, ne =
ne

n0

, ui =
ui

V th
i

, ue =
ue

V th
i

,

x =
x

L
, Φ =

Φ

Φ0

, t =
t

t0
, T i,e =

Ti,e

T0

, pi,e =
pi,e

p0

,

dk =
dk

d
, εk =

εk
ε0
, σk =

σk

σ
,

ainsi que les constantes sans dimension :

ε =
me

mi

, C
′
=

t0
L

V th
i

, β =
t0

w−1
gi

, η
′
=

L

λd

, α =
t0
τ
, ν =

L

d
, τ

′
=
σt0
ε0
.

Leurs valeurs sont données dans le tableau 5.1 et pour un diélectrique d’épaisseur 10µm
et t0 = 10s ou 102s proposés par l’industriel. On verra plus loin qu’un autre choix du
temps caractéristique est possible. Il s’agit du temps de charge différentielle qui est de
l’ordre de 10−3s. Dans le cas des orbites LEO, ceci conduira à un modèle évolutif pour
les quantités fluides. Nous optons pour ce choix de temps de charge car la longueur du
satellite est plus grande que l’épaisseur du diélectrique et pour éviter la présence du temps
comme paramètre du modèle traité. Ceci empêche que l’évolution en temps du modèle
soit dirigée par des termes différentiels intervenant dans les conditions aux bords pour le
potentiel différentiel.

Propriétés Symboles Valeurs pour Valeurs pour
t0 = 10s t0 = 102s

LEO/PEO LEO/PEO
rapport de temps de charge du satellite
sur le temps parcouru avec une vitesse V th

i C
′

103/105 104/106

rapport de masse ε 10−4 10−4

rapport de temps de charge
sur la période de gyration ionique β 103 104

rapport de longueur caractéristique du
satellite sur l’épaisseur du diélectrique ν 106 106

τ
′

10−1 1
rapport de temps de charge sur le temps de α 1 10
relaxation
rapport du longueur du satellite
sur la longueur de Debye η

′
103/

√
10 103/

√
10

Tab. 5.1 – Valeurs des constantes sans dimension en LEO et PEO
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5.2 Plasma d’orbite PEO : système de Vlasov-Poisson

5.2.1 Le système de Vlasov-Poisson

On considère dans cette section le cas où la dynamique des particules (ions et élec-
trons) obéit à une équation de Vlasov et où le potentiel électrostatique est donné par
l’équation de Poisson.

En fait, pour les plasmas chauds, quand il est possible de négliger les collisions binaires
entre les particules (tel est le cas ici), celles-ci n’interagissent plus que par l’intermédiaire
du champ électrique E(t, x) = −∇Φ(t, x) qui est défini d’une manière auto-consistante
car le champ magnétique est supposé constant..
L’équation cinétique correspondante est l’équation de Vlasov :

∀x ∈ Ωc,∀v ∈ R3,∀t ≥ 0,

∂tfα(t, x, v) + v.∇xfα(t, x, v) +
qα
mα

(E + v ×B).∇vfα(t, x, v) = 0, (5.1)

où α représente l’ion ou l’électron.
L’équation (5.1) traduit la conservation de la fonction de distribution fi des ions (resp.
fonction de distribution fe des électrons) le long des trajectoires des ions (resp. des élec-
trons) soumises au champ électrique E(t, x).
Ici, v désigne la vitesse des particules, x est la variable d’espace et t la variable de temps.
qα = ekα avec kα égal à 1 pour l’ion et −1 pour l’électron.
En négligeant les effets de réémissions, la condition aux limites sur la surface du satellite
est donnée par :

∀x ∈ ∂Ω,∀v ∈ R3; v.γn < 0, fα(t, x, v) = 0,

où γn est la normale entrante au satellite.

Remarque 5.1 Dans le cas où les effets de réémissions sont pris en compte, la condition
aux limites sur la surface du satellite sera donnée d’après la section 4.1.2.1.

L’équation (5.1), couplée à l’équation de Poisson ci-dessous constitue l’équation fonda-
mentale de la physique des plasmas PEO.
On rappelle l’équation de Poisson déjà donnée à la section 4.1.1 :

−ε0∆Φ = e

(
ni (t, x)− ne (t, x)

)
dans Ωc, (5.2)

où ε0 est la permittivité du vide.
ne et ni désignent les densités d’électrons et d’ions et ont pour expression :

nα(t, x) =

∫
v∈R3

fα(t, x, v)dv.
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L’équation (5.2) est accompagnée de quatre conditions aux limites :

∂t

(
εk
φabs − Φ

dk

− ε0∂γnΦ

)
+ σk

φabs − Φ

dk

− Jext.γn = 0 sur Γd−v, t ≥ 0, (5.3)∫
Γc−v

[
∂t

(
−ε0∂γnΦ

)
− Jext.γn

]
dγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk

φabs − Φ

dk

)
− σk

φabs − Φ

dk

]
dγ = 0, (5.4)

Φ(t, x) = φabs(t) sur Γc−v, (5.5)
Φ → 0, ‖x‖ → ∞, t ≥ 0. (5.6)

où dk est l’épaisseur du diélectrique.

O.Chanrion a montré l’existence de solution du problème (5.2)-(5.6) dans un cadre
1D dans [Cha01] .
On va voir qu’après adimensionnement des équations, une des simplifications de la modè-
lisation en orbite PEO consiste à négliger la charge d’espace.

Dans [BD85], C.Bardos et P.Degond ont prouvé l’existence d’une solution régulière
pour tout temps aux équations de Vlasov-Poisson en dimension 3, pourvu que les données
initiales soient localisées et assez petites. Une propriété de dispersion a été établie dans
le but de prouver l’existence d’une solution régulière de l’équation de Vlasov-Poisson.
Dans [Pfa92], K.Pfaffelmoser a montré l’existence de solutions classiques globales aux
équations de Vlasov-Poisson en dimension 3 pour des données initiales quelconques.
R.Diperna et P.L.Lions, dans [DL90], ont fait l’étude des équations de Vlasov en dimension
quelconque. Ils ont par ailleurs établi des résultats de stabilité forte et faible ainsi que des
résultats d’existence de solutions globales.
F.Poupaud a montré dans [Pou90] l’existence de solutions à un problème aux limites
pour le système Vlasov-Poisson dans le cas stationnaire en utilisant des sur-solutions qui
permettent dans le cas de forces répulsives de contrôler la concentration des particules.
P.L Lions et B. Perthame ont étudié dans [LP90] le système Vlasov-Poisson dans un cadre
3D. Ils ont montré que la borne sur les moments d’ordre supérieur à 3 est préservée pour
les solutions régulières des équations de Vlasov-Poisson.

5.2.2 Système de Vlasov-Poisson adimensionné

Le système de Vlasov-Poisson (5.1)-(5.6) adimensionné s’écrit : ∀x ∈ Ωc,∀v ∈ R3,∀t ≥
0,

1

C ′ ∂tf i(t, x, v) + v∇xf i(t, x, v)−∇xΦ∇vf i(t, x, v)−
β

C ′ (v ×B)∇vf i(t, x, v) = 0,

lim
‖x‖→+∞

f i(t, x, v) = gi(v), t ≥ 0

f i(t, x, v) = 0, x ∈ ∂Ω, v ∈ R3; v.γn < 0, t ≥ 0,

1

C ′ ∂tf e(t, x, v) + v∇xf e(t, x, v) +
1

ε
∇xΦ∇vf e(t, x, v)−

β

C ′ (v ×B)∇vf e(t, x, v) = 0,
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lim
‖x‖→+∞

f e(t, x, v) = ge(v) ,

f e(t, x, v) = 0, x ∈ ∂Ω, v ∈ R3; v.γn < 0, t ≥ 0,

− 1

η′2
∆xΦ(t, x) =

(
ni

(
t, x
)
− ne

(
t, x
))
,

∂t

(
νεk

φabs − Φ

dk

− ∂γnΦ

)
+ τ

′
νσk

φabs − Φ

dk

− Jext.γn = 0, sur Γd−v,

∫
Γc−v

[
∂t

(
−∂γnΦ

)
− Jext.γn

]
dγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−νεk

φabs − Φ

dk

)
− ντ

′
σk
φabs − Φ

dk

]
dγ = 0,

Φ(t, x) = φabs(t), sur Γc−v,

Φ → 0, ‖x‖ → ∞, ∀t ≥ 0,

avec :
ni/e(t, x) =

∫
v∈R3

f i/e(t, x, v)d
3v,

J i/e(t, x) =

∫
v∈R3; v.γn<0

ki/evf i/e(t, x, v)d
3v.

5.2.3 Approximation pour le plasma d’orbite PEO

On remarque d’après le tableau 5.1, que pour le plasma magnétosphérique en orbite
PEO, le temps de charge du satellite est à peu près le même que la période de gyration
ionique, et qu’ils sont tous les deux très petits devant le temps de parcours des particules
le long du satellite avec la vitesse thermique ionique. Donc le paramètre 1

C′
est négligeable

i.e. très petit devant 1. Dans le but de simplifier les équations, on passe formellement à
la limite lorsque le paramètre 1

C′
tend vers zéro.

On obtient alors une équation de Vlasov stationnaire vis-à-vis du plasma pour les ions
et les électrons et une charge d’espace négligeable : ∀x ∈ Ωc,∀v ∈ R3,∀t ≥ 0,

v∇xf i(t, x, v)−∇xΦ∇vf i(t, x, v) = 0,

lim
‖x‖→+∞

f i(t, x, v) = gi(v), t ≥ 0, v ∈ R3,

f i(t, x, v) = 0, x ∈ ∂Ω, v ∈ R3; v.γn < 0, t ≥ 0,

v∇xf e(t, x, v) +
1

ε
∇xΦ∇vf e(t, x, v) = 0,

lim
‖x‖→+∞

f e(t, x, v) = ge(v), t ≥ 0, v ∈ R3,
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f e(t, x, v) = 0, x ∈ ∂Ω, v ∈ R3; v.γn < 0, t ≥ 0,

∆xΦ(t, x) = 0,

∂t

(
νεk

φabs − Φ

dk

− ∂γnΦ

)
+ τ

′
νσk

φabs − Φ

dk

− Jext.γn = 0, sur Γd−v,

∫
Γc−v

[
∂t(−∂γnΦ)− Jext.γn

]
dγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−νεk

φabs − Φ

dk

)
− ντ

′
σk
φabs − Φ

dk

]
dγ = 0,

Φ(t, x) = φabs(t), sur Γc−v,

Φ → 0, ‖x‖ → ∞, ∀t ≥ 0,

Remarque 5.2 Le temps caractéristique de charge du satellite est petit devant les temps
caractéristiques des particules. Pour le mouvement des particules, on devra donc résoudre
les équations de Vlasov mais en régime stationnaire.

Ces équations adimensionnées sont valables aussi dans le cas où la longueur de Debye
est grande devant les dimensions du satellite pour un plasma magnétosphérique en orbite
géostationnaire conformément à la thèse d’O.Chanrion [Cha01] et celle de M.Chane Yooke
[CY04], où la charge d’espace est négligeable et l’équation de Laplace permet de calculer
le potentiel électrostatique.

5.3 Plasma d’orbites LEO : modèles collisionnels et
fluides

Dans le cadre de la charge en orbite LEO, on introduit ici un nouveau modèle. Dans
cette partie, on considère un modèle de type fluide pour décrire le mouvement des par-
ticules, on supposera pour cela que le plasma est collisionnel. En effet, comme dans la
thèse de Chanrion [Cha01], on verra que le libre parcours moyen est très grand devant les
dimensions du satellite pour le plasma en orbite PEO, par contre, il est petit en orbite
LEO. Ce qui nous mène à traiter un modèle cinétique pour le plasma PEO comme en
GEO, mais un modèle fluide pour le plasma LEO.

5.3.1 Limite quasi-neutre pour le modèle d’Euler-Poisson

Le modèle de départ est l’équation de Vlasov couplée à l’équation de Poisson :

∂tfα(t, x, v) + v.∇xfα(t, x, v) +
qα
mα

(
−∇xΦ(t, x) + v ×B

)
.∇vfα(t, x, v) = ∂tfα|coll

où x, v, mα, fα sont respectivement la position, la vitesse, la masse et la fonction de
répartition des particules, t est le temps, Φ le potentiel électrostatique et qα la charge.
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∂tfα|coll est l’opérateur de collisions qui conserve la masse, la quantité de mouvement des
particules et l’énergie. On a : ∫

v

∂tfα|coll = 0,∫
v

v∂tfα|coll = 0,∫
v

v 2∂tfα|coll = 0.

Pour le calcul des moments, on pourra se référer à la section 4.3.
On rappelle que mi,e, ni,e, ui,e, Ti,e sont respectivement la masse, la densité, la vitesse et la
température des particules ioniques (variables indicées par i), et électroniques (variables
indicées par e), et que les densités d’énergie totale sont définies par :

wi =
pi

γi − 1
+
miniu

2
i

2
, we =

pe

γe − 1
+
meneu

2
e

2

où γi > 1 et γe > 1 sont les rapports des chaleurs spécifiques ioniques et électroniques.
Les lois de pressions sont données par la loi des gaz parfaits :

pi,e = ni,eKBTi,e

où KB est la constante de Boltzmann.
Ainsi en calculant les trois premiers moments de l’équation de Vlasov, compte tenu des
relations de conservations du terme de collisions, on obtient le système d’Euler pour les
ions avec second membre :

∂tni +∇.(niui) = 0, (5.7)
mi[∂tniui +∇.(niui ⊗ ui)] +∇pi = eni(−∇Φ + ui ×B)− kneni(ui − ue), (5.8)
∂twi +∇.(wiui + piui) = eniui(−∇Φ + ui ×B)− kneniui(ui − ue), (5.9)

où k est le taux des collisions électrons-ions.
De même, pour les électrons, on a :

∂tne +∇.(neue) = 0, (5.10)
me[∂tneue +∇.(neue ⊗ ue)] +∇pe = −ene(−∇Φ + ue ×B)− kneni(ue − ui),(5.11)
∂twe +∇.(weue + peue) = −eneue(−∇Φ + ue ×B)− kneniue(ue − ui), (5.12)

avec des conditions limites pour ni,e, ui,e et wi,e que l’on va préciser ultérieurement.
Les termes kne/ini/e(ui/e − ue/i) s’obtiennent à partir du terme de friction Qp (voir
4.3), qui correspond à l’échange du moment entre les particules. De même, les termes
kne/ini/eui/e(ui/e − ue/i) s’obtiennent à partir du terme QE (voir 4.3), qui correspond à
l’échange de l’énergie interne.
Pour le couplage par l’équation de Poisson, on se reporte à la section 4.1.1. En considérant
que le satellite n’est recouvert que par au plus une couche de diélectrique, on obtient :

−ε0∆Φ = e

(
ni (t, x)− ne (t, x)

)
dans Ωc. (5.13)
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Le système (5.7)-(5.13) est complété des quatre conditions aux limites (5.3)-(5.6). On
va voir qu’après adimensionnement des équations, un paramètre mesurant le rapport de
la longueur du satellite sur celle de Debye apparaît dans l’équation de Poisson adimen-
sionnée et il est très petit, ce qui montre par passage à la limite formelle, que le plasma
LEO est quasi-neutre.

5.3.2 Système d’Euler Poisson adimensionné

En omettant les barres au dessus des variables et après adimensionnement, le système
d’Euler-Poisson (5.7)-(5.13) s’écrit :

∂t(ne,i) + C
′∇.(ne,iue,i) = 0,

∂t(niui) + C
′
(
∇.(niui ⊗ ui) +∇pi

)
= βniui ×B − C

′
ni∇Φ− αKneni(ui − ue),

ε
[
∂t(neue) + C

′∇.(neue ⊗ ue)
]
+ C

′∇pe = −βneue ×B + C
′
ne∇Φ− αKneni(ue − ui),

∂t

[
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

]
+C

′∇
[(

pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −C ′

niui∇Φ−αKneniui(ui−ue),

∂t

[
pe

γe − 1
+ε

neu
2
e

2

]
+C

′∇
[(

pe

γe − 1
+ε

neu
2
e

2

)
ue+peue

]
= C

′
neue∇Φ−αKneniue(ue−ui),

−1

η′2
∆Φ = ni(t, x)− ne(t, x), dans Ωc,

Φ(t, x) = φabs(t), sur Γc−v,

∂t(νεk∂γnΦdiel − ∂γnΦ) + τ
′
νσk∂γnΦdiel − Jext.γn = 0, sur Γd−v,∫

Γc−v

[
∂t(−∂γnΦ)− Jext.γn

]
dγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−νεk∂γnΦdiel

)
− ντ

′
σk∂γnΦdiel

]
dγ = 0

avec ∂γnΦdiel(t, x) =
φabs − Φ(t, x)

dk

le terme correspondant au champ électrique régnant à

l’intérieur des diélectriques d’épaisseur dk.

Les lois d’état adimensionnées sont données par :

we =
pe

γe − 1
+ ε

neu
2
e

2
, wi =

pi

γi − 1
+
niu

2
i

2
, pi,e = ni,eTi,e.

5.3.3 Passage à la limite formel pour C ′
>> 1

En orbite LEO, le temps caractéristique de charge du satellite est plus grand que celui
des particules traversant le satellite avec la vitesse thermique ionique, alors C ′

>> 1.
(Voir le tableau 5.1). De plus, le paramètre α est très petit devant C ′ et β si l’on se réfère
au tableau 5.1.
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On simplifie les équations de la section 5.3.2 en passant formellement à la limite lorsque
C
′
>> 1, on obtient alors :

∇.(ne,iue,i) = 0, (5.14)
∇.(niui ⊗ ui) +∇pi = niui ×B − ni∇Φ, (5.15)
∇pe = −neue ×B + ne∇Φ, (5.16)

∇
[(

pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −niui∇Φ, (5.17)

∇
[

pe

γe − 1
ue + peue

]
= neue∇Φ, (5.18)

−1

η′2
∆Φ = ni(t, x)− ne(t, x), dans Ωc, (5.19)

Φ(t, x) = φabs(t) sur Γc−v, (5.20)

∂t

(
εk
φabs − Φ

dk

)
+ σk

φabs − Φ

dk

= Jext.γn sur Γd−v, (5.21)∫
Γc−v

Jext.γndγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk

φabs − Φ

dk

)
− σk

φabs − Φ

dk

]
dγ = 0. (5.22)

5.3.4 Passage à la limite formelle pour η′ → +∞
De plus, la longueur de Debye est petite devant la longueur caractéristique du satellite,

alors η′ >> 1. (Voir le tableau 5.1).
On simplifie les équations obtenues à la section 5.3.3 en passant formellement à la limite
lorsque η′ → +∞, on obtient alors :

ni(t, x) = ne(t, x) dans Ωc, (5.23)
Φ(t, x) = φabs(t) sur Γc−v, (5.24)

∂t

(
εk
φabs − Φ

dk

)
+ σk

φabs − Φ

dk

= Jext.γn sur Γd−v, (5.25)∫
Γc−v

Jext.γndγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk

φabs − Φ

dk

)
− σk

φabs − Φ

dk

]
dγ = 0, (5.26)

∇.(ne,iue,i) = 0, (5.27)
∇.(niui ⊗ ui) +∇pi = niui ×B − ni∇Φ, (5.28)
∇pe = −neue ×B + ne∇Φ, (5.29)

∇
[(

pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −niui∇Φ, (5.30)

∇
[

pe

γe − 1
ue + peue

]
= neue∇Φ. (5.31)

Ces équations traduisent en particulier la quasi-neutralité [CG00, CG]. Le potentiel est
implicitement déterminé par cette contrainte. On peut alors déterminer le potentiel Φ de
manière explicite par l’équation elliptique suivante :

2∇.(n∇Φ) = ∆(pe − pi)−∇2.(nui ⊗ ui) +∇.[(nue + nui)×B] (5.32)
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où n = ni = ne. En effet, en prenant la divergence de (5.29) - (5.28), on obtient l’équation
(5.32).
Les conditions limites traduisent la variation temporelle de la différence de potentiel
(D.D.P) sur Γd−v en fonction des courants. D’autre part, le temps caractéristique de
charge du satellite est grand devant les temps caractéristiques des particules. On devra
donc résoudre les équations d’Euler mais en régime stationnaire.

Contrairement à O.Chanrion et M.Chane Yooke qui ont résolu l’équation de Laplace
pour le potentiel électrique en orbite géostationnaire à cause de la grande longueur de
Debye, ici on est amené à traiter la quasi-neutralité [CG00, CG] du plasma LEO à cause
de la petitesse de la longueur de Debye.

5.3.5 Autre adimensionnement du système d’Euler-Poisson

Dans cette section, on choisit les mêmes grandeurs adimensionnées que celles définies
à la section 5.1, mais on s’intéresse à un temps caractéristique t0 différent de celui pro-
posé par l’industriel. Comme la longueur du satellite est plus grande que l’épaisseur du
diélectrique, il est plus légitime de prendre t0 = ε0Φ0

J0d
le temps de charge différentielle qui

est de l’ordre de
√

10−5 pour un diélectrique d’épaisseur d = 10µm.
On donne dans le tableau 5.2 les valeurs des constantes sans dimension trouvées à la
section 5.1 pour un diélectrique d’épaisseur 10µm et t0 =

√
10−5s.

Propriétés Symboles Valeurs en LEO
rapport de temps de charge du satellite
sur le temps parcouru avec une vitesse V th

i C
′

1
rapport de masse ε 10−4

rapport de temps de charge
sur la période de gyration ionique β

√
10

rapport de longueur caractéristique du satellite
sur l’épaisseur du diélectrique ν 107

τ
′

10−5

rapport de temps de charge sur le temps de relaxation α
√

10−5

rapport du longueur du satellite
sur la longueur de debye η

′
103

Tab. 5.2 – Valeurs des constantes sans dimension en LEO

5.3.5.1 Passage à la limite formelle quand α→ 0 :

Le paramètre α est petit si l’on se réfère au tableau 5.2. De plus, l’épaisseur du diélec-
trique est assez petite devant la longueur du satellite, donc ν >> 1.
On simplifie les équations trouvées à la section 5.3.2 en passant formellement à la limite
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lorsque α→ 0 et ν → +∞, on obtient alors :

∂t(ne,i) +∇.(ne,iue,i) = 0, (5.33)
∂t(niui) +∇.(niui ⊗ ui) +∇pi = niui ×B − ni∇Φ, (5.34)
∇pe = −neue ×B + ne∇Φ, (5.35)

∂t

[
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

]
+∇

[(
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −niui∇Φ, (5.36)

∂t

(
pe

γe − 1

)
+∇

[(
pe

γe − 1

)
ue + peue

]
= neue∇Φ, (5.37)

−1

η′2
∆Φ = ni(t, x)− ne(t, x), dans Ωc, (5.38)

Φ(t, x) = φabs(t), sur Γc−v, (5.39)
∂t(εk∂γnΦdiel) + τ

′
σk∂γnΦdiel − Jext.γn = 0, sur Γd−v, (5.40)

−
∫

Γc−v

Jext.γndγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk∂γnΦdiel

)
− τ

′
σk∂γnΦdiel

]
dγ = 0. (5.41)

5.3.5.2 Passage à la limite formelle pour η′ → +∞

De plus, la longueur de Debye est petite devant la longueur caractéristique du satellite,
alors η′ >> 1. (Voir le tableau 5.2).
On simplifie les équations (5.33)-(5.41) en passant formellement à la limite lorsque η′ →
+∞ et on obtient alors :

∂t(ne,i) +∇.(ne,iue,i) = 0, (5.42)
∂t(niui) +∇.(niui ⊗ ui) +∇pi = niui ×B − ni∇Φ, (5.43)
∇pe = −neue ×B + ne∇Φ, (5.44)

∂t

[
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

]
+∇

[(
pi

γi − 1
+
niu

2
i

2

)
ui + piui

]
= −niui∇Φ, (5.45)

∂t

(
pe

γe − 1

)
+∇

[(
pe

γe − 1

)
ue + peue

]
= neue∇Φ, (5.46)

ni(t, x) = ne(t, x), dans Ωc, (5.47)
Φ(t, x) = φabs(t), sur Γc−v, (5.48)
∂t(εk∂γnΦdiel) + τ

′
σk∂γnΦdiel − Jext.γn = 0, sur Γd−v, (5.49)

−
∫

Γc−v

Jext.γndγ +

∫
Γc−d

[
∂t

(
−εk∂γnΦdiel

)
− τ

′
σk∂γnΦdiel

]
dγ = 0. (5.50)

Encore une fois ces équations traduisent en particulier la quasi-neutralité [CG00, CG].
En reformulant la contrainte (5.47) comme une contrainte de divergence nulle pour le
courant :

∇.(nue − nui) = 0 (5.51)

où n = ni = ne, nous pourrons déterminer le potentiel Φ de manière explicite par l’équa-
tion elliptique suivante :

∇.(n∇Φ) = ∇.(nui ×B)−∇.(∂tnue)−∆pi −∇2.(nui ⊗ ui). (5.52)



72 5. Modèles pour les orbites LEO, PEO et analyse asymptotique

En effet, en dérivant par rapport au temps l’équation (5.51) et en utilisant l’équation
(5.43), on obtient l’équation (5.52).
D’autre part, on devra ici résoudre les équations d’Euler mais en régime instationnaire
pour les ions et quasi-stationnaire pour les électrons.
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Bopeng Rao. Series in Contemporary Applied Mathematics, CAM15, World Scientific,
2010.

6.1 Introduction

Un modèle simplifié en dimension 1 est présenté dans ce chapitre. Les simulations
numériques portées par ce modèle en 1D nous donnent des idées plus précises sur notre
problème physique. Ce qui va nous permettre plus tard d’étendre les simulations à des
dimensions plus élevées [VDBG10].

Pour parvenir aux résultats numériques, on considère un domaine borné caractérisé par
L où 0 < L <∞. On assimile le satellite à un conducteur parfait recouvert d’une couche
de diélectrique. La partie conductrice occupe l’intervalle [0, hc], le diélectrique [−hd, 0].
La constante hd représente l’épaisseur du diélectrique et hc la largeur du conducteur. Le
plasma occupe donc le domaine ]− L− hd,−hd[∪]hc, L+ hc[ noté Ω (voir figure 6.1).

Fig. 6.1 – Représentation 1-D du problème

On considére ici le système d’Euler Poisson stationnaire uni-dimensionnel trouvé à la
section 5.3.3 du chapitre 5 quand le paramètre C ′ est très grand, et pour une espèce :
les ions. On suppose que la pression p est une fonction croissante de la densité d’ions n,
donnée par :

p(n) = nγ (cas adiabatique) ,

où γ est le rapport des chaleurs spécifiques.
Dans le domaine occupé par le plasma Ω, le système s’écrit :

∂xJ = 0, (6.1)

∂x

(
J2

n
+ p (n)

)
= −n∂xΦ, (6.2)

où J représente la densité du courant et Φ le potentiel électrostatique. Ce dernier est
donné dans Ω par l’équation de Poisson

− 1

η′2
∂2

xxΦ = n− C, (6.3)
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où η′ = hc

λd
est le rapport de la largeur du conducteur et de la longueur de Debye et C est

une fonction que l’on pourra par exemple supposer constante égale à 1. Dans le cas d’un
modèle bifluide, la variable C représente la densité des électrons.
On considère les conditions aux bords suivantes pour les densités

n(t,−hd) = ng
0, n(t, hc) = nd

0, n(t, L+ hc) = n(t,−L− hd) = n∞, (6.4)

où n∞ est la densité du plasma donnée et que l’on pourra par exemple supposer égale à
C en −L− hd et L+ hc. Pour le potentiel électrostatique, on obtient

Φ(t,−L− hd) = Φ(t, L+ hc) = 0. (6.5)

Aux bords du satellite, on suppose les densités connues indépendantes du temps et stric-
tement positives. Il reste donc à écrire les conditions limites pour le potentiel en −hd et hc.
Elles nous permettront de relier le comportement du plasma dans chacun des intervalles
I1 = (−L− hd,−hd) et I2 = (hc, L+ hc).

A cette fin, on introduit un potentiel de référence Φref indépendant du temps qui
correspond au potentiel créé par un obstacle occupant la région (−hd, hc). La charge de
référence est fixée à 1V et Φref est définie par :

∂2
xxΦref = 0, (6.6)

Φref (−hd) = Φref (hc) = 1, Φref (L+ hc) = Φref (−L− hd) = 0. (6.7)

De plus, le potentiel ne dépend que du temps à l’intérieur du conducteur parfait i.e. dans
[0, hc]. On note φabs(t) et on appelle potentiel absolu ce potentiel qui reste à déterminer.
Puis en écrivant Φ(t, x) = φabs(t)Φref (x) + Φ

′
(t, x), on définit la différence de potentiel

Φ
′ . Par (6.3) et (6.6), on déduit que Φ

′ satisfait dans Ω et pour tout t > 0 :

− 1

η′2
∂2

xxΦ
′
(t, x) = n− C, (6.8)

avec les conditions aux bords pour Φ
′ :

Φ
′
(t, L+ hc) = Φ

′
(t,−L− hd) = 0, (6.9)

Φ
′
(t, hc) = 0, (6.10)

Φ
′
(t,−hd) = Φ(t,−hd)− φabs(t). (6.11)

Il nous reste à définir des équations pour déterminer φabs(t) et Φ(t,−hd).

6.2 L’évolution de la charge

Proposition 6.1 On définit respectivement εd, σd et ε0 comme étant la permittivité, la
conductivité du diélectrique et la permittivité du vide. Le système d’Euler Poisson station-
naire (6.1)-(6.5) complété par les équations

ε0∂t∂xΦ (t,−hd) +
εd
hd

∂t (Φ (t,−hd)− φabs (t)) +
σd

hd

(Φ (t,−hd)− φabs (t)) (6.12)

= J (t,−hd) ,

ε0∂t∂x (Φ (t,−hd)− Φ (t, hc)) = J (t,−hd)− J (t, hc) , (6.13)
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qui déterminent Φ(t,−hd) et φabs(t), permet de décrire les phénomènes de charge du sa-
tellite en dimension 1.

Démonstration: Voir appendice section 6.9.

Remarques asymptotiques :
Soient KB la constante de Boltzmann, m la masse des ions et T leur température. Soient
δ = hd

hc
, V th

i =
√

KBT
m

la vitesse thermique des ions, Φ0 =
m(V th

i )2

e
le potentiel caracté-

ristique où e > 0 est la charge élémentaire. On introduit la valeur typique de la densité
n0, et on définit λd =

√
ε0KBT

n0e
la longueur de Debye, J0 = en0V

th
i le courant caracté-

ristique et τ0 = ε0Φ0

J0hd
le temps typique de la charge différentielle. On définit les quantités

adimensionnées :
Φ =

Φ

Φ0

, J =
J

J0

, x =
x

hc

, t =
t

τ0
,

n =
n

n0

, C =
C

n0

.

Ainsi les équations (6.12) et (6.13) deviennent (en omettant les barres) :

ε0Φ0

J0hd

τ0
δ∂t∂xΦ (t,−hd) +

ε0Φ0

J0hd

τ0

εd
ε0
∂t (Φ (t,−hd)− φabs (t))

+
σd

ε0

ε0Φ0

J0hd

(Φ (t,−hd)− φabs (t)) = J (t,−hd) , (6.14)

ε0Φ0

J0hd

τ0
δ∂t∂x (Φ (t,−hd)− Φ (t, hc)) = J (t,−hd)− J (t, hc) . (6.15)

Dans le cas où τ0 = ε0Φ0

J0hd
, les équations (6.14), (6.15) et (6.3) deviennent :

δ∂t∂xΦ (t,−hd) +
εd
ε0
∂t (Φ (t,−hd)− φabs (t)) +

σdτ0
ε0

(Φ (t,−hd)− φabs (t)) = J (t,−hd) ,

δ∂t∂x (Φ (t,−hd)− Φ (t, hc)) = J (t,−hd)− J (t, hc) ,
−1

η′2
∂2

xxΦ(t, x) = n− C. (6.16)

En tenant compte de la finesse de la couche du diélectrique, on s’intéresse au cas 0 <
δ << 1. En négligeant les termes en δ, les équations déterminant Φ(t,−hd) et φabs(t)
deviennent alors :

J(t,−hd) = J(t, hc), (6.17)
Cd∂t (Φ (t,−hd)− φabs (t)) + Sd (Φ (t,−hd)− φabs (t)) = J (t,−hd) (6.18)

où Cd = εd

ε0
et Sd = σdτ0

ε0
sont respectivement la capacité et la conductance adimensionnées

du diélectrique.

Récapitulons le modèle 1D qui décrit l’évolution de la charge externe du satellite.
Le système d’Euler stationnaire (6.1) - (6.2) complété par l’équation de Poisson (6.16)
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nous permet de calculer la densité, et le potentiel pour tout x ∈ Ω et t > 0 avec comme
conditions aux bords :

Φ(t,−L− hd) = Φ(t, L+ hc) = 0,

Φ(t, hc) = φabs(t) et Φ(t,−hd)

pour le potentiel. Dans celles-ci, les quantités φabs(t) et Φ(t,−hd) sont déterminées impli-
citement par les équations (6.17) et (6.18).

Dans la section suivante, on souhaite déterminer une équation elliptique qui nous
permette de calculer la densité et d’identifier le régime dans lequel on se trouve (superso-
nique ou subsonique). On cherche également une équation permettant le calcul du courant
J(t, x) = J(t,−hd) = J(t, hc) et enfin des équations permettant de calculer explicitement
φabs(t) et Φ(t,−hd).

Remarque 6.2 Dans la cas où τ0 = 10 ou 102, et comme ε0Φ0

J0hd
<< τ0 et δ << 1, alors

les équations (6.14) et (6.15) donnent

J(t,−hd) = J(t, hc) = 0,

ce qui nous donnent des solutions raides. C’est pour cela qu’on s’intéresse à un modèle
1D où le temps caractéristique τ0 est celui de la charge différentielle du diélectrique.

6.3 Modélisation des ions et du potentiel aux bords du
satellite

Dans cette partie, on cherche une équation elliptique permettant de calculer la densité
ionique n. On détermine aussi les équations calculant les potentiels aux bords du satellite
φabs et Φ(t,−hd).

Proposition 6.3 Soient ng
0, n

d
0 et n∞ des constantes strictement positives. Soit ε0 la per-

mittivité du vide et η′ la grandeur trouvée dans la section 6.2. Connaissant le courant J,
le problème de Dirichlet pour n est :

−∂2
xxFJ(n) + η′2 (n− C) = 0 dans Ω, (6.19)

n(t,−hd) = ng
0, n(t, hc) = nd

0, (6.20)
n(t, L+ hc) = n(t,−L− hd) = n∞, (6.21)

où
FJ(n) =

J2

2n2
+ h(n) avec

h(n) =

∫ n∞

n

p
′
(y)

y
dy l’enthalpie du système.

φabs(t) et Φ(t,−hd) seront données explicitement par :

φabs(t) = FJ(n∞)− FJ(nd
0), (6.22)

Φ(t,−hd) = FJ(n∞)− FJ(ng
0). (6.23)
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Démonstration: Voir appendice section 6.9.

Proposition 6.4 Que l’on soit dans le cas d’un régime subsonique ou d’un régime super-
sonique, l’équation (6.19) est elliptique.

Démonstration: Voir appendice section 6.9.

6.4 Modélisation du courant extérieur J(t)

On s’intéresse dans cette partie à trouver une équation différentielle permettant de
calculer le courant J.

Proposition 6.5 Soient ng
0, n

d
0 des constantes strictement positives et J0 le courant à

l’instant initial t0. Soient Sd et Cd les caractéristiques du diélectrique. On pose σ = Sd

Cd
et

on obtient deux configurations différentes :

1. si ng
0 = nd

0 alors J(t) = 0 ∀t > 0,

2. si ng
0 6= nd

0 : alors J(t) vérifie le problème de Cauchy suivant :

J ′(t) +
σJ(t)

2
=

s

J(t)
+ β, (6.24)

J(t = t0) = J0, (6.25)

avec

s =
σγ

γ − 1

(ngγ−1

0 − ndγ−1

0 )nd2

0 n
g2

0

ng2

0 − nd2

0

> 0,

et

β =
nd2

0 n
g2

0

Cd

(
ng2

0 − nd2

0

) .
Démonstration: Voir appendice 6.9.

6.5 Le modèle final

L’équation elliptique :

−∂2
xxFJ(n) + η′2 (n− C) = 0, (6.26)

complétée par les conditions aux limites

n(t,−hd) = ng
0, n(t, hc) = nd

0, n(t, L+ hc) = n(t,−L− hd) = n∞, (6.27)

où FJ(n) et h(n) sont donnés dans la proposition 6.3, nous permet, si on connaît J à
l’instant t, de calculer la densité en tout point de Ω.
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Le potentiel électrostatique est calculé par l’équation de Poisson complétée par les condi-
tions limites suivantes :

− 1

η′2
∂2

xxΦ = n− C dans Ω, (6.28)

Φ(t, L+ hc) = Φ(t,−L− hd) = 0, (6.29)
Φ(t, hc) = φabs(t) et Φ(t,−hd), (6.30)

avec η′ = hc

λd
le rapport de la largeur du conducteur et de la longueur de Debye. Les

potentiels φabs(t) et Φ(t,−hd) sont eux-mêmes donnés par les équations :

φabs(t) = FJ(n∞)− FJ(nd
0), (6.31)

Φ(t,−hd) = FJ(n∞)− FJ(ng
0). (6.32)

Enfin, le courant est donné par le problème de Cauchy :

J ′(t) +
σJ(t)

2
=

s

J(t)
+ β, (6.33)

J(t = t0) = J0, (6.34)

avec s et β donnés dans la proposition 6.5.

6.6 Problème de Cauchy pour le courant et
comportement qualitatif

Dans cette section, on étudie l’existence de la solution J du problème de Cauchy (6.33)
- (6.34).

Proposition 6.6 Soient ng
0, n

d
0 deux constantes strictement positives et J0 le courant à

l’instant initial t0. On suppose t0 = 0. Soit J0 ∈ U un ouvert de R∗. Le problème de
Cauchy (6.33) - (6.34) admet une solution maximale globale définie sur R+ à valeurs
dans R∗ de classe C1. On définit

J1 =
β +

√
β2 + 2σs

σ
> 0 , J2 =

β −
√
β2 + 2σs

σ
< 0.

Suivant la valeur de J0, on distingue les cas suivants :
1. Si J0 > J1, le courant J(t) est une fonction positive, décroissante qui converge vers

J1 à l’infini.
2. Si 0 < J0 < J1, le courant J(t) est une fonction positive, croissante qui converge

vers J1 à l’infini.
3. Si J0 < J2, le courant J est une fonction négative, croissante qui converge vers J2

à l’infini.
4. Si J2 < J0 < 0, le courant J est une fonction négative, décroissante qui converge

vers J2 à l’infini.
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Démonstration: Soit f(J) = s
J

+ β − σJ
2
. Comme β2 + 2σs est positif, l’équation

−σJ2

2
+ βJ + s = 0 admet deux racines distinctes

J1 =
β +

√
β2 + 2σs

σ
> 0 , J2 =

β −
√
β2 + 2σs

σ
< 0.

Ainsi J1 et J2 sont les solutions stationnaires du problème de Cauchy (6.33) - (6.34). On

Fig. 6.2 – Répartition de U

a ainsi une partition de U (voir figure 6.2) :

U = U+ ∪ U− ∪ Γ0 où

U+ = {M ∈ U ; f(M) > 0} = {M ∈ U ; J2 < J < 0 ou 0 < J < J1},

U− = {M ∈ U ; f(M) < 0} = {M ∈ U ; J < J2 ou J > J1},

Γ0 = D1 ∪D2 est la courbe donnée par {(t, J) ∈ R+ × R∗, f(J) = 0}

avec D1 et D2 les droites d’équations J(t) = J1 et J(t) = J2.

De plus,

f : U ⊂ R∗ → R

J 7→ f(J) =
s

J
+ β − σJ

2
,

est une fonction de classe C∞ sur U.
Comme f est de classe C1 sur toute boule B(J0, r) contenue dans U où r est un réel
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strictement positif, alors f est localement lipschitzienne sur U.
En effet, pour tout x, y ∈ B(J0, r), on a :

f(x+ y)− f(x) =

∫ 1

0

f
′
(x+ ty)ydt. (6.35)

Comme f ′ est continue sur le compact B(J0, r), elle est bornée, et il existe une constante
M strictement positive telle que

‖f ′‖ ≤M.

On obtient ainsi

‖f(x+ y)− f(x)‖R ≤M

∫ 1

0

ydt = M‖y‖R2

ce qui montre que f est localement lipschitzienne sur U.
Alors, d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz il existe une solution maximale J du pro-
blème de Cauchy (6.33) - (6.34) définie sur [0, T [ à valeurs dans U de classe C1 où T > 0.

Comportement de la solution suivant la valeur J0 :
On remarque que

J(t)J ′ (t) = J (t)

(
s

J (t)
+ β − σJ (t)

2

)
=
−σJ2(t)

2
+ βJ(t) + s. (6.36)

Soit P (J) la parabole d’équation −σJ2

2
+ βJ + s = 0, on remarque que :

• P (J) > 0 correspond à la région U+ où J2 < J < J1 (voir figure 6.3).
• P (J) < 0 correspond à la région U− où J < J2 ou J > J1 (voir figure 6.3).

Suivant la valeur de J0, on distingue les cas suivants :

1. Si J0 > J1, le théorème de Cauchy-Lipschitz affirme l’existence d’une solution clas-
sique maximale J du problème de Cauchy (6.33) - (6.34) définie sur [0, T [ à valeurs
dans U.
On sait que J1 est une solution constante de l’équation (6.33). Par l’unicité du théo-
rème de Cauchy-Lipschitz, on sait que les graphes des trajectoires de t → J1 et
t → J(t) ne se coupent pas. Comme J0 > J1, on en déduit que le graphe de J est
au dessus de celui de J1, d’où

J(t) > J1 ∀t ∈ [0, T [. (6.37)

Comme P (J) est négatif pour J > J1, on en déduit d’après (6.37) que J est décrois-
sante. De plus, J(t) est minorée par J1.
On va monter que J(t) est définie sur R+.

En effet, si T < +∞, d’après ce qui précéde, J(t) admet une limite lT ∈ [J1,+∞[
quand t 7→ T. On note

lT = lim
t→T

J(t).

On prolonge J par continuité en T en posant J(T ) = lT . Comme J ′(t) = f (J(t))
sur [0, T [, on voit que J ′ converge en T, donc le prolongement de J est dérivable en
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Fig. 6.3 – Portrait de phase du courant J pour nd
0 = 1.9, ng

0 = 1.1, n∞ = 1, C = 1, γ =
1.4, Sd = 1.13 et Cd = 3

T et J ′(T ) = f (J (T )) .

Ainsi prolongée, J est solution du problème de Cauchy J ′ = f(J) sur [0, T ] avec la
condition initiale J(T ) = lT . Or d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe
une fonction ψ définie sur un intervalle ouvert I centré en T, solution de J ′ = f(J)
et vérifiant ψ(T ) = lT = J(T ).

Comme J et ψ coïncident en lT , l’unicité du problème de Cauchy garantie par le
théorème de Cauchy-Lipschitz entraîne que J = ψ sur [0, T ] ∩ I. Donc la fonction
définie sur [0, T ] ∪ I par

t 7→ J(t) si t ∈ [0, T ], t 7→ ψ(t) si t ∈ I \ [0, T ],

est solution de J ′ = f(J) sur un intervalle contenant strictement [0, T [. Ceci est
absurde car J est une solution maximale. Donc T = +∞.

On va calculer maintenant la limite de J(t) quand t→ +∞. D’après ce qui précède,
J(t) converge vers une limite l quand t→ +∞. D’après (6.36), on sait que la limite
de J ′(t) quand t→ +∞ existe, soit l′ cette limite.
Comme J est de classe C1, d’après le théorème des accroissements finis, on a

J(t+ 1)− J(t) = J
′
(tc) avec t < tc < t+ 1.
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Par passage à la limite on obtient

lim
t→+∞

J ′(tc) = 0.

Par unicité de la limite on a donc l′ = 0. Alors −σl2

2
+βl+ s = 0 donne l = J1. D’où

lim
t→+∞

J(t) = J1.

2. Si 0 < J0 < J1, le théorème de Cauchy-Lipschitz affirme l’existence d’une solution
classique maximale J du problème de Cauchy (6.33)-(6.34) définie sur [0, T [ à valeurs
dans U.
J1 est solution constante de l’équation (6.33), alors le graphe de J sera toujours au
dessous de J1. Donc

J(t) < J1 ∀t ∈ [0, T [. (6.38)

Maintenant, on va montrer que pour tout t ∈ [0, T [ on a J(t) ≥ J0.
En effet, en raisonnant par l’absurde, on suppose qu’il existe un temps t1 ∈]0, T [ tel
que J(t1) < J0. On va montrer que J(t) est strictement croissante sur [0, δ[ pour δ
suffisamment petit.

Par continuité de J, on sait que pour δ assez petit, on a

J1 > J(t) >
J0

2
pour tout 0 ≤ t < δ. (6.39)

Comme P (J) est positif pour 0 < J < J1, on en déduit d’après (6.39) que J est
strictement croissante sur [0, δ]. En particulier, il existe une constante h > 0 tel que
J(δ) = J0 + h.

De plus J(δ) = J0 + h > J0 et J(t1) < J0, par continuité de J, il existe un temps
t2 ∈ [δ, t1] tel que J(t2) = J0.

Donc on a J(t0) = J0 et J(t2) = J0, par le théorème de Rolle, il existe un temps
t3 ∈]0, t2[ tel que J ′(t3) = 0. Cela implique P (J(t3)) = 0 et donc J(t3) = J1 ou
J(t3) = J2.

Comme J(t3) < J1 d’après (6.38), J(t3) = J2.

Or la fonction constante t→ J2 est solution du problème de Cauchy (6.33) avec la
condition initiale J(t3) = J2.
Par l’unicité du théorème de Cauchy-Lipschitz, on en déduit que J(t) est constante
pour tout t ∈ [0, T [, et égale à J2, ce qui est une contradiction car J(t0) = J0 6= J2.

On déduit de ce qui précède que

J(t) ≥ J0 t ∈ [0, T [.
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D’où

0 < J(t) < J1 t ∈ [0, T [. (6.40)

Comme P (J) est positif pour 0 < J < J1, on en déduit d’après (6.40) que J est
croissante. De plus, J(t) est majorée par J1. Donc elle admet une limite en T.
En raisonnant comme précédemment, on peut démontrer T = +∞ et limt→+∞ J(t) =
J1.

On raisonne de façon analogue pour J < 0.

Pour J0 < J2, on montre que J est croissante et converge vers J2 à l’infini. De plus,
il existe une solution maximale J du problème de Cauchy (6.33)-(6.34) définie sur R+ à
valeurs dans ]−∞, J2[ de classe C1.

Et pour J2 < J0 < 0, on montre que J est décroissante et converge vers J1 à l’infini.
De plus, il existe une solution maximale J du problème de Cauchy (6.33)-(6.34) définie
sur R+ à valeurs dans ]J2, 0[ de classe C1. 2

6.7 Problèmes aux limites pour la densité et le
potentiel

La densité n(t, x) est déterminée par (6.26), qui est paramétrisée par la variable de
temps, via la définition du courant J(t) donnée par (6.33). Néanmoins, bien que J soit
globalement défini, ceci ne suffit pas à assurer le caractère bien posé de (6.26) en raison
de possibles changements de type dans cette équation.

Définition 6.7 Quand le couple (n, J) vérifie F ′
J(n) > 0, on dit que le régime est subso-

nique. Quand le couple (n, J) vérifie F ′
J(n) < 0, on dit que le régime est supersonique.

On a :

∂nFJ(n) = −J
2

n3
+
p
′
(n)

n
> 0 ⇔ n2p

′
(n) > J2. (6.41)

On en déduit l’existence et l’unicité de nc = nc(J) ≥ 0 tel que ∂nFJ(n) > 0 ∀n > nc (voir
figure 6.4.)

En effet, pour |J | > 0 fixé, l’application n → g(n) = n2p
′
(n) est croissante, or (6.41)

donne g(n) > J2, d’où n > nc avec nc = g−1(J2).
Le point minimal nc de l’application n→ F (n, J) définie par

J → nc(J) = g−1(J2)

est une fonction croissante de J.
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Fig. 6.4 – Représentation de ∂nFJ(n) pour |J | = 1

En effet, Si Ja < Jb on obtient par (6.41) :

g(n) = n2p
′
(n) > J2

b > J2
a .

Raisonnons par l’absurde et supposons que g−1(J2
b ) < g−1(J2

a).

Par définition de nc(Ja), on a ∂nFJa > 0 ∀n > nc(Ja), or

∂nFJa > ∂nFJb
> 0 ∀n > nc(Jb)

avec nc(Jb) < nc(Ja), ce qui contredit la minimalité de nc(Ja). De plus, on a que nc(J =
0) = 0.

L’analyse du problème conduit à définir un courant critique Jc, défini par les données
ng

0, nd
0 ,n∞, C(x) du problème, tel que si |J | < Jc, alors l’écoulement est subsonique. Plus

précisement, on pose
C = inf

x∈Ω
C(x) et C = sup

x∈Ω
C(x)

et Jc est défini par
nc(Jc) = min(ng

0, n
d
0, n∞, C),

ce qui correspond à

Jc = min(ng
0, n

d
0, n∞, C)

√
γmin(ng

0, n
d
0, n∞, C)γ−1.

En effet, le courant critique Jc au-dessous duquel il y aura un écoulement subsonique,
satisfait l’équation suivante :

g−1(J2) = min(ng
0, n

d
0, n∞, C)

i.e. J2 = g
(
min

(
ng

0, n
d
0, n∞, C

))
, d’où

J2 = min
(
ng

0, n
d
0, n∞, C

)2
p
′ (

min
(
ng

0, n
d
0, n∞, C

))
,

et comme p′(n) = γnγ−1, on obtient J = ±Jc avec Jc = min(ng
0, n

d
0, n∞, C)

√
γmin(ng

0, n
d
0, n∞, C)γ−1.
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6.7.1 Cas subsonique

Existence de solutions

Dans cette partie, on prouve l’existence des solutions subsoniques pour le modèle final
trouvé à la section 6.5 dans le cas où ng

0, n
d
0 et n∞ sont choisis de telle manière qu’on aura

pour 0 < J < J1 < Jc et 0 > J > −Jc > −J1, un écoulement subsonique.
Le problème (6.26) - (6.27) paramétré par J ∈ R∗ va nous permettre de calculer la densité
n(t, .) dans Ω. Puis n(t, .) connue, les potentiels aux bords φabs(t) et Φ(t,−hd) sont donnés
par les équations (6.31) et (6.32) respectivement. Ensuite, le potentiel Φ(t, .) sera calculé
par le système (6.28)-(6.30).

On fait les hypothèses suivantes :
• Ω = I1 ∪ I2 avec I1 = (−L− hd,−hd) et I2 = (hc, L+ hc),
• J ∈ C1 ([0, T ],R) où T > 0 et C ∈ C0,θ(Ω),
• la pression p = p(n) = nγ satisfait à chaque instant et pour tout x ∈ Ω la propriété
suivante :

n 7→ n2p
′
(n) est strictement monotone de [0,+∞[ dans [0,+∞[.

Lemme 6.8 Il existe (φabs,Φ(.,−hd)) ∈ C1 ([0, T ],R)×C1 ([0, T ],R) solutions des équa-
tions :

φabs(t) = FJ(n∞)− FJ(nd
0), (6.42)

Φ(t,−hd) = FJ(n∞)− FJ(ng
0). (6.43)

Ceci montre l’ellipticité de l’équation (6.26) pour n ≥ n∗ > nc. Pour plus de détails,
on se réfère à [DM90].

Théorème 6.9 [DM90] On suppose que le courant J vérifie

ng
0, n

d
0, n∞, inf

x∈Ω
C(x) > nc(J). (6.44)

Alors il existe un temps T > 0 et (n,Φ) ∈ C1([0, T ];H1(Ω)×C2(Ω)) solution du problème
(6.26) - (6.30) tel que

min(ng
0, n

d
0, n∞, C) < n(t, x) < max(ng

0, n
d
0, n∞, C) (6.45)

où
C = inf

x∈Ω
C(x) et C = sup

x∈Ω
C(x).

Dans le cas où 0 < J < J1 ≤ Jc ou 0 < J1 ≤ J < Jc (respectivement −Jc < J2 ≤ J < 0
ou −Jc ≤ J < J2 < 0), alors (n,Φ) ∈ C1(R+;H1(Ω)× C2(Ω)).
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Démonstration: La preuve du théorème 6.9 est basée sur le théorème de Schauder et
la reformulation suivante de (6.26) [DM90] :

∂x

(
p
′
(n)

n
− J2

n3

)
∂xn = η′2 (n− C) . (6.46)

Puisque |J | < Jc alors il existe T > 0 tel que J ∈ C1([0, T ],R). Tout d’abord, on montre
l’existence de

(
n (t, .) ,Φ (t, .)

)
solution du problème (6.26) - (6.30) dans I1 pour t ∈ [0, T ].

On introduit l’ensemble convexe fermé B :

B = {ρ ∈ C
(
I1
)

: n ≤ ρ (x) ≤ n pour tout x ∈ I1}

où
n = min(ng

0, n
d
0, n∞, C), et n = max(ng

0, n
d
0, n∞, C).

De plus, on définit l’opérateur de point fixe

T : B → C
(
I1
)
, T (ρ) = n(t, .),

où n(t, .) résoud le probléme linéaire suivant dans I1 :

∂x

(
∂ρFJ (ρ) ∂xn

)
= η′2 (ρ− C) , (6.47)

n(t,−hd) = ng
0, n(t,−L− hd) = n∞. (6.48)

Tout d’abord, on résout le problème (6.47)-(6.48) dans I1. En effectuant un changement
de variable ñ = n− n|∂I1

où

n|∂I1
=

(
−L− (x+ hd)

−L

)
ng

0 +

(
x+ hd

−L

)
n∞

la densité aux bords de I1, on a ñ ∈ H1
0 (I1). Pour prouver que le problème suivant

∂x

(
∂ρFJ (ρ) ∂xñ

)
= η′2 (ρ− C) +

(
ng

0 − n∞
L

)
∂x

(
∂ρFJ (ρ)

)
, (6.49)

ñ(t,−hd) = 0, ñ(t,−L− hd) = 0. (6.50)

admet une unique solution ñ ∈ H1
0 (I1), on introduit pour tout z ∈ H1

0 (I1) la forme
bilinéaire

a(ñ, z) =

∫
I1

∂ρFJ(ρ)∂xñ∂xzdx ∀ñ ∈ H1
0 (I1)

qui est continue sur H1
0 (I1) ×H1

0 (I1), en effet, comme ∂ρFJ(ρ) est continûment différen-
tiable et ∂ρFJ(ρ) > 0 pour tout ρ ∈ B, alors il existe une constante C0 > 0 tel que

|a(ñ, z)| ≤ C0‖ñ‖H1
0 (I1)‖z‖H1

0 (I1).

Soit la fonctionnelle

l(z) = η′2
∫

I1

(C − ρ) zdx+

(
ng

0 − n∞
L

)∫
I1

∂x

(
∂ρFJ (ρ)

)
∂xzdx.
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l(.) est linéaire et continue sur H1
0 (I1). En effet, comme C ∈ C(I1) et ∂ρFJ(ρ) est conti-

nûment différentiable avec ∂ρFJ(ρ) > 0 pour tout ρ ∈ B, alors il existe une constante
C
′
0 > 0 qui dépend de η′ et de n tel que

|l(z)| ≤ C
′

0‖z‖H1
0 (I1).

Puisque ∂ρFJ (ρ) est continûment différentiable et ∂ρFJ (ρ) > 0 pour tout ρ ∈ B, alors
il existe une constante α > 0 tel que ∂ρFJ (ρ) ≥ α. Ainsi,

a(z, z) =

∫
I1

∂ρFJ (ρ) (∂xz)
2 dx

≥ α‖∂xz‖2
L2(I1), ∀z ∈ H1

0 (I1).

Donc a(., .) est coercive. D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe une unique solution
ñ ∈ H1

0 (I1) tel que
a(ñ, z) = l(z), ∀z ∈ H1

0 (I1)

i.e. ñ vérifie (6.49). Or n = ñ + n|∂I1
, alors n ∈ H1(I1). Ainsi, l’application T est bien

définie.

On montre maintenant que T (B) est un ensemble compact dans C(I1).
En écrivant la formulation faible de l’équation (6.47) et en prenant comme fonction

test n− n|∂I1
, on obtient :∫

I1

∂ρFJ (ρ) ∂xn∂x

(
n− n|∂I1

)
dx =

∫
I1

η′2 (C − ρ)
(
n− n|∂I1

)
dx.

Comme ∂ρFJ(ρ) ≥ α, on obtient :

α

∫
I1

|∂x

(
n− n|∂I1

)
|2dx ≤

∥∥η′2 ∫
I1

(C − ρ)
(
n− n|∂I1

)
dx

−
∫

I1

∂ρFJ (ρ) ∂xn|∂I1
∂x

(
n− n|∂I1

)
dx
∥∥

≤ C1‖C‖L∞(I1)‖n− n|∂I1
‖L2(I1) + C2‖ρ‖L∞(I1)‖n− n|∂I1

‖L2(I1)

+α‖∂xn|∂I1
‖L2(I1)‖∂x

(
n− n|∂I1

)
‖L2(I1)

≤ C3‖n− n|∂I1
‖L2(I1) + α‖∂xn|∂I1

‖L2(I1)‖∂x

(
n− n|∂I1

)
‖L2(I1).

D’après l’inégalité de Poincaré, on obtient

‖∂x

(
n− n|∂I1

)
‖L2(I1) ≤ C4

où C4 est une constante indépendante de ρ. Ce qui montre que n est bien borné dans
H1(I1), or l’injection H1(I1) dans C(I1) est continue et compacte, alors T (B) sera un
ensemble compact dans C(I1).
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Finalement, T est bien continue. En effet, soient ρ1, ρ2 ∈ B, en écrivant la formulation
faible de l’équation (6.47) pour n1 = T (ρ1) et n2 = T (ρ2), on obtient∫

I1

∂ρ1FJ (ρ1) ∂xn1∂xzdx =

∫
I1

η′2 (C − ρ1) zdx, (6.51)∫
I1

∂ρ2FJ (ρ2) ∂xn2∂xzdx =

∫
I1

η′2 (C − ρ2) zdx. (6.52)

En faisant la différence de (6.51) et (6.52), et en prenant comme fonction test n1 − n2 ∈
H1

0 (I1) dans l’équation ainsi obtenue, on obtient :∫
I1

(
∂ρ1FJ (ρ1) ∂xn1 − ∂ρ2FJ (ρ2) ∂xn2

)
∂x (n1 − n2) dx =

∫
I1

η′2 (ρ2 − ρ1) (n1 − n2) dx

d’où∫
I1

∂ρ1FJ (ρ1)

(
∂x (n1 − n2)

)2

dx =

∫
I1

η′2 (ρ2 − ρ1) (n1 − n2) dx+∫
I1

(
∂ρ1FJ (ρ1)− ∂ρ2FJ (ρ2)

)
∂xn2∂x (n1 − n2) dx.

En tenant compte du fait que ∂nFJ(ρ) est uniformément continue et qu’elle est strictement
positive, on obtient :

α‖∂x (n1 − n2) ‖2
L2(I1) ≤ C5‖ (ρ2 − ρ1) ‖C(I1)‖ (n1 − n2) ‖L2(I1) +

C6‖ (ρ2 − ρ1) ‖C(I1)‖n2‖H1(I1)‖∂x (n1 − n2) ‖L2(I1)

≤ C7‖ (ρ2 − ρ1) ‖C(I1)‖∂x (n1 − n2) ‖L2(I1).

Ainsi, il existe une constante C8 > 0 qui dépend seulement de n et n tel que

‖T (ρ1)− T (ρ2)‖C(I1) ≤ C8‖ (ρ1 − ρ2) ‖C(I1).

Alors, d’après le théorème de Schauder, il existe n ∈ H1(I1) solution du problème (6.26)-
(6.30) telle que n ≤ n ≤ n où n = min(ng

0, n
d
0, n∞, C) et n = max(ng

0, n
d
0, n∞, C).

Le potentiel Φ(t, .) ∈ H1(I1) est l’unique solution du problème

∂xxΦ(t, x) = η′2
(
−ρ(t, x) + C

)
∈ C(I1),

d’aprés le lemme 6.10, Φ(t, .) ∈ C2(I1).

De même on prouve l’existence de
(
n (t, .) ,Φ (t, .)

)
dans H1(I2)× C2(I2). 2

Régularité des solutions

L’analyse de régularité repose sur le lemme suivant
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Lemme 6.10 [DM90] Soit θ ∈ (0, 1) et a ∈ C0,θ(Ω) avec a > 0, alors il existe un
k(Ω, ∂Ω, θ, a) tel que ∀f ∈ C0,θ(Ω) et uD ∈ C2,θ(Ω), il existe une solution u ∈ C2,θ(Ω) du
problème

∂x(a∂xu) = f

u− uD ∈ H1
0 (Ω)

tel que ‖u‖C2,θ(Ω) < k(‖uD‖C2,θ(Ω) + ‖f‖C0,θ(Ω)).

Comme l’équation (6.26) s’écrit sous la forme suivante

∂x

(
∂nFJ (n) ∂xn

)
= η′2 (n− C) ∈ C(Ω)

avec ∂nFJ(n) > 0 en régime subsonique, une application directe du lemme 6.10 montre
que

n(t, .) ∈ C2(Ω).

Unicité sous condition de petitesse sur les courants

On prouve un résultat d’unicité pour les courants assez petits.

Lemme 6.11 [DM90] Sous les mêmes hypothèses que pour le théorème 6.9, il existe pour
tout J tel que |J | < Jc, une unique solution n du problème (6.26)-(6.27) tel que

n(t, x) > nc(J) ∀x ∈ Ω. (6.53)

Démonstration: Soient n1 et n2 deux solutions du problème (6.26) - (6.27) dans I1 tel
que ni(x) > nc(J) ∀i = 1, 2.
En prenant la différence entre les équations on obtient

∂xx (a (x) e)− e = 0 (6.54)

où e(x) = η′2(n2−n1)(x) et a (x) =
∫ 1

0
∂nFJ

(
n1(x)+v

(
n2(x)−n1(x)

))
dv. Et ae ∈ H1

0 (I1).

En multipliant l’équation (6.54) par ae et en faisant une intégration par parties on obtient∫
I1

|(ae)x|2dx+

∫
I1

a(e)2dx = 0,

comme a est strictement positive alors e = 0, ce qui donne l’unicité de n(t, .) en régime
subsonique pour tout J. 2

Remarque 6.12 La condition (6.53) traduit la petitesse des courants.

D’où le théorème suivant :
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Théorème 6.13 (Existence et régularité des solutions subsoniques) Soient nd
0, n

g
0

et n∞ des réels positifs et n = min(ng
0, n

d
0, n∞, C) et n = max(ng

0, n
d
0, n∞, C) deux constantes

positives.
Alors, il existe une constante Jc > 0 tel que pour tout courant vérifiant |J | < Jc, il existe
(n,Φ) dans ∈ C1([0, T ];C2(Ω) × C2(Ω)) unique solution du problème (6.26)-(6.30) tel
que pour tout t ∈ [0, T ], on a

n ≤ n(t, .) ≤ n (écoulement subsonique).

Plus précisement, dans le cas où 0 < J < J1 ≤ Jc ou 0 < J1 ≤ J < Jc (respectivement
−Jc < J2 ≤ J < 0 ou −Jc ≤ J < J2 < 0), alors (n,Φ) ∈ C1(R+;C2(Ω)× C2(Ω)).

Conditions suffisantes garantissant le caractère subsonique pour tout temps

Dans cette section, on peut identifier la nature de l’écoulement qui sera subsonique
pour un choix adéquat de ng

0 et nd
0 tel que nd

0 = λng
0 pour λ ∈ [2,+∞[ et pour des courants

J positifs tels que 0 < J < J1 < Jc. Par contre, ceci ne nous donne aucune idée sur la
nature de l’écoulement pour les courants négatifs.
Ainsi, on a besoin de savoir le signe de certaines fonctions en λ qui vont jouer un rôle
important dans la comparaison des courants J1 et Jc.

Lemme 6.14 Soit γ = 1.4. Soient Cd et Sd la capacité et la conductance du diélectrique.
On définit σ = Sd

Cd
, a = 2σ2γ

γ−1
> 0 et λ ≥ 2. On définit les deux fonctions suivantes :

λ→ f(λ) =
C2

d

λ2
a(λγ−1 − 1)(λ2 − 1),

λ→ g(λ) =
Cd

λ2

√
γσ(λ2 − 1),

alors pour tout λ ∈ [2,+∞[, on a f(λ) > 0 et g(λ) > 0.

Notons que les deux fonctions f et g sont strictement croissantes sur [2,+∞[, (voir figure
6.5).

On déduit la proposition suivante :

Proposition 6.15 Soient γ = 1.4 et Ω un ouvert borné de R. Soit C ∈ C0,θ(Ω, [1,+∞[) 1,
on pose

C = inf
x∈Ω

C(x).

Soit (ng
0, n

d
0) ∈]0, 1]×]0,+∞[ tel que nd

0 = λng
0 avec λ ∈ [2,+∞[. Soit n∞ = 1 et

Jc = min(ng
0, n

d
0, n∞, C)

√
γmin(ng

0, n
d
0, n∞, C)γ−1. Alors, on a

J1 < Jc.

1. C0,θ(Ω, [1,+∞[) = {f : Ω → [1,+∞[, tel qu’il existe une constante c >
0 tel que pour tout (x, y) ∈ Ω× Ω, on a |f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|θ}
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Fig. 6.5 – Graphe de la fonction λ → f(λ) =
C2

d

λ2 a(λ
γ−1 − 1)(λ2 − 1) et celui de λ →

g(λ) = Cd

λ2

√
γσ(λ2 − 1) pour a = 7.09× 10−10, Cd = 3, σ = 0.000011 et γ = 1.4

Démonstration: Puisque nd
0 = λng

0 avec λ > 1 et n∞ = 1, alors

min(ng
0, n

d
0, n∞, C) = ng

0.

On déduit l’expression du courant critique

Jc =
√
γ(ng

0)
γ+1
2 .

Comme nd
0 = λng

0 avec λ > 1, nd
0 > ng

0 et par suite β sera négatif et s positif. Alors :

J1 − Jc =
1

σ

(
λ2(ng

0)
2

Cd(1− λ2)
+

√
λ4(ng

0)
4

C2
d(1− λ2)2

+ aλ2

(
1− λγ−1

1− λ2

)
(ng

0)
γ+1

)
−√γ

(
ng

0

) γ+1
2(6.55)

est une fonction de ng
0, qui reste négative pour tout λ ≥ 2 et ng

0 ∈]0, 1]. (Voir figure 6.6).
En effet, comme λ > 1, l’équation (6.55) devient

J1 − Jc =
1

σ

(
λ2(ng

0)
2

Cd(1− λ2)
+

λ2(ng
0)

2

Cd(λ2 − 1)

√
1 + aC2

d

(
(1− λγ−1)(1− λ2)

λ2

)
(ng

0)
γ−3

)
(6.56)

−√γ
(
ng

0

) γ+1
2 .

D’où

J1 − Jc =
1

σ

λ2(ng
0)

2

Cd(1− λ2)

(
1 +

√
1 + aC2

d

(
(1− λγ−1)(1− λ2)

λ2

)
(ng

0)
γ−3

)
(6.57)

−√γ
(
ng

0

) γ+1
2 .
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Fig. 6.6 – Graphe de la fonction ng
0 → (J1 − Jc)(n

g
0) pour λ = 2

En prenant λ2(ng
0)2

σCd(1−λ2)
comme facteur commun dans l’équation (6.57), on obtient

J1 − Jc =
1

σ

λ2(ng
0)

2

Cd(1− λ2)

(
1 +

√
1 + aC2

d

(
(1− λγ−1)(1− λ2)

λ2

)
(ng

0)
γ−3 (6.58)

−
√
γCdσ(1− λ2)

λ2

(
ng

0

) γ−3
2

)
.

Comme λ ≥ 2, et d’après le lemme 6.14, on obtient

1 +

√
1 + aC2

d

(
(1− λγ−1)(1− λ2)

λ2

)
(ng

0)
γ−3 +

√
γCdσ(λ2 − 1)

λ2

(
ng

0

) γ−3
2 > 0.

De plus, 1
σ

λ2(ng
0)2

Cd(1−λ2)
< 0 car λ > 1, alors

J1 − Jc =
1

σ

λ2(ng
0)

2

Cd(1− λ2)

(
1 +

√
1 + aC2

d

(
(1− λγ−1)(1− λ2)

λ2

)
(ng

0)
γ−3

−
√
γCdσ(1− λ2)

λ2

(
ng

0

) γ−3
2

)
< 0.

2

6.7.2 Cas supersonique

Existence de solutions

Dans cette partie, on utilise le théorème d’existence et d’unicité des solutions super-
soniques montré dans [PV06] pour le modèle final trouvé à la section 6.5. On fait les
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hypothèses suivantes :
• Ω = I1 ∪ I2 avec I1 = (−L− hd,−hd) et I2 = (hc, L+ hc),
• J ∈ C1 ([0, T ],R) où T > 0 et C ∈ C0,θ(Ω),
• la pression p = p(n) est une fonction strictement croissante pour tout n > 0.

Remarque 6.16 D’après l’équation 6.41 et la figure 6.4, on a l’existence et l’unicité de
nc = nc(J) ≥ 0 tel que ∂nFJ(n) < 0 ∀n < nc. Ainsi,

∂nFJ(n) = −J
2

n3
+
p
′
(n)

n
< 0 ⇔ n2p

′
(n) < J2 ⇔ n < nc(J), (6.59)

ce qui montre l’ellipticité de l’équation (6.26) pour n < nc.
En effet, la condition 6.59 donne∣∣∣∣Jn

∣∣∣∣ > c où c =
√
p′(n) est la vitesse du son,

et donc l’écoulement est supersonique. Pour plus de détails, on se réfère à [PV06].

Théorème 6.17 Soient ng
0 > 0, nd

0 > 0 et n∞ > 0. Soient M1 et M2 deux constantes
strictement positives satisfaisant

0 < M1 < min(ng
0, n

d
0, n∞), max(ng

0, n
d
0, n∞) < M2,

Alors il existe Jg > 0 qui dépend de M1 et M2 tel que pour tout J vérifiant |J | ≥ Jg, le
problème (6.26) - (6.30) admet une solution (n,Φ) ∈ C1(R+, H1(Ω)×C2(Ω)) tel que pour
tout t > 0, on a

M1 < n(t, .) < M2 régime supersonique. (6.60)

On rappelle la démonstration de ce théorème en s’appuyant sur [PV06].

Démonstration: La preuve du théorème 6.17 est basé sur le théorème de Schauder.
En choisissant J tel que nc(J) > M2, et d’après les définitions de M1 et M2, et l’équa-
tion 6.41, on a que ng

0, n
d
0, n∞ sont dans la région supersonique. Comme η′2n n’a pas le

bon signe dans l’équation (6.26), alors le principe du maximum ne sera pas applicable à
l’équation (6.26) dans la région supersonique.
Ainsi pour chercher les solutions supersoniques, on définit sur R+ une fonction continû-
ment différentiable et décroissante F̃J de la façon suivante :

F̃J(+∞) = 0, F̃J(n) = FJ(n) pour tout n ≤M2.

Ainsi, on se ramène à étudier le problème suivant au lieu de (6.26) - (6.27) :

−∂2
xxF̃J(n) + η′2 (n− C) = 0, (6.61)

n(t,−hd) = ng
0, n(t, hc) = nd

0, n(t, L+ hc) = n(t,−L− hd) = n∞. (6.62)

Ainsi, on montre pour tout t > 0 l’existence de n (t, .) solution du problème (6.61) -
(6.62) tel que 0 < n (t, .) ≤ M2. Et d’après la définition de F̃J , n (t, .) sera une solution
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supersonique du problème (6.26) - (6.27) .
Comme F̃J est continûment différentiable et strictement décroissante, elle est donc bijec-
tive. Soit GJ sa fonction réciproque, qui est aussi une fonction continûment différentiable
et strictement décroissante.
En faisant un changement de variable v = F̃J(n) pour tout n > 0, le problème (6.61) -
(6.62) devient

−∂2
xxv + η′2 (GJ(v)− C) = 0, (6.63)

v(−hd) = vg
0 , v(hc) = vd

0 , v(L+ hc) = v(−L− hd) = v∞. (6.64)

Tout d’abord, on montre l’existence de v solution du problème (6.63) - (6.64) en appli-
quant le théorème de Schauder.

On introduit l’ensemble convexe fermé S :

S = {v ∈ C
(
I1
)

: FJ(M2) ≤ v ≤ FJ(M1)}.

De plus, on définit l’opérateur de point fixe

T : S → C
(
I1
)
, T (θ) = v,

où v résoud le probléme linéaire suivant dans I1 :

−∂2
xxv + η′2βJ(x, θ) = 0, (6.65)

v(−hd) = vg
0 , v(−L− hd) = v∞, (6.66)

où βJ(x, θ) = GJ(θ)− C.
Comme θ ∈ S, alors on a

FJ(M2) ≤ θ ≤ FJ(M1).

Et puisque F̃J(θ) = FJ(θ) pour tout θ ≤M2, on a

M1 ≤ GJ(θ) ≤M2.

Ainsi, d’après la définition de FJ , il existe J3 > 0 qui dépend de M1 et M2 tel que

‖β‖L∞(I1) ≤M3,

avec M3 une constante qui dépend de M1 et M2, et indépendante de θ et J pour tout
|J | ≥ J3.

Tout d’abord, on résout le problème (6.65)-(6.66) dans I1. En effectuant un changement
de variable ṽ = v − v|∂I1

où

v|∂I1
=

(
−L− (x+ hd)

−L

)
vg

0 +

(
x+ hd

−L

)
v∞
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est la fonction v aux bords de I1, on a ṽ ∈ H1
0 (I1). Pour prouver que le problème suivant

−∂2
xxṽ + η′2βJ(x, θ) = 0, (6.67)

ṽ(−hd) = 0, ṽ(−L− hd) = 0, (6.68)

admet une unique solution ṽ ∈ H1
0 (I1), on introduit pour tout z ∈ H1

0 (I1) la forme
bilinéaire

a(ṽ, z) =

∫
I1

∂xṽ∂xzdx ∀ṽ ∈ H1
0 (I1)

qui est continue sur H1
0 (I1)×H1

0 (I1). En effet, il existe une constante C0 > 0 tel que

|a(ṽ, z)| ≤ C0‖ṽ‖H1
0 (I1)‖z‖H1

0 (I1).

Soit la fonctionnelle
l(z) = η′2

∫
I1

βJ(x, θ)zdx.

l(.) est linéaire et continue sur H1
0 (I1). En effet, comme C ∈ C0,θ(I1), alors il existe une

constante C ′
0 > 0 qui dépend de η′ tel que

|l(z)| ≤ C
′

0‖z‖H1
0 (I1).

De plus,

a(z, z) =

∫
I1

(∂xz)
2 dx

≥ 1

2
‖∂xz‖2

L2(I1), ∀z ∈ H1
0 (I1).

Donc a(., .) est coercive. D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe une unique solution
ṽ ∈ H1

0 (I1) tel que
a(ṽ, z) = l(z), ∀z ∈ H1

0 (I1)

i.e. ṽ vérifie (6.67). Or v = ṽ+v|∂I1
, alors v ∈ H1(I1). Ainsi, l’application T est bien définie.

On montre maintenant que T (S) est un ensemble compact dans C(I1). En écrivant
la formulation faible de l’équation (6.65) et en prenant comme fonction test v − v|∂I1

, on
obtient : ∫

I1

∂xv∂x

(
v − v|∂I1

)
dx = −

∫
I1

η′2βJ(x, θ)
(
v − v|∂I1

)
dx.

Comme βJ est bornée, et d’après la coercivité de a, on obtient :

1

2

∫
I1

|∂x

(
v − v|∂I1

)
|2dx ≤

∥∥−η′2 ∫
I1

βJ(x, θ)
(
v − v|∂I1

)
dx−

∫
I1

∂xv|∂I1
∂x

(
v − v|∂I1

)
dx
∥∥

≤ C1‖βJ‖L∞(I1)‖v − v|∂I1
‖L2(I1) + C2‖∂xv|∂I1

‖L2(I1)‖v − v|∂I1
‖L2(I1)

≤ C3‖v − v|∂I1
‖L2(I1) + C4‖∂xv|∂I1

‖L2(I1)‖∂x

(
v − v|∂I1

)
‖L2(I1).
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D’après l’inégalité de Poincaré, on obtient

‖∂x

(
v − v|∂I1

)
‖L2(I1) ≤ C5

où C5 est une constante indépendante de θ. Ce qui montre que v est bien borné dans
H1(I1), or l’injection H1(I1) dans C(I1) est continue et compacte, d’où T (S) est un
ensemble compact dans C(I1).
Comme

FJ(max(ng
0, n

d
0, n∞)) ≤ v|∂I1

≤ FJ(min(ng
0, n

d
0, n∞)) pour tout x ∈ I1,

alors, on a

FJ(max(ng
0, n

d
0, n∞))− C5 ≤ v(x) ≤ FJ(min(ng

0, n
d
0, n∞)) + C5 pour tout x ∈ I1.

Et comme FJ(n) est une fonction décroissante pour tout n ≤M2, et d’après les définitions
de M1 et M2, on déduit l’existence d’un courant J4 ≥ J3 qui dépend seulement de M1 et
M2 tel que

FJ(M2) ≤ v(x) ≤ FJ(M1) pour tout |J | ≥ J4 pour tout x ∈ I1, (6.69)

donc v ∈ S. Finalement, T est bien continue. En effet, soient θ1, θ2 ∈ S, en écrivant la
formulation faible de l’équation (6.65) pour v1 = T (θ1) et v2 = T (θ2), on obtient∫

I1

∂xv1∂xzdx = −
∫

I1

η′2βJ(x, θ1)zdx, (6.70)∫
I1

∂xv2∂xzdx = −
∫

I1

η′2βJ(x, θ2)zdx. (6.71)

En faisant la différence de (6.70) et (6.71), et en prenant comme fonction test v1−v2 dans
l’équation ainsi obtenue, on obtient :∫

I1

(
∂x (v1 − v2)

)2

dx = −
∫

I1

η′2
(
βJ(x, θ1)− βJ(x, θ2)

)
(v1 − v2) dx.

En tenant compte de la coercivité de a et de la continuité de βJ par rapport à θ, on
obtient :

1

2
‖∂x (v1 − v2) ‖2

L2(I1) ≤ C6‖ (θ2 − θ1) ‖C(I1)‖ (v1 − v2) ‖L2(I1)

≤ C7‖ (θ2 − θ1) ‖C(I1)‖∂x (v1 − v2) ‖L2(I1).

Ainsi, il existe une constante C8 > 0 qui dépend seulement de M1 et M2 tel que

‖T (θ1)− T (θ2)‖C(I1) ≤ C8‖ (θ1 − θ2) ‖C(I1).

Alors, d’après le théorème de Schauder, il existe v ∈ H1(I1) ∩ S solution du problème
(6.63)-(6.64), et par suite, on aura l’existence de n(t, .) = GJ(v) ∈ H1(I1) solution du
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problème (6.26)-(6.27).
Comme v = F̃J(n) = FJ(n) pour tout n ≤M2, et d’après (6.69) on obtient

M1 ≤ n(t, x) ≤M2, pour tout |J | ≥ J5, pour tout x ∈ I1. (6.72)

Ainsi, n(t, .) ∈ H1(I1) est une solution supersonique pour le problème (6.26)-(6.27) pour
tout t > 0.

Le potentiel Φ(t, .) ∈ H1(I1) est l’unique solution du problème

∂2
xxΦ(t, x) = η′2

(
−θ(t, x) + C

)
∈ C(I1),

d’aprés le lemme 6.10, Φ(t, .) ∈ C2(I1).

De même on prouve l’existence de
(
n (t, .) ,Φ (t, .)

)
dans H1(I2) × C2(I2) pour tout

t > 0. 2

Régularité des solutions

Comme l’équation (6.26) s’écrit sous la forme suivante

−∂x

(
∂nFJ (n) ∂xn

)
= η′2 (C − n) ∈ C0(Ω)

avec ∂nFJ(n) < 0 en régime supersonique. D’après le lemme 6.10, on obtient

n(t, .) ∈ C2(Ω).

Unicité pour les courants assez grands

On utilise le résultat d’unicité [PV06] pour les courants assez grands.

Lemme 6.18 Sous les mêmes hypothèses que pour le théorème 6.17, il existe pour tout
J suffisamment grand une unique solution n du problème (6.26)-(6.27) tel que

n(t, x) < nc(J) ∀x ∈ Ω.

Démonstration: Soient n1 et n2 deux solutions du problème (6.26) - (6.27) dans I1 tel
que ni(x) < nc(J) ∀i = 1, 2.
En prenant la différence entre les équations on obtient

∂xx (aJ (x)w) + w = 0 (6.73)

où w(x) = η′2(n2 − n1)(x) et aJ (x) = −
∫ 1

0
∂nFJ

(
n1(x) + s

(
n2(x) − n1(x)

))
ds. Et aJw

∈ H1
0 (I1).

Comme ∂nFJ(n) = −J2

n3 + h′(n), on déduit qu’il existe une constante C9 et un courant J6

qui dépendent de M1 et M2, tel que

aJ(x) ≥ C9, pour tout |J | ≥ J6 et pour tout x ∈ I1.
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En multipliant l’équation (6.73) par aJw et en faisant une intégration par parties on
obtient ∫

I1

|(aJw)x|2dx+

∫
I1

aJ(w)2dx = 0

comme aJ est strictement positive alors w = 0, ce qui donne l’unicité de n(t, .) en régime
supersonique . 2

D’où le théorème suivant :

Théorème 6.19 (Existence et régularité des solutions supersoniques) Soient nd
0,

ng
0 et n∞ des réels positifs et M1 et M2 deux constantes positives telles que 0 < M1 <

min(ng
0, n

d
0, n∞) et max(ng

0, n
d
0, n∞) < M2 .

Alors, il existe Jg > 0 tel que pour tout courant J vérifiant |J | > Jg, le problème (6.26)-
(6.30) admet une unique solution (n,Φ) dans C1(R+;C2(Ω)) × C2(Ω), tel que pour tout
t > 0, on a

M1 ≤ n(t, .) ≤M2 (écoulement supersonique).

6.8 Simulation numérique du modèle 1D

6.8.1 Présentation générale

On résout numériquement le système trouvé à la section 6.5.

J ′(t) +
Sd

Cd

J(t)

2
=

s

J(t)
+ β, t ∈ [0, T ], (6.74)

−∂xxFJ(n) + η′2 (n− C) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (6.75)

− 1

η′2
∂2

xxΦ = n− C, (x, t) ∈ Ω× [0, T ], (6.76)

n(t,−hd) = ng
0, n(t, hc) = nd

0, n(t, L+ hc) = n(t,−L− hd) = n∞, t ∈ [0, T ], (6.77)
Φ(t, hc) = φabs(t) = FJ(n∞)− FJ(nd

0), t ∈ [0, T ], (6.78)
Φ(t,−hd) = FJ(n∞)− FJ(ng

0), t ∈ [0, T ], (6.79)
Φ(t, L+ hc) = Φ(t,−L− hd) = 0, t ∈ [0, T ], (6.80)

avec
FJ(n) =

J2

2n2
+ h(n),

h(n) =

∫ n∞

n

p
′
(y)

y
dy =

γ

γ − 1
(nγ−1 − nγ−1

∞ ) l’enthalpie du système,

et 
s = Sdγ

Cdγ−1

(ngγ−1

0 −ndγ−1

0 )nd2

0 ng2

0

ng2

0 −nd2
0

,

β =
nd2

0 ng2

0

Cd

“
ng2

0 −nd2
0

” .
On présente ici le principe de discrétisation. On se donne un pas de temps ∆t > 0 et on
note pour tout k ∈ N, tk = k∆t. On appelle étape k l’étape qui consiste à déterminer les
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variables au temps tk+1 connaissant celles au temps tk.
Pour la discrétisation en espace, on définit une grille fixe uniforme pour chacun des deux
intervalles ]−hd−L,−hd[ et ]hc, hc +L[ comportant N mailles. On note ∆x = L

N
et pour

tout j allant de 0 à N,

xj =

{
−hd + j∆x si xj ∈ ]− hd − L,−hd[,
hc + j∆x si xj ∈ ]hc, hc + L[,

et Mj = [xj, xj+1[. On note nk
j ,Φ

k
j , F

′
Jk , Cj et Jk les approximations des grandeurs phy-

siques n(tk, xj),Φ(tk, xj), F
′
J(tk), C(xj) et J(tk).

6.8.2 Schéma pour le courant

Pour résoudre numériquement l’équation (6.74), on pose y(t) = J(t)2. Ainsi l’équation
(6.74) devient

y′(t) +
Sd

Cd

y(t) = 2

(
s± β

√
y(t)

)
. (6.81)

Comme J garde un signe constant au cours du temps suivant la valeur de la donnée ini-
tiale J0, ainsi le choix du signe dans le terme à droite de l’équation (6.81) est déterminé
par celui de J0. Ainsi, J(t) = ±

√
y(t).

On se propose de résoudre l’équation différentielle du premier ordre :

y′ = f(t, y) = 2

(
s± β

√
y(t)

)
− Sd

Cd

y(t) pour t ∈ [0, T ] avec y(0) = y0.

On utilise le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 qui s’écrit comme suit :

yk+1 = yk +
k1 + 2k2 + 2k3 + k4

6
+O(∆t5),

k1 = ∆tf(tk, y
k),

k2 = ∆tf(tk + ∆t/2, yk + k1/2),

k3 = ∆tf(tk + ∆t/2, yk + k2/2),

k4 = ∆tf(tk + ∆t, yk + k3).

6.8.3 Schéma pour la densité

La densité est calculée à chaque pas de temps par un algorithme de Newton construit
à partir de la discrétisation de l’équation (6.75) par différences finies :

nk
j −

η′2

∆x

(
F ′

Jk(n
k
j+1)

nk
j+1 − nk

j

∆x
− F ′

Jk(n
k
j )
nk

j − nk
j−1

∆x

)
= Cj, (6.82)

nk
N = n∞, (6.83)

avec
nk

0 =

{
ng

0 si x0 ∈ ]− hd − L,−hd[,
nd

0 si x0 ∈ ]hc, hc + L[,
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6.8.4 Schéma pour le potentiel

Le potentiel est calculé à chaque pas de temps à partir de la discrétisation de l’équation
(6.76) par différences finies centrées :

Φk+1
j+1 − 2Φk+1

j + Φk+1
j−1 =

∆x2

λ2
(Cj − nk+1

j ), (6.84)

Φk+1
N = 0, (6.85)

avec

Φk+1
0 =

{
Φ(tk,−hd) = FJk(n∞)− FJk(ng

0) si x0 ∈ ]− hd − L,−hd[,
Φabs(tk) = FJk(n∞)− FJk(nd

0) si x0 ∈ ]hc, hc + L[,

6.8.5 Résultats numériques

Dans ce paragraphe, on cherche à valider le modèle asymptotique quasi-neutre pour
hd = hc = 0, L = 1, n∞ = C = 1, ng

0 = 1.1 et nd
0 = 1.9. Les paramètres physiques du

problème sont γ = 1.4, Sd = 1.13 et Cd = 3. Enfin le paramètre adimensionné pour la
simulation est la longueur de Debye adimensionnée soit 1

η′
= 10−3.

On travaille en variables adimensionnées. On choisit un nombre de mailles N = 100,
soit alors un pas d’espace adimensionné ∆x = L

N
= 10−2.

Les résultats présentés ci-dessous sont les résultats obtenus au temps t = 0.01s,
t = 2.5s et t = 5s. On s’intéresse dans un premier temps au cas J0 = 1.15 de telle
manière que J0 soit plus petit que le courant critique Jc = 1.1832, afin d’avoir un écou-
lement subsonique. Les résultats indiquent que la densité augmente lorsqu’on s’approche
des bords du satellite (voir figure 6.9). Enfin, en ce qui concerne les courbes du potentiel
(voir figure 6.8), on remarque que le potentiel diminue lorsqu’on s’approche des bords du
satellite.

Sur la figure 6.7, le courant J est toujours minoré par Jc pour J0 < Jc où J0 = 1.15 et
Jc = 1.1838 pour ng

0 = 1.1 et nd
0 = 1.9 i.e. on reste toujours dans le cas subsonique. De

plus, on a toujours 0 < J1 < Jc et on remarque que le courant décroît avec le temps .
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Fig. 6.7 – Evolution du courant pour n∞ = C = 1, ng
0 = 1.1 et nd

0 = 1.9.

Fig. 6.8 – Evolution du potentiel pour n∞ = C = 1, ng
0 = 1.1 et nd

0 = 1.9.
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Fig. 6.9 – Evolution de la densité pour n∞ = C = 1, ng
0 = 1.1 et nd

0 = 1.9.
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6.9 Appendice du chapitre 6 : Preuves

6.9.1 Preuve de la proposition 6.1

Démonstration: Le champ électrostatique E = −ε∂xΦ est défini dans l’ensemble du
domaine

Ω =]− L− hd,−hd[∪[−hd, 0[∪[0, hc]∪]hc, L+ hc[,

où les quatre intervalles correspondent à différentes propriétés physiques (respectivement
le plasma, le diélectrique, le conducteur, et le plasma). D’une part, à tout moment, E =
−ε∂xΦ vérifie l’équation suivante :

∂xE = ρ, (6.86)

où ρ est la densité totale de charge. D’autre part, on se sert de la conservation de la charge

∂tρ+ ∂xJ = 0,

pour calculer les conditions de saut à chaque bord du satellite.
Dans le domaine du plasma Ω, on a

ρ = n− C.

En prenant la dérivée par rapport au temps de (6.86), on obtient :

∂t∂xE + ∂xJ = 0.

Puisque qu’on a cette relation dans tout le domaine (−L − hd, L + hc), on obtient des
conditions de saut à chaque bord

−∂t[ε∂xΦ] + [J ] = 0,

où [.] désigne le saut aux interfaces.
On note J(t,−hd) et J(t, hc) les courants arrivant du plasma sur le satellite i.e. aux
points −hd et hc. Le courant à l’intérieur du conducteur est noté Jcond. On rappelle que
le potentiel électrostatique φabs garde une valeur constante à l’intérieur du conducteur à
chaque instant t. De plus, on suppose que le diélectrique est assez fin i.e. hd << 1. Alors la
charge volumique dans le diélectrique est négligeable et la dérivée du potentiel Φ(t,−hd)
dans le diélectrique est approchée par la différence finie

∂xΦ (t,−hd) '
φabs (t)− Φ (t,−hd)

hd

.

Finalement, il existe un courant de fuite, noté Jdiel, entre le diélectrique et le conducteur
qui est proportionnel à la différence de potentiel d’après la loi d’Ohm :

Jdiel = −σd
φabs (t)− Φ (t,−hd)

hd

.



6.9. Appendice du chapitre 6 : Preuves 107

Alors, les relations de sauts sont données comme suit :
• à l’interface x = −hd entre le plasma et le diélectrique :

∂t

(
ε0∂xΦ (t,−hd)− εd

(φabs (t)− Φ (t,−hd))

hd

)
= J (t,−hd)

+σd
(φabs (t)− Φ (t,−hd))

hd

, (6.87)

• à l’interface x = 0 entre le diélectrique et le conducteur :

∂t

(
εd

(φabs (t)− Φ (t,−hd))

hd

)
= −σd

(φabs (t)− Φ (t,−hd))

hd

− Jcond (t, x) , (6.88)

• à l’interface x = hc entre le conducteur et le plasma

−∂t (ε0∂xΦ (t, hc)) = Jcond (t, x)− J (t, hc) . (6.89)

En faisant la somme de (6.88) et (6.89), on élimine Jcond

∂t

(
εd

(φabs (t)− Φ (t,−hd))

hd

− ε0∂xΦ (t, hc)

)
= −σd

(φabs (t)− Φ (t,−hd))

hd

− J (t, hc) .

Finalement, en additionnant cette dernière équation à (6.87), on obtient

ε0∂t∂x (Φ (t,−hd)− Φ (t, hc)) = J (t,−hd)− J (t, hc) . (6.90)

Les deux équations (6.90) et (6.87) sont des équations d’évolution permettant de définir
Φ(t,−hd) et φabs (t) .
Ainsi, le système d’Euler Poisson stationnaire (6.1) - (6.5) est complété par les équations
(6.90) et (6.87) qui permettent de déterminer Φ(t, hc) = φabs (t) et Φ(t,−hd). 2

6.9.2 Preuve de la proposition 6.3

Démonstration: On divise l’équation (6.2) par n, puis on dérive en x l’équation obtenue
tout en tenant compte du fait que J est constant en x d’après la proposition 6.1. On
obtient :

∂x

(
1

n
∂x

(
J2

n
+ p(n)

))
= −∂2

xxΦ = η′2 (n− C) .

D’où

∂x

(
−J2/n2 + p′(n)

n
∂xn

)
= η′2 (n− C) .

Donc

−∂2
xxFJ(n) + η′2 (n− C) = 0 dans Ω,
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où

FJ(n) =
J2

2n2
+ h(n)

avec

h(n) =

∫ n∞

n

p
′
(y)

y
dy l’enthalpie du système.

n étant connu, l’équation (6.2) donne

−∂xΦ = ∂xFJ (n) . (6.91)

En intégrant en x l’équation (6.91), on obtient

Φ (t, x) = Φ (t, y)−
∫ x

y

∂zFJ (n) (t, z) dz,

= Φ (t, y)−
(
FJ (n) (t, x)− FJ (n) (t, y)

)
. (6.92)

Or Φ(t,−L− hd) = Φ(t, L+ hc) = 0, en remplaçant x par L+ hc dans l’équation (6.92),
on obtient

Φ (t, y) = FJ (n∞)− FJ

(
n (t, y)

)
,

qui donne du côté conducteur “à droite” (i.e. pour y = hc),

φabs(t) = FJ(n∞)− FJ(nd
0),

et du côté diélectrique “à gauche” (i.e. pour y = −hd),

Φ(t,−hd) = FJ(n∞)− FJ(ng
0).

2

6.9.3 Preuve de la proposition 6.4

Démonstration: Soit nc(J) la densité critique définie par

√
p′ (nc (J)) =

J

nc(J)
,

{
c =

√
p′ (n) est la vitesse du son dans le plasma,

et J
n

la vitesse électronique.

L’ellipticité de (6.19) correspond à avoir soit un régime subsonique pour n < nc(J), soit
un régime supersonique pour n > nc(J).
Pour plus de détails, on se réfèrera à [PV06] et à la section 6.7.1. 2
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6.9.4 Preuve de la proposition 6.5

Démonstration:
– cas(a) : ng

0 = nd
0.

Le problème de Dirichlet (6.19) - (6.21) pour n est le même dans (−L− hd,−hd) et
(hc, L + hc), on aura ainsi φabs(t) = Φ(t,−hd), par suite on déduit de la condition
limite (6.18) J(t) = 0 ∀t > 0.

– cas(b) : ng
0 6= nd

0.

Les densités à droite et à gauche sont calculées par l’équation (6.19) avec des condi-
tions aux bords différentes.
Par soustraction de (6.23) et (6.22) on obtient(

φabs (t)− Φ (t,−hd)

)
= FJ (ng

0)− FJ

(
nd

0

)
. (6.93)

En utilisant (6.93) dans l’équation (6.18), on obtient une équation différentielle nous
permettant de calculer le courant J(t) qui est indépendant de x :

∂tTJ + σTJ =
J

Cd

. (6.94)

Avec
TJ = FJ (ng

0)− FJ

(
nd

0

)
,

et
TJ(t = t0) = TJ0 .

On cherche maintenant à réécrire (6.94). Pour cela, on remplace TJ par sa valeur,
on obtient

∂t

[
γ

γ − 1

(
ndγ−1

0 − ngγ−1

0

)
+
J2

2

(
1

nd2

0

− 1

ng2

0

)]
+

σ

[
γ

γ − 1

(
ndγ−1

0 − ngγ−1

0

)
+
J2

2

(
1

nd2

0

− 1

ng2

0

)]
=

J

Cd

.

Or nd
0 et ng

0 sont indépendantes du temps donc le premier terme de gauche donne :

J(t)J ′(t)

(
1

nd2

0

− 1

ng2

0

)
.

On vérifie ultérieurement que J(t) 6= 0, ainsi on obtient en divisant par J :

J ′ (t)

(
1

nd2

0

− 1

ng2

0

)
+
σ

2
J(t)

(
1

nd2

0

− 1

ng2

0

)
+

σγ

J (t) (γ − 1)

(
ndγ−1

0 − ngγ−1

0

)
=

1

Cd

.
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LEO

On divise par 1

nd2
0

− 1

ng2

0

et on obtient :

J ′ (t) +
σJ (t)

2
=

s

J(t)
+ β,

avec

s =
σγ

(γ − 1)

(
ngγ−1

0 − ndγ−1

0

)
nd2

0 n
g2

0(
ng2

0 − nd2

0

) ,

et

β =
nd2

0 n
g2

0

Cd

(
ng2

0 − nd2

0

) .
2

Remarque 6.20 Le courant J(t) est non nul pour tout t ≥ 0. En effet, 0 n’est pas une
solution de l’équation J(t)J ′(t) = s+ βJ(t)− σJ(t)2

2
car s > 0.
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Dudon, T. Goudon, I. Lacroix-Violet. We are gratefully indebted to J.-F. Coulombel,
F. Golse and K. Aoki for many useful advice concerning this work and for their kind
encouragements.

7.1 Description of the Objectives

The hydrodynamic models we have derived so far for the charging problem are based
on the Euler-Poisson system. In this Chapter, we consider mainly the one-dimension case

∂tρ+ ∂xJ = 0,

∂tJ + ∂x

(J2

ρ
+ p
)

= −ρ∂xΦ,

∂tE + ∂x

(
J
ρ
(E + p)

)
= −J∂xΦ,

−∂2
xxΦ = ρ− C,

(7.1)

with p = ρθ, θ being the temperature, and E = ρ
(

u2

2
+ θ

2

)
. The system is completed by

initial condition. As far as one considers the free space problem, the global existence of
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weak solutions has been established by F. Poupaud, M. Rascle and J.-P. Vila [PRV95],
by using fine estimates to prove the convergence of the Glimm scheme. The analysis has
been extended to the two-species case by S Cordier and Y.-J. Peng [CP98].

When the problem is set on a bounded domain, we have also to consider suitable
boundary conditions. For the electric field we can simply deal with Dirichlet or Neumann
boundary conditions. The question we address in this Chapter is concerned with the
boundary conditions for the hydrodynamic unknowns (ρ, u, θ). We wish to derive relevant
boundary conditions related to the underlying kinetic model and the small mean free
path regime. Of course, our objective will be to incorporate this discussion in the more
complete model where the domain is (−L−hd,−hd)∪ (hc, L+hc), with, for the potential

Φ(t, L+ hc) = Φ(t,−L− hd) = 0 (7.2)

and
Φ(t, hc) = φabs(t), Φ(t,−hd) = φabs(t) + Φ′(t,−hd). (7.3)

In the last relation the auxiliary potentials are determined by the equations

J(t,−hd) = J(t, hc) (7.4)

and
Cd

d

dt
Φ′(t,−hd) + SdΦ

′(t,−hd) = J(t,−hd). (7.5)

This one-dimension model can be seen as a caricature of the spacecraft modeling and it
permits to test numerical strategies with a moderate development time (see [VDBG10]
for similar comments on microscopic models). We point out that our work is motivated
by numerical purposes : our goal is the design of conditions usable in a numerical code
for the hydrodynamic equations, that could be an approximation of the actual boun-
dary conditions defined through a very complex —- and in part open —- boundary layer
analysis.

We organize the discussion as follows. First we remind a few basic facts about finite
volume schemes for the Euler-Poisson system. Then, we focus on the definition of boun-
dary fluxes. We propose a quite simple, but surprisingly performing, condition, which can
be interpreted as the use of Enquist-Osher fluxes at the boundary. Next, we simplify the
equations by restricting to the gas dynamics problem which contains the main difficulty
addressed in this Chapter. We design boundary fluxes from the boundary layer analysis of
linearized kinetic models in [CGS88a]. It has the advantage of offering a practical deter-
mination of the number of needed boundary conditions and a definition that accounts for
the boundary layer formation. Finally, we explain how the method can be extended when
considering the coupling with the Poisson equation, at least in the linearized framework.

7.2 Finite Volume Scheme for the Euler-Poisson System

We rewrite (7.1) as follows

∂tU + ∂xF (U ) = S(U ), x ∈ Ω, t > 0, (7.6)
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with U = (ρ, J,E ), F (U ) =
(
J, J2

ρ
+ p, J

ρ
(E + p)

)
, and S(U ) = (0,−ρ∂xΦ,−J∂xΦ). We

denote U (t = 0, x) the initial condition.
We introduce a uniform mesh of the domain Ω = (−L−hd,−hd)∪ (hc, hc +L) with mesh
size ∆x. The mesh contains I cells denoted by Ci. Let ∆t be the time step. The numerical

xi−1/2 xi−1 xi+1/2 xi xi+3/2

Ci−1 Ci

Fig. 7.1 – Mesh cells

unknown U n
i is intended to be an approximation of the average 1

∆x

∫
Ci

U (n∆t, y) dy. The
iteration process relies on a time splitting of the system :

a) We start by solving the hydrodynamic part of the equation :

∂tU + ∂xF (U ) = 0, , x ∈ Ω, t > n∆t,

with prescribed data at time n∆t. It defines an intermediate state Ũ .

b) We solve the ODE-like problem ∂tU = S(U ) with Ũ as data at time n∆t. It
defines the new state U n+1.

c) We update the source term by solving the Poisson equation with density ρn+1. The
discrete unknown is determined by using a finite difference scheme.

In what follows we focus on Step a). To this end, we use a finite volume scheme where we
set

Ũ n+1
i = U n

i − ∆t

∆x
(F n

i+ 1
2
−F n

i− 1
2
)

with F n
i+ 1

2

a numerical flux, approximation of
∫ (n+1)∆t

n∆t
F (U )(s, xi+1/2) ds, xi+1/2 being

the interface between the cells Ci and Ci+1. We shall use two-points fluxes so that

F n
i+ 1

2
= F (U n

i ,U
n

i+1).

More precisely, our simulation will be produced with the Godunov scheme. Of course, the
scheme is constrained by a stability condition that relates the time and space steps. More
refined schemes preserving the well-balanced property can be used, see [BM09], but we
do not detail this aspect here.

Let us detail the main steps of the algorithm that can be used to solve (7.1) completed
with the complex boundary conditions (7.2)–(7.5). The determination of φabs and Φ′

follows the ideas developed in [VDBG10]. Knowing the absolute and differential potentials
at time n∆t, we are concerned with the relations

J [φn+1
abs Φref + Φ′n](−hd) = J [φn+1

abs Φref + Φ′n](hc), (7.7)

Cd
d

dt
(Φ′)n (−hd) + Sd(Φ

′)n (−hd) = J [φn+1
abs Φref + (Φ′)n] (−hd) . (7.8)
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Observe that the reference potential Φref does not change with time and it is computed
once for all during the initialization of the code. In fact the constraint (7.7) is treated by
coming back to the evolution equation obtained in Chapter 4 :

ε0∂t

(
∂x

(
Φ(t,−hd)− Φ(t,−hc)

))
= J(t,−hd)− J(t, hc).

Using Φ(t, x) = φabs(t)Φref (x) + Φ′(t, x) yields

ε0∂t

[
φabs(t)

(
∂xΦref (−hd)− ∂xΦref (hc)

)]
+ ε0∂t

[
∂x

(
Φ′(t,−hd)− Φ′(t,−hc)

)]
= J(t,−hd)− J(t, hc).

Using asymptotic arguments, as developed in Section 6.2 of Chapter 6, we neglect the
time variation of the differential potential and we are led to a stiff ODE involving the
factor

Cap = ∂xΦref (−hd)− ∂xΦref (hc).

Finally, φn+1
abs is defined by the following implicit scheme

ε0Cap
φn+1

abs − φn
abs

∆t
= J [φn+1

abs Φref + Φ′n](−hd)− J [φn+1
abs Φref + Φ′n](hc) (7.9)

where ε0Cap � 1. Going back to (7.8) we determine (Φ′)n+1 (−hd) . Then, we can solve the
Poisson equation to compute (Φ′)n+1 and next Φn+1. The algorithm can be summarized
as follows (see Fig 7.2) :

1. Initialization step : computation of the reference state Φref .

2. Computation of (ρ, J,E ) by solving the Euler system.
3. Computation of φabs by solving (7.9). Knowing from the previous step the current

at x = −hd and x = hc we solve (7.9) by using the secant method.
4. Computation of (Φ′)n+1(−hd) by solving (7.8) ; we use a Runge-Kutta method to

solve the ODE.

5. Computation of Φ′ by solving the Poisson equation with boundary conditions defi-
ned by Step 4.

6. Computation of Φ by solving the Poisson equation with boundary conditions defined
by Steps 3 and 4.

7. We go back to Step 2 .

7.3 A Simple Definition of Numerical Fluxes

The question we address consists in defining numerical boundary conditions for the
hydrodynamic system that reproduce accurately the boundary conditions imposed at the
microscopic level. Indeed, let us start with the simple case where particles are (partially)
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Initialisation
Φabs(tn), Φ′(tn+1)

Φabs(tn+1) = Φabs(tn) + δΦ

Comput. of J , ρ, E by an O(1) splitting scheme

Comput. of currents at interfaces J(tn,−hd), J(tn, hc)

Comput of r

r = Cap

ε0

× dtphi× (Φabs(tn)− Φabs(tn+1)) + J(tn, hc)− J(tn,−hd)

Test |r| < 10−8?

No

Yes

Comput. of a
new

Φabs(tn+1)

tn+1 = tn + dtphi

Comput. of Φ′(tn,−hd) : Cd
d
dt

Φ′(tn,−hd) + SdΦ
′(tn,−hd) = J(tn,−hd)

Comput. of differential potential Φ′ :
−∂2

xΦ
′(tn, x) = ρ− C, Φ′(tn, L + hc) = Φ′(tn,−L− hd) = 0,

Φ′(tn, hc) = 0, Φ′(tn,−hd) = Φ(tn,−hd)− Φabs(tn)

Fig. 7.2 – Schematic representation of the algorithm.
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reflected according to the specular law. This rough model has been used for instance in
[VDBG10] to evaluate and compare the abilities of several numerical methods for Vlasov
models. The distribution of incoming and outgoing particles are related by

f(t,−hd, v) = αf(t,−hd,−v) for v < 0, f(t, hc, v) = αf(t, hc,−v) for v > 0, (7.10)

with 0 < α ≤ 1 a parameter measuring the fraction of reflected particles. According to this
reflection law, mass, momentum and energy fluxes are defined by means of the outgoing
trace only since we have∫

R
v

 1
v
v2

 f(t, hc, v) dv =

∫
v<0

 (1− α)v
(1 + α)v2

(1− α)v3

 f(t, hc, v) dv.

and, likewise,∫
R
v

 1
v
v2

 f(t,−hd, v) dv =

∫
v>0

 (1− α)v
(1 + α)v2

(1− α)v3

 f(t,−hd, v) dv.

Now, we seek a condition, of numerical nature, which “mimics” the reflection law : the
question can be reduced to define a fictitious state Uhc

gh from the state Un
I/2+1 in the cell

corresponding to point hc (resp. U−hd
gh from the state Un

I/2 in the cell linked to point −hd)
and then to evaluate the corresponding fluxes. The first attempt we propose is quite close
to the method introduced by S. Dellacherie [Del03].

Consider first the case where the incoming distribution is given

f(t, hc, v) = F hc(t, v).

Then, we seek the fictitious state Ugh = (ρgh, ugh, θgh) such that∫
v>0

 v
v2

v3

M(ρgh,ugh,θgh)(v) dv =

∫
v>0

 v
v2

v3

F hc(n∆t, v) dv. (7.11)

Then, we compute the flux at the interface by using the definition

F n
I+1/2 = F (Un

I/2+1, Ugh).

In [Del03] the expression of the numerical fluxes is simple and does not require to solve
the non linear set of equations (7.11) since the fluxes are defined by∫

v>0

 v
v2

v3

M(ρgh,ugh,θgh)(v) dv +

∫
v<0

 v
v2

v3

M(ρn
I/2+1

,un
I/2+1

,θn
I/2+1

)(v) dv.

In the case of the reflection law (7.10) we propose to replace the outgoing trace of the
particles distribution f by the equilibrium distribution M(ρn

I/2+1
,un

I/2+1
,θn

I/2+1
). Hence, the

ghost state is defined by∫
v>0

 v
v2

v3

M(ρgh,ugh,θgh)(v) dv = α

∫
v>0

 v
v2

v3

M(ρn
I/2+1

,un
I/2+1

,θn
I/2+1

)(−v) dv.
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Then, we use (ρgh, ugh, θgh) to define the fluxes at the interface x = hc.
In the specific case of a totally reflexive boundary α = 1, we observe that this definition

yields

∫
v>0

 v
v2

v3

M(ρgh,ugh,θgh)(v) dv =

∫
v>0

 v
v2

v3

 ρn
I/2+1√

2πθn
I/2+1

e−|−v−un
I/2+1

|2/(2θn
I/2+1

) dv

=

∫
v>0

 v
v2

v3

 ρn
I/2+1√

2πθn
I/2+1

e−|v+un
I/2+1

|2/(2θn
I/2+1

) dv.

Thus, we set
ρgh = ρn

I/2+1, ugh = −un
I/2+1, θgh = θn

I/2+1

which are nothing but the so–called “wall boundary conditions” that describe the full
reflection of a fluid on a wall.

In the next Section we shall describe a more involved definition of numerical fluxes. We
restrict to the gas dynamics framework, that is without force field. The discussion relies
on the boundary layer analysis which is due to [CGS88a] for linearized equations. To avoid
the discussions about boundary conditions at infinity, we will focus on a bounded domain
Ω = (−ω, ω). Each of the boundary point can be assimilated as hc and −hd respectively.

7.4 Numerical Fluxes for Gas Dynamics Based on the
Analysis of the Knudsen Layer

A statistical picture of a cloud of particles leads to the following PDE

∂tF + v · ∇xF =
1

τ
Q(F ) (7.12)

satisfied by the particles distribution function F (t, x, v) ≥ 0. Here t ≥ 0, x ∈ Ω ⊂ RN and
v ∈ RN are the time, space and velocity variables respectively. The left hand side of the
equation describes the transport of particles, that is the simple motion on straight line
with velocity v, and the interactions process the particles are subject to is embodied in the
right hand side Q(F ), for instance interparticles collisions. The parameter τ > 0 is related
to the mean free path which is the average distance travelled by the particles without being
affected by any interaction. As τ becomes small, the distribution F tends to an equilibrium
Feq that is a function which makes the collision operator vanishQ(Feq) = 0. By considering
conservation laws associated to the collision dynamics, we can then derive macroscopic
equations satisfied by moments with respect to the velocity variable v. A difficulty arises
when the boundary conditions are not compatible with the equilibrium state. In such a
case boundary layers appear, whose analysis is quite delicate. The questions we address
are related to the numerical treatment of the boundary layer : considering a system of
conservation laws obtained as a small mean free path limit of a kinetic model, what are the
associated boundary conditions for the hydrodynamic fields ? How the boundary fluxes
can be evaluated in numerical procedures ?
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The paper is organized as follows. First we need to set up a few definition and nota-
tion. Our framework will be the Euler system, obtained as the limit of the BGK equation
(but the method can be extended to more intricate collision operators like the Boltzmann
operator or the Landau-Fokker-Planck operator). The necessary material is recalled in
Section 7.4.1. In particular entropy dissipation has a central role. A difficulty for hyper-
bolic equations set on a bounded domain relies on the fact that the number of necessary
boundary conditions for the problem to be well–posed usually depends on the solution
itself. The entropy provides a natural way to determine the incoming fluxes, with a direct
analogy with the microscopic picture. The discussion is strongly inspired by the analy-
sis of the Knudsen layer for the linearized Boltzmann equation by F. Coron-F. Golse-C.
Sulem [CGS88a], see also the lecture notes of F. Golse [Gol97a], and their result is the
cornerstone of the definition of numerical fluxes we propose in this paper. Section 7.4.2
is the main part of the paper : we discuss how we can take into account the boundary
layer in a Finite Volume scheme for the conservation laws. The point is precisely to de-
fine a suitable numerical flux on the boundary cells. The definition that we design relies
on a decomposition of the numerical solution, according to the nature of the flow (sub
or supersonic) combined with an approximation of the half-space problem which defines
the matching condition. Finally Section 7.4.3 comments the numerical experiments with
comparison to direct simulations of the kinetic model.

7.4.1 Hydrodynamic limits, entropy dissipation and boundary
layer analysis

7.4.1.1 BGK equation and Euler system

For the sake of concreteness we consider the BGK collision operator :

Q(F ) = M [F ]− F (7.13)

where

M [F ](v) =
ρ

(2πθ)N/2
exp

(
− |v − u|2

2θ

)
(7.14)

and the macroscopic quantities (ρ, u, θ) are defined by

density : ρ =

∫
RN

F dv,

velocity : ρu =

∫
RN

vF dv,

temperature : ρu2 +Nρθ =

∫
RN

|v|2F dv.

(7.15)

This non linear operator can be seen as a caricature of the Boltzmann or the Landau-
Fokker-Planck collision operators that arise in gas dynamics and plasma physics, see
[BGK54]. It allows the derivation of rather simple formulae, but our discussion can be ex-
tended to more complex collision operators. As a matter of fact, we remark that (1, v, |v|2)
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are collision invariants : it means that∫
RN

 1
v
|v|2

 Q(F ) dv = 0

holds. In turn, integration of (7.12)–(7.14) yields the following (local) conservation laws

∂t

∫
RN

 1
v
|v|2

F dv +∇x ·
∫

RN

v

 1
v
|v|2

F dv = 0. (7.16)

The system is not closed since the higher order moments cannot be expressed by means of
the macroscopic quantities (7.15). Next, it is clear that the equilibria are the Maxwellian
functions

Q(Feq) = 0 iff Feq(v) =
ρ

(2πθ)N/2
exp

(
− |v − u|2

2θ

)
= M(ρ,u,θ)(v).

Therefore, as τ → 0 we expect that F , solution of (7.12)–(7.14), resembles a Maxwel-
lian, whose macroscopic parameters ρ, u, θ are still functions of t and x. Inserting this
information into the moment system (7.16) we obtain

∂t

∫
RN

 1
v
|v|2

Mρ,u,θ(v) dv +∇x ·
∫

RN

v

 1
v
|v|2

Mρ,u,θ(v) dv = 0

which is now a closed system since it can be recast as the Euler system 1
∂tρ+∇x · (ρu) = 0,
∂t(ρu) + Divx(ρu⊗ u) +∇x(ρθ) = 0
∂t(ρu

2 +Nρθ) +∇x ·
(
(ρu2 + (N + 2)ρθ)u

)
= 0.

(7.17)

However, when x lies in a domain Ω of RN , equation (7.12) has to be completed with
boundary conditions which prescribe the incoming distribution function. We assume that
∂Ω is smooth and we denote ν(x) to be the outward normal unit vector at point x ∈ ∂Ω.
We set

Γout =
{
(t, x, v) ∈ (0,∞)× ∂Ω× RN , v · ν(x) > 0

}
and

Γinc =
{
(t, x, v) ∈ (0,∞)× ∂Ω× RN , v · ν(x) < 0

}
.

The theory of traces on Γinc/out for solutions of transport equations has been developped
in [BP87, Ces84, Ces85, Mis00] after the seminal work [Bar70] ; we denote γinc/out the
trace operators. The boundary condition for (7.12) has the following expression

γincF (t, x, v) = Φdata(t, x, v), for (t, x, v) ∈ Γinc, (7.18)

1. Here and below for given vectors a, b in RN , a⊗ b is the N ×N matrix with components aibj and,
given a matrix valued field A we set DivxA for the vector in RN with components

∑N
j=1 ∂jAij .
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where Φdata ≥ 0 is a given function in L1(Γinc, |v ·ν(x)| dv dσ(x) dt). Here and below dσ(x)
stands for the Lebesgue measure on ∂Ω. Of course, the problem is also completed by an
initial condition

F (0, x, v) = F Init(x, v) ∈ L1(Ω× RN). (7.19)

Remark 7.4.1 Prescribing the incoming data as in (7.18) might be unsatisfactory on
a physical viewpoint. More realistic boundary conditions are intended to describe the in-
teraction of the particles with the boundary. This is a complicated issue, which requires
subsequent modeling efforts, see [CLL95, Kus78]. Simple and classical reflection laws are,
for (t, x, v) ∈ Γinc

Specular reflection law : γincF (t, x, v) = α γoutF
(
t, x, v − (v · ν(x))ν(x)

)
,

Maxwell diffusive law : γincF (t, x, v) = α

∫
v?·ν(x)>0

v? · ν(x)γoutF (t, x, v?) dv?∫
v?·ν(x)<0

|v? · ν(x)| e−|v?|2/(2θw(x)) dv?

e−|v|
2/(2θw(x)),

where 0 ≤ α ≤ 1 is an accomodation parameter that gives the fraction of reflected particles
and θw is the temperature of the wall ∂Ω. We refer to [Gou97a, Gou97b] for further
comments and references on boundary conditions.

7.4.1.2 Entropy

The collision operator verifies a dissipation property that will be crucial to our discus-
sion. We introduce the entropy functional

H(F ) =

∫
RN

F ln(F ) dv.

Then, we have

d

dt

∫
Ω

H(F ) dx+

∫
∂Ω

∫
v·ν(x)>0

γoutF ln(γoutF )|v · ν(x)| dv dσ(x) +
1

τ

∫
Ω

∫
RN

D(F ) dv dx

=

∫
∂Ω

∫
v·ν(x)<0

Φdata ln(Φdata)|v · ν(x)| dv dσ(x),

with
D(F ) = (M [F ]− F ) ln

(M [F ]

F

)
≥ 0.

This remarkable relation is referred to as the H-Theorem. In what follows we will work
with the relative entropy between two particles distribution functions F and F?

H(F |F?) =

∫
RN

[
F ln

( F
F?

)
− F + F?

]
dv =

∫
RN

[ F
F?

ln
( F
F?

)
− F

F?

+ 1
]
F? dv ≥ 0.

This quantity is non negative and vanishes iff F = F?. It has been shown to be very useful
in kinetic theory to evaluate how far a solution F of (7.12) is from a reference state F?

(see e. g. [Vil02] and the references therein).
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Remark 7.4.2 The dissipation property extends to the case of specular or Maxwell re-
flection law, and even to more general reflection law : the dissipation due to the boundary
condition essentially relies on a convexity argument and on a version of the Jensen lemma,
referred to as the Darrozes-Guiraud lemma [DG66] and see comments in [Cer88].

Remark 7.4.3 The entropy dissipation gives the basic a priori estimate that can be used
for justifying the existence of weak (or renormalized) solutions. We refer to [DL89] for the
Boltzmann equation, to [Per89, PP93] for the BGK equation in the whole space, while the
initial-boundary-value problem is investigated e. g. in [Gou97b, Ham92, Mis10]. Of course,
entropy dissipation is also the basis for the analysis of hydrodynamic limits, according to
the program addressed in [BGL91, BGL93] : we refer to [GSR04] and to the very complete
survey [Vil02] for detailed results and further references.

Let us go back to the Euler system (7.17). We consider the mapping

U = (ρ, u, θ) ∈ (0,∞)×RN × (0,∞) 7−→ U = (ρ, j,E ) = (ρ, ρu, ρu2/2+Nρθ/2), (7.20)

which defines the conserved quantities. The Euler system recasts as

∂tU +∇x ·F (U ) = 0,

with the matrix (with N + 2 raws, N columns)

F (U ) =


jT

j ⊗ j

ρ
+
( 2

N
E − j2

Nρ

)
IN(N + 2

N
E − j2

Nρ

) ( j
ρ

)T

 .

An entropy for the Euler system is a convex function η : U 7→ η(U ) ∈ R such that there
exists an entropy flux q : U 7→ q(U ) ∈ RN verifying

∂tη(U ) +∇x · q(U ) = 0

for any smooth solution of (7.17). This definition 2 leads to a relation between the entropy
η, the entropy flux q and the flux function F ; namely we have

∂Uk
qj =

N+2∑
i=1

∂Uk
Fij ∂Ui

η. (7.21)

Given a reference (constant) state U?, it is convenient to introduce the relative entropy

η(U |U?) = η(U )− η(U?)−∇U η(U?) · (U −U?).

Since η is convex, this quantity is non negative and it vanishes iff U = U?. As far as the
solution U of (7.17) is smooth, we have

∂tη(U |U?) +∇x · q(U |U?) = 0 (7.22)

2. We refer for more details on this notion and its role for the analysis of hyperbolic systems e. g. to
[Ser99, Section 3.4 and ff.].
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where the entropy flux is defined by

q(U |U?) = q(U )− q(U?)−∇U η(U?) ·
(
F (U )−F (U?)

)
.

A crucial remark is that the kinetic entropy defines an entropy for the Euler system.
Indeed, let us set

η(U ) =

∫
RN

M(ρ,u,θ) ln(M(ρ,u,θ)) dv = H(M(ρ,u,θ))

with (ρ, u, θ) associated to U by (7.20).

Lemma 7.4.4 We have

η(U ) = ρ ln
( ρ

θN/2

)
− N

2
(1 + ln(2π))ρ

and the function U 7−→ η(U ) is strictly convex. The associated flux is given by

q(U ) =

[
ln
( ρ

θN/2

)
− N

2

(
1 + ln(2π)

)]
× ρu = η(U )

j

ρ
=

∫
RN

vM(ρ,u,θ) ln(M(ρ,u,θ)) dv.

The relative entropy is

η(U |U?) = η(U )− ρ

[
ln
( ρ?

θ
N/2
?

)
+ 1− N

2
− N

2
ln(2π)

]
+ ρ? +

1

2θ?

(
ρ|u− u?|2 + ρN(θ − θ?)

)
= H(M(ρ,u,θ)|M(ρ?,u?,θ?)) ≥ 0.

(7.23)
Finally we have

q(U |U?) =

∫
RN

v
[
M(ρ,u,θ) ln

( M(ρ,u,θ)

M(ρ?,u?,θ?)

)
−M(ρ,u,θ) +M(ρ?,u?,θ?)

]
dv.

The proof of this lemma is just a lengthy but straightforward computation and will
be omitted here.

7.4.1.3 Linearization

We consider a given state, with fixed and constant density ρ? > 0, velocity u? ∈ RN

and temperature θ? > 0 ; we thus set U? = (ρ?, u?, θ?). The Maxwellian

M(ρ?,u?,θ?)(v) =
ρ?

(2πθ?)N/2
exp

(
− |v − u?|2

2θ?

)
is a solution of (7.12)–(7.14). We set

F (t, x, v) = MU?(v)
(
1 + δf(t, x, v)

)



7.4. Numerical Fluxes for Gas Dynamics Based on the Analysis of the
Knudsen Layer 123

where δ > 0 measures the amplitude of the fluctuation and is intended to be small. The
fluctuation f satisfies

∂tf + v · ∇xf =
1

τ
LU?(f) +

1

δτ
R(δf,MU?) (7.24)

where LU? is the linearized BGK operator and R is the remainder defined by the deve-
lopment

M [M(ρ?,u?,θ?) + δM(ρ?,u?,θ?)f ]−M(ρ?,u?,θ?) − δM(ρ?,u?,θ?)f

M(ρ?,u?,θ?)

= δLU?f +R(δf,M(ρ?,u?,θ?)).

In other words, we have

LU?(f) =
1

M(ρ?,u?,θ?)

∂

∂F

(
M [F ]− F

)∣∣∣
F=MU?

(M(ρ?,u?,θ?)f).

Since

∇ρ?,u?,θ?Mρ?,u?,θ?(v) = Mρ?,u?,θ?(v)


1

ρ?
v − u?

θ?

− N

2θ?

+
|v − u?|2

2θ2
?


the linearized operator reduces to a projection : let f ∈ L2(M(ρ?,u?,θ?) dv), then

LU?(f) = Πf − f

with

Πf =
1

M(ρ?,u?,θ?)

∇ρ?,u?,θ?M(ρ?,u?,θ?) ·

 ρ̃
ũ

θ̃

 =
ρ̃

ρ?

+
v − u?

θ?

ũ+
θ̃

2θ?

( |v − u?|2

θ?

−N
)
,

and  ρ̃
ρ̃u? + ρ?ũ

ρ̃(u2
? +Nθ?) + 2ρ?u? · ũ+Nρ?θ̃

 =

∫
RN

 1
v
|v|2

 fM(ρ?,u?,θ?) dv.

Clearly, Π is the orthogonal projection of L2(MU? dv) to the finite dimensional set spanned
by the collisional invariants {1, v, |v|2}. In particular we have :

– LU? is self-adjoint for the inner product of L2(MU? dv),
– Ker(LU?) = Span{1, v, |v|2},
– Ran(LU?) =

(
Ker(LU?)

)⊥ for the inner product of L2(MU? dv),
– and the following dissipation property holds∫

RN

LU?f f M(ρ?,u?,θ?) dv ≤ 0.
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The operator Π defines the fluctuation of the macroscopic quantities

U = U? + Ũ , Ũ =

 ρ̃
ũ

θ̃

 .

Accordingly the linearization of the relation (7.20) defines the following linear relation

Ũ =

 ρ̃

j̃

Ẽ

 =

 1 0 0
u? ρ? 0
u2

? +Nθ?

2
ρ?u

T
? Nρ?/2


 ρ̃

ũ

θ̃

 = P?Ũ . (7.25)

Remark 7.4.5 The linearized BGK operator is remarkably simple ; at the price of more
involved formulae linearized Boltzmann or Fokker-Planck operators can be considered as
well since they still satisfy the necessary properties (self-adjointness, dissipation...), see
[Cer88].

Assuming that the fluctuation remains small, we get rid of the non linear remainder
term in (7.24). 3 We are thus concerned by the linear problem

∂tf + v · ∇xf =
1

τ
LU?f,

f|t=0 = f Init,
γincf(t, x, v) = Ψdata(t, v), on Γinc,

(7.26)

where the boundary condition is given, coming back to (7.18), by

Ψdata =
Φdata

MU?

− 1.

Now, as τ → 0 we guess that f looks like an infinitesimal Maxwellian

f ' m(eρ,eu,eθ)(t,x)(v) =
ρ̃

ρ?

+
v − u?

θ?

ũ+
θ̃

2θ?

( |v − u?|2

θ?

−N
)
∈ Ker(LU?).

Inserting this ansatz in the following moment system (analog for the linearized problem
of (7.16))

∂t

∫
RN

 1
v
|v|2/2

 fM(ρ?,u?,θ?) dv +∇x ·
∫

RN

v

 1
v
|v|2/2

 fM(ρ?,u?,θ?) dv = 0,

we are led to the linearized Euler system
∂tρ̃+ ρ?∇x · ũ+ u? · ∇xρ̃ = 0,

∂tũ+ (u? · ∇x)ũ+∇xθ̃ +
θ?

ρ?

∇xρ̃ = 0,

∂tθ̃ + u? · ∇xθ̃ +
2

N
θ?∇x · ũ = 0.

(7.27)

3. which makes sense when δ � τ .
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Of course, we obtain the linear system (7.27) when we linearize directly the system of
conservation laws (7.17), assuming that the perturbations and their derivatives remain
small. The question is now to identify the boundary conditions to be satisfied by ρ̃, ũ, θ̃,
that will depend on the kinetic incoming condition in (7.18).

7.4.1.4 Slab geometry

For the sake of simplicity, we avoid all difficulties associated to complex geometries and
from now on we adopt the following simplified framework : the flow does not depend on the
transverse variables x2, ..., xN and the particles evolve in the domain x1 ∈ (−ω,+ω). We
slightly change the notation by using x to denote the single coordinate x1 characterizing
this slab geometry. When necessary we shall write u ∈ RN as (u1, u⊥) ∈ R× RN−1.

Then the kinetic equation now reads

∂tF + v1∂xF =
1

τ

(
M(ρ,u,θ)(t,x) − F

)
t ≥ 0, x ∈ (−ω,+ω), v ∈ RN , (7.28)

with ρ, u, θ associated to F by (7.15). The boundary condition becomes

γincF (t,−ω, v) = Φdata,L(t, v) for v1 > 0, γincF (t,+ω, v) = Φdata,R(t, v) for v1 < 0.
(7.29)

The linearized equation (7.26) can be recast in a similar fashion : we have{
∂tf + v1∂xf =

1

τ
LU?f,

f|t=0 = f Init,
(7.30)

endowed with

γincf(t,−ω, v) = Ψdata,L(t, v) for v1 > 0, γincf(t,+ω, v) = Ψdata,R(t, v) for v1 < 0,
(7.31)

where Ψdata,j = Φdata,j/M(ρ?,u?,θ?) − 1 for j = L or j = R.

Let us go back to the hydrodynamic equations. In conserved variables the Euler system
reads

∂tU + ∂xF (U ) = 0,

where now F : RN+2 → RN+2. It is given by the components Fi1 of the multi-dimensional
case. Precisely we have

F (U ) =


j1
j2
1/ρ+ 2E /N − j2/(Nρ)
j1j⊥/ρ(
(N + 2)E /N − j2/(Nρ)

)
j1/ρ

 .

As far as the solution is smooth, we can rewrite the equation in the following non conser-
vative form

∂tU + A (U )∂xU = 0,
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with

A (U ) = ∇U F (U ) =


0 1 0 0

− j2
1

ρ2 + j2

Nρ2
2j1
ρ
− 2j1

Nρ

(
2j⊥
Nρ

)T
2
N

− j1j⊥
ρ2

j⊥
ρ

j1
ρ
IN−1 0

−
(

N+2
N

E − j2

Nρ

)
j1
ρ2 + j1j2

Nρ3

(
N+2

N
E − j2

Nρ

)
1
ρ
− 2j2

1

Nρ2

(
− 2j⊥j1

Nρ2

)T
N+2

N
j1
ρ

 .

The linearized version of the Euler system is simply

∂tŨ + A (U?)∂xŨ = 0.

Equivalently we can express the system with the variations of density, velocity and tem-
perature Ũ = (ρ̃, ũ, θ̃). We remind that they are related to the conservative unknowns by
Ũ = P?Ũ , see (7.25). In the slab geometry, (7.27) becomes

∂t


ρ̃
ũ1

ũ⊥
θ̃

+


u?1 ρ? 0 0
θ?

ρ?

u?1 0 1

0 0 u?1IN−1 0
0 2θ?/N 0 u?1


︸ ︷︷ ︸

:=A?

∂x


ρ̃
ũ1

ũ⊥
θ̃

 = 0. (7.32)

We thus have
∂tŨ + P?A?P

−1
? ∂xŨ = 0,

and of course
P?A?P

−1
? = A (U?).

The characteristic speeds of the system are the eigenvalues of A?, that is u?1 (with multi-
plicity N), u?1± c?, with c? =

√
N+2

N
θ? the sound speed. A difficulty is related to the fact

that the number of boundary conditions necessary to complete the problem depends on the
number of “incoming characteristics”, that is the dimension of the eigenspace associated
to positive eigenvalues (at x = −ω, while at x = +ω we care about negative eigenvalues).
This intuition 4 becomes clear by using the natural symetrization of the system provided
by the (relative) entropy.

To this end, we need to introduce a couple of notation, the goal being to rewrite the
linearized system in an equivalent form ∂tS?Ũ +Q?∂xŨ = 0, with S? and Q? symmetric
matrices. The definition of S? and Q? are deduced from the expression of the entropy.
Since the pioneering works K. O. Friedrichs and P. D. Lax [FL71] and S. Godunov [God87],
this is the standard preliminary step for studying hyperbolic problems. In particular it has
an essential role for proving the local well-posedness of the non linear Cauchy problem.
For the initial boundary value problem, the new formulation of the system gives rise to
the boundary terms that need to be imposed.

4. The basic tools for the analysis of hyperbolic mixed problems are described e. g. in [Ser00, Chapter
14].
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Tedious computations yield

∇U η(U |U?) =



ln
( ρ
ρ?

(θ?

θ

)N/2)
+
|u− u?|2

2θ?

− u

θ?

· (u− u?) +
(
− 1

θ
+

1

θ?

) |u|2
2

u

θ
− u?

θ?

−1

θ
+

1

θ?


.

Differentiating once more and evaluating the Hessian matrix at U = U? defines the
matrix

S? = D2
U η(U |U?)

∣∣∣
U =U?

=


1

ρ?

(
1 +

N

2
+
|u?|4

2Nθ2
?

)
− |u?|2

Nρ?θ2
?

uT
? − 1

ρ?θ?

+
|u?|2

Nρ?θ2
?

− |u?|2

Nρ?θ2
?

u?

( 1

ρ?θ?

+
2|u?|2

Nρ?θ2
?

)
IN − 2u?

Nρ?θ2
?

− 1

ρ?θ?

+
|u?|2

Nρ?θ2
?

− 2uT
?

Nρ?θ2
?

2

Nρ?θ2
?

 .

Since η is strictly convex (see Lemma 7.4.4), S? is symmetric positive definite. Now, we
evaluate the entropy flux. Since η(U |U?) and q(U |U?) as well as their gradient vanish at
U = U?, by differentiating (7.21) we obtain

A (U )TD2
U η(U |U?)

∣∣∣
U =U?

= D2
U q(U |U?)

∣∣∣
U =U?

. (7.33)

We denote by Q? this matrix. Since it is defined as an Hessian matrix, it is symmetric
and we have

Q? = A (U?)
T S? = QT

? = S T
? A (U?) = S?A (U?). (7.34)

Considering small fluctuations around U?, we can expand the entropy relation (7.22)
rewritten as

∂tη(U? + Ũ |U?) + ∂xq(U? + Ũ |U?) = 0.

At leading order it yields

∂tS?Ũ · Ũ + ∂xQ?Ũ · Ũ = 0. (7.35)

Of course we can obtain the same relation by remarking that the multiplication of (7.32)
by S? leads to

∂tS?Ũ + ∂xQ?Ũ = 0,

owing to (7.34). Then we use the symmetry of the matrices S? and Q? to deduce (7.35).
The interest of the identity (7.35) relies on the derivation of an energy estimate as follows

d

dt

∫ +ω

−ω

S?Ũ · Ũ dx+ Q?Ũ · Ũ
∣∣∣x=+ω

x=−ω
= 0.
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Separating contributions according to their sign yields

0 ≤
∫ +ω

−ω

S?Ũ · Ũ (t, x) dx+

∫ t

0

[
Q?Ũ · Ũ (t,+ω)

]
+

dt−
∫ t

0

[
Q?Ũ · Ũ (t,−ω)

]
−

dt

=

∫ +ω

−ω

S?Ũ
Init · Ũ Init(x) dx+

∫ t

0

[
Q?Ũ · Ũ (t,−ω)

]
+

dt−
∫ t

0

[
Q?Ũ · Ũ (t,+ω)

]
−

dt.

(7.36)
Hence we realize that uniqueness is guaranteed when the non negative part of Q?Ũ ·
Ũ (t, x = −ω) and the non positive part of Q?Ũ · Ũ (t, x = +ω) are given.

These considerations are the key ingredients to study the well-posedness of the ini-
tial boundary value problem for the linearized system (7.32). We refer to [Gol97a] for a
crystal-clean overview. The following claim makes the connection between the signature
σU? of the quadratic form Ũ 7−→ Q?Ũ · Ũ = S?A (U?)Ũ · Ũ , see (7.34), and the eigen-
values of the flux matrix A (U?) : the dimension of the eigenspaces associated to positive
(resp. negative) eigenvalues of Q? corresponds to the number of positive (resp. negative)
eigenvalues of the flux matrix A (U?), that is, for the left hand boundary x = −ω, the
number of “incoming” (resp. “outgoing”) characteristics and for the right hand boundary
x = +ω, the number of “outgoing” (resp. “incoming”) characteristics.

Proposition 7.4.6 The signature σU? is (n+, n−), with n+ + n− + n0 = N + 2, n0 being
the dimension of Ker(Q?), and n+, resp. n−, is the cardinal of the set of the positive,
resp. negative, eigenvalues of A (U?).

Combining this statement, which comes from basic linear algebra, to the energy esti-
mate (7.36) we are led to the following well-posedness statement which makes precise the
nature of required boundary conditions for solving (7.32). We refer to [CGS88a, Gol97a]
and [Ser00, Chapter 14] for more details and proofs of these two propositions.

Proposition 7.4.7 Let E± be a subspace of RN+2 such that
i) For any Ũ ∈ E± \ {0}, we have ±Q?Ũ · Ũ > 0,
ii) E± is maximal in the sense that any subspace E ⊂ RN+2 verifying the property

stated in i), is included in E±.
We set

E±⊥ =
{
Ũ ∈ RN+2, such that for any Ṽ ∈ E± we have Q?Ũ · Ṽ = 0

}
.

Let t 7−→ Ũ data,L(t) and t 7−→ Ũ data,R(t) be integrable functions on (0, T ) for any 0 <

T <∞ such that Ũ data,L(t) ∈ E−⊥ and Ũ data,R(t) ∈ E+⊥. We consider the mixed problem
∂tŨ + A (U?)∂xŨ = 0,

Ũ|t=0 = Ũ Init ∈ H1([−ω, ω]),

Ũ (t,−ω)− Ũ data,L ∈ E−, Ũ (t,+ω)− Ũ data,R ∈ E+.

Suppose that Ũ Init(x = −ω) − Ũ data,L(t = 0) ∈ E− and Ũ Init(x = +ω) − Ũ data,R(t =
0) ∈ E+. Then the mixed problem has a unique solution in C1(0,∞;L2(−ω,+ω)).
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7.4.1.5 Boundary layer

As already remarked

H(F |M(ρ?,u?,θ?)) =

∫
RN

(
F ln(F/M(ρ?,u?,θ?))− F +M(ρ?,u?,θ?)

)
dv ≥ 0

is the relative entropy associated to the BGK equation (7.12)–(7.14). Then we remark
that

H(M(ρ?,u?,θ?)(1 + δf)|M(ρ?,u?,θ?)) =
δ2

2

∫
RN

|f |2M(ρ?,u?,θ?) dv + O(δ3).

Accordingly,

f 7−→
∫

RN

|f |2M(ρ?,u?,θ?) dv

defines an entropy for the linearized equation and indeed solutions of (7.30) satisfy

∂t

∫
RN

|f |2M(ρ?,u?,θ?) dv + ∂x

∫
RN

v1|f |2M(ρ?,u?,θ?) dv =
1

τ

∫
RN

LU?f f M(ρ?,u?,θ?) dv ≤ 0.

Evaluating the entropy flux on an infinitesimal Maxwellian defines a quadratic form of
the macroscopic quantities

Q : Ũ = (ρ̃, ũ, θ̃) 7→
∫

RN

v1|g|2M(ρ?,u?,θ?) dv
∣∣∣
g=m

(eρ,eu,eθ)

.

To be more specific, we have

Q(Ũ) =

∫
RN

v1

∣∣∣ ρ̃
ρ?

+
v − u?

θ?

ũ+
θ̃

2θ?

( |v − u?|2

θ?

−N
)∣∣∣2M(ρ?,u?,θ?) dv

=
u?1

ρ?

ρ̃2 +
ρ?u?1

θ?

ũ2
1 +

ρ?u?1

θ?

ũ⊥ · ũ⊥ +N
ρ?u?1

2θ?

θ̃2 + 2ρ̃ũ1 + 2
ρ?

θ?

ũ1θ̃

=



u?1

ρ?

1 0 0

1
ρ?u?1

θ?

0
ρ?

θ?

0 0
ρ?u?1

θ?

0

0
ρ?

θ?

0 N
ρ?u?1

2θ2
?





ρ̃

ũ1

ũ⊥

θ̃


·



ρ̃

ũ1

ũ⊥

θ̃


= Σ?Ũ · Ũ .

In fact this quantity gives the entropy flux in the variables (ρ̃, ũ, θ̃) instead of the conser-
vative variables, owing to the following claim.

Lemma 7.4.8 We have Σ? = P T
? Q?P?.

Proof. The identity can be check by direct inspection. Instead, let us give some hints
explaining where the formula comes from. According to the definition of the entropy flux
q(U |U?) in Lemma 7.4.4, Q(Ũ) corresponds to the leading term in the expansion of∫

RN

v
[
M(ρ?+eρ,u?+eu,θ?+eθ) ln

(M(ρ?+eρ,u?+eu,θ?+eθ)
M(ρ?,u?,θ?)

)
−M(ρ?+eρ,u?+eu,θ?+eθ) +M(ρ?,u?,θ?)

]
dv.
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Therefore, by identification with (7.35) and using (7.25), we obtain

Q(Ũ) = Σ?Ũ · Ũ = Q?Ũ · Ũ = Q?P?Ũ · P?Ũ = P T
? Q?P?Ũ · Ũ .

This correspondence allows to split the set of infinitesimal Maxwellians according to
the sign of the quadratic form Q :

Ker(LU?) = Λ+ ⊕ Λ− ⊕ Λ0,

with

Q|Λ+ is positive definite, Q|Λ− is negative definite and Λ0 =
{
Ũ ∈ RN+2, Q(Ũ) = 0

}
.

Note that Ũ ∈ Λ± means that Ũ = P?Ũ ∈ E± as arising in Proposition 7.4.7. Owing to
Proposition 7.4.6 and Lemma 7.4.8, we have

dim(Λ+) = n+, dim(Λ−) = n−, dim(Λ0) = n0.

According to [CGS88a], and as developed in [BGS06, Gol97a] it is convenient to introduce
the following basis of Ker(LU?) :

χ1(v) =
1√

2N(N + 2)

(√
N(N + 2)

v1 − u?1√
θ?

+
|v − u?|2

θ?

)
,

χ0(v) =
1√

2(N + 2)

( |v − u?|2

θ?

−N − 2
)
,

χk(v) =
vk − u?k√

θ?

for k ∈ {2, ..., N},

χN+1(v) =
1√

2N(N + 2)

(√
N(N + 2)

v1 − u?1√
θ?

− |v − u?|2

θ?

)
.

In what follows, we denote

I± =
{
k ∈ {0, ..., N + 1}, χk ∈ Λ±}, I0 =

{
k ∈ {0, ..., N + 1}, χk ∈ Λ0

}
.

Note that #I+ = n+, #I− = n−, #I0 = n0. The interest of this specific basis relies on
the orthogonality properties and useful formula summarized in the following Lemma.

Lemma 7.4.9 We have∫
RN

v1χkχl(v) M(ρ?,u?,θ?) dv = δkl,∫
RN

v1χkχl(v) M(ρ?,u?,θ?) dv = 0 if k 6= l.

Furthermore, we observe that∫
RN

v1|χ1|2(v) M(ρ?,u?,θ?) dv = ρ?

(
u?1 +

√
N + 2

N
θ?

)
= ρ?(u?1 + c?),∫

RN

v1|χk|2(v) M(ρ?,u?,θ?) dv = ρ?u?1 for k ∈ {0, 2, ..., N},∫
RN

v1|χN+1|2(v) M(ρ?,u?,θ?) dv = ρ?

(
u?1 −

√
N + 2

N
θ?

)
= ρ?(u?1 − c?).
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The final touch consists in introducing an ansatz which takes into account the boun-
dary layer correctors. We expand the solution of (7.30) as follows

f(t, x, v) = m(eρ,eu,eθ)(t,x)(v) +GL(t, (x+ ω)/τ, v) +GR(t, (ω − x)/τ, v) + rτ (t, x, v)

with rτ a remainder which is expected to be small as τ goes to 0. The correctors GL(t, z =
(ω + x)/τ, v), GR(t, z = (ω − x)/τ, v), are defined from the following half space problem{

v1∂zG = LU?G, for z > 0 and v ∈ RN ,
G(0, v) = Υdata, for v1 > 0, (7.37)

where Υdata has to be suitability defined (the variables of the half-space problem are z
and v ; in fact we are concerned with data parametrized by the time variable but we omit
the time dependence to simplify the notations). We seek a solution which vanishes at
infinity : imposing

G(z, v) −−−→
z→∞

0 (7.38)

means that the influence of the corrector becomes negligible far away from the boundary.
The complete analysis of the half-space problem is due to [CGS88a] (after the preliminary
breakthrough of [BCN86] and formulation of the problem in [Cer87] ; for the specific case of
the linearized BGK operator the analysis appeared in a different form in [AC80, GvdM84]).
Precisely, we have the following statement [CGS88a, Theorem 1.7.1]

Theorem 7.4.10 Let V + be a subspace of Ker(LU?) satisfying
i) For any Ũ ∈ RN+2 \ {0} such that meU ∈ V + we have Q(Ũ) ≥ 0,
ii) V + is maximal in the sense that any subspace V ⊂ Ker(LU?) verifying the property

stated in i) is included in V +.
Let Υdata ∈ L2(RN , (1+ |v|)MU?(v) dv). Then, for any m ∈ Ker(LU?) there exists a unique
m∞ ∈ V + and a unique solution G ∈ L∞

(
0,∞;L2(RN ,MU? dv)

)
of (7.37) such that for

any γ > 0 small enough we have

eγz
(
G(z, v)−m−m∞(v)

)
∈ L∞

(
0,∞;L2(RN , (1 + |v|)MU?(v) dv)

)
.

The statement can be rephrased as follows (using Theorem 7.4.10 with m = 0)

Corollary 7.4.11 There exists a linear mapping (that can be called the generalized Chan-
drasekhar functional)

C? : L2(RN , (1 + |v|)MU?(v) dv) −→ V +

Υdata 7−→ m∞

with m∞ the limit as z → ∞ of the unique solution G ∈ L∞
(
0,∞;L2(RN ,MU? dv)

)
of

(7.37).

This statement defines the necessary boundary condition for the macroscopic field Ũ
at the boundary x = −ω, and x = +ω. Indeed coming back to (7.30) the boundary layer
correctors are defined as follows :



132
7. Hydrodynamic Regimes, Knudsen Layer, Numerical Schemes :

Definition of Boundary Fluxes

– GL(t, z, v) = G(t, z, v) with G the solution of (7.37) with incoming data

Υdata(v) = Ψdata,L(t, v)−meU(t,−ω)(v),

– GR(t, z, v) = G(t, z,−v) with G the solution of (7.37) with incoming data

Υdata(v) = Ψdata,R(t,−v)−meU(t,+ω)(−v).

The n+ necessary boundary conditions at x = −ω (resp. the n− necessary boundary
conditions at x = +ω) are provided by the determination of the asymptotic state m∞
associated to the incoming data. Imposing (7.38) means that

C?(Ψ
data,L(t, ·)) = C?(meU(t,−ω)), C?(Ψ

data,R(t, ·)) = C?(meU(t,+ω)). (7.39)

In fact it is maybe more intuitive to splitmeU(t,−ω) into its “outgoing part” m− =
∑

k∈I− αkχk

and its “incoming part” m+ =
∑

k∈I+ αkχk : the former is determined by the flow while the
latter has to be imposed as a boundary condition to complete the Euler system. Precisely,
let us define G̃ as to be the solution of (7.37) with incoming data Υdata = Ψdata,L −m−.
Then, the boundary condition for the macroscopic field is obtained by requiring m+ to
be the asymptotic state of G̃(z, v) as z →∞ which means

C?(m+(t, .)) = C?(Ψ
data,L(t, .)−m−(t, .)).

A similar reasoning applies for the boundary condition at x = ω. We are going to use this
formalism in order to define numerical fluxes.

7.4.2 Finite Volume scheme and treatment of the boundary condi-
tions

From now on, we only consider the case N = 1 and we assume for the velocity variable
v ∈ R. The space domain reduces to the interval (−ω,+ω), where for the simulation we will
set ω = 0.5. We wish to compare the simulation of the 1D BGK equation (7.28) endowed
with the initial condition F|t=0 = F Init and the given incoming boundary condition (7.29)
with the simulation of the Euler system

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,
∂t(ρu) + ∂x(ρu

2 + ρθ) = 0,

∂t

(ρu2 + ρθ

2

)
+ ∂x

((ρu2

2
+

3

2
ρθ
)
u
)

= 0,

(7.40)

completed with boundary conditions defined through the boundary layer analysis. In
order to solve the kinetic equation (7.28) we use a simple splitting scheme : given F n

i,p, an
approximation of F at time n∆t, position xi = −ω + i∆x and velocity p∆v, with n ∈ N,
i ∈ {0, ..., I + 1}, where (I + 1)∆x = +2ω, and p ∈ {−P, ..., P}.

– Firstly, we solve the free transport equation (∂t + v∂x)F = 0 starting from F|n∆t =
F n. Of course, we treat a discrete version of the equation which casts as

F
n+1/2
i,p = F n

i,p −∆tDi,pF
n
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where D is a discrete version of the advection operator v∂x. For instance, we can
work with the upwind scheme which leads to

DipF =
p∆v

∆x
(Fi,p − Fi−1,p) if p > 0, DipF =

p∆v

∆x
(Fi+1,p − Fi,p) if p < 0,

and Di0F = 0. The scheme is completed by using the incoming boundary condition
for the fictitious points. The solution at time (n+ 1)∆t defines the state F n+1/2.

– Secondly, we solve the collision part ∂tF = 1
τ
(M [F ] − F ) with initial data F|n∆t =

F n+1/2. Actually, it reduces to a mere ODE since the macroscopic quantities do not
change during this time step : since

∫
R(1, v, |v|2)F dv =

∫
R(1, v, |v|2)F n+1/2 dv, we

have M [F ] = M [F n+1/2] and therefore we end up with

F n+1 = (1− e−∆t/τ )M [F n+1/2] + e−∆t/τF n+1/2.

Actually, we make use of the Strang version of this algorithm which is a straightforward
extension intended to reach second order accuracy with respect to time.

Of course as the parameter τ becomes small the resolution of the kinetic equation be-
comes highly demanding in computational time since the simulation can produce relevant
results capturing the microscopic effects only under the constraints ∆t,∆x � τ . Thus,
when τ goes to 0 there is a clear advantage in using the hydrodynamic equations which
furthermore work on a reduced set of variables (since we do not need to consider the
velocity variable v). In what follows, the simulation of (7.28)–(7.29) by using the splitting
scheme will serve to obtain a reference solution, at the price of a very long computatio-
nal time, and validate our numerical treatment of the boundary conditions for the Euler
system.

Now, let us explain the scheme for the Euler system (7.40). We introduce a regular
subdivision

−ω = x0 < x1 = −ω + i∆x < ... < xi = −ω + i∆x < ... < xI+1 = (I + 1)∆x = +ω.

We denote Ci =
(
− ω + (i − 1/2)∆x,−ω + (i + 1/2)∆x

)
to be the cell centered on xi.

Then U n
i is intended to be an approximation of 1

∆x

∫
Ci

U (n∆t, x) dx, the mean value of
U (n∆t, x) over the cell Ci. The definition of the scheme is deduced from the integration
of (7.40) over the cell (n∆t, (n+ 1)∆t)× Ci :∫

Ci

U ((n+ 1)∆t, x) dx−
∫

Ci

U (n∆t, x) dx

+

∫ (n+1)∆t

n∆t

(
F (U )(s,−ω + (i+ 1/2)∆x)−F (U )(s,−ω + (i− 1/2)∆x)

)
ds = 0

suggests

U n+1
i −U n

i = −∆t

∆x

(
F n

i+1/2 −F n
i−1/2

)
where F n

i+1/2 is an approximation of the flux on the interface x = −ω + (i + 1/2)∆x on
the time step. This approximation is obtained as a suitable function of the U n+1

k ’s : in
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the simplest case, the numerical flux on the interface x = −ω+(i+1/2)∆x is determined
by the unknowns in the two neighboring cells

F n
i+1/2 = F(U n

i ,U
n

i+1)

see [GR96, LeV02]. In what follows we work with Godunov fluxes (see e. g. [LeV02, Chap-
ter 15]) for the interior cells which correspond to the cells with i ∈ {1, ..., I} since the
scheme uses only 3 points, but of course more sophisticated schemes can be used. The
question is now to define the boundary fluxes at the boundary in a way that accounts for
the boundary layer analysis.

Actually, the question is two–fold. The first difficulty consists in performing the non
linear boundary layer analysis and deriving the hydrodynamic boundary condition coming
from (7.29) in the fluid regime. To our knowledge the theory is not developed as for the
linearized problem, except certainly for scalar equations as discussed in [Vas10]. Next, the
underlying half-space problems are usually not affordable for the numerical simulation
since their resolution is at least as difficult as the original kinetic problem. Hence, we
need an additional approximation procedure. The approach we propose is based on the
linearized theory described above. It has the advantage of offering a neat framework and
a natural way to determine the number and the nature of the needed boundary condi-
tions for the hyperbolic system (7.40). The first attempt would be to use directly (7.39)
as a boundary condition : as we shall see it could be valid as far as the solution of the
kinetic equation remains close to the reference state M(ρ?,u?,θ?). But of course, using this
boundary condition might be questionable since it relies on the non valid permutation of
the linearization limit δ → 0 (vanishing fluctuation) and the small mean free path limit
(hydrodynamic limit) τ → 0 in (7.24). Therefore, we will design numerical fluxes based
on a local linearization, considering the values in the closest cells to the boundaries as the
reference state. Let us describe how the numerical approximation works. In what follows
we explain the construction of the numerical fluxes and details on the underlying formulae
are given in the Appendix.

Linearized equations. Let us start by considering the linearized situation which assumes
that the solution reads U = U? + Ũ , where Ũ is a “small” perturbation of the constant
state U?. Therefore (7.32) can be considered as an approximation of the non linear equa-
tions (7.40). In particular, the number of necessary boundary conditions is entirely deter-
mined by the reference state U? and we shall distinguish the cases :

– u? −
√

3θ? > 0 : the signature σU? is (3, 0) and we do need 3 incoming data at
x = −ω, and all fields are outgoing at x = +ω,

– u? > 0 > u?−
√

3θ? : the signature σU? is (2, 1) and we need to prescribe 2 incoming
data at x = −ω, only 1 at x = +ω,

– u? +
√

3θ? > 0 > u? : the signature σU? is (1, 2) and we need to prescribe 1 incoming
data at x = −ω, and 2 at x = +ω,

– u? =
√

3θ?, u? = 0 and u? = −
√

3θ? correspond to degenerate cases where there
exists a field which is characteristic at the boundary ; the signature σU? is (2, 0),
(1, 1) or (0, 2) respectively which means that 2 or 1 or 0 data are needed at x = −ω
(respectively 0, or 1 or 2 at x = +ω).
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Let us focus on the non-degenerate cases. At the boundary, we shall write the flux as
follows

Fbd =

∫
R
v

 1
v
|v|2/2

 (
1 +mbd

)
M(ρ?,u?,θ?) dv,

with
M(ρ?,u?,θ?)(v) =

ρ?√
2πθ?

exp

(
−(v − u?)

2

2θ?

)
,

and
mbd(v) =

ρbd

ρ?

+ ubd
v − u?

θ?

+
θbd

2θ?

((v − u?)
2

θ?

− 1
)

an infinitesimal Maxwellian. Hence we seek a suitable definition of the triple (ρbd, ubd, θbd).
Let us introduce a few notation, restricting our discussion to the boundary x = −ω

(the boundary x = +ω is treated in a similar way, changing the sign of the velocity variable
and adapting the definition of the outgoing/incoming characteristics). Let Ū = (ρ̄, ū, θ̄)
stand for the value of the hydrodynamic unknowns in the cell C0. We set

Ufluc = Ū − U? =
(
ρfluc, ufluc, θfluc

)
to which we associate the infinitesimal Maxwellian

mUfluc
(v) =

ρfluc

ρ?

+ ufluc
v − u?

θ?

+
θfluc

2θ?

((v − u?)
2

θ?

− 1
)
.

Remind that we can work with a suitable basis

χ1(v) =
1√
6

(√
3
v − u?√

θ?

+
|v − u?|2

θ?

)
,

χ0(v) =
1√
6

( |v − u?|2

θ?

− 3
)
,

χ2(v) =
1√
6

(√
3
v − u?√

θ?

− |v − u?|2

θ?

)
,

(7.41)

of Ker(LMU?
), which is orthogonal for the quadratic form

Q : f 7→
∫

R
v|f |2M(ρ?,u?,θ?) dv,

and we split this subspace according to the signature of the quadratic form Q : it defines
the subspaces Λ± (Λ0 being reduced to {0} in the non-degenerate cases). Now, to define
mbd, we proceed as follows.

– Firtsly, we associate to mUfluc
its projection on Λ− :

m−(v) =
∑
k∈I−

αkχk, αk =

∫
R
v mUfluc

χk M(ρ?,u?,θ?) dv∫
R
v |χk|2 M(ρ?,u?,θ?) dv

.
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– Secondly, we define m+ as to be an infinitesimal Maxwellian with fluxes imposed by
the half-space problem (7.37)-(7.38), with Υdata = Ψdata,L −m−, where we remind
that Ψdata,L = Φdata,L/M(ρ?,u?,θ?)− 1. Of course, the resolution of the half-space pro-
blem is usually not affordable and we shall use an approximation device. Integrating
the half space problem (7.37) over the velocity variable, we obtain

d

dz

∫
R
v

 1
v
|v|2

G(z, v)M(ρ?,u?,θ?)(v) dv = 0. (7.42)

By using the incoming boundary condition and (7.38) it follows that

∫
R
v

 1
v
|v|2

G(0, v)M(ρ?,u?,θ?) dv =

∫
R
v

 1
v
|v|2

G(∞, v)M(ρ?,u?,θ?) dv = 0

=

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

Υdata(v)M(ρ?,u?,θ?) dv +

∫
v<0

v

 1
v
|v|2

 γoutG(0, v)M(ρ?,u?,θ?) dv.

Then, we make an approximation which has been already proposed by Maxwell
[Max79]. It is related to the Marshak approximation [Mar47] introduced in radiative
transfer and it is precisely discussed for gas dynamics in [AG97], see also [GK95a,
Gol89]. We suppose that the outgoing distribution coincides with the distribution
at infinity : γoutG(0, v) = G(∞, v) = 0. Hence we determine the coefficients of m+

in the basis {χk, k ∈ I+} by equating the incoming fluxes

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

(Ψdata−m−)(v)M(ρ?,u?,θ?) dv−
∫

v>0

v

 1
v
|v|2

m+(v)M(ρ?,u?,θ?) dv = 0.

Except in the case #I+ = #Λ+ = 3 this system is overdetermined. Therefore instead
we solve the optimization problem

inf
m+=

P
k∈I+ αkχk∈Λ+

∣∣∣∣∣∣
∫

v>0

v

 1
v
|v|2

(Ψdata −m−)(v)M(ρ?,u?,θ?) dv

−
∫

v>0

v

 1
v
|v|2

m+(v)M(ρ?,u?,θ?) dv

∣∣∣∣∣∣
2

.

(7.43)
It can be recast in matrix formulation

min
B+α=0

|Aα− bdata|2,

where the coefficients of the 3 × 3 matrix A only depend on the reference state
(ρ?, u?, θ?) and the coefficients of bdata ∈ R3 depend on (ρ?, u?, θ?), Ψdata and m−,
while B+, having n+ ∈ {0, ..., 3} raws and 3 columns, is associated to the constraint
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m+ ∈ Λ+ and only depends on (ρ?, u?, θ?) (see formulae in the Appendix). The
solution is obtained by solving the linear system(

ATA B+T

B+ 0

)(
α
λ

)
=

(
AT bdata

0

)
(7.44)

with λ ∈ RI+ the Lagrange multiplier associated to the constraint α ∈ Ker(B+).
– Eventually, we define the needed Maxwellian by

mbd = m+ +m−.

Clearly if the signature of Q is (3, 0) (resp. (0, 3)), then m− = 0 since I− = ∅ (resp.
m− = mUfluc

since I+ = ∅).

Remark 7.4.12 Instead of solving the minimization problem, another possibility is sim-
ply to pick as many relations as needed among the three fluxes identities. This is the
definition proposed in [AG97, GK95a].

This linearized approach produces satisfying results, but its applicability remains very
limited. Indeed, starting from a given state, due to the incoming boundary condition,
the solution of the BGK equation might be conducted far away from the reference state.
In particular it might happen that, next to the boundary, the flow changes type, with
modification of the number of incoming/outgoing characteristics. The fully linearized ap-
proach —- that will be referred to as the global linearization —- is not able to capture
such phenomena and therefore produces wrong results as time becomes large (see Figures
7.3 and 7.4).

Local linearization. Nevertheless, we can adapt the ideas by reasoning locally. Knowing
the numerical approximation Un = (ρn, un, θn), we use as reference state U? = Un

1 the
value of the unknown in C1, the first internal cell of the computational domain. Then we
consider the unknown in the boundary cell as a perturbation of the reference state : we
write Un

0 = U? + Ufluc. Now, we construct the boundary fluxes by repeating the strategy
detailed above. The noticeable point is that now all the coefficients of A, bdata, B+ arising
from (7.43) need to be updated at each time step. It thus requires the evaluation of
several integrals, which has a non negligible computational cost (but of course, it still
remains far less costly than the computation of the kinetic equation !). By the way, we
notice that the evaluation of these integrals should be performed with enough accuracy,
a basic requirement being to preserve the constant solutions when the initial data and
boundary condition coincide with the reference state F Init = Ψdata = M? (the simulations
presented here are obtained using the fourth order Simpson rule). Figures 7.3 compare the
results of a kinetic simulation to the simulation of the hydrodynamic system with both
the linearized and the localized approaches.

In the simulation (ρInit, uInit, θInit) = (ρ?, u?, θ?) = (1, 0.1, 1) such that σU? is (2,1). At
the boundary we choose Φdata = 0 and t = 0.1 as final time. As for section 4, we take
∆xhydro = ∆xkin = 1/1500 and ∆t is determined by the CFL condition. Moreover the
computation of the integrals respect to v are performed with regularly spaced nodes on
the domain [−16, 16]. Finally we work with τ = 10−3.



138
7. Hydrodynamic Regimes, Knudsen Layer, Numerical Schemes :

Definition of Boundary Fluxes

It shows that the localized approach noticeably improves the hydrodynamic approxi-
mation. Figure 7.4 gives the evolution in time of the eigenvalues for the same test case of
figure 7.3. Clearly at the beginning we have as signature σU? = (2, 1) and after a short
time, this signature becomes (0,3) for the right boundary and (3,0) for the left one. This
explain why the local linearization is better : the globally linearized scheme works well
for short times but it is not able to adapt to the change of type (sub/supersonic) induced
by the boundary conditions.

a) Global linearization b) Local linearization
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Fig. 7.3 – Local linearization vs. global linearization in the case (ρ?, u?, θ?) = (1, 0.1, 1),
Φdata = 0 in (7.18), final time t = 0.1. Dashed line : kinetic simulation, solid line :
hydrodynamic simulation.

The degenerate case u? = 0. Let us explain how the previous machinery is modified in
the specific degenerate case u? = 0 which yields σU? = (1, 1). The starting point consists
in remarking that vχ0(v) = 1√

6
v
( |v|2

θ?
− 3
)

is orthogonal to Ker(LU?) since

∫
R

 1
v
|v|2

 v
( |v|2
θ?

− 3
)
M(ρ?,0,θ?) dv = 0.

Therefore, since
(
Ker(LU?)

)⊥
= Ran(LU?), we can (uniquely) define the auxiliary function

λ verifying

LU?λ = vχ0, with
∫

R

 1
v
|v|2

λ M(ρ?,0,θ?) dv = 0.
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Fig. 7.4 – Evolution of the eigenvalues on right and left boundaries for the simulation of
figure. 7.3

For the BGK operator, we simply have

λ(v) = − 1√
6
v
( |v|2
θ?

− 3
)

= −vχ0(v).

Then, we observe that the solution of the half-space problem satisfies

d

dz

∫
R
vλ(v) G(z, v) M(ρ?,0,θ?)(v) dv =

1√
6

∫
R
v
( |v|2
θ?

− 3
)
G(z, v) M(ρ?,0,θ?)(v) dv = K0

which does not depend on z since we bear in mind that (7.42) holds. Hence, if G is a
bounded solution of the half-space problem, it imposes an additional conservation law :
K0 = 0 that is ∫

R
v
( |v|2
θ?

− 3
)
G(z, v) M(ρ?,0,θ?)(v) dv = 0, (7.45)

and ∫
R
vλ(v) G(z, v) M(ρ?,0,θ?)(v) dv = K (constant independent on z).

But we do not have any knowledge of the very value of the constant K ; this is the
reason why we use a two steps method : the first step provides an evaluation of K, which
in turn can be used to define the asymptotic state. Having defined m− as before, we
construct m+ =

∑
k∈I0∪I+ αkχk by taking into account this information. We follow the

method presented in [Gol89, GK95a] : it relies on a simple iteration argument, but it can
be interpreted as the result of a variational problem. It is convenient to set G̃(z, v) =
G(z, v) +m+ which thus verifies the half space problem{

v∂zG̃ = LU?G̃,

γincG̃(0, v) = Ψdata,L(v)−m−(v) for v > 0,
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and, as detailed in Theorem 7.4.10, m+ ∈ Λ+ ∪ Λ0 is the equilibrium state at infinity

lim
z→∞

G̃(z, v) = m+(v) = α0χ0(v) + α2χ2(v)

that we seek.
The first step consists in using the Maxwell approximation to find a preliminary guess

for m+. We have

∫
R
v

 1
v
|v|2

 G̃(z, v)M(ρ?,0,θ?)(v) dv =

∫
R
v

 1
v
|v|2

m+(v)M(ρ?,0,θ?)(v) dv.

We assume that the outgoing trace coincides with the distribution at infinity. The obtai-
ned system is overdetermined since it contains 3 equations while we search for the two
components of m+ in the basis (χ0, χ2). Hence, we pick two relations among the system
and we define m̃+ = α̃0χ0(v) + α̃2χ2(v) as to be the solution of∫

v>0

v

(
1
|v|2

)(
Ψdata,L −m−

)
M(ρ?,0,θ?)(v) dv =

∫
v>0

v

(
1
|v|2

)
m̃+ M(ρ?,0,θ?)(v) dv.

Note that it is useless to use (7.45) as a constraint for defining m+ since (7.45) is satisfied
by any infinitesimal Maxwellian (see below). For the second step, we use m̃+ as the
outgoing distribution to evaluate the two following conserved quantities∫

v>0

v

(
λ(v)
v

)(
Ψdata,L−m−

)
M(ρ?,0,θ?)(v) dv+

∫
v<0

v

(
λ(v)
v

)
m̃+M(ρ?,0,θ?)(v) dv =

(
K̃

K̃ ′

)
.

Having these quantities at hand, we define m+(v) = α0χ0(v) + α2χ2(v) as the solution of∫
R
v

(
λ(v)
v

)
m+(v)M(ρ?,0,θ?)(v) dv =

(
K̃

K̃ ′

)
.

As a matter of fact, we remark that this construction is consistent with (7.45). Indeed,
on the one hand, the asymptotic state m+ fulfills the constraint∫

R

v√
6

( |v|2
θ?

− 3
)
m+ M(ρ?,0,θ?)(v) dv =

∫
R
vχ0

(
α0χ0 + α2χ2

)
M(ρ?,0,θ?)(v) dv

= α0

∫
R
v|χ0|2 M(ρ?,0,θ?)(v) dv + α2

∫
R
vχ0χ2 M(ρ?,0,θ?)(v) dv = 0

by definition of χ0 and χ2. On the other hand at the boundary we have∫
v>0

v√
6

( |v|2
θ?

− 3
)(

Ψdata,L −m−
)
M(ρ?,0,θ?)(v) dv +

∫
v<0

v√
6

( |v|2
θ?

− 3
)
m̃+ M(ρ?,0,θ?)(v) dv

=

∫
v>0

v√
6

( |v|2
θ?

− 3
)(

Ψdata,L −m−
)
M(ρ?,0,θ?)(v) dv

−
∫

v>0

v√
6

( |v|2
θ?

− 3
)
m̃+ M(ρ?,0,θ?)(v) dv +

∫
R

v√
6

( |v|2
θ?

− 3
)
m̃+ M(ρ?,0,θ?)(v) dv = 0
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by using the definition of m̃+.
Here we have detailed the computations for the left hand boundary x = −ω. The

right hand boundary x = +ω is of course treated analogously, except that integration
over v ∈ (0,+∞) (resp. v ∈ (−∞, 0)) is replaced by integration over v ∈ (−∞, 0) (resp.
v ∈ (0,+∞)).

Remark 7.4.13 The treatment of the boundary condition differs from those presented by
S. Dellacherie [Del03, Del10]. There, the idea can be summarized as follows :

– Firstly we define hydrodynamic quantities (ρgh, ugh, θgh) in a ghost cell by solving

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

M(ρgh,ugh,θgh) dv =

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

Φdata,L dv.

Namely, we consider the Maxwellian having the same outgoing fluxes as the data.
A first attempt would be to use these values as Dirichlet conditions, but a better
approach is proposed.

– Secondly, the flux at the interface between the ghost cell and the computational do-
main is determined by using a kinetic scheme, as introduced in [Per92, Per02], see
also [BLTPQ94] : we set

Fn
1/2 =

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

M(ρgh,ugh,θgh) dv +

∫
v<0

v

 1
v
|v|2

M(ρn
1 ,un

1 ,θn
1 ) dv.

Consequently, owing to the specific definition of the numerical fluxes, we do not have
to solve the nonlinear system in step 1, we simply use the relation

Fn
1/2 =

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

Φdata,L dv +

∫
v<0

v

 1
v
|v|2

M(ρn
1 ,un

1 ,θn
1 ) dv.

This definition is very natural in the framework adopted in [Del03] where the resolution
of the Euler system is precisely based on the use of a kinetic scheme. The definition of
the numerical fluxes can be interpreted as a relevant version of the Enquist-Osher scheme
[EO81] and [Per02, Chap. 6 & 8]. As crude as it might appear this definition of boundary
fluxes is quite performing.

Remark 7.4.14 The discussion of Knudsen layers and their numerical treatment is stron-
gly related to the question of finding relevant matching condition between the kinetic equa-
tion and the hydrodynamic systems in a domain decomposition approach. This issue is
discussed in details, with various numerical approaches, in [AG97, Del03, Del10, Gol97a,
Gol92, Gol89, GK95a, Kla96, BLTPQ94]. The mathematical analysis of such matching
condition is highly delicate, and we refer to the breakthrough of A. Vasseur concerning
nonlinear scalar conservation laws [Vas10]. We shall go back to this problem elsewhere
and we will also consider the effect of a coupling with an electric potential [BDG+10]. We
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also point out that our approach can be improved by using a more involved approximation
of the half-space problem, while here the computations are simply based on the Maxwell
approximation : the iterative procedure described in [GK95a] looks quite appealing for this
purpose. This refinement will be explored elsewhere.

Reflection boundary conditions. It is relevant to consider generalized boundary conditions
where the incoming distribution of particles depends on the outgoing distribution : such
boundary condition is intended to describe the complex interaction between the impinging
particles and the boundary. The simplest case corresponds to the specular reflection law

γincF (t, x = −ω, v) = αγoutF (t, x = −ω,−v) for v > 0,

where 0 ≤ α ≤ 1, but it is certainly too crude to model realistic boundary phenomena.
More generally, the boundary condition is defined through a non–local relation

γincF (t,−ω, v) = α

∫
v′<0

k(v, v′) γoutF (t,−ω, v′) |v′| dv′ = R
(
γoutF (t,−ω, ·)

)
(v) for v > 0

where all the physics is embodied in the kernel k and the coefficient 0 ≤ α ≤ 1. We refer
for the derivation of boundary kernels and comments to [Cer88, Cer90, DG66, Kus78,
Gou97a, Gou97b]. It is natural to require :

non-negativity : k(v, v′) ≥ 0,

mass conservation :
∫

v>0

k(v, v′) v dv = 1,

reciprocity principle : there exists a Maxwellian Mw verifying

Mw(v) =

∫
v′<0

k(v, v′)Mw(v′) |v′| dv′.

The specular law corresponds to the case where k is the Dirac mass δ(v′ = −v). A more
relevant example of such a boundary condition is the Maxwell law where

k(v, v′) =
Mw(v)

Zw

, Mw(v) =
ρw√
2πθw

e−|v|
2/(2θw), Zw =

∫
v>0

v Mw(v) dv.

In other words, the particles are reflected according to the Maxwellian distribution Mw(v),
proportionally to the outgoing mass flux :

γincF (t,−ω, v) = α
Mw(v)

Zw

∫
v′<0

γoutF (t,−ω, v′) |v′| dv′ for v > 0. (7.46)

Remark that such a boundary condition can be derived from the simple specular reflec-
tion law through an homogenization analysis [Bab87]. The parameter α is the so–called
accomodation coefficient and it defines the fraction of reflected particles. Indeed, we have∫

R
vF (t,−ω, v) dv =

∫ ∞

0

vγincF (t,−ω, v) dv +

∫ 0

−∞
vγoutF (t,−ω, v) dv

= (1− α)

∫ 0

−∞
vγoutF (t,−ω, v) dv ≤ 0.
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In particular, when α = 1 the mass flux vanishes.
The method described above can be adapted to treat these boundary conditions.

Again, we restrict our purpose to the boundary x = −ω. We obtain the following boundary
condition for the half-space problem

M(ρ?,u?,θ?) γ
incG(0, v) = R

(
M(ρ?,u?,θ?)(1 +m)

)
−M(ρ?,u?,θ?)(1 +m)

+R
(
M(ρ?,u?,θ?)γ

outG(0, v)
)

for v > 0,
(7.47)

where we use the shorthand notation R : L1(v < 0, |v| dv) → L1(v > 0, |v| dv) to de-
note the reflection operator. We detail in the Appendix the precise form of the linear
systems to be solved for defining the boundary flux in this case. Note however that the
specular reflection law (partial or total) is excluded from the boundary layer analysis in
[CGS88a], while the diffuse condition can be considered (see Section 2 and Theorem 2.1.1
in [CGS88a]).

In the specific case of a totally reflexive boundary condition, α = 1, it is worth taking
into account the mass conservation : we add to the constraints which define the matrix
B+ in (7.44) the fact that the mass flux vanishes. Indeed, when α = 1, by combining
(7.38) and (7.42) we observe that ∫

R
v G(0, v) dv = 0.

Therefore, integrating (7.47) yields∫
v>0

v
(
R
(
M(ρ?,u?,θ?)(1 +m)

)
−M(ρ?,u?,θ?)(1 +m)

)
dv = 0

=

∫
v<0

|v|M(ρ?,u?,θ?)(1 +m)(v) dv −
∫

v>0

vM(ρ?,u?,θ?)(1 +m)(v) dv.

We remind that m splits as m− +m+ and we arrive at the constraint∫
R
vm+M(ρ?,u?,θ?) dv = −

∫
R
v(1 +m−)M(ρ?,u?,θ?) dv

to be satisfied by the asymptotic state m+. It simply means that the numerical mass flux
is set to 0.

Remark 7.4.15 For the specular reflection and α = 1, both the mass and energy fluxes
vanish ; in this very specific case the boundary condition for the hydrodynamic system are
simply the wall condition that corresponds to use a ghost cell and to reverse the velocity
in the ghost cell while keeping the same density and temperature.

7.4.3 Numerical results

A relevant test case corresponds to the simulation of evaporation-condensation phe-
nomena. The problem is presented in great details in works of Y. Sone and K. Aoki
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[Son02, SOA89, AM94], we also refer to the survey [BGS06]. The incoming data are given
by two Maxwellians with different macroscopic quantities

Φdata,L =
ρL

w√
2πθL

w

exp
(
− |v|2

2θL
w

)
, Φdata,R =

ρR
w√

2πθR
w

exp
(
− |v|2

2θR
w

)
. (7.48)

where ρL
w, θL

w can differ from ρR
w, θR

w. We start either from a constant state (ρInit, uInit, θInit)
which can be not in equilibrium with the incoming data or from a discontinuous profile.
For the kinetic equation the initial data is the Maxwellian defined by these macroscopic
quantities.

Of course, the basic requirement is that the code preserves the equilibrium : for
(ρInit, uInit, θInit) = (ρL

w, 0, θ
L
w) = (ρR

w, 0, θ
R
w) the solution remains constant. We check that

it is indeed the case, the error being governed by the accuracy of the computation of the
integrals arising in (7.43). The same conclusion applies if the reference velocity does not
vanish. We do not present a specific figure but an evidence of the ability of the scheme in
preserving equilibrium can be seen in the far right hand side of Figures 7.5, 7.6 and 7.7 :
the data at x = +ω coincides with the initial Maxwellian and we stop the simulation at
a short time so that the perturbation arising from the boundary x = −ω has not crossed
the domain.

In Figures 7.5, 7.6 and 7.7, we compare the results of the kinetic simulation to the
hydrodynamic simulation for (ρR

w, u
R
w, θ

R
w) = (ρInit, uInit, θInit) = (1, 0, 0.5) and for several

values of (ρL
w, θ

L
w) 6= (ρInit, θInit). The computational parameters are

∆xhydro = 1/1500

and ∆t is determined by the CFL condition. The computation of the integrals with respect
to the v variable are performed using the Simpson approximation rule with regularly
spaced nodes in the domain [−16,+16]. For the kinetic simulations we work with the
scaled mean free path τ = 1/1000 and

∆xkin = 1/1500

in order to resolve the fine scales. We observe a remarkable agreement between the micro-
scopic and the macroscopic simulations ; the definition of the numerical fluxes is able to
capture the boundary phenomena issued from the kinetic model. We point out that the
kinetic model produces inherently diffusion terms, typically of size O(τ) : for long time
simulation this effect would become sensible and it would become more realistic for such
a value of τ to compare with the Navier-Stokes equations, having O(τ) viscous terms.
Performing simulations with smaller τ ’s requires a considerable numerical effort as it has
been done in [AM94, Son02, SOA89]. These effects are also visible as the density ratio
increases : in Figure 7.7 the discrepancies between kinetic and hydrodynamic models ap-
pear essentially in smoother profiles for the temperature and the velocity produced by
the microscopic simulation. In Figure 7.8 we show the results of the simulation of the
hydrodynamic system for long times. The solution reaches a stationary state, which is en-
tirely determined by the boundary data, in agreement with the observation and analysis
in [AM94, Son02, SOA89]. (Note that these references deal with the case v ∈ R3 so that
it does not make sense to compare directly the asymptotic values.)
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Fig. 7.5 – Evaporation-condensation problem : kinetic simulation (dashed line) vs. the
hydrodynamic simulation (solid line) for ρL

w = 2/1.2, θL
w = 1.2/2, and a final time t = 0.1.

Figures 7.9, 7.10, 7.11 are concerned with examples of a diffusive reflection law. Simu-
lations are done with (ρInit, uInit, θInit) = (1, 0.1, 1), α = 0.5, ρL

w = ρR
w = 1, θL

w = θR
w = 1

and a final time t = 0.1 for figure 7.9. In figure 7.10 the differences are uniquely that
uInit = −0.1 and θR

w = 0.5. Finally figure 7.11 corresponds to the same case as figure 7.10
but with θL

w = 0.5, θR
w = 1 and α = 1. Again, we point out that the scheme preserves

the equilibrium solution. Note also that the velocity vanishes at the boundary for the
reflection coefficient equal to one, and, the construction of the numerical fluxes does its
job.

Appendix A – Details on the construction of the boundary fluxes
Let us consider a general boundary condition at x = −ω which combines a given

source to the reflection of particles as follows

γincF (t,−ω, v) = Φdata,L(t, v) +R
(
γoutF (t,−ω, ·)

)
(v), for v > 0.

Let us describe the construction of the numerical boundary fluxes that we propose for the
hydrodynamic equations, restricting the discussion to the boundary x = −ω.

We have at hand the numerical approximation U n
i , n ∈ N, i ∈ {0, ..., I + 1}. As

explained above, the evolution of the discrete unknowns is governed by a finite volume
scheme, here using Godunov’s definition for the internal fluxes. In the boundary cell C0,
the evolution is driven by

U n+1
0 = U n

0 − ∆t

∆x
(Fn

1/2 −Fn
bd)

where Fn
1/2 is the standard Godunov flux between the cell C0 and the cell C1 and we are

going to detail the construction of the boundary flux Fn
bd. The reference state (ρ?, u?, θ?)

is therefore defined by the density, velocity and temperature associated to U n
1 = U?.
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Fig. 7.6 – Evaporation-condensation problem : kinetic simulation (dashed line) vs. the
hydrodynamic simulation (solid line) for ρL

w = 1.2/1.1, θL
w = 1.1/2 and a final time t = 0.1.

We consider the value of the numerical unknown in the cell C0 as a fluctuation from the
reference state, defining Ufluc = (ρfluc, ufluc, θfluc) = Un

1 − Un
0 . The strategy is to define the

numerical fluxes by the formula

Fn
bd =

∫
R
v

 1
v
|v|2

 M(ρ?,u?,θ?)(1 +mbd) dv

with the decomposition mbd = m+ +m−. The infinitesimal Maxwellian

m− =
ρ−
ρ?

+
v − u?

θ?

u− +
θ−
2θ?

((v − u?)
2

2θ?

− 1
)

=
∑
k∈I−

α−,kχk

is the projection on Λ− = Span{χk, k ∈ I−} of

mfluc =
ρfluc

ρ?

+
v − u?

θ?

ufluc +
θfluc

2θ?

((v − u?)
2

2θ?

− 1
)
.

Namely, the coefficients α−,k are given by

α−,k =

∫
R
vmfluc χkM(ρ?,u?,θ?) dv∫
R
v|χk|2M(ρ?,u?,θ?) dv

and the macroscopic quantities are obtained with ρ−
ρ?u−
ρ?θ−

 =

∫
R

 1
v
|v|2

m−M(ρ?,u?,θ?) dv −

 0
ρ−u?

−ρ−u2
? − 2ρ?u?u− − ρ−θ?

 .
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Fig. 7.7 – Evaporation-condensation problem : kinetic simulation (dashed line) vs. the
hydrodynamic simulation (solid line) for ρL

w = 10/1.1, θL
w = 1.1/2 and a final time t = 0.1.

We now need to define the infinitesimal Maxwellian

m+(v) =
ρ+

ρ?

+
v − u?

θ?

u+ +
θ+

2θ?

((v − u?)
2

2θ?

− 1
)

=
∑
k∈I+

α+,kχk ∈ Λ+.

The boundary condition for the half space problem is obtained with the approximation
F (t, x, v) ' M(ρ?,u?,θ?)(1 + mbd(v) + GL(t, (x + ω)/τ, v)) next to the boundary x = −ω.
We are led to

M(ρ?,u?,θ?)

(
1+mbd+γ

incGL
)
(t, 0, v) = Φdata,L(t, v)+R

(
M(ρ?,u?,θ?)(1+mbd+γ

outGL)
)
(t, 0, v),

for v > 0. The conservation laws impose

∫
R
v

 1
v
|v|2

GL(t, 0, v)M(ρ?,u?,θ?) dv = lim
z→∞

∫
R
v

 1
v
|v|2

GL(t, z, v)M(ρ?,u?,θ?) dv = 0,

which therefore recasts as∫
v>0

v

 1
v
|v|2

[Φdata,L +R
(
M(ρ?,u?,θ?)(1 +mbd + γoutGL)

)
M(ρ?,u?,θ?)

− (1 +mbd)

]
(t, 0, v)M(ρ?,u?,θ?) dv

+

∫
v<0

v

 1
v
|v|2

 γoutGL(t, 0, v)M(ρ?,u?,θ?) dv = 0.

We define m+ by
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Fig. 7.8 – Evaporation-condensation problem and convergence towards a stationary state :
long time behaviour for the hydrodynamic simulation for ρL

w = 2/1.2, θL
w = 1.2/2 and a

final time t = 15.

– using the Maxwell approximation, which consists in approximating the outgoing
distribution γoutGL by its asymptotic state, that is 0,

– minimizing the obtained system under the constraints associated to the fact that
m+ is searched for in the subspace Λ+.

Let us define the matrix A such that

A

 ρ+

u+

θ+

 =

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

[m+ −
R
(
M(ρ?,u?,θ?)m+

)
M(ρ?,u?,θ?)

]
M(ρ?,u?,θ?) dv.

For R = 0, we simply have

Ak1 =
1

ρ?

∫
v>0

vkM(ρ?,u?,θ?) dv,

Ak2 =
1

θ?

∫
v>0

vk(v − u?)M(ρ?,u?,θ?) dv,

Ak3 =
1

2θ?

∫
v>0

vk
((v − u?)

2

θ?

− 1
)
M(ρ?,u?,θ?) dv.

We also set

bdata =

∫
v>0

v

 1
v
|v|2

[R(M(ρ?,u?,θ?)) + Φdata,L

M(ρ?,u?,θ?)

−1+
R(M(ρ?,u?,θ?)m−)

M(ρ?,u?,θ?)

−m−

]
M(ρ?,u?,θ?) dv

We are thus led to consider the following cases :
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Fig. 7.9 – Example of diffusive reflection law with (ρ?, u?, θ?) = (1, 0.1, 1) and α =
0.5, ρL

w = 1, ρR
w = 1, θL

w = 1, θR
w = 1 for a final time t = 0.1. Dashed line : kinetic

simulation, solid line : hydrodynamic simulation.

– if σU? = (0, 3) all characteristics are outgoing, Λ+ is reduced to {0} and m+ simply
vanishes ;

– if σU? = (3, 0) all characteristics are incoming, m− = 0 and m+ is defined by the
linear system

A

 ρ+

u+

θ+

 = bdata;

– if σU? = (2, 1) or (1, 2) we solve the system (7.44)(
ATA B+T

B+ 0

)(
α+

λ

)
=

(
AT bdata

0

)
where B+ accounts for the constraints :
– when σU? = (2, 1), Λ+ is two-dimensional, hence there is one constraint relating

the coefficients (ρ+, u+, θ+) ; it reads :

B+ =
( 1

ρ?

− 3√
3θ?

1

θ?

)
;

– when σU? = (1, 2), Λ+ is one-dimensional, hence there are two constraints relating
the coefficients (ρ+, u+, θ+) ; we get

B+ =


1

ρ?

0 − 1

2θ?

0
1√
3θ?

− 1

2θ?

 ;
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Fig. 7.10 – Example of diffusive reflection law with (ρ?, u?, θ?) = (1,−0.1, 1) and α =
0.5, ρL

w = 1, ρR
w = 1, θL

w = 1, θR
w = 0.5 for a final time t = 0.1. Dashed line : kinetic

simulation, solid line : hydrodynamic simulation.

– in the very specific case where u? = 0, and thus σU? = (1, 1), m+ is evaluated by
the two steps iteration procedure described in Section 7.4.2.

When the reflection operator R is conservative (α = 1 for the diffuse reflection opera-
tor), we take into account the fact that∫

R
vF dv =

∫
v>0

vΦdata dv.

It becomes ∫
R
vM(ρ?,u?,θ?)

(
1 +mbd +G(t, 0, v)

)
dv =

∫
v>0

vΦdata dv.

However, we already know that
∫

R vG(t, 0, v)M(ρ?,u?,θ?) dv = 0 so that we consider the
relation ∫

R
vM(ρ?,u?,θ?)

(
1 +m− +m+) dv =

∫
v>0

vΦdata dv

among the constraints, adding to the matrix B+ the raw

(u? ρ? 0)

associated to the possibly non zero component

−(ρ?u? + ρ−u? + ρ?u−) +

∫
v>0

vΦdata dv.

It guarantees that the mass flux in Fn
bd has the required value

∫
v>0

vΦdata dv.
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Fig. 7.11 – Example of diffusive reflection law with (ρ?, u?, θ?) = (1,−0.1, 1) and α =
1, ρL

w = 1, ρR
w = 1, θL

w = 0.5, θR
w = 1 for a final time t = 0.1. Dashed line : kinetic
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Remark 7.4.16 Clearly, in the case σU? = (0, 3) the scheme does not see any effect
from the boundary x = −ω, as expected since all characteristics are outgoing. In this case
Λ− = Ker(LU?), Λ+ = {0}, m− = mUfluc

and m+ = 0 so that the boundary fluxes are
given by ∫

R
v

 1
v
|v|2

 (1 +mfluc)M(ρ?,u?,θ?) dv.

In fact, our experience is that the situation σU? = (0, 3) is often highly unstable for the
kinetic model and the hydrodynamic scheme might miss this instability. Let us detail an
example and a possible remedy. For a fully reflexive law, α = 1, as already remarked the
mass flux is imposed to satisfy∫

R
vF (t,−ω, v) dv =

∫
v>0

vΦdata,L(t, v) dv.

In particular it vanishes when Φdata,L = 0. Roughly speaking it means that the bulk velocity
vanishes too since ρ?u? '

∫
R vF dv. Therefore, we are rather in cases σU? = (1, 2) or σU? =

(2, 1) than σU? = (0, 3). This is indeed what we observe on the microscopic simulations :
due to the boundary conditions, the signature σU? switches immediately from σU? = (0, 3) to
a case with incoming characteristics. In other words there is a time-boundary layer, which
is not taken into account by our method. But the difficulty comes from a bad initialization :
it is not relevant to start the hydrodynamic simulation with a data such that σU? = (0, 3).
Hence, for this specific case α = 1, Φdata,L = 0 we perform a few time steps of kinetic
simulation and use the result to initialize the hydrodynamic code.
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When Φdata,L 6= 0, we suggest the following adaptation. As before the reference state
(ρ?, u?, θ?) is given by the hydrodynamic unknowns in the cell C1. Then, we define ū =∫

v>0
vΦdata,L dv/ρ?. If ū +

√
3θ? = ū + c? becomes positive (or close to 0) we switch to a

microscopic simulation for a few times steps and go back to the hydrodynamic code with
the updated data.

7.5 Linearized Analysis for the Euler-Poisson System

In this Section we go back to the model for charged particles, with an electric field
self-consistently defined through the Poisson equation. Namely, the particles distribution
F (t, x, v) obeys

∂tF + v∂xF + E(t, x)∂vF =
1

τ
Q(F ) (7.49)

with E = −∂xΦ the electric field. We still assume that Q(F ) is the BGK operator. The
potential Φ is defined by the Poison equation

− ∂2
xxΦ = 1− ρ, (7.50)

with ρ(t, x) =
∫

R F (t, x, v) dv. We complete the problem by the Dirichlet condition

Φ(t,−ω) = ΦL, Φ(t,+ω) = ΦR. (7.51)

For the particles, we assume at the boundary

γincF (t,−ω, v) = FL(t, v) +R(γoutF )(−v), for v > 0,
γincF (t,+ω, v) = FR(t, v) +R(γoutF )(−v), for v < 0,

(7.52)

with R a reflection operator and FR,L a given incoming distribution.

Let ρ? > 0, θ? > 0 and u? ∈ R. We seek a solution of the BGK-Poisson equation
(7.49)–(7.51) with the form

M?(x, v) =
ρ?

√
2πθ?

∫ +ω

−ω

exp
(
− Φ?(y)

θ?

)
dy

exp

(
−(v − u?)

2

2θ?

− Φ?(x)

θ?

)
.

The potential Φ? is required to satisfy the following Poisson equation{
−∂2

xxΦ? = 1− ρ?,
Φ?(−ω) = ΦL, Φ?(+ω) = ΦR.

(7.53)

The function M? is a solution of (7.49) when

∂tM? + v∂xM? − ∂xΦ?∂vM? = − v

θ?

∂xΦ? +
v − u?

θ?

∂xΦ? = 0

holds, which leads us to assume u? = 0. From now on we consider

M?(x, v) =
ρ?

√
2πθ?

∫ +ω

−ω

exp
(
− Φ?(y)

θ?

)
dy

e(−v2/(2θ?)−Φ?(x)/θ?)
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which is therefore a particular solution of (7.49)–(7.51).

We linearize around this specific stationary state : we set F = M?(1 + δf) where the
fluctuation δ is intended to be small. Keeping only linear terms with respect to f we are
led to the following linearized problem


∂tf + v∂xf − ∂xΦ?∂vf +

v

θ?

∂xΦ̃ =
1

τ
L?f

∂2
xxΦ̃ =

∫
R
fM? dv

Φ̃(t,−ω) = Φ̃(t,+ω) = 0,

(7.54)

where Φ̃ is the potential fluctuation.

The linearized BGK operator L? is here defined by the projection

L?f =
ρ̃

ρ?
+
v

θ?

ũ+
θ̃

2θ?

(v2

θ?

− 1
)
− f

with

ρ̃ =

∫
R
fM? dv,

ũ =
1

ρ?

∫
R
vfM? dv,

θ̃ =
1

ρ?

(∫
R
v2fM? dv − θ?ρ̃

)
.

The boundary condition for the fluctuation is derived from (7.52) and it reads

γincf(t,±ω, v) =
FL,R(t, v)

M?(±ω, v)
− 1 +

1

M?(±ω, v)
R(γout(1 + f)M?(±ω, ·)).

As τ goes to 0 we expect that the (fluctuation of the) particles distribution function f
looks like an infinitesimal Maxwellian

m(t, x, v) =
ρ̃(t, x)

ρ?

+
v

θ?

ũ(t, x) +
θ̃(t, x)

2θ?

(v2

θ?

− 1
)

which makes the collision operator L? vanish. Velocity-averaging the equation satisfied by
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f , we have

∂t

∫
R

 1
v
v2

 fM? dv + ∂x

∫
R
v

 1
v
v2

 fM? dv

−
∫

R
v

 1
v
v2

 f∂xM? dv − ∂xΦ?

∫
R

 1
v
v2

 ∂vf M? dv +
∂xΦ̃

θ?

∫
R
v

 1
v
v2

M? dv

= ∂t

∫
R

 1
v
v2

 fM? dv + ∂x

∫
R
v

 1
v
v2

 fM? dv

+

∫
R
v

 1
v
v2

 f
∂xΦ?

θ?

M? dv + ∂xΦ?

∫
R

 0
1
2v

 f M? dv −
∫

R

 1
v
v2

 f
v

θ?

M? dv


+
∂xΦ̃

θ?

 0
ρ?θ?

0


= ∂t

∫
R

 1
v
v2

 fM? dv + ∂x

∫
R
v

 1
v
v2

 fM? dv

+∂xΦ?

∫
R

 0
1
2v

 f M? dv +
∂xΦ̃

θ?

 0
ρ?θ?

0

 = 0.

We deduce that the macroscopic quantities satisfy

∂t

 ρ̃
ũ

θ̃

+

 0 ρ? 0
θ?/ρ? 0 1
0 2θ? 0

 ∂x

 ρ̃
ũ

θ̃

+∂xΦ?

 0 0 0
1/ρ? 0 0
0 2 0

 ρ̃
ũ

θ̃

 = −∂xΦ

 0
1
0


(7.55)

with {
∂2

xxΦ̃ = ρ̃,

Φ̃(t,−ω) = Φ̃(t,+ω) = 0.
(7.56)

Of course the system (7.55)–(7.56) coincides with the linearization of the Euler-Poisson
system around the stationary solution (ρ?, u? = 0, θ?). It remains to discuss the boundary
conditions on the hydrodynamic unknowns.

Like in the previous section, we introduce the ansatz f(t, x, v) ' m(t, x, v)+GL(t, (x+
ω)/τ, v) +GR(t, (x− ω)/τ, v) which leads to the half-space problem

v∂zG = L?G on z ≥ 0, v ∈ R,

with the following incoming condition prescribing G(z = 0, v) for v > 0.

M?γ
incG(0, v) = F data −M?(1 +m) +R

(
M?(1 +m)

)
+R

(
M?γ

outG(0, v)
)
,

where m and M? are evaluated at ±ω. Then we can apply directly the results described in
the previous section which leads to define the boundary conditions by Corollary 7.4.11. On
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a practical viewpoint, for numerics, we use the definition of boundary fluxes as detailed
in the specific case u? = 0.



156
7. Hydrodynamic Regimes, Knudsen Layer, Numerical Schemes :

Definition of Boundary Fluxes



157

Chapitre 8

Annexe : Existence de solution su-
personique pour Euler-Poisson non
isentropique en dimension 1
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8.1 Introduction

Les modèles hydrodynamiques sont utilisés couramment pour la simulation du trans-
port de particules chargées. Ces modèles sont constitués des équations d’Euler exprimant
la conservation de la masse, du moment et de l’énergie [Jun00].
Dans ce chapitre, on considère le modèle d’Euler-Poisson stationnaire avec l’équation de
l’énergie permettant de calculer la densité d’ion n et la température ionique T , couplé
avec l’équation de Poisson pour le calcul du champ électrique E dans un ouvert borné
(0, 1) :

Jx = 0 (8.1)(
J2

n
+ p (n, T )

)
x

= qnE (8.2)(
J3

2n2
+

5

2
JT

)
x

= qJE (8.3)

Ex =
−q
εs

(
n− C (x)

)
. (8.4)

La densité du courant J est constante. On note p(n, T ) la pression et soit C(x) une fonction
donnée. Les constantes physiques sont la charge élèmentaire q > 0 et la permittivité du
milieu εs.
Les équations (8.1)-(8.4) sont complétées par les conditions aux bords :

E(0) = E0, n(0) = n0, T (0) = T0. (8.5)

Dans le cas où l’équation d’énergie est remplacée par la relation suivante :

p(n, T ) = nγ avec γ > 1
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hydrodynamique non isentropique en dimension 1

il s’agit d’un modèle isentropique. Degond et Markowich ont prouvé l’existence de solutions
de ce modèle dans le cas subsonique [BD85]. Le cas supersonique a été étudié par Y.Peng
et I. Violet [PV06].
Pour le modèle (8.1)-(8.4), on exprime la pression comme une fonction de la température
T :

p(n, T ) = nT. (8.6)

Zhu et Hattori ont prouvé l’existence des solutions subsoniques en 1D pour le système
d’Euler-Poisson avec le terme du flux de la chaleur et sous l’hypothèse que C est une
constante [ZH98].
On étudie l’existence de solution supersonique pour le modèle (8.1)-(8.4), complété par la
relation (8.6).

8.2 Existence de solution supersonique

Théorème 8.1 On suppose que C ∈ L1(0, 1). Soient n0 et T0 deux constantes stricte-
ment positives. Alors, il existe des constantes positives J0, k, n, n, T , T tel que pour tout J
vérifiant

|J | ≥ J0 (8.7)

et

∂np(ρ, θ) ≤ k ∀ n ≤ ρ ≤ n, T ≤ θ ≤ T (8.8)

il existe (n, T,E) solution du problème (8.1)-(8.4), tel que

0 ≤ n ≤ n(x) ≤ n, 0 ≤ T ≤ T (x) ≤ T ∀ x ∈ [0, 1]. (8.9)

Démonstration: La démonstration du théorème 8.1 est basée sur le théorème de Schau-
der et la reformulation de l’équation (8.2) :(

−∂np (n, T ) +
J2

n2

)
nx = −

(
−∂Tp (n, T ) .Tx + qnE

)
. (8.10)

La condition (8.7) correspond à un régime supersonique. En effet, l’écoulement superso-
nique est caractérisé par ∣∣∣∣Jn

∣∣∣∣ >√∂np.

Dans cette preuve, on démontre que J0 > n
√
k ainsi∣∣∣∣Jn

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣J0

n

∣∣∣∣ > √k ≥√∂np.

On introduit l’ensemble convexe fermé

B = {(ρ, θ) ∈ C1 ([0, 1])× C1 ([0, 1]) : n ≤ ρ ≤ n, T ≤ θ ≤ T , (θ − T0)x ≤M ∀x ∈ [0, 1]}
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avec n, n, T , T et k qui seront définis ultérieurement. Soit (ρ, θ) ∈ B et soit

E(x) = E0 +
q

εs

∫ x

0

(
C(y)− ρ

)
dy.

De plus, soit n ∈ C1 ([0, 1]) l’unique solution du problème linéaire :(
−∂np (ρ, θ) +

J2

ρ2

)
nx = −

(
−∂Tp (ρ, θ) .θx + qρE

)
(8.11)

n(0) = n0 (8.12)

avec J > n
√
k où k est une constante positive à définir ultérieurement. D’après (8.8), le

membre à gauche de l’équation (8.11) multipliant nx est strictement positif.
En supposant que J 6= 0, soit T ∈ C1 ([0, 1]) l’unique solution du problème :

5

2
Tx =

J2

ρ3
.nx + qE (8.13)

T (0) = T0. (8.14)

Ce qui définit un opérateur du point fixe

S : B → C0 ([0, 1])× C1 ([0, 1]) , S(ρ, θ) = (n, T ).

Il nous reste à démontrer que S(B) ⊂ B.
En premier lieu, on démontre l’existence des constantes positives n et n tel que

n ≤ n(x) ≤ n ∀x ∈ [0, 1].

Soit N tel que 0 < N < n0 et

C1 = M max{|∂Tp(ρ, θ)| : n ≤ ρ ≤ n, T ≤ θ ≤ T}+ q nE∞

avec E∞ = E0 + q
εs

(
‖C‖1 + n

)
où on désigne par ‖.‖p la norme de Lp(0, 1).

Ainsi d’après (8.8) et en prenant k = 2C1

N
, et J ≥ J1 avec J1 = n

√
3k
2
, on obtient :

J2

ρ2
− ∂np(ρ, θ) ≥

J2

n2 − k =
k

2
.

et d’après l’équation (8.11), on aura :

|nx| ≤
2

k

∣∣∣∂Tp(ρ, θ).θx + qρE
∣∣∣ ≤ 2C1

k
= N. (8.15)

En prenant n = n0 −N et n = n0 +N, on obtient

n ≤ n(x) ≤ n, ∀ x ∈ [0, 1]

avec n > 0 car N < n0.



160
8. Annexe : Existence de solution supersonique d’un modèle

hydrodynamique non isentropique en dimension 1

Ensuite, on prouve l’existence de T et T deux constantes positives tel que

T ≤ T (x) ≤ T ∀ x ∈ [0, 1].

D’après l’équation (8.13), on aura :

|Tx| ≤ 2

5

∣∣∣∣J2

ρ3
.nx + qE

∣∣∣∣ (8.16)

≤ 2J2

5n3
N + q‖E‖∞. (8.17)

En prenant J tel que J1 ≤ J ≤ J2 =
√

n3q‖E‖∞
N

, on obtient

T ≤ T (x) ≤ T , ∀ x ∈ [0, 1]

avec T = T0 − C2 et T = T0 + C2 avec C2 = 7q
5
‖E‖∞.

Il reste à prouver que ‖(T −T0)x‖∞ ≤M avec M > 0. En effet, T est borné dans H1(0, 1)
d’après (8.17), alors

‖(T − T0)x‖∞ ≤ ‖Tx‖∞ (8.18)
≤ ‖Tx‖H1(0,1) = M. (8.19)

Ainsi, on a démontré que S(B) ⊂ B.
On prouve maintenant que S est continue. En effet, soient ρk et θk deux suites qui
convergent dans C1([0, 1]). Et soit (nk, Tk) = S(ρk, θk). On va démontrer que

(
nk, Tk

)
converge vers S(ρ, θ) quand k tend vers l’infini.

D’après (8.15), la famille
(
nk

)
k

est uniformément bornée dans C1([0, 1]).
D’après le théorème des acroissements finis, on a ∀x et y ∈ [0, 1] :

|nk(x)− nk(y)| ≤ |nk(z)||x− y|

pour tout k ∈ N avec z ∈]x, y[. Ce qui prouve que la famille
(
nk

)
k

est équicontinue.

D’après le théorème d’Arzela-Ascoli, il existe une sous-suite
(
nk

)
k

qui converge uni-
formément dans C1([0, 1]). Soit n cette limite.

De plus, d’après (8.17), la famille
(
Tk

)
k

est uniformément bornée dans C1([0, 1]).
D’après le théorème des acroissements finis, on a ∀x et y ∈ [0, 1] :

|Tk(x)− Tk(y)| ≤ |Tk(w)||x− y|

pour tout k ∈ N avec w ∈]x, y[. Ce qui prouve que la famille
(
Tk

)
k

est équicontinue.

D’après le théorème d’Arzela-Ascoli, il existe une sous-suite
(
Tk

)
k

qui converge uni-
formément dans C1([0, 1]). Soit T cette limite.
Ainsi

(nk, Tk) → (n, T ) dans C1([0, 1]).
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Il reste à démontrer que (n, T ) = S(ρ, θ). En écrivant l’équation (8.11) pour nk, on
obtient (

−∂nk
p (ρk, θk) +

J2

ρ2
k

)
(nk)x = −

(
−∂Tp (ρk, θk) .(θk)x + qρkE

)
, (8.20)

et comme ∂nk
p (ρk, θk) est continûment différentiable en (ρk, θk), alors

−∂nk
p (ρk, θk) +

J2

ρ2
k

→ −∂np (ρ, θ) +
J2

ρ2
quand k →∞,

et comme ∂Tp (ρk, θk) est continûment différentiable en (ρk, θk), et θk → θ dans
C1([0, 1]), alors on a :

−∂Tp (ρk, θk) .(θk)x + qρkE → −∂Tp (ρ, θ) .(θ)x + qρE quand k →∞.

Or nk → n dans C1([0, 1]), et on obtient après passage à la limite quand k →∞ dans
(8.20) : (

−∂np (ρ, θ) +
J2

ρ2

)
nx = −

(
−∂Tp (ρ, θ) .θx + qρE

)
.

De la même façon, en écrivant l’équation (8.13) pour Tk, et en faisant tendre k vers
l’infini, on obtient

5

2
Tx =

J2

ρ3
.nx + qE.

Ainsi, on aura (n, T ) = S(ρ, θ). D’où la continuité de S.

On prouve maintenant que S(B) est précompacte i.e. S(B) est compacte dans C0([0, 1])×
C1([0, 1]).

D’après (8.15) et (8.17), on a que n et T sont bornés pour la norme de C1([0, 1]). Or
l’injection C1([0, 1]) × C1([0, 1]) dans C0([0, 1]) × C1([0, 1]) est compacte. Ce qui prouve
la compacité de S(B).

D’après le théorème de Schauder, il existe (n, T,E) ∈ C0 ([0, 1])×C1 ([0, 1])×C2 ([0, 1])
solution du problème (8.1)-(8.4). 2
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