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Introduction genérale

Les systéemes biologiques offrent une grande variété degphémes dont la plupart sont encore de nos jours
méconnus et mal compris. Il existe de multiples raisonsa cel

La premiére est sans doute la multitude ; chaque pathololgégjue phénoméne biologique constitue un sujet
d’étude a lui tout seul, ce qui préserve encore pour longsdegpscientifiques du désoeuvrement.

La deuxieme est sans doute la grande complexité de la pldpaces phénoménes. Citons par exemple le
cas des cascades protéiniques, ou une méme protéine, MK NMui sera I'objet d’'une partie des travaux de
cette thése, peut avoir de multiples réles et ou un méme it avoir des causes multiples : par exemple le
franchissement de la transition G2/M et I'entrée en phaséoM,du cycle cellulaire des ovocytes de xéndpes
peuvent étre obtenus par la sur-expression de MEK (MAPK $@hau bien encore par stimulation distincte de
deux voies de signalisations différentes(voir [Rus09]).

La derniére que nous citerons est la raison essentielle gtivenla modélisation mathématique des phéno-
ménes biologiques. Il s’agit des difficultés techniques atémelles ; les limites de I'imagerie médicale : actuelle-
ment on ne peut déceler des tumeurs cancéreuses trop fegileasdre de quelques mincar elles sont invisibles
a I'imagerie. Nous ne pouvons pas non plus visualiser niegcgr les plus petites bronches d’'un poumon (en
pratique, seules les 10 premiéres générations sont \8abéds). D’autre part, I'expérimentation est parfois im-
possible : il est impossible par exemple d’introduire urtrunsent de mesure dans le poumon sans perturber le
bon fonctionnement de celui—ci et donc fausser la mesungai@es expérimentations ne sont jamais reproduc-
tibles dans les mémes conditions, pensons par exemple texctimiques pour des patients atteints de cancers ou
tout simplement interdites pour des raisons éthiquesaled expérimentations envisageables, sont parfois trés
difficiles a exécuter mémia vitro, par exemple les ovocytes de xénopes sont opaques, ce quirésndifficile
I'expérimentation et nécessite I'utilisation de marqueparticuliers. Leurs codts et les temps d’expérimentation
sont aussi des contraintes non négligeables. La modélisatathématique peut devenir alors un outil puissant
pour le biologiste : I'expérimentatioin silico, c’est—-a—dire dans I'ordinateur, reproductible a souétaiteu col-
teuse multiplie les possibilités et permet de mieux prépetrenvisager I'expérimentatian vitro, voirein vivo.

Cette thése illustre la diversité des problemes biologiquaur lesquels I'outil mathématique et la modélisa-
tion peuvent aider a mieux comprendre certains mécanismesthologies. En effet, les travaux rassemblés ici
touchent a quatre domaines tout a fait indépendants.

Une premiéere partie est dédiée a I'étude d’'une populatiométastases. Une métastase est la croissance d’'un
organisme pathogéne ou, dans notre cas ici, d'une cellolerle & distance du site initialement atteint. Les mé-
tastases font toute la gravité du cancer. En effet, I'eatign chirurgicale compléte d'un cancer ne permet pas
d’avoir la certitude qu'une métastase ne se découvrira asmbis ou des années plus tard. Il y a des métastases
gu’on ne peut pas voir a I'imagerie médicale, et qui donnelien a de nouvelles tumeurs : c’est la rechute. De
plus, de tels modeéles sont un outil intéressant en pharogieolafin de tester de nombreuses stratégies thérapeu-
tiques sans aucune incidence pour le patient. Cela estdigpius intéressant étant donné la toxicité des drogues
employées dans ce genre de traitement.

La deuxieme partie de ce travail est consacrée a I'étude@niotiélisation de la respiration. Comme nous
I'avons mentionné, I'étude de la respiration et du poumdrnrersdue difficile par la structure particuliére de cet
organe; les voies respiratoires et leur structure en aibh®tbmique confére au poumon une géométrie fractale :
les petites bronchioles aux extrémités de I'arbre ont diésdale I'ordre de).29 mm de diametre [WSFO05] rendant
impossible leur visualisation directe par imagerie. Despldd a la géométrie en chou—fleur, deux points trés

1Grenouille.
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Introduction générale

proches I'un de l'autre du point de vue de la distance ewalidé peuvent étre trés éloignés d’'un point de vue
distance parcourue dans l'arbre. Dans ce travail, nous sousnes intéressés en particulier a deux aspects : la
description et la simulation des flux d’'air dans le poumoraehbdélisation des échanges gazeux.

La troisieme partie concerne la modélisation d’'une caspaat€inique, c’est—a—dire une suite de réactions qui
entraine I'activation de certaines protéines ou la trassiom d’'un signal. Ces systémes sont trés complexes car
I'expression d’'une méme protéine peut avoir de multipléstefLa cascade MAPK chez les ovocytes de xénopes,
gue nous étudierons en particulier dans cette thése, peusétée par les biologistes et donc constitue un point
de départ intéressant pour I'étude de ce genre de cascattav@iépeut étre considéré comme une brique de base
pour la modélisation de systémes plus grands. A plus lomgetgles MAPK étant impliquées dans les mécanismes
de multiplication cellulaire, une meilleure compréhensile la cascade pourrait déboucher sur des thérapies pour
les pathologies affectant le cycle cellulaire, typiquetdes cancers.

Enfin, notre quatrieme partie concerne encore un autre phé&me biologique : il s’agit des phénoménes de
chimiotactisme. Le chimiotactisme est le phénoméne paeledes cellules ou de petits organismes dirigent leurs
mouvements en fonction de la concentration de certainéxesghimiques présentes dans le milieu. Le chimiotac-
tisme est omni—présent en biologie : trouver sa nourriturbien pour les phénomenes angiogénique, notamment
lors de la croissance tumorale. Le modele de Patlak—K&kgel qui va nous intéresser ici, concerne l'auto—
organisation, a savoir le signal chimique est émis par lgarosmes eux—mémes. De tels systémes font apparaitre
comme nous le verrons, des points d’agrégation.

Avant de rentrer plus dans les détails, notons qu’un poimiroan a tous les modeéles présentés dans ce manus-
crit sont leur simplicité que I'on mesure ici a I'aide du namlkle paramétres. En effet, nous sommes convaincus
que pour comprendre I'influence de chacun des paramétnes;aedoivent étre en nombre réduit. Cette volonté
de simplicité conduit & des choix de modélisation qui seettipertinents.

Apports du point de vue de la modélisation

Certains des thémes abordés reprennent des modeéles dégnes(iproposés par des biologistes ou physiciens,
et le travail effectué consiste essentiellement en I'aseigathématique et/ou numérique de ceux—ci. Pour d’autres,
le travail a été essentiellement un travail de modélisat@ati est en particulier le cas pour la modélisation des
échanges gazeux dans le poumon et la modélisation de ladegsczéinique MAPK.

L'hétérogénéité des échanges gazeux dans le poumon ajaitéédécrite par de nombreux auteurs [Pai73,
SFWO02, WSF05, HG5]. Des modeles ont été proposés, notamment des modébysirithes’ [FFS05a,
FFS05b, SFW02], mais ils ne concernent cependant que Iasidiffude I'oxygéne dans I'acintisloriginalité
de notre modéle est de considérer I'appareil respirat@rs gdon ensemble, modélisant ainsi a la fois la convec-
tion et la diffusion de I'oxygéne dans I'arbre bronchiqudiaat directement la force exercée par le diaphragme
lors de la respiration au volume d’oxygéne absorbé.

L'autre apport essentiel d’'un point de vue de la modéligatie cette thése concerne la modélisation de la
cascade protéinique MAPK, plus particulierement la praegpiag de front d’'onde pour cette cascade. Encore une
fois, de nombreux travaux ont déja été effectués sur ce [fj&04, Kho00, MNGNK09, RGBB09], mais une des
originalités de ce travail est la prise en compte des effeitiaux.

Apports mathématiques

Les applications & la biologie peuvent faire émerger de eaux problémes et questions mathématiques et ce
travail en est la confirmation.

L'équation obtenue pour la modélisation d’une populatienntétastases fait partie d’'une famille plus large
d’équations aux dérivées partielles décrivant une pojpmattructurée appelées équations de McKendrick—\Von
Foerster. L'étude de telles équations a été développéennamtat par MCHEL [MicO5] qui utilise comme outil la
notion d’entropie relative généralisée. Dans notre caanlulation de la vitesse apporte des difficultés supplémen-
taires, notamment pour montrer la compacité de I'opérat&apport de notre travail consiste essentiellement dans
le contournement de cette difficulté.

D’autre part, le modéle multi—échelle utilisé pour la dg#esn des flux d’air dans le poumon, conduit a
un systéme de Navier—Stokes muni de conditions aux bordipdis/es non classiques. L'inconvénient de telles

2Grappe d'alvéoles pulmonaires, lieu de I'échange gazeus iégmoumon
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conditions est qu’elles ne sont pas facilement impléméesadtans les logiciels éléments finis, tEleefem++
[HLHOP], a moins de rentrer en profondeur dans le code. Nopisgsons une méthode qui a I'avantage de palier
a cette difficulté. En effet, elle réduit le probleme a la fé8on de probléemes de Stokes avec conditions aux
bords de Dirichlet-Neumann classiques, qui peuvent quenx &tre trés facilement codés a I'aide de tout logiciel
éléments finis classique.

Enfin, concernant le systeme de Patlak—Keller-Segel, dastu qu'il existe un phénoméne de masse critique
au dela de laquelle il y a explosion en temps fini. Pour I'étlelee systeme, I'intérét de I'interprétation en termes
de flot gradient est démontrée [BCCO08]. Le schéma numéricpopé dans ce travail, fondé sur cette idée de flot
gradient permet de simuler, pour le cas 1D du moins, le systrant explosion. Nous étendons ce travail aux
temps aprés explosion d’'une part en donnant un cadre math@maour la description du systeme aprés explo-
sion, fondée sur les idées de mesure de défaut développ&oparubD [Pou02] et d'autre part, en étendant le
schéma numérique aux temps apres explosion a I'aide d'amitdme mettant en évidence des phénomeénes assez
fins.

Dans ce qui suit, nous résumons, théme par theme, les tésaptzortés par cette thése. Nous renvoyons a I'in-
troduction de chaque partie pour une description de chdmued dans son contexte biologique et mathématique.

1 Modélisation d’'une population de métastases

Le cancer est devenu ces derniéres années la premiere ausertdlité dans les pays occidentaux. Cette
partie du travail, en collaboration avesURINE LAFITTE et THIERRY GOUDON, concerne la modélisation d’'une
population de métastases. Ce modéle avait déja été proposégrA et al.en 2000 [IKS00] mais n'avait pas été
étudié mathématiquement dans les détails. Ainsi, notvaitreoncerne essentiellement I'étude mathématique et la
simulation numérique du systéme.

L'équation fournie par le modéle est une équation aux désiypartielles décrivant une population structurée, en
taille ici. Elle est complétée par une condition au bord rmmale. Ce systéme fait partie de la famille des équations
de type McKendrick—\Von Foerster, qui ont été étudiées notant par MCHEL [Mic05], en introduisant la notion
d’entropie relative généralisée. Nous adapterons cettbadé a notre modele. Dans notre cas, une difficulté est
apportée par I'annulation de la vitesse en un certain point.

D’un point de vue numérique, nous menons une étude soigonafrtant I'étude théorique et pouvant servir
de marche—pied pour traiter des modeéles plus complexes Wotons que la solution étant trés raide notamment
proche du bord: = 1, une méthode d’'ordre élevée est utile ; nous utiliserons déoschéma WENO (Weighted
Essentially Non—Oscillatory).

Soulignons que des études similaires ont été effectuéel®paipe de BARBOLOSI, BENABDALLAH, HU-
BERT, VERGA et BENZEKRY, cependant les outils utilisés sont différents tant sulde de I'analyse mathématique
que sur celui de la simulation numérique.

1.1 Le modéle

Nous considérons une population de métastases. Chacumeétiestases est caractérisée par sa taille notée
x > 1, qui est a comprendre comme le nombre de cellule qui la ¢aestilous nous intéressons au comportement
de la distribution en taille de cette populatip(t, x), ou

fv p(t, x) dx

donne le nombre de tumeurs dont la taille est comprise ardgte a I'instantt. La dynamique est dirigée par deux
phénomeénes :

* une tumeur de taille croit a la vitessev(x) > 0;

* une tumeur émet des cellules cancéreuse augayx> 1.
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Le systeme obtenu est le suivant :
dip + dx(wp) =0, (1a)
wpt )= [ pptt 1) dy + Bl 0) (1b)

La deuxieme équation (7), correspond a I'ensemble des tiautaille 1 (cellules) produites a chaque instant.
On distingue celles émises par la tumeur primgipe,(t)), ol x, est la taille de la tumeur primaire solution de
'EDO : 4

axp(t) = w(xp(t))/ xp(o) =1,

et celles émises par toutes les autres tumeurs, données fgamle intégral. Le probléme est complété par une
condition initiale ; nous supposons qu’initialement il ryas de métastase, ainsi

p|t=0 =0.
Les hypothéses que nous imposons sur les fonctiogis3 sont les suivantes :
w e CH(R),
lew(x) = w(y)l < Lix = yl, 2
w(x) > 0 pour toutx € [1, 5[, w(b) =0,
et
B € L=([1,b]), B(x) > Osur[1,b]. 3
Le parametré représente la taille maximale des tumeurs. La particélali ce systéme est que la fonction
s’annule erb et en particulier
b
dx
— =00, 4
I @

En comparaison aux équations de McKendrick—Von Foerstetygiquementv = 1, cette singularité induit des
difficultés mathématiques.
En pratique, nous choisissons powte taux de Gompertz

w(x) = axIn(b/x), (5)

et pour
Bx) = mx®. (6)

Nous verrons que I'essentiel de I'information sur la craigse de la population est concentrée dans la valeur
d’'un paramétre positil, caractérisant la croissance de la population et appeléléd@aontexte de dynamique des
population taux Malthusien. En effet, on montre que

p(t, x) ~ Ce™N(x),

lorsquet tend vers linfini. Nous verrons qué, et N sont les éléments propres du systeme. La résolution de
ce probleme aux valeurs propres se fait habituellementikgant le théoréme de Krein—Rutman, équivalent du
théoréme de Perron—Frobenius en dimension infinie. Cepéndasingularité de la fonctiow rend difficile la
preuve directe de la compacité de I'opérateur nécessaapmitation du théoréme de Krein—Rutman. La difficulté
est contournée par I'utilisation d’'un changement de végiabtucieux qui simplifie grandement la question. Enfin,
le comportement asymptotique est déterminé par I'utibsade la méthode d’entropie.

D’un point de vue numérique, nous avons di tenir compte dr dentraintes :

* nhous voulons simuler le systéme en temps grand afin de castgmiptotique, ce qui réclame une attention
particuliére vis—a—vis du schéma numérique choisi;

* le domaine de calcul est trés grard=( 10'"), ce qui rend impossible I'utilisation de maillage trés fins

Nous allons a présent énoncer les principaux résultatmosigour ce modele, tant sur le plan de 'analyse mathé-
matique que sur celui du numérique.
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1.2 Analyse mathématique

Nous montrons que, sous les hypothéses (2)—(3), il y a existet unicité d’'une solution mesure au pro-
bléme (1) (Théoréme 1.2.3). Le cadre mathématique étacispré la Définition 1.2.2.
L'étude mathématique effectuée ensuite se concentre uoléme ol nous enlevons le terme source en
Bxp(D)) :
dip + dx(wp) =0,

b
wplt, 1) = fl B, dy), @)

p|t=0 = fo,
Ce probleme est équivalent au précédent ; en effet, nousgerss que sp est solution du probléme original (1),
alorsf = p + 0(x = x,(t)) est solution de (7) avefy = 6(x = 1). Ainsi les deux problemes sont équivalents.
Nous étudions ensuite le comportement asymptotique dellé@a L'outil utilisé est celui développé par
MICHEL [Mic05], a savoir la notion d’entropie relative génératisé€ne étape préliminaire a cette méthode est
I'étude du probléme aux vecteurs propres associé au syskésae cherchonély, N, @) vérifiant

2 (Nw() + AN =0, @)
b

WHN(L) = f BOIN() dy, (8b)
1

—w(x)aa—xtb(x) + AoD(x) = D(1)B(x), (8c)

b b
dx = dx =1. d
A0>0, N20, &0, flz\@x 1, lex 1 8d)

Ce systeme admet une unique solution. En effet, nous mantron
Théoréme 0.1.111 existe un unique triplefiy > 0 et(N, ®) € L'([1,b]) x L*([1, b]) vérifiant (8a)-(8d).

Ce genre de théoreme est classiquement démontré en utigsémeoreme de Krein—Rutman, version de
Perron—Frobenius pour la dimension infinie. Cependantlica la singularité de la fonctian (voir(4)), la compa-
cité de I'opérateur ne peut étre obtenue facilement. La otetique nous employons est fondée sur un changement
de variable, permettant de montrer directement I'exigtezid’unicité du triplet.

Une fois I'existence d’un tel triplet d’éléments propresestue, le théoréme suivant montrant la décroissance
de I'entropie, permet de donner des bornes pour la solutois diverses normes et enfin de donner le comporte-
ment asymptotique de la solution.

Théoreme 0.1.2Soit(N, Ao, @) le triplet solution du probleméBa)-(8d), alors pour toutp(0, -) > 0 et toutp(t, -)
solution de(7) avec condition initialey(0, -) € L*® ([1, bl, %)
1. nous avons la loi de conservation

b b
f D(x)p(t, x)e "' dx = f D(x)p(0, x) dx,
1 1

2. et pour toute fonction convexg I'entropie relative généralisée définie par

d b p(t/x)e_/mt .

a ' (I)(x)N(X)H(W) dx := —DH/
avec

Dy = w(l)N(l)q)(bl) . b A
p(t, x)e~ ot pt, x)e !

x [H(f1 No dy(x)) _fl H(W) dy(x)],

ou d (x) — M dx
Y= N &

négatif.
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Nous obtenons alors le théoréme suivant décrivant le cdempent en temps long de la solution :

Théoréme 0.1.3Pour toutp(0,-) > 0 tel quepN(i(f;) € L™ N L*([0, b], N® dx) et pour toutp(t, ) solution de(7)
avec condition initialep(0, -) nous avons la convergence suivante

P(’/ t)e_AOt b
N—(~) H—w> 1 D(x)p(0, x) dx,

dansL*® N L2([0, b], N® dx) lorsquet tend vers I'infini.

La preuve de ce théoréme s’appuie sur les propriétés deisigamnoe de I'entropie données par le théoreme
précédent. Cependant, une attention particuliere datdnnée aux passage a la limite. Nous complétons ce
résultat en précisant la vitesse de convergence (Théoretig sous quelques hypothéses supplémentaires (voir
page 43 pour plus de détails), verifiees dans le cas paeiiaigis choix effectués pour les fonctiang5) etp (6).

1.3 Simulations numériques

Comme mentionné précédemment, plusieurs contraintesagmeindre en compte dans I'étude numérique du
systeme (1) :
* sans une discrétisation fine du domaine, ce qui n’est pasageable icii{ = 7.3-10'°), la solution calculée
de fagon naive explose rapidement;

* dans le méme ordre d’idée, la condition au bord peut égaledexenir trés grande, comparée a la valeur
moyenne de la solution sur le reste du domaine;;

* enfin, nous voulons observer 'asymptotique de la solutmour cela nous avons besoin d'effectuer des
calculs en temps long.

Notre stratégie est la suivante,
i) nous posons le changement de variable

b
y—ln;,

et de fonction
o(y, 1) = be™Vu(y, b).

Ces changements permettent de réduire le domaine de daleugn gardant la structure de I'équation (loi
de conservation). De plus, la grille obtenue est raffinéehprau bordx = 1 (voir Figure 1.1), la ou la
solution est la plus raide, permettant ainsi de captureriawxat’influence de la condition au bord ;

i) nous utilisons un schéma d’ordre élevé, WENO-5. Ce choix sssrgiellement motivé par la différence
d’échelle entre la condition au bord et la solution aux tepgiss.

La résolution numérique permet de retrouver le comportémsmptotique de la solution, notamment le taux
Malthusien (voir Figure 1.3).

Cette étude est enfin complétée par I'étude d’'un modéleatissisocié au modeéle continu présenté et par le
calcul explicite d’une solution du probleme (1) par tramsfée de Laplace.

Ce modele ainsi posé est trés simple et décrit une populdéanétastases non—traitée. Le choix du taux de
Gompertz pour la fonctiow est sujet & controverses, et il y a sans doute encore desntreeamodélisation a
réaliser afin d’améliorer ce choix. Ensuite, I'intérét diehmodéele est de pouvoir intégrer des stratégies thérapeu-
tiques telles que par exemple des traitements anti—angmge qui modifieraient les fonctions de croissancet
d’émissiong. Des travaux dans ce sens sont en cours au sein de I'équiseilse de BRBOLOSI et al.[Ben).

2 Modélisation de la respiration
Notre travail concernant la modélisation de la respiraéidait I'objet d’'une étroite collaboration avec I'EPI

Reo de I'INRIA Rocquencourt. Ce travail comporte deux partiéidentes : la premiére concerne la simulation
du flux d’air dans I'arbre bronchique et la seconde la mod#bs des échanges gazeux.
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2.1 Simulation du flux d’air dans les poumons

Ce travail est le fruit d’'une collaboration aveEGNE GRANDMONT, BERENICE GREC, BERTRAND MAURY
et DRISS YAKOUBI. Le modéle utilisé dans cette partie a déja été décrit da@V®], et le travail effectué
consiste essentiellement en la mise en place d’'une méthaodérigue.

Le modeéle

L'appareil respiratoire a une géométrie complexe : pour alout direct, c’est un arbre dichotomique com-
posé d’en moyenne 23 générations qui devrait étre maillge@#ant ceci est infaisable numériqguement. De plus,
jusqu’a présent, les bronches distales situées a parta deuvieme génération ne sont pas visualisables, ni seg-
mentables par le matériel médical d'imagerie usuel. Afinichelker les flux d’air dans ces parties de poumon, nous
avons donc besoin de modeles mathématiques simples, rabssa®.

Le modéle que nous utilisons répond a ces critéres. |l digérrois parties dans le poumon :

e |a partie proximale (générations 0 a 7-9), ol nous suppapomses équations de Navier—Stokes sont véri-
fiées;
e |a partie distale (générations 8-10 a 17), ou nous suppapana loi de Poiseuille est vérifiee, et donc ou

chaque sous—arbre peut étre représenté par un tube dosistaméer; est équivalente a celle du sous—arbre
correspondant.

e les acini nichés dans le parenchyme pulmonaire. Nous désrie mouvement de celui—ci par un simple
modele mécanique 0D.

o

-
-

1
)

L
FIG. 1: Modéle multi—échelle

La Figure 1 illustre de maniére synthétique la décompasitinlti—€chelle considérée. Ce modéle aboutit au
systeme couplé suivant :

pg—?+p(u~V)u—T]Au+Vp = 0, sur(0, T) xQ,
V-u = 0, sur(0, T)xQ,
u = 0, sur(0,T) x Ty,
nVu-n-pn = -Pn, sur(0,T) x Ty,
nVu-n—-pn = —Pﬂn—R,-(fu'n)n, sur(0,T)yxI;,i=1, ..., N,
T

mi + (RS* + )X +kx = fuq + SP,,
N

Sx = fu~n:—fu'n.
i_Zl F,‘ r[)
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Les inconnues sont la vitesse et la pression du fluidet,p ainsi que la pression alvéolaifg et le déplacement
du diaphragmer. La force f.,; désigne les efforts exercés pour déplacer le diaphragnepeisente le "moteur”
de la respiration. Ce systéme doit étre complété par destmorglinitiales adaptées

(u/ X, x)|t=0 = (uOI Xo, xl)/ avec

V-uy=0, ug=0surly, eth1=—fu0'n.
Ty

Une particularité de ce systéme est que toutes les sdfties i < N sont couplées (a travers le modele 0D). De
plus, les conditions aux limites sur les frontiéres argfieisI’; sont non standards puisqu’elles font intervenir les
flux des vitesses fluides.

L'étude d’existence de solutions de ce probléme a déja atséé notamment dans [BGMO09]. Dans ce travail,
les auteurs proposent également une méthode numérique fiséne discrétisation éléments finis du systeme
qui implique, en particulier, la modification du produit me¢—vecteur associé au probléme discrétisé, et ce afin
de prendre en compte les conditions aux limites non stasd@ela nécessite d'intervenir en profondeur dans le
code éléments finis utilisé. Nous avons donc voulu nousraffria de cette contrainte. L'originalité de notre travail
consiste en la décomposition du probléme en plusieurs gmus de Stokes avec conditions aux bords mixtes
standards Dirichlet-Neumann ne nécessitant ainsi pas déication du code pré—existant.

Méthode numérique

Aprés une discrétisation en temps du probléeme couplé etétiisant la dérivée totale en temps de la vitesse
du fluide par la méthode des caractéristiques, nous obtamosgsteme de Stokes muni de conditions aux bords
non—standards mettant en jeu les flux d’air aux interfacesa@e nous I'avons mentionné la difficulté consiste
alors a traiter ces conditions dissipatives a I'aide d'ugid| éléments finis par exempgeefem++ [HLHOP].

La stratégie est d’écrire la solution comme combinaisoédire des solutions élémentaires pré—calculées et d'un
terme correctif correspondant a la partie non-statioerdurprobléme. Chacune de ces quantités est solution d’'un
probléme de Stokes avec des conditions aux bords mixtedastis1Dirichlet—Neumann, que I'on peut résoudre
facilement & 'aide de tout logiciel éléments finis. Les fioafnts de la combinaison linéaire sont ensuite calculés
de facon a ce que les conditions aux bords dissipativestsgiefiées. Nous renvoyons aux pages 99 et suivantes,
pour une description plus détaillée de la méthode.

Cette méthode est ensuite complétée par une méthode detmojgCho68, Cho69] pour la discrétisation en
temps des équations de Stokes, permettant d’accélérealéedc

Les simulations numériques 2D réalisées permettent dauradr les courbes débit—volume que les médecins
sont habitués a lire (voir Figure 3.11) ; nous retrouvondaitale comportement qualitatif, les courbes ont la méme
allure, et les bons ordres de grandeur. Enfin, nous réalmosiste une étude numérique approfondie du modele,
afin de déterminer l'influence de chacun des parameétresjagsachaque fois de retrouver les caractéristiques de
certaines pathologies pulmonaires. Nous terminons paretajuelques résultats 3D.

2.2 Modélisation des échanges gazeux

Ce travail est entierement un travail de modélisation.tlleefuit d’'une collaboration avecEBASTIEN MAR-
TIN et BERTRAND MAURY.

La géométrie particuliére du poumon a pour conséquencetfbgenéité des échanges gazeux. En particulier,
on observe I'importance de la géométrie lors du passage gimeéde respiration au repos a celui de I'effort.
Grossierement, si on regarde les volumes d’oxygéne alsarbéepos et a I'exercice, nous gagnons un faceur
(voit Table 5.4). Un facteus est gagné par I'augmentation du rythme cardiaque (plussiméent, c’'est ce que
nous appellerons le ratio ventilation/perfusion qui augt@evoir page 138). Il nous manque donc un factur
L'objectif de ce travail est de justifier que ce fact8yseut étre obtenu grace a la mécanique et a la géométrie.

Deux phénomenes principaux sont a prendre en compte :

e du fait de la géométrie, la vitesse du fluide décroit le lonfiadbre bronchique et passe au bout d’un certain
temps en—dessous de la vitesse de diffusion de I'oxygérseldanCette transition a lieu approximativement
a l'entrée des acinis, mais cela dépend fortement du régileeh on se place ;
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e tandis que 'oxygéne diffuse le long de I'arbre, il est petea pbsorbé par les alvéoles disposés le long de
son parcours dans les voies aériennes, ce qui a pour comséqieppauvrissement de l'air en oxygene.
C’est ce que nous appelons les effets d’écrantage.

La validation de notre modéle repose sur deux criteres :

e quantitativement, nous voulons retrouver les volumesytjéxe absorbé moyens par unité de temps a I'ef-
fort et au repos donnés dans la littérature de physiologie Table 5.4) ;

e nous voulons observer les effets d’écrantage au repos :air gsaliexercice I'ensemble de la surface est
disponible et donc I'oxygéne est principalement absorbégsaderniéres générations, tandis qu’au repos, la
surface est minorée et I'oxygéne est absorbé plutot paélesrgtions 15 a 18 [WSFO05].

Essentiellement, quatre parametres entrent en ligne dptegoour le calcul des flux d’'oxygene a travers la
membrane pulmonaire :

1. la différence des pressions partielles en oxygéne deuehamé de la membrane, a savoir entre I'alvéole et
le sang pulmonaire ;

2. la surface alvéolaire disponible;

3. la perméabilité de la membrane, qui est une constanteagactérise la facilité de I'oxygene a traverser la
membrane ;

4. le ratio ventilation/perfusion.

Pour construire notre modéle, nous reprenons le modélemggeadéja utilisé pour la modélisation du mou-
vement du parenchyme et nous le couplons a un modéle 1D moeygeéne. Le poumon est alors représenté par
un cylindre de rayon variable représentant les bronches Figure 4.1) connecté a un réservoir représentant les
alvéoles. Ce réservoir est lui méme séparé du sang par unbnaegporeuse (voir Figure 4.2). Nous obtenons le
systeme d’équations suivant :

x=1u, (9a)
u—lf —RO—S2+ u—kx (9b)
ST (T esyvy ’
disp + Ae(spu’) = —0ys,, (9c)
Ii(spcp) + Ae(spcptt’) + Ae(—Do,spdech) = —sal > 02 ¢y, cal — W(C) (cp — ca), (9d)
&t(saca) =-b pPv/p fa (POCa - Psang) + ath[fC 207 Cb, Ca] + W(f) (Cb - Ctl)' (ge)

Les deux premiéres équations correspondent & la partienméea x désigne le déplacement du parenchyme,
u sa vitessef,y; est la force musculaire qui dirige la respiratiom.est la masse déplacég, la résistance des
bronchesy la résistance des tissuskela constante de raideur du ressércorrespond & la surface de la partie
mobile. Le rapport
1
1+0Sx/VY’

modélise I'activité du muscle lisse (voir Section 2.4.1g@&5, pour plus de détails). L'équation (9c), traduit la
conservation du volume d’airs; désigne la section bronchique sgtla section équivalente alvéolaire, de sorte
ques,(£) d¢ donne le volume alvéolaire compris enfret £ + d¢, la vitesse du fluide est notéé. L'équation
(9d) correspond au bilan de masse pour I'oxygene écrit pEaibtonches, tandis que la derniere équation (9e)
correspond au bilan de masse écrit pour les alvéolesesp.c,) désigne la concentration en oxygéene dans les
alvéoles (resp. dans les bronches). Dans le membre de gde¢Bd), nous reconnaissons les termes de transport
a la vitesse du fluide et de diffusion de I'oxygéne.

Le terme commun aux équations (9d) et (9¢e) ;

9tSa[% =072 ¢cp, ca] + W(O) (cp — ¢a),
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correspond aux termes d’échange entre bronche et alvéoterrhed;s,[x > 0 ? ¢, ¢;] est un terme convectif
correspondant au volume d’oxygene entrant dans I'alvébkeld dépression causée par la déformation mécanique
de l'alvéole (a I'inspiration) ou sortant de l'alvéole diadurpression causée cette fois par la compression de
I'alvéole (a I'expiration). Le terméV(¢) (c, — ¢,) est un terme de diffusion dans la direction ‘orthogonaletesn
I'alvéole et la bronche.

Le terme de perte dans la troisiéme équation, Equation (9e),

-b Pv/p €, (Poc, — Psang)/

correspond a la quantité d’oxygene absorbée qui passe elaand aveé la perméabilité py,p le ratio ventila-
tion/perfusion; la densité de surface alvéolaire(Bc, — Psq) la différence de pressions partielles en oxygene
entre l'alvéole et le sang.

Nous réalisons ensuite des simulations numériques de t&ansy£n prenant garde a la diffusion numérique.
En effet, la valeur du coefficient de diffusion de I'oxygérend I'air est trés petif)o, = 0.2-10*m?.s7}, et il faut
prendre garde a ce que le coefficient de diffusion numérigusoit pas supérieur a cette valeur. Ceci est d'autant
plus important que nous cherchons a observer des phénompeénekesquels la diffusion de I'oxygéne a un role
primordial.

3 Modélisation d’'une cascade protéinique

Ce travail, fruit d'une collaboration avecArF BLosseYyde I'IRI d’une part et RULINE LAFITTE et THIERRY
GouDON d’autre part, propose un modeéle pour décrire la voie de Bgiemn MAPK pour les ovocytes de xé-
nopes. L'originalité de ce travail réside dans le modelepsé pour lequel I'analyse mathématique, bien qu’elle
repose sur des outils bien connus, permet d’exhiber desatempents remarquables et parfois inattendus.

La cascade MAPK est constituée de multiples réactions dggdtuoylation (voir Figure 6.4 pour une représen-
tation schématique). La cinétique de toutes ces équatiétemmpas la méme, nous nous placons a I'équilibre pour
les réactions rapides. Cette hypothese, classique pochilesstes, permet de simplifier grandement le probléme.
Toute la cinétique de la réaction est alors dirigée par laeoimation en Mos, qui est la protéine a I'entrée de
la cascade. De plus, nous supposons que la diffusion deSipgstimpliquées ne fait pas intervenir de structure
particuliere telle le squelette cytoplasmique.

Apres adimensionnement, le systeme obtenu est le suivant :

oim — oy = zo(m) —m  sur R* x[0,L],

m(0, x) = mp(x) sur [0,L],
m(t,0) = (t) sur IRY,
ou \
am
O T (0

correspond au terme de réaction. Remarquons, que sousfamtie, toute I'information est contenue dans le
parameétrex. Un autre parametre important d’'un point de vue biologigstd’exposant de Hill. Biologiquement,

il est lié & la notion d’ultrasensitivité de la cascade ; daaint de vue mathématique, il correspond au degré des
polyndmes au numérateur et au dénominateur du terme néaiknde réaction (10).

L'étude mathématique de ces systemes est bien connue giuis imgtemps [AW75]. Elle montre I'existence
d’'un front d’'onde et d’une vitesse asymptotique associédrant d’'onde n’apparait que si la condition au bord
et/ou la condition initiale apportent assez de masse a@rsgstOn observe un phénoméne de seuil. Cependant,
'analyse mathématique ne permet pas d’expliciter ce g@wilne condition nécessaire et suffisante ; nous obte-
nons uniqguement des conditions suffisantes (Théoreme)66l4.12,6.4.13, 6.4.14). De plus, dans notre cas, il
n’existe pas de formule explicite pour la vitesse asymgtmti

Nous complétons donc I'étude mathématique par une étudénmune. Nous illustrons ce phénomene de seuil
et nous calculons numériquement la vitesse asymptotigofn Bous étudions numériqguement l'influence des
paramétres sur le systéme a savoat I'exposant de Hill. Il s’avere que les résultats obterarg en contradiction
avec lintuition du biologiste.
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4 Modele de Patlak—Keller-Segel 1D

Cette derniere partie concerne la description et la sinanalu systéme de Patlak—Keller-Segel 1D aux temps
apres explosion. Elle a fait I'objet d’'une collaboratioaWINCENT CALVEZ et JOSE-ANTONIO CARRILLO. Le
phénomene biologique dont il est question ici est le chiagtéme. Plus particulierement le systéme de Patlak—
Keller—Segel concerne I'auto—organisation : nous comsit®une population de cellules qui produit elle-méme le
signal chimique qui les attire.

Le systeme étudié est le suivant :

g—’z = An—-V-(ynVe), t>0,xe QCRY,
(11)
c = —ilo |z| * n
T Tan %% !

pourd = 1. Cette formulation, due aALVEZ, PERTHAME et SHARIFI TABAR [CPSt], n'a aucune signification
physique en dehors de la dimensiér= 2, ou le noyau logarithmique correspond a la formulation @&éadu
noyau de Poisson de la solution du Laplacien. Cependansysésmes posés dans les différentes dimensions, ont
I'avantage de partager de nombreuses propriétés (éniingierhasse critique...). Numériquement, il est inténeissa
d’avoir une version unidimensionnelle du systeme de Palleker—Segel : les calculs 1D étant beaucoup moins
colteux, il est vraiment possible de réaliser des étudegnqguoes fines du modéle.

Comme mentionné précédemment, pour ce systeme posé enstbmén= 1 nous avons un phénomene de
masse critique : 9Vl la masse totale du systéme a l'instant initial vérifid > 27 il y a explosion en temps fini, et
des masses de Dirac apparaissent. L'objectif de ce trastdibet d’abord de décrire mathématiquement le systeme
apres explosion puis de le simuler numériquement.

4.1 Etude mathématique du systeme aprés explosion

La description du systeme apres explosion que nous propdadnappel a la notion de mesure de défaut
introduite par BUPAUD [Pou02]. Une étude similaire a été réalisée paBEAULT et SCHMEISER[DS09] pour
le cas de la dimensiof = 2. Dans notre cas, la convolution avec le noyau logarithmingieorrespond plus a
la solution fondamentale du Laplacien et le gradient de tecentration est donné par I'opposé de la transformée
de Hilbert. Cette perte de régularité apporte des diffisuttiépplémentaires, cependant nous obtenons que sous
certaines hypothéses le systéeme peut étre décrit ainss;supposons

p=p+p
ou p correspond a la partie réguliéregeest une somme de masses de Dirac,

Pt x) = ) Mo(B)d(t, %)

lel

aveco,(t, x) = 6(x — x¢(t)). x, correspond donc a la trajectoire de’fanasse de Dirac dont la masse &kt Nous
obtenons alors :

— — — _ M
27+ 207 %5l P - Y Lo [

teL

Me=(EMe+1)( 2500 - 95 0,37)),

tr = xSl ploe) - 2 Y M

7
Xt — Xm

)—Ap:o,

X — Xy

ou Sy[p] correspond a la convolée geavec le noyau logarithmique.
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4.2 Etude numérique

Nous simulons ensuite ce systéme numériqguement. Le schéapasg prolonge celui detBNCHET et al.
[BCCO08] aux temps apres explosion. Ce schéma, fondé sterfirétation d’GTo de I'équation en termes de
flot gradient pour la métrigue de Wasserstein, peut s'ééitdement sur l'inverse de la fonction de répartition
de notre densité de cellules. Pour cette fonction, un péamcdmulation de la densité correspond & un plateau.
Pour étendre ce schéma aux temps apres explosion, noussdapplateaux et les considérons comme masses de
Dirac, nous recollons les deux branches restantes afinalaref la partie continue, et nous gérons numériquement
les interactions entre partie continue et masses de Ditaitla He la description mathématique du systéme obtenue
précédemment. La difficulté réside dans la méthode de dégeuiCe choix fait appel a une réflexion assez fine
sur le systeme.

5 Plan de lathése

Comme nous I'avons dit ce travail est composé de quatreegdsien distinctes et tout a fait indépendantes tant
sur le plan des thématiques biologiques évoquées, que plarienathématique. La lecture des différentes parties
peut donc se faire totalement indépendemment les unes ttes.dLe lecteur trouvera en début de chaque partie
une introduction au contexte biologique et mathématiquérakail correspondant, ainsi qu’en fin de partie, les
perspectives et travaux futurs envisageés.
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Chapitre 1

Un modele décrivant la croissance et la
distribution en taille d’'une population de
métastases

Le cancer est parmi les causes de mortalité les plus fréegielains les pays occidentaux.
Une large part de la recherche médicale est donc logiqueméeiide a I'étude de cette ma-
ladie et la modélisation mathématique doit étre considéoéame un outil supplémentaire
au service des médecins et biologistes pour mieux comprdesimécanismes du cancer et
déterminer les traitements les mieux adaptés. Dans célfifawe d’une collaboration avec
THIERRY GOUDON et RULINE LAFITTE, nous nous intéressons a un modele déja pro-
posé en 2000, pamATA et al. [IKS00] qui décrit I'évolution d’une population de tumeurs
métastatiques non—traitée. Nous donnons une analyse metifjge du modéle qui nous
ammeéne a la détermination d’un taux Malthusien caractérisacroissance exponentielle
de la population. Nous réalisons également une analyseriguaédu systéeme aux déri-
vées partielles issu du modele. Larticle est paru dansrBisand Continuous Dynamical
Systems Series B sous le tittemodel describing the growth and the size distribution of
multiple metastatic tumor§DGL09]

1.1 Introduction

In this paper we are concerned with a mathematical modetitdesgthe growth of tumors. The model has the form
of a PDE which looks like a conservation law, endowed with artsary condition of non local type. Precisely,
tumors are characterized by their size 1 and we are concerned with the behavior of the size distaohutit, x):

f p(t, x)dx

gives the number of tumors with size ranging in the donjajr] at timet > 0. The dynamics are governed by the
combination of two phenomena:

- a tumor of sizex grows with a ratev(x) > 0,

- the growing tumor also emits new malignant cells with a &g > 0.

We further do not consider any treatment. Then, we are leldetdallowing equation

2ip + Ox(wp) = 0, (L1)
w(D)p(t, 1) = f1 B y) dy + Blxy(1). (1.2)
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In (1.2), the last term accounts for the contribution of thienary tumor whose evolution follows the ODE

d
ax,,(t) = w(xy(t)), x,(0) = 1. (1.3)
The problem is completed by assuming that initially thenedsnetastatic tumor
Pi=0 = 0. 1.4)

The problem (1.1)-(1.4) appears exactly in that way in [IREO0The model is intended to describe the earlier
stages of the disease when the number of metastases remrapedw measurement capabilities. Therefore the
crucial point is to be able to characterize the large timergtgtics of the size distribution: we shall see that the
main information is embodied into a positive parametet, withbe denoted\, characterizing the speed of spread

of the cancer at this stage. In fact we show that

p(t, x) ~ C e N(x),

ast tends to infinity. Having a sharp estimate of this parametkich depends on the functiomsandp, is there-
fore particularly important to prevent tumour invasion dadlevise successful treatment strategies. In addition
to the introduction of the model, in [IKS00], the solutionggicted by (1.1)-(1.4) are compared with size distri-
butions successively measured by computed tomographyeisnafca patient with hepatocellular carcinoma (liver
cancer), showing the ability of the model to predict the tesrinvasion.

System (1.1)-(1.4) belongs to the family of the so—calledK®Btedrick-Von Foerster equations. Here, the as-
sumptions on the coefficients are the following:

w e CY(R),
lw(x) — w(y)l < Lix —yl, (1.5)
w(x) > 0 foranyx € [1,b], w(b) =0,

and for the emission rate we have
B € L=([1,b]), B(x) > 0on[1,b] (1.6)

The parametet < b < oo represents the maximal size of a tumor: intuitively the éarthe tumor, the more
difficult it is to grow. In particular, the growth rate vanishes at size. As a consequence we note that

bdx
fl M = oo. .7

Compared to classical McKendrick-Von Foerster models, retigpically w = 1, this singularity induces non
trivial difficulties in the mathematical analysis.
A typical model is given by the Gompertzian law

w(x) = ax In(b/x), (1.8)
for somes > 0 and then (1.3) can be integrated as follow:
x,(1) = b (1.9)

The Gompertz law (1825) is an empirical one, but there exidbgical models of the tumor growth which ex-
plain characteristic Gompertz-type growth curves. See§ENcW89, GW90, KB03]. They are two-compartment
models: they distinguish the proliferating cells and théegoent ones. The behavior of these two types of cells
and so the inter-compartment transition rate functiongedep on the tumor size. In [GW89], it is shown that in
the case of a tumor forming a necrotic center the model piethat the tumor grows monotonically to its ultimate
size according to a typical S-shaped Gompertz’ curve. Welldhepecify that in those models the cells death is
already taken in account.

The expression of the emission rgtelepends on the distribution of blood to the tumors: currendets are
B(x) = mx*. When the tumor is vascular superficially, that is the bloosisets distribute on its surface,is

30



1.2. Analysis of the PDE

assigned t@/3 because the surface area of the tumor is proportionel/fo On the other hand, when the blood

vessel distribution is homogeneous in the tumaas assigned td. In this paperg is dealt with as a parameter and

for numerical simulations we adopt farthe value obtained in [IKS00] by comparison to clinical data= 0.663).
The mathematical questions we address here can be sumdhasifellows:

e the definition of the parametédr, > 0, which in the population dynamics context would be intetgaeas

a Malthusian rate, relies on the resolution of an eigenvaloblem, associated to Equations (1.1)-(1.2).
Usually exhibiting a solution to this problem combines tlesifivity and compactness properties of the
underlying operator, through an application of the KreimsRan theorem [Per07]. However, the fact that
w vanishes at some point introduces some singularity (see(®.g)), and leads to technical difficulties in

applying such a method. Hence, we shall use a more direcbagiprthanks to a tricky change of unknowns
which simplifies the question. We obtain then the asymptmitavior of the solution by an entropy method,
see [MMPO04].

e the numerical simulation of the problem also presents someedsting difficulties since

- the crucial question relies on a sharp evaluation of thengsgtic trend for large times and it thus requires
some care in the numerical scheme we use;

- the problem involves physical parameters ranging in amegptially wide domain: in particular the typical
value ofb is very large (0'!) which makes the use of reasonably refined meshes non afferda

The paper is organized as follows. At first, we discuss soropasties of the PDE (1.1)-(1.4). In particular,
we establish the well-posedness of the problem under releanditions. We also show that the problem can
be reinterpreted as a standard initial boundary value proplwithout source term in the boundary condition.
Secondly, we detail the corresponding eigenvalue problémturn, we discuss the large time asymptotics by
using entropy methods, as presented in [Mic05] and invatgithe convergence rate. Finally, we describe how the
problem can be handled numerically, so that we can compamneimerics the solution with the expected profile. It
is worth mentioning that a similar program is addressed Br#0oLOSI, BENABDALLAH , HUBERT and VERGA
[BBHV09] who use a completely different mathematical ta{pboth on the theoretical level where their proofs
rely on semi-group arguments which yield very sharp resuitson the numerical level since they use a different
scheme based on characteristics (see also [ALM99]). Wemdgpendix with a discrete approach of the problem
and show that (1.1)-(1.4) can be derived from a semi-disgeiblem.

1.2 Analysis of the PDE

1.2.1 Existence and uniqueness of a solution

Let us start by considering the evolution problem

Of + dx(wf) =0,
{ ot (1.10)

wherew fulfills (1.5). Sincew has a positive value at = 1, the problem (1.10) should be augmented with an
incoming boundary condition

@WF)(t 1) = k(t) > 0. (1.11)

We aim at solving the initial-boundary-value problem (2-{D.11).
To this end, we introduce the characteristics associated tioat is the solutions of the autonomous ODE:

%X(t, x) = w(X(t,x)), X(0,x) = x. (1.12)

We also set

0 ¢
J(—t,x) = exp (—f w' (X(o, x)) da) = exp (jo‘ w' (X(-0,x)) do), (1.13)

t
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which is the jacobian of the change of varialfle X(—t,x), i.e., dy = . X(~t, x)dx = J(—t,x) dx. Finally, we
define the exit time function

T, (x) = inf{t > 0, for any0 <s < t, X(—s, x) € (1,b)} .

In view of (1.5), we haveX(—T.(x), x) = 1 whenT,(x) is finite. As a matter of fact, we note that

T*(X) M —S, X X d
T*<x>=f Mdhf &
o wX(=s,x)) 1 w(y)
which tends to+oco asx tends tab owing to (1.7).

We integrate (1.10) along the characteristics, so that we ge

d ,
T [In(f(t +s,X(s,x)))] = —w'(X(s, x)).
Finally, we obtain the formula

[t x) = fo(X(=t,x)) J(=t,%) Doier, (v + k(t = Tu(x)) J(=Tx(x), ) Li>1, ()

For given smooth dat# € CY(R*), k € C}(IR"), this formula clearly defines the solution of (1.10)-(1.11)
particular, considering datg supported irf1, b], the support of the solution remainslih b]. Furthermore, it also
makes sense in a more general context allowing discontsxdata or even measure valued solutions, through the
dual formulation

b
fl Pft dv) = [ (Xt y)fo(dy)

+ fl b Pk(t = Tu(x)) J(=Tx(x), ) Lio1, () ¥,
which holds for anyp € C!([1,b]). The last integral can be rewritten by using the change oabkes
s = Ty(x), x = X(s, 1), dx = w(X(s, 1)) ds.
We end up with

b b ¢
f p)f(t, dx) = f P(X(t, y) fo(dy) + f k(t — s) wp(X(s,1))] (s, 1) ds. (1.14)
1 1 1
Definition 1.2.1 Let M. the positive cone of bounded measuredbib], that is the set of continuous and non

negative linear forms oa°([1, b]).

For givenfy € M andk € LP(0, T) the formula (1.14) defines the unique solutjoa C°(0, T; M! —weak—*)
of (1.10)-(1.11). It means that for agye C°([1, b]), we have

e there existCr > 0 such thatforanp <t < T, |flb @(x)f(t, dx)| < Crll@lleo,

e the functiont — flb @(x)f(t, dx) is continuous o0, T].
We are thus led to the following definition.

Definition 1.2.2 A measure-valued functidn— p(t, dx) such that
p € L¥(R*; ML([1,b])) N C°0, T; M — weak— x)

is said a solution of
dip + dx(wp) =0,

b
wplt, 1) = f1 B, dy), (1.15)
p|t=0 = fo,
it (1.14)is satisfied for any € C([1,b]) with k(t) = [ B(y)p(t, dy) € CO(R*).
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Then, we use a standard fixed point procedure to find the enlati (1.10)-(1.11) with the self-consistent
boundary condition

b
k0 = [ pws, ).
1

We set the sequenc@(”))ndN defined by:

atf(n+1) + ax(wf(n+1)) — 0,

b
w0 = [ s a),
1
(n+1) _

-ﬁfig - f0/

and as initial guess we choose
£O =,

We show that the sequence is non-decreasing and boundeddBstion the sequenoéﬂ”))”e]N is non-decreasing;
in fact, for anyp € C'([1,b]), ¢ > 0,

b b
f1 P)(fY - fO)¢, dx) = f1 P(X(t, y))fo(dy) = 0,

and

b
fl PE)(f*) — fO)(t, dx)

t b
- fl ds( f1 BN — FOD) e s, dy))mp(X(s,O» J1(s,0).

So we deduce thgt™*D — ™ > 0 for anyn € N.
We prove the boundeness also by induction; assume that

b
Yo € CI([1,b]), llgplle <1, sup f e O, dy)| < M,
1

0<t<oo

whereu > 0 andM > 0 will be set further on. Then, we have for any test functiowith [|p|l. <1,

b
f P(x) F(t, dx)ett
1
dy)leH
< f1 If?( 2
fo ds ( f1 By)e =) f(¢ s, dy)) wp(X(s,0))] (s, 0)e

b t
< f1 ol dilet + fo 1BleMilwlle (s, 0)e" dis.

Since, according to (1.5)

(1.16)
+

0
0<J7s,0) = exp (f w’ (X(o, x)) da) < exp(sL),

we have:
b b M
f (P(x)f("”)(t' dx)e gf |f0(dy)|e*Ht + IBlloslle0lloo m
1 1
We choose: andM such that
b
wollwlleo fo(dy)l
Bl f A
p-L 1-a
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Then ,
f e(x) f(t, dx)e ™| < M,
1

sup
0<t<oo

holds for anyp € CY([1, b]) verifying |l¢ll < 1. Therefore, for any: € IN, we deduce that

sup e M| (Ollpn < M.

0<t<oo

We end the proof by establishing a contraction property. We f= , and we get

0< f1 B = ), et

= fo as ( f1 e 0 fiy dy)) w(X(s, 0)e ™ (s, 0)
< sup (e‘*“ f1 B - 1 dy)) fo B, 00 (5, 0) s

20
b
Ss‘iﬁ’(“” f1 B = Fr ), dy)) "w:lmjlfz||m

b
<a sup (e*” f1 BW(™ = fI)(x, dy)),

>0

where, by definition) < a < 1. Hence, the sequen(:ﬁ(”))”dN converges and the limit fulfills the requirements of
Definition 1.2.2.

Theorem 1.2.3 Assumg1.5)(1.6). Let f, € ML. Then, there exists a unique solution(@f15)in the sense of
Definition 1.2.2.

Remark 1 The proof also shows that if the initial data is absolutelyntiiouous with respect to the Lebesgue
measure, then the solution is absolutely continuous wipeet to the Lebesgue measure too.

At first look, this statement does not fit the resolution of tinginal system (1.1)-(1.4). However, we note
thato(x = X(t,0)) satisfies (1.14) withfy = 6(x = 1) andk = 0. Accordingly we show thap satisfies (1.10)-

(2.11) withk(t) = flb Bp(t, dx) + B(X(t,0)) and fo = 0iff f = p + 6(x = X(t,0)) satisfies (1.10)-(1.11) with

k() = flb Bp(t, dx) and fy = o0(x = 1). This remark shows that (1.1)-(1.4) is equivalent to (1\Bh initial data
o(x = 1). Note however that the interpretation is slightly changedesp represents secondary tumors only, while
f represents the primary and secondary tumors.

Corollary 1 AssuméL1.5)(1.6). Then, there exists a unique solution in thelsetiR™; ML ([1, b]))NCO*(R*; M. -
weak — %)) to (1.1)}(1.4).

1.2.2 A generational point of view

The total population of metastasis is composed of the daugjithe granddaughters, the great-granddaughters, etc.
of the primary tumor, hence the total population of metastean be structured by the rank in the line of descent
from the primary tumor and the total density of population ba seen as the sum of the density of each of these
sub-populations. Let us denote py the density of the population of rankin the line of descent. Them will
denote the population of the daughter-metastasis of thegpyi tumor. We have the following recursion:

Buput + (wpunr) = 0, (L172)
pnst|,_y =0, (1.17b)
b
wWpunt,) = [ Bpat, ) d, (L.17¢)
1
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1.3. Eigenproblem

with the initialization:
atpl + ax(wpl) = 0/

p1|t:0 =0,
w(1)pi(t, 1) = B(x,(1)),

wherex, is defined in (1.3). We set then
p=Y pn (1.18)
n=1

A proof very similar to the previous one, justifies the cogegrce of the series and shows thakefined in (1.18) is
solution of (1.1)-(1.4). We refer to the fifth section for nercal simulations and a discussion on the contribution
of each generation in the total population density.

1.3 Eigenproblem

In this section we are concerned with the eigenproblem &segaldto (1.15). We aim at establishing the existence of
a unique positive eigenvalue associated to a positive eggéor and dual eigenvector, namely we sé&k N, ©)
satisfying

% (N(x)w(x)) + AoN(x) =0, (1.19a)
b
WN(1) = f B)N(y) dy, (1.19b)
1
—w(x);—xCD(x) + Aod(x) = P(1)B(x), (1.19¢)
b b
A 0,0 N>0, >0, Nddx =1, Ndx =1. 1.19d
0> > > f1 X f; X ( )

Theorem 1.3.1 There exists a uniqué, > 0 and (N, ®) € L'([1,b]) x L*([1, b]) satisfying(1.19a}(1.19d)

Proof. We start by studying (1.19a)-(1.19b). We set the changeudble:x = x,(t), wherex, is defined by (1.3),
and we define
U(t) = (wN)(x,(1).

Then (1.19a)-(1.19b) recasts as

dU+ AU =0,
o0 (1.20)
u) = f B(t)U(t) dt,
0
whereB(t) = B(x,(t)). This mere ODE can be integrated and we get
U(t) = e f B(s)U(s) ds. (1.21)
0

We havefoooBU ds # 0: indeed iffoooBUds = 0, then, due to the non degeneracy condition (L6} 0 andU
can not be a eigenvector. We multiply (1.21) Bwnd integrate:

f ) B(H)U(t) dt = f ) B(t)e ™" dt - f ) B(s)U(s) ds.
0 0 0

Sincefom BUds # 0, we deduce that
f B(t)e Mt dt = 1.
0
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We set .
Fp) := f B(t)e H dt.
0

Clearly,F is decreasing and we note thto) = 0 sinceB is bounded, and

00 b
_ A CN
F(0) = fo B(t)dt = 2@ dx = +oo,
(see (1.7)). We conclude that
Al Ag € (,0) s.t.F(Ag) =1, (1.22)

and, according to (1.21}J(t) = U(0)e~"* is a solution of (1.20) associated to the eigenvalge
Next, we check that the eigenspace associatethts of dimension one. Let(t) be another eigenvector
associated td(. Since we can write
o(t) = CU(t) + o(t),
whered is such thag[)00 a(t)U(t) dt = 0, we can assume thggt‘>o e1%p(s)ds = 0. Moreover, we seekin W' (IR*)
and assume # 0. Then, we have

fom v'(s)ds

—0(0)
— —Aot t 0 — foo -A —Aot t —Aot ")) dt
[e 0(110 | ( o o(t) +e v())
-2 ~hofy(t) dt = 0.
o [ ety

However, (1.20) implies that
f v'(s)ds = —v(0) = — f B(s)v(s) ds,
0 0

which yields a contradiction sincﬁoo B(s)v(s) ds # 0 otherwisev would be identically 0 by (1.21). We conclude
that the eigenspace associated §as Spanf{t — e~/}. Coming back to the original variables yields

B U(O) 1 ( ~ ln_x)/\o/al
Inb ’
which is integrable sincéﬂg — 1> —1 (but the behavior fox next tob depends on the sign éj -1).

Turning now to the dual problem (1.19c), we set again the geasf variablex = x,(t), and we get for
W(t) = O(xy (1)),

N(x) (1.23)

T alnb x

—‘%f + AoW = W(0)B(t),

whereA is defined by (1.22), which means that:
t
W(t) = ¢ W(0) [1 - [ B(u)e-Aoudu] .
0

Since, according to (1.22f0oo B(u)e~™*du = 1 andB(u)e~"" > 0, we have¥ > 0. Moreover,
lim W(t) = 0.

t—o0

In fact, N N
W@ZW@jNHWﬂW”MSW@jﬁmmw.

and sinceB € L!([0, o)), the right hand side tends fbast tends to infinity. This shows tha¥ is bounded, so
O e L*([1, b]). To satisfy the normalization conditions, we choose coimrconstantl(0) andW(0).
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1.4. General relative entropy and asymptotic behavior

1.4 General relative entropy and asymptotic behavior

The general relative entropy method is currently used fok&falrick-Von Foerster equations (see [Mic05]) to find
a priori bounds and to describe the asymptotic behavior of the saoluli is based on the eigenproblem described
before.

1.4.1 Conservation law and general relative entropy

Theorem 1.4.1Let(N, Ay, ®) be a solution of the probleifl.19a}(1.19d) then for anyp(0, -) > 0 and anyp(t, -)
solution of (1.15)with initial data p(0,-) € L ([1, b], &),

1. we have the conservation law

b b
f D(x)p(t, x)e M dx = f D(x)p(0, x) dx, (1.24)
1 1
2. for any convex functioH, the general relative entropy defined as
bCD N (2 4 - p 1.25
T (x)N(x) (W) e (1.25)
with
-Dy = w(l)N(1)P(1)
plt, x)e ! x)e Aot ) f (p(t ,x)e” Aot) ] (1.26)
[(f W) 1 N(x) e},
where

BIN(x) dx,

e = SN

is non positive.
Proof. Remark first that the conservation law can be obtained flwrentropy formula, by choosing(x) = x,

since—Dy is zero in this case. In order to obtain (1.25) we developeitshand side:

b —Aot
Dy = % (D(x)N(x)H(%) dx,

b r —Aot —Aot —Aot
e pe , (pe
= | on|o AN H d
fl PN AN ] ( N ) *

b r _/\t —Aot —Aot
:qu 8(wp)—+8(wN)pez ]H’(peN )dx,
1 L

b [ Aot —Aot —Aot
_ B e’ pe , [ Pe
_j; CI)N> w(dxp) - + (D:N)w 7 ]H( N )dx,

b — ot Aot
_ pe , [ Pe
—j; (I)Nwax( N )H( N )dx,

t,l —Aot b —Aot
:w(1)®(1)N(1)H(&)+ fl CD(l)ﬁNH(p eN )dx,
) Aot

N(1)

b _
— w()N(1)D(1) [H( fl % dy(x))

b —Aot
p(t, x)e" ) ]
- | H|————— | du(x)|.
I ( N )
ThereforeDy is non negative by virtue of the Jensen Lemma sifdde convex anddy is a probability measure.
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Proposition 1 For H(x) = x2, Dy; vanishes iff"(f};?z;‘of = C(t) does not depend an

Proof. Itis a consequence of the equality case in the Cauchy—Sehmequality.

1.4.2 Boundedness properties

We deduce from the fact that entropy is decreasing smpr@ri bounds, according to [MMPO04], [Mic05]. In fact,
by using Theorem 1.4.1, we get:

e [* bound. LetC > 0. Then, choosing{(x) = (x — C)* which is convex non negative, we get

p(0,) <CN() = Yt>0, p(t-)e < CN(). (1.27)

e [* bound. Letc > 0. ChoosingH(x) = (c — x)* which is convex non negative, we get in the same way

p(0,)) 2 cN(-) = V=0, p(t,-)e ™ > cN(). (1.28)

e [7 bound. ChoosingH(x) = |x]’ which is convex non negative, we finally get

p(0,-) p(t, Je~ !
N—(-) € L”([O, b], NO Cl.X) = Vt>0, N—() S U’([O, b],Nq) dX) (129)
and
b —Aot \P b P
p(t, x)e=" p(0, x)
V>0, fl (W) N@)®(x)dx < fl ( N ) N(x)®(x) dx.

1.4.3 Asymptotic behavior

In this Section, we investigate the large time asymptoti¢s.describe first tha asymptotic behaviour and then we
detail the convergence rate to the asymptotic.

Long time asymptotic

Theorem 1.4.2 For anyp(0,-) > 0 such thatpNﬁ(f;) € L* N L*([0,b], N® dx) and anyp(t, -) solution of (1.15)with

initial data p(0, -) then the following convergence

p(.’ t)e—)\gt b
N—(') — ' D(x)p(0, x) dx, (1.30)

holds inL*® N L([0, b], N® dx) ast tends toco.

The proof is based on the entropy dissipation, still follegvthe approach of [MMPO4]; for a similar result
obtained by using semi-group techniques, we refer to [BB#]VO
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1.4. General relative entropy and asymptotic behavior

Notation 1 In this section, give” > 0,we will use the following notations:

b (p(t+ T, x)eMot+T)
Dyl = f1 H( e )du(X)

b —Ao(t+T)
p(t+T,x)e )
- d
" (fl N(x) )

or(t,x) = p(t + T, x)e D),

and

We start by proving the following lemma:

Lemma 1.4.3 For any convex functiokl, we have

t
Vi>0, lim f Dyr(s)ds = 0. (1.31)
—o Jo

Proof. Writing (1.25)-(1.26) at time = s + T yields for anyT > 0

b T x)e-to+T)
% fl‘ qD(x)N(x)H(P(S + I,\;Ele) ) dx + w(1)®(1)N(1)Dg,r(s) = 0.

By integration oves € (0, t), we get:

fh P(t + T, x)e—Ag(f+T) t
(D(x)N(x)H( ) dx + w(1)P(1)N(1) f Dy r(s)ds
1 0

N(x)
b p(T,x)e—AgT
= fl q)(x)N(x)H(W) dx. (1.32)
Since , o
p(t, x)e™
tr—>j; @(X)N(X)H(W)

is non increasing and positive, it has a limitfagnds to infinity. Passing to the limit — oo in (1.32), we get
(1.31).

O
In what follows, we fixH(x) = x2. According to Lemma 1.4.3, we have:
t b 2 b 2
. vr(s, x) or(s, x) _
%1_{1;10 | [fl ( N ) du(x) (fl N du(x)| | ds=0. (1.33)

Next, we shall investigate the passage to the limit in botgrals arising in (1.33).

0,- L
Lemma 1.4.4 Assume tha{;i]—()) € L*([0,b], N® dx) then for anyt > 0 it exists a sequenc@),), — o and

v e L2([0, 4], L? (1, b], £)) such that

o L (or (s, %)\ L (o(s, x)
liminf fo fl ( NG ) d”(x)dszfo f1 (N(x)

2
) du(x)ds.
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()
N()
Therefore, by the Banach-Alaoglu theorem, there existsjaesee(T,), andv € L2 ((0, 1) % (1,b), ;32) dx ds)

such that
(@, |2
AN T VN

where the convergence holds weaklyL/{(0, T) x (1,b)). Moreover, we have

[ sonfggenas= [ [ enon i) fegocs
> fo fl (an(s,x) %] W, (x)dx ds,

B
o)

Proof. According to (1.29)(07"(5, ) ] is bounded inL?((0,t) X (1, b)), uniformly with respect td' > 0.

where we denote by, the function

Wy(x) =

By convexity, for anyp € L*([1, b]), ¢ > 0, we have

o () )
11yrlrlg1f j(; ]1‘ (an(s,x)z m) @(x)dxds
Z[}ﬁ(@(s,x) W) @(x)dxds.

In particular it holds fokp = W, so that

lim inf f f o2 (s, x)—dxd > f f (v(s ) @(x] W, (x) dx ds,

We pass to the limit in the right hand side, using the monotamergence theorem gagends td). We get

t b t b 2
lim inf fo fl o2 (s x)f%dxd fo fl (Zﬁ(;))) N@)B(x) dxds,

which proves the lemma.

Lemma 1.4.5 Assume that there exists a constant 0, such thaip(0,.) < CN(-), then for anyt > 0 there exists
a sequenceT,), — oo ando € C([0, t], M!([1, b] — weak — %) such that

b o(s, x)
N(x)

b ur, (S, X)
N(x)

du(x) — du(x),

uniformly on[0, t] as(T},), tends toco.

Proof. For anygp € C'([1,b]), we set

b
Vi) = fl or(s, %) (x) dx.
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1.4. General relative entropy and asymptotic behavior

Clearly, we have
Vi?'s)| < Clipll, (1.34)

owing to (1.27). Next, we compute
d ol oy — ’ “Ao(s+T —Ao(s+t
=V7e) = fl [9:(p(s + T, 2))e " Dep(x) = Aop(s + T, x)e™ o ep()] dix,
) fl w()p(S + T, 06 D! () -+ w(T)p(D)p(s + T, e 964D
- Ao fl h p(s + T, x)e ™ Dey(x) dx,

b
= ﬁ [w(x)p’ (x) = Aop(x) + p(1)B(x)] vr(s, x) dx.
Since||lw||» = ab/e, by using (1.27) again, we get,

d el
_VT(P (S)

wpeca, |5

< Cligllwre,

which proves tha(s - 1/[T“’](s))T>0 is equicontinuous off0, t] for anyt > 0. Therefore, by the Arzela—Ascoli

theorem, for anyp € CY([1,b]) itfbelongs to a compact set 6P([0, t]). By (1.34) and a density argument, this
is also true for anyp € C°([1,b]). Then using both separability and the diagonal Cantor ggoee can find a
subsequencg,, andv € C°([0, o0), M'([1, b] — weak — ) such that the following convergence

b
V[T(’:](s) — j; (s, X)p(x) dx,

as(T,) tends to infinity, holds uniformly oif0, t], for any ¢ € C°([1,b]) and anyt > 0. Then we fixp =
B/(N(1)w(1)) and it proves the lemma.

Note that we can identify the limit arising in Lemma 1.4.4 and 1.4.5 and Lemma 1.4.5 allows te fmthe
limit in the second term in (1.33). Now, we go back to (1.33jng Lemma 1.4.4 and 1.4.5, we obtain

t b 2
0= lim [f (—UT”I(\S}’X)) du(x)—(f UT"I(\SI 94 ())
1= Jo 1
t b t
zliTminff f (”T"(S’x)) dp(x)ds — lim (f 2 4 ))
n— Ty—o0 0 1
t
ff(v(s x)) u(x)ds f(f ”(stx)d (x)) ds >0.
0 1

We conclude by using Proposition 1 to obtain that the follmyconvergence

p(, et
o ¢ (1.35)

holds inL* N L2([0, b], N® dx) ast tends to infinity. The constant is indeed uniquely determhibg using the
conservation law (1.24) and the normalization conditiopased on the eigenvectors (1.19d). In fact Proposition
1 shows that

(s, )

N()

= C(s)-
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But (1.24) gives us
b b
f or, (s, x)D(x) dx = f p(0, x)D(x) dx,
1 1

and using arguments similar to the ones detailed in the mbloémma 1.4.5, we can pass to the limit and get

b b
f (s, x)P(x) dx = f p(0, x)D(x) dx,
1 1

which, using (1.19d), leads us to

b b
f NX)D(x)C(s)dx = C(s) = f p(0, x)P(x) dx.
1 1

ThenC(s) does not depend anand is uniquely defined. We conclude that the whole sequestogetge with

b
C= f D(x)p(0, x) dx. (1.36)
1
This completes the proof of Theorem 1.4.2.

Convergence rate

We are now interested in the rate of convergence of (1.33.riéthod we use is based on the invariant (1.24) and
is inspired from [GP06].
In order to state our convergence result we need to rewetedation after renormalization by the exponential

growth of the system. We define
—Aot

p(t, x) = p(t, x)e
Then,p(t, x) satisfies the equations
atﬁ(tr X) + 8x(ZU(X)ﬁ(t, X)) + AOPN(t/ X) = 0/

b
w(1)p(t,0) = f1 BAt, 1) dy,

with initial condition j(t = 0,x) = p°(x) € L([1,b]). As a consequence of the general relative entropy principle
we have the conservation law (see (1.24))

d h
= fl p(t, x)®(x) = 0. (1.37)

Finally, we introduce the function
b
h(t,x) = p(t,x) — ( f P (NO(y) dy)N(x)-
1

Thenh(t, x) fulfills
dih(t, x) + dx(w(x)h(t, x)) + Agh = 0,

b
w(h(1) = f B(x)h(t, x) dx, (1.38)

1

with initial conditionf(t = 0, x) = h°(x).
Note that the conservation law (1.37) implies that

b

vVt >0, f h(t, x)®(x)dx = 0. (1.39)
1

In what follows X(t, x) designed the characteristic defined at (1.12) And, x) is the jacobian of the change
of variabley = X(-t, x) (see (1.13)). The key assumption reads :
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1.4. General relative entropy and asymptotic behavior

Assumption 1 The following property holds
duo > 0, andy € [0, o0), such thatyu € [1,b], u > X(y, 1), we have

PDBUN (1) 2 poNX(=y, u)) (X (=y, w))J(=y, u). (1.40)
We have the following result concerning the convergenca flats exponential.

Theorem 1.4.6 The solutions t@1.38)satisfy

b
f M) N X -y, 1) DXy, )]~y u)du = 0, ¥t > > 0. (1.42)
xwn N@)

Additionally, assume that Assumption. 1 holds, then

b b
f [1(t, 2)|D(x) dx < min {1,e70¢Y)} f 10 (x)|D(x) dx.
1 1

Remark 2 In our case it is easy to check that Assumption. 1 is fulfillét w = 0 and o = m, but this choice
can be improved choosing# 0. In fact one can note that after the change of variable x,(t) already used at
Section. 1.3, the conditiafl.40)is equivalent to

B4 y) > [ B du (1.42)
t

whereB(t) = f(x,(t)). We set:
Y :te[0,00) - f e ™" B(u) du
t
and
=Y (t+y)
Y(t)
A short analysis shows that’(¢) is negative fo) < t < t, and positive ift > ty, where

. 11n aalnb
O_LZ /\0 ’

f:tel0,00) =

For y > ty, f is then a non-decreasing function and for alk 0, f(t) > f(0) = =Y’(y). Thus, we can choose
to = =Y’ (y) which is maximal fory = ¢y (=Y’ (to) > m).

Proof. The proof is an adaptation of the one proposed in [GP06]ntpkito account the characteristics due to the
non constant speed rate

1st step. In exactly the same way as in [GP06], we show that

b b b
% f Ih(t,x)|®(x)dx=®(1)(‘ f B(O(t, x) dx| — f ﬁ(x)lh(t,x)ldx), (1.43)
1 1 1
which provides the property:
b
t f |h(t, x)|®(x) dx is monotone nonincreasing. (1.44)
1
2nd step. We have
ih(t,x) ih(t,x) B
N YO Ne TV
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therefore we also have
h(t - ]// X) _ h(tl X(yr X))

N — NXy,x)’

fort>y.

Thus, using (1.39), we get:

_ b h(t - Y X)
0 = j; W@(X)N(X) dx
I IOP (V7)) N)D(x) dx

1 NX(y,x)

" bt u)
L(y,l) N(u) N(X(_yl U))(D(X(_y, M))](—y’ u) du, Vt> Y,

and (1.41) is proved.
3rd step. Using (1.41) and Assumption. 1, for a&li y, it holds

b
f D(1)B(x)h(t, x) dx
1

b
f D(1)B(x)h(t, x) ds
1

Y h(tu)
- NX(=y, u)P(X(-y, -y,u)d
o [ Ry Ny DK, )0

b
< f [(1)B(N()
' lht, )

—toLuzxy ) NX(—y, u)P(X(=y, )] (-y, u)] N(u) dx.

Combining this inequality and (1.43), we get

d b
< fl Ih(t, x)|®(x) dx

S LG
<t [ B Ny 00y ) )

(X))
=7 ) TNy, )
b |h(t Y X)l

=t | Ty NP dx

b
~—y [ (e - 01000 dx
1
b

< —yof |h(t, x)|P(x)dx, Vt=>y,
1

N(x)D(x) dx

using the monotonicity property. Finally, a simple inte@a gives the convergence result. O

Remark 3 In [IKS00], the exact solution of the problem is calculategbicitly using Laplace’s transform and
some complex analysis tools. The function is then givenedfotinula (See Append®®, page?? for more details
concerning the computation using Laplace’s transform):

a1y Inx\"*/" 1 1
=t L o (1 ) L
mb*Inb x — Inb c(Ag) (1.45)
for 1<x<xt),
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where

c(Ay) = i _(ralnb)’ (1.46)

£ nl(Ae/a +n)?’

and theA,’s are the roots of:

= F(Ay, alnb). (1.47)

We have:
1
A'Ap >0 such that ZAO = F (Mg, alnb). (1.48)

Infact, A —» F (A, aInb) is decreasing ofR*and verify

F(O,alnb) =" and lim F(A,alnb) =0,

so the intermediate value theorem shows {tia#47) has a unique positive root denotdg. Then one can note
that the asymptotic behavior of the soluti(i45)is given by the first term of the sum, corresponding o We
can check that it is exactly what we found previously as tlyenasotic behavior (segl.23)and Theorem 1.4.2):
by multiple partial integrations we show that definitiafis48)and (1.22)of Ay are equivalent. In the same way,
since(1.23)and U(0) = Ag, we can establish the following equality giving the asyriptoehavior:

a 1 /\otl( lrwc)AO/”_1

— A _
NGt =Ce'ND = oy o)’ x\' b

(1.49)

whereC is given at(1.36)andc(Ao) at (1.46) Formula(1.45)gives us a exponential convergence rate equal to
e~(Ao=A)t

Remark 4 From (1.47)we can deduce the behavior of the= A;/a. Let us order them:

o> 0>y > g > > e > ...

We can show that it existsy € IN such thatr?a})x Ur < —2np + 1 and for alln > ny there are exactly two roots,
*

et u,+ of (1.47)in I, =] — 2n,—-2n + 1[. Moreover, as: tends to infinity, these roots get closer and closer from
the nearest negative integem;,, + 2n —1 — 0 and y,41 + 2n — 0. Finally we have the general behavior of the
sequence:

pk+2(my—1)+k — 0. (1.50)

This will be confirmed numerically in the following part.

1.5 Numerics

In this section, we discuss numerical difficulties linkedtie numerical approximation of the solution of (1.1)-
(1.4) and we describe suitable remedies. Equation (1.13@haervation law and the first idea to approximate the
solution is to use a Godunov scheme. But a naive implementafithis method brings no result. Indeed, without
a very fine discretization, which is not affordable for thimidal data b = 7.3 x 10'°), the solution computed that
way rapidly blows up.

Furthermore, we keep in mind that we request a sharp descript the large time behavior. Hence, a more
adapted strategy should be introduced, that incorporagabtte treatment of the boundary condition.

In what follows, as detailed in the introduction we chooseifdhe Gompertzian law (1.8) and we fix

B(x) = mx“.
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Chapitre 1. Un modele décrivant la croissance et la disttitnu en taille d’'une population de métastases

1.5.1 Numerical problems linked to the equation and the boudary condition

At first, we note that the variabtevaries from1 to b which is approximately equal tt0'! (b = 7.3 x 10'9) that
makes the use of very fine grids impossible. A change of vizrialnecessary and we set:

b
=In-.
y=mn<
But this leads us to consider the following problem
diu —e¥d (W u) = 0,

u(y,0) =0,

In b
tﬂnbuﬂnbj):tf mb** e @Dy (y, £) dy + B(x,(1)),
0

wherew is given by
w(y) = abye™,

which is not a conservation law anymore. This remark leadgpue consider the change of function:

u(y, t) = be Yu(y, t),
and the final conservation law completed with the followingial and boundary conditions:

dyv — dy(ay v) =0, (1.51a)
o(y,0) =0, (1.51b)
Inb
alnbo(Inb, t) = f mb®e™ o (y, t) dy + B(x,(t)). (2.51c)
0

Secondly, note that in the biological variables the bouypdandition is huge compared to the average solution.
As we see below, the grid we use in these variable is refinedthedoundary (see Figure 1.1): it is adapted to
capture the impact of the boundary condition on the solution

1.5.2 Numerical scheme

We now aim at solving the system (1.51). Since the scaleseo$tfution and the boundary condition are very
different for small times, a low order scheme does not apggregell the solution. This is why we choose to use
the WENO-5 scheme.

Itis a finite volume scheme of fifth-order which is based oeripblations of discrete data using polynomials.
It is well known that the wider the stencil, the higher theardf accuracy of the interpolation, but this is true
only if the interpolated function is smooth inside the sten€ontrary to traditional finite volume methods, the
WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory) scheme dodause fixed stencil interpolations; it uses a convex
combination of all candidate stencils instead of the onedfixetraditional schemes. The weights depend non
linearly on the smoothness of the interpolated functionamhestencil. This scheme is more able than a traditional
one to deal with discontinuities of the interpolated fuacti; it achieves automatically high order accuracy and a
non-oscillatory property near discontinuities. See [RjJsthd [Shu98] for more details.

We consider a regular grid in the rescaled variables:

O:y% <y; <<y <y]+%:1nb.

The grid in the biological variables is then very fine nearitteming boundaryx = 1), as illustrated in Figure
1.1.
We define the cells and cell centers by

I=yp 9],
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Figure 1.1: Grid displayed in the biological variables (100 points).

1
v =5 (Vs + v,

Inb
Ayi=Yj1 -y =h= T

i=1,2,...,]

Let 1
vi(t) = — o(y, t)dy.
;() f]/fl/ (v, t)dy

Integrating (1.51) on the cel}, we get:
d_ 1
Evj(t) - A_y [ﬂyj+%”(yj+%/t) - ﬂyj—%”(l/j—%ft)] =0.

Replacing the flumy]+1u(y]+1 t) with a monotone numerical fluf(v 10 ) we get the semi-discretized
2

scheme:
d_

¢
Wherev]f+l andv;:r1 are approximations of the functiarx, t) at the cell boundaries.
2 2

[f(v]+1, i) f(v 0 ]=0, (1.52)

2

WENO reconstruction

On each candidate stencil we reconstruct a 2nd degree polghg(x):

N = 7_ 11_
p2(j) = 30j2 = g1 + 0,
1_ 5. 1_
p1(j) = ——U] 1+ 6U]+ 301, (1.53)
5_ 1_
po(]) ZJ] + 6U]+1 6Uj+2.

A WENO reconstruction will take a convex combination of théj), i € {0,1,2}, defined in (1.53) as a new
approximation of the cell boundary value:chr%):

2 2
=Y on() v, =) apli-D.

r=0 r=0

The key of the success of WENO lies in the choice of the weightslf the functionv(x) is smooth in all the
candidate stencils, one should take= d, with:

3 3 1

—, d ==, dy = —.

10 '75 710

When the interpolated function has a discontinuity in one orexof the stencils, the corresponding weights have
to be almost alway8. To measure the smoothness of the solution, we use smosetmusators, denoted ;.
The smaller this indicatgs;, the smoother the function in the target stencil. Thgsare written out explicitly as
quadratic forms of the cell averageswoih the stencil:

d0=
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. 13 _ _ _ 1, __ _ _
ﬁz(]) = E(U]'_z - 20]‘_1 + Uj)2 + 1(30]'_2 - 4Z)j_1 + U]‘)z,

. 13 _ L 1 _ :
ﬁl(]) = ﬁ(vj—l - 2Uj + Uj+1)2 + Z_L(vj_l _ vj+1)2/

. 13 _ _ 1_ _
50(]) = E(U]' - 2?)j+1 + Uj+2)2 + Zl(vj - 4Uj+1 + 30]'_,.2)2,
We then set the nonlinear weights:

ay

= r=0,1,2
61{0+0é1+0(2/ T

@y

with
o, = i
T+
wheree is introduced to prevent the denominator from vanishingcdimpute theb, we just note that by symmetry
d, =dyy.
One must note that this scheme needs two additional cellsaoh gide of the integration domain. In our

method, we use ghost cells with the boundary values : an ajppation of the integral (1.51c) at the boundary
y=Inband0aty =0.

The numerical flux

Concerning the numerical flux, we choose the following Labedfichs flux:

o 1
- + oy | - oy -
f(vf+%’vj+%)_2[ i3 (V) + 05 y) — V(0 ”f+%)]'

wherey = max| —ay| = alnb is a constant.

To compute this flux, in addition to the value given by the WEN®©gedure, we need the value ©f and
2
v]++1 . We setv; = 0 and we use the boundary condition to comm}gq . To this end, we need a robust integration
2 2 2
method.

Integration method

In order to compute the integral contained in the boundangitimn, we use a Newton-Cotes quadrature formula.
Since our WENO reconstruction is of order 5, we need an integranethod of order 5 at least. This is why we
use Milne’s method, the Newton-Cotes quadrature methodd#rdb, which can be seen also as the Richardson
extrapolation adapted to Simpson’s method for 3 and 5 pdintsrder to approach the following integral:

q
I= (x) dx,
Is
q

we seth = LF, x; = p + ih andy; = f(x;). Then

2h
] = 4—5 (7y0 + 32]/1 + 12]/2 + 32]/3 + 7]/4),

is an approximation of of 5th-order.

Note that the Newton-Cotes method needs the value of théidunat the nodes of the grid, but our method is
a finite volume one. So, starting form the average value ofithetion on each cell we have to compute the value
of the function at the nodes before computing the integrdltars has to be of 5th-order. To this end, we can use
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again a WENO reconstruction. For the integration we set:

=0

y

NI= 4

7

NI

(vff . +v].‘+%), forj=1,...,]-1,

J*2

N =

yj+% =
y]-%—% = ’U]_Jr%/
where thev+ 1 j= L]-1, andv ,j=1,...,] are given by the WENO procedure, and we perform the

integration on this vectoy

Time discretization

We use an explicit high order Runge-Kutta time discretmatiThe semi-discrete scheme (1.52) written as
Uy = L(u)/
is discretized in time by the Runge-Kutta method of the tbirdier:

u® =" + At L(u"),
1 1
u® = iu + 414(1) + 4At L),

1 2 2
U = 5un + 5u(Z) + gAt L(u(Z)).

Remark 5 As we have seen in Section(2,51)is equivalent to the following problem:
dw —dy(ay v) =0,
0(y,0) = 6(y = Inb),
alnbo(Inb,t) = f mb%e=Yo(y, t) dy.

Nevertheless, we choose to implement the firs{drd) because the WENO scheme is able to deal with only one
discontinuity per stencil and a Dirac approximation consisf two discontinuities on two successive cells.

Convergence analysis
Stability We write the stability for the Lax-Friedrichs scheme apgplie (1.51). The scheme is described by the

following recursion:
1 alAt 1 alAt
it =3 (1 + A—y]/m)u?ﬂ +3 (1 Ay Y- 1)11] v

j=1,...,],n €N, Whereu’].1 stands for the numerical approximationugf” = n At, y; = j Ay). Under the CFL
condition :

0<j<1n(b) [Ayay]
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we get:

)i
1
1
Eu’],“ < 2(1+ay]+1 )]+1+E ],

=

IA

]
( sup mb%e™ ™ + 1] Z ujn +m(xy(t"))", (1.54)

0<y<Inb =1
< (mb* +1)Zu + m(x,(t"))",

and using Gronwall’'s lemma we obtain

J
n mb*n
Y wi<e

j=1 j

-1
M? + m(xp(tk))aemb“(n—k—l).
k=0

=

J
=1
Note that in the homogeneous case, (1.54) gives trstability.

Consistency Again, we write consistency for the Lax-Friedrichs schearg] using Taylor developpement we
get

ot yj) = 2((t", i) + o(t", yja)) _ ayjo(t", yj) = ay 0t yj-1)
At 2 Ay

~ 20, yj) - 3y @ayo)t”, )]

A A
-3 ("y(y ) - (2(2)2 ‘952”) +O((Ay) + (AD?).

We conclude that Lax-Friedrichs scheme id st-order.

Since we combine a 5th-order WENO reconstruction and a 3tdrdime discretization, we predict that our
scheme is convergent of 3rd order. Numerically, we use ibropute the solution of;u + d,u = 0atT = 1, for
respectively a gaussian as initial conditiof(x) = e on[-2;3], andu(x) = cos(rx) on[—1; 1] with periodic
boundary conditions. The numerical orders we find are résjedc 5.14 and3.92 and our previous argument
validated.

1.5.3 Numerical results

In order to validate our scheme, we check that it presenesaglymptotic profile, and then we show that we can
derive numerically the Malthusian ratg from the equation. But first, for experimentation, we needdmpute
precisely the asymptotic profile, which means essentialtyompute the first eigenvalug and the constaniA)
from (1.47) and (1.46).

For the numerical tests, all the biological constants dtertdrom [IKS00]:

a=0.00286, a=0663, b=73x10", m=53x%x107"%.

Determination of Ay and the constantC defined at(1.36)

In order to evaluate(Ap), in (1.49), and thel;’s, we truncate the sums (1.46) and (1.47) at the numerical ze
(e = 107'%) and we use the secant method to computelife By analytic considerations, we show (see(1.48))
that there is only one positive roay of (1.47) which is equal to

Ao = 5.8057 x 107° days™". (1.55)
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1.5. Numerics

Ap can be as well determined by the integral formula (1.22).c&ithe formula defining(Ay) (see(1.48)) is an
alternating sum, one can note that we control the rest ofuheaf c¢(A()’s formula (1.46) by the first neglected

term.

Remark 6 (In reference to Remark 4, page 45.)Using again the secant method, we can compute the following
eigenvalues. More precisely, we want to confirm the asymegdiehavior of theu’s suggested in Remark 4. This
is consistent with the equivalent given(in50) Numerically, we findi, = 25 and

pr = —49.239278160564048,
U2 —49.8923146858060633,

us = —51.0295140700383243,
us = —51.990168667673018,
us = —53.0030304315224186,
e = —53.9990649790580122,
uy = —55.000281526423727,
us = —55.9999165905830267,
o = —57.000024264683141,
o = —57.999993061662245.

Conservation of the asymptotic profile
We impose on our algorithm the asymptotic profile,
Ao
1 a y \a !
Viy) = ———7— | — 1.56
W= mbalnb(lnb) ' (1.56)

multiplied bye~"*= as initial condition. For a value df,,,, large enough, we expect that the solution computed
by the algorithm is close to this profile (1.56) growing expntially with rateA, in time. In fact, it appears that
with time the integral in (1.51c) becomes very large comgaoethe source term which remains bounded, and if
we neglect the source terfix,(t)) in (1.51c), with this initial condition (1.56), the exactistion is

e M'he VN (be™),
sinceN(-) is the eigenvector associateditg see (1.19a)-(1.19b). At timg,;, we compare the computed solution
with
e Ml he YN (be V),
(See Figure 1.2). For the test, we choagg = 10000 days, t.,q = 11000 days.

9 — 7T —T— -0 — 7T —T—
es00  1ert0 26410 3410 4erl0  Besl0  6e+id  Tesld  8erl0 00400 fes10 2410 3e+10  de+l0  5esi0  Gesl0  Tesl0  Besl0

Tumor size (x) Tumor size (x)

Figure 1.2: On the I.h.s, comparison between the theoretical asymptathdd line) and the computed solution (log scale)
and the corresponding relative error on the r.h@=,0.663, a = 0.00286, b = 7.3 x 10!, m = 5.3 x 1078,
tstart = 10000 days, te,q = 11000 days, Ay = L.
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On Figure 1.2 we plot on the right hand side the relative eiMote that the average relative erroeis = 2%
except for the larger tumors. This difference between tkerttical solution and the computed solution for large
tumors can be explained by both the fact the speegnishes at = b and the small number of grid nodes near
x = b. However, this is exactly what we expect: the asymptotidilerés conserved and it grows at the expected
Malthusian rate. Furthermore the asymptotic is conserveetiver it takes into account the source term or not; it
shows that this conservation property is stable under gmeailirbations of the boundary condition. We can also
observe stability under small perturbations of the initi@hdition (1.56). All these remarks show that the scheme
deals well with the non-local term in the boundary condition

The Malthusian rate

We come back to the original problem with the initial conaliti(1.4) and the boundary condition (1.2). Since we
showed the asymptotic behavior (1.35), we have

b
I(t) = f p(x/ t) dx ~t—+oco C‘e/\ot'
1

We deduce from that remark that the slopdm(fl) tends to a constant. This can be checked numerically (See
Figure 1.3.): if we perform a linear regression lar[(t)) for 4500 < t < 15000 days, we find a slope equal to

s = 5.8039 x 10-3days~! which has to be compared with (1.55). Let us underline thatMalthusian rate is not
given by the scheme. It is a characteristic value of the jprolthat our scheme is able to catch. Again, this shows
that our scheme computes a correct approximation of théieojweven for times larger than 10000 days.

80

60-1 -

In(1(t)) ] ~
40

20- -

T T T T T T T T T T T T T T
0 5000 10000 15000
Time (t)

Figure 1.3:In(I(#)) for 0 < t < 15000 days, a = 0.663, a = 0.00286, b = 7.3 x 10, m = 5.3 x 1075,

Numerical asymptotic behavior

We plot the numerical solution we obtained with our shemeéweral times and we compare it with the theoretical
asymptotic behavior given at (1.49). (See Figure 1.4.) Nuwaethe behavior of the computed solution coincides
with the asymptotic profile given by the theory for= 5000 days. Even forT = 2000 days, the asymptotic
solution is almost reached for small tumors. For the sansoresas in paragraph 1.5.3, the relative error increases
again near the boundaxy= b.

If we perform now the same simulation, just changing the patar« to 0.4 instead ofa = 0.663, we
reach the U-shape profile predicted in [IKS00]. (See Figuge) 1Again, the difference between the theoretical
asymptotics and the computed solution for large tumor sarebe explained by both the fact that we will always
havep(b, t) = 0, because this tumor size is never reached (see (1.9)) asdenumber of grid nodes neak= b
(See Figure 1.1).
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——— T P e e
100e400 1410 2e+10  3e+10  4e+i0  5e+l0  6e+l0  Tesl  8e+l0 00400 1etl0  2e410  3etl0  de+l0  Se+l0  6e+l0  Tetld  Bevld

(a) T = 1000 days (b) T = 1000 days

(c) T =2000 days (d) T = 2000 days

T T T T 00— — 77—
1000400 fest0 2410 3e+l0  desld  Sesi0  Gesi  7est0  BerlO 00400 fes10  2e+10  3e+10  de+l0  5esi0  Gesl0  Tert0  Bel0

Tumor size (x) Tumor size (x)

(e) T = 5000 days (f) T =5000 days

Figure 1.4: On the I.h.s, comparison between the theoretical asymptaghdd line) and the computed solution (log scale)
and the corresponding relative error on the r.h.s. ;
a =0.663, a = 0.00286, b = 7.3 x 107,
m=53x10"%, Ay = k.

Back to the generational point of view

Intuitively, one can think that only the behaviors of thetfilescendants of the primary tumor may be sufficient to
describe the whole dynamics. Actually this is not right. hder to illustrate it, we compute thefirst terms of

(1.17) and compare them to the theoretical asymptotichelfitst generations are relevant for small times, they
are not anylonger after a while. (See Figure 1.6.) A giveregation seems to be relevant only on a quite small
time interval. For example, the 6-th generation has a wegtsmall impact on the total behavior of the system for
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- T —T T T T T T T T T
1006400 1e+10 2410 3e+10  desl0  Se+i0  BeslD  Test0  Berl0 00400 fes10 20410  3e+10  desl0  5esi0  Ges10  7est0  Bel0

Tumor size (x) Tumor size (x)

Figure 1.5: On the I.h.s, comparison between the theoretical asymmtaghdd line) and the computed solution (log scale)
and the corresponding relative error on the r.h.%.= 5000 days ;

a=04,a=000286, b=73x10", m=53x10"°, Ay = k.

t <3500 days andt > 9000 days. Each generation has the same growth speed, however to heleyant impact

on the whole population a given generation has to wait forpife¥ious generation to contain enough and large
enough tumors to be produced. Next, since the following geioe contains more tumors than the previous one (a
given tumor could generate more than one malignant sindilg ite weight in the whole population will become
larger than the previous generation and then will generaiee daughter-tumors and so on. This mechanism
explains why a given generation has an impact only on a givea interval. However, if we look to the average
survival time of a patient, we can consider that for appia#, the first generations are relevant.

1.6 Conclusion and perspectives

Even if this model does not describe all the complexity oftitebogical phenomena, it brings to light the existence
of a Malthusian parameter which characterizes the exp@iegrowth of metastatic tumors and the long time
asymptotics.

A straightforward finite—difference scheme cannot bringvant results : such a scheme is not able to deal
with the large boundary condition at= 1 and the solution we obtain is too large. This is why we proguse a
rescaled and a high order scheme. Compared to a charasEh@se, a strategy adopted in [ALM99], [BBHV09],
it does not need the expression of the characteristics wdrielexplicit in this simplified model, but will not be
anylonger in a more elaborate version.

Numerically, we showed that faF > 2000 days =~ 5.5 years, the theoretical asymptotic profile is a good
approximation of the solution. However, from both a praaltend a theoretical point of view, the question of the
convergence speed to the asymptotic profile is still an opestipn.

Furthermore, this mathematical model has to be developmteXample, one has to note that no angiogenesis
phenomena have been considered, but it is now well knowrtteatimor does not grow in the same way as before,
during and after angiogenic phase of the tumor. These phenamhange the nature of the growth. See [BPOO]
for a description of the tumor growth phases.

In the future, such models will be helpful for a better untkemding of cancer mechanisms. They could be used
as well to exhibit small tumors that medical apparatus cdmatect and help designing curative strategies.
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(a) T = 2300 days. (b) T = 2300 days.

(c) T = 3500 days. (d) T = 3500 days.

Tumor size (x) Tumor size (x)

(9) T =9000 days. (h) T =9000 days.

Figure 1.6: Comparison between the fsgienerations and the theoretical asymptotics (dashed line) for seveealdimthe
I.h.s and between the sum of the fifsjenerations and the theoretical asymptotics (dashed line) at the same times
onther.h.sa =0.663, a = 0.00286, b = 7.3 x 10,

m=>53x10"% Ay = 3L

55



Chapitre 1. Un modele décrivant la croissance et la disttitnu en taille d’'une population de métastases

1.7 Appendix : Discrete model

From a biological point of view, a discrete model can be maom@eaustandable than a continuous one. The objective
of this part is to understand the problem (1.15) as the lifinét discrete one. First we describe the discrete model
and introduce a small parameter, then we give some estirtieteare useful to pass to the limit.

1.7.1 The discrete model

We consider a model where the tumors are described by theenohtells they contain. Let be the concentration
of tumors containing cells; c; then denotes the concentration of individual tumoral ceviously, we can
also think of the index as characterizing the size of the tumor. The dynamics arerged by the following
assumptions:

e the tumors grow with a rate; that depends on the number of cells they contain. We choase;fa

Gompertzian rateuf; = a.iln(%), with I stands for the maximal tumor size amds a constant). Note that
wr = 0.

e the tumors emit individual cells with a rai depending also on the number of cells they contain: thelarge
this number, the larger the emitting rate. In what follows, ehooseB; = m.i%, wherem is a constant and
O<a<l

Accordingly, we are led to the following system of differiahtequations. Foi > 2, we count the gain of
tumors coming from the previous size and the loss due to thetgrof theith-tumors.

EC,' = W;-1Cj—1 — W;Cj, fori > 2. (1.57)
The evolution for the individual cells is slightly differesince it counts the loss due to their own growth and the
gain due to the production by all tumors; we get

I
d
acl = —w1Cc1 + ; Bic;. (1.58)

In what follows, we aim at linking this discrete model to tlentinuous one (1.15) completed with the initial
condition:

flizo = fo (1.59)
is a given function.

To rescale System (1.57)-(1.58) in terms of a small paramleteus rewrite it in a dimensionless form. We
summarize here reference quantities which will be useddrsédguel:

e T: the characteristic time ;

Cy: the characteristic value for the number of one-cell tumors
e C: the characteristic value for the larger tumars, 2;

e B: the characteristic value for the emitting raks

e W: the characteristic value for the growth rates

The corresponding dimensionless quantities are defined as:

-t _ - () _- o) _ w; = B
t=— f) = i t) = ’ i = Tars i= 5
T/ Cl( ) Cl ’ C ( ) C w W B
When one rewrites (1.57)-(1.58) in terms of the new varighlesfollowing dimensionless parameters appear:
y =WT, and k= BCE (1.60)
1
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Omitting the overlines, the system takes the following digienless form:

d

55 =7 (wi—1cio1 — wicy), (1.61a)
d I

Ecl = —ywi+K Z Bic;. (1.61b)

i=1

Let us consider small tumors whose size islof i order, wheré: is small. The dimensionless parameters
defined in (1.60) and, the maximal size tumor, appear as coefficients in this prabland need to be scaled
appropriately with respect ta Let us explain the heuristics of this choice. If the righbtiaide of the first line of
(1.61) is to yield a derivative, thenshould be scaled as the reciprocakoflo get the equivalent to the integral in
the second line] should be scaled 48 — 1) = [ andx = 1.

More precisely, in our study, we consider that initiallyt@re mainly small tumors of size of orde# i and
we note that then very large tumors appear only for very lamggs. This leads us to consider férof order1
only tumors which sizes are very small compared, thhe maximal size. Then these tumors “séa’ infinite and
by rescalingl relatively to the size of tumors, we have= (b — 1)/h. Finally, since we haveup,; w; = al/e the
previous considerations show us tfidtis of orderl/h. These heuristic remarks lead us to the following choice of
the parameters in terms bf

wh o —wheh
i o= % fori>?2 (1.62a)
whch I
Lo = LY e (1.62b)
=1
where b1
h= I
w' = a(1 + ih) In b
P 1+ih
and

Bl =m(l+ih)*, O<a<l
In the sequel, we denote K the function defined by:
I
= Z G (t)]lzh+1<x< (i+1)h+1/,
i=1

where thec?’s are solution of (1.62).

In what follows, we aim to establish the convergence of tlseaked discrete problem to the continuous one
(1.15) with (1.59) a& — 0. This work is inspired by [CGPVO02]. After establishiagpriori estimates, we will be
able to pass to the limitin (1.62)

Theorem 1.7.1 Assume that there exist three constavits,, M 1, My, for whichV0 < h <1,

1
Y (1 + i)l (0) < Mo,

I
Z hC?(O) < MO,l/
i=1
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hz IC? (0) < Mo/z,

I
i=0
Then there exists a subsequengesuch that:
M — £, inC°([0, T]; M'([1,b]) — weak— %),
fir— o, in MY([1, 0.
wheref is defined by
1
it x) = Z MO0) L <ve(istyist,
i=1
and wheref is the solution of(1.15)with the initial conditionf)f:O = L.

Remark 7 In particular, if

1 1+(i+1)h
d0=7 [ hdy

+ih
for a given functionfy € L'([1,]) thenf}! — £, in L'([1,b]) and
fh — f, in C%([0, T1; L*([1, b]) — weak— =).

since we showed that the solution(@f15)with a given initial condition is unique.

1.7.2 Estimates
In this first section we will prove some estimates we will usgter on. Note that as a consequence of (1.57)-

(1.58), we obtain the following relation for the evolutiofitbe total number of tumors

I

%ZC? = ZB?C?

I
i=1 i=1
More generally, for any sequengeg, we get the following weak formulation:

1M

! t L wheh t [
pic(t) = Z @ic(0) + f 2 — L (i1 - pi) ds + f o1 Z Bl'c! ds. (1.63)
i=1 0 %=1 0 i=1

Let us at first choose; = (1 + ih)“. Since0 < a < 1, we have:
0 < @iyt — @i < ha(1 +ih)* 1.
Then, now using (1.63):

1
Z m(1 + ih)*c(t)
i=1

I t
3m2(1+ih)%?(0)+fm
i=1 0

t I
+m 1+h)" m(1 + ih)*c(s) ds,
[aen D+ e

I

1u(1+zh)ln(1+l_h

)cf'(s)au +ih)* 1 ds

i=

1 + 1
<m Z(l +ih)*c(0) + f (aalnb + 2m) Z m(1 + ih)*c(s) ds,
i=1 0 i=1
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1.7. Appendix

: Discrete model

(recall thath < 1), i.e.

1

t I
Bicl(t) < mMo,, + f (aaInb + 2m) Z Blicl(s)ds
0 i=1

I
i=1
Using Gronwall’'s lemma, we get

i
sup B?c?(t) < Mg,
1

0<t<T ‘=

whereM;g does not depend dn

We can now estimate the moments:

e Oth-order moment: We have:

b 1
"(t,x) d h)
flf(”‘) x ;c,a)

1

t ) I
f h Z Blicl(s) ds + Z hei(0)
0 3 i=1

TMg +Mp; < M°,

IA

Finally we get:

b
sup f it x)dx < M°,
1

0<t<T

whereM" does not depend dn

e lst-order moment: We have:

b 1 (i+1)h+1
xfi'(t,x)dx = f xc(#) dx
j; f ;‘ ih+1 '
I I
h2

_ 2 - n }
=k > ich(t) + (5 +1) ;cl(t)
= 5 +65,.

S, is bounded byM° and we have:

(1.64)
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2 v whch(s) 2 h h 2 : h
11 .
S h fo ,Zled fh 2 Bici(s)ds + h 2 i (0)

i=0

IA

TMB+M02+h2fZ—a(zh+l ln(hlil)c?(s)ds

t 1 ;o1
TMp + Mo, +alnb f W icl(s)ds +alnb h f '(s)ds

IA

IA

t 1
TMB+M0,2+alnbf Zch (s)ds + TalnbM°
0

i=1

t 1
C+ulnbf Zch (s)ds.

i=1

IA

Using again Gronwall's lemma we get:

b
supf x fi(t,x)dx < M,
1

0<t<T

whereM' does not depend dn

1.7.3 Proof of Theorem 1.7.1
Let ¢ be a smooth functiong € C') supported ir{1, b]. We set

P"(x) = px) forxj=ih+1<x<(@+1h+1

Note thatp" converges uniformly tg on[1, b].

We fix ¢; = h @(ih + 1) in (1.63). Therefore, we obtain:
he(ih + 1)c(0)
[
f o +1) Z Blicl(s) ds,

M~

1
Z h(il + 1)l (t)
i=1

1]
o

i

) — ho(ih + 1)) ds

which is equivalent to :

b b
f Fie = [ Fopedr

f f x)f (0,x A(p (x)dxdo
f p(h+1) f B"(x)f"(0,x) dxdo,

where we have set
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1.8. Appendix : Explicit computation of the solution usiragplace’s transform

¢"(x +h) - ¢"(x)
p .
It is straightforward to check that &s— 0, the quantityAq)h converges uniformly te’ on[1, b].

Ag"(x) =

Sincew”(x) is bounded by In b)x for anyx in [1,b] and we have the upperbound (1.64), (1.65) leads to

b b
f F(t, )" (x)dx — f F(t2, 0)@" (x)dx| < (Cst.llg’ lloM" + Mpllplleo) It — to]
1 1

which proves tha#t - flb i, x)<ph(x)dx) is equicontinuous of0, T]. It is also equibounded:
10

< lllloM®.

b
f F1(t, ) (i
1

Therefore, by the Ascoli theorem it belongs to a compact &€ (0, T1).

Moreover, since approaches uniformly on[1, b], one deduces that the seque(‘tclee flb e, x)(p(x)dx)
120

lies in a compact set @?([0, T]).

Leto be incg([l, b]), then by separability , there exists a sequepgef functions inC*([1, b]) such thatp, — ¢.
By the diagonal Cantor process, we can find subsequehgesdk,, andf € C°([0, T], M'([1, b]) — weak— *)
such that

b b
f opf™ dx - f (£, d).
1 1
But
< llp — @, IIM°,

b
f1 (@ — o) f" (6, %) dx

Hence, we can find a subsequence, labéjednd a functionf that belongs t&€°([0, T], M*([1, b]) — weak— =)
such that the following convergence

b b
f () 7 (t, x) dx — f () f(t, dx)
1 1

ash, tends td), holds uniformly or{0, T], for any¢ € Cg([l, b]) and anyT > 0.

Now, we are able to pass to the limit in (1.65). SincandB are regulary» andB’ converge uniformly to
w andB respectively otj1, b]. Then, we get for any € Cg([l,b]):

b b t b
[ rempwar - [ o000 - fo | w0 @ ardo

t b
+f go(l)f B(x)f(o,x) dxdg,
0 1
which correspond to the weak formulation of (1.15) with @).5In particular, at = 0, the limit f(t = 0,x) is

given by the limit offh" (0, x) built from thec?'h". This completes the proof of the theorem.

1.8 Appendix : Explicit computation of the solution using Laplace’s trars-
form

e Domain of definition: Sincex is boundedy € [0, b], we are allowed to suppose the functjpis compactly
supported.

61



Chapitre 1. Un modele décrivant la croissance et la disttitnu en taille d’'une population de métastases

e Computation of the characteristics :

The characteristics are solution of :

& = g(x) = [,lxc(ll"l b—1In xc)/
dt
x(0) = xo.

This system can be solved easily, and we obtain :
x(t) = b G = (a8 (1.66)

e A priori upper—bound of the solution:
The characteristic linked to our problem are given by (1.86png these, we have :

d dp N/
7 [p(t x()] =7 (%) + 2e(B) == (¢ xe(1)),

p) d
- _;pr)(t' xe(£) + g(xc)&—Z(t, xc(£)),

= —p(t, x(1)g(t, xc(1));
thus, t
p(t, xc(t)) < exp (—fo g(xc(t)).
But, we have
—a < §(x.(1) < a(ln(ﬁ) - 1),
X0

then

p(t, xc(1) < e (1.67)

e Laplace’s transform of the equation :
The Laplace’s transform gf reads as follows :
plx,s) = f:o plx, e dt.
Applying this transform to the equation, we get :

T opt) v ~ts 7y _
fo — ¢ dt‘+f0 a(g(x)p(x,t))e dt=0,

then , by intergration by parts :

oo 0 )
[p(x, t)e‘ts]t:() +sf0 plx, e dt + BN (g(x)p(x,s)) = 0.

——————

—0
fot s large enoughs(> a)
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1.8. Appendix : Explicit computation of the solution usiragplace’s transform

We are reduced to solve :

Resolution of (1.68):

5P(3) + 2 (WP, 9) = 0. (1.68)

Equation (1.68) can be solved as follows :

But, according to (1.2)

thus

= S0,

(1, = fl B, D + B, (1),

sp0 = [ pwpt i+ [ g o

Let @,

and then

with

Pluging (1.70) into (1.69),

which means

and then

NG
=B,(s)

D(s) = g(1)p(1,s) = fl‘ B(x)p(x, s)dx + By(s), (1.69)

p(x,s) = D(s)G(x, s), (1.70)

1 -5 [ Ldu
G(x,8) = ——e "0 sw™,
() g(x)
we get

D(s) = flw B)P(s)G(x, s)dx + By(s),

D(s) (1 - flw Bx)G(x, s)dx) = B,(s),

Bp(s)

D(s) = .
€) 1 —flw B(x)G(x,s)dx

Plug this again into (1.70), and get :

B,(s)G(x, s)
1- [T pG(x, s)dx

p~:
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64

e Computation of G(x, s):
We compute

thus

e Computation of B, (s):

Let the change of variables:

Then, we get

j“ﬁz - j“ du
1 &) 1 axln(g),
1 Inu\T"*
= 2 m(-55)l,
1 Inx
= (1)
1 Inx\/*
G(x,s) = ( ——) .
axln(f) Inb

B,g(s):f0 Bx,(t))e " dt.

u = x),
du = g(xp)dt,
= g(u)dt.
B B(u) Inu\’"
B) = L\ﬂm( mg)

f Bu)G(u, s)du,
1

\fwﬁwGWﬁM%
1

sincep is compactly supported. Then, we get:

Let’'s compute:

Bp(s)

By(s) = j; B(x)G(x, s)dx.

[ ptnea

0

foo mea(l—e’”’)lnb —stdt

f Z @k (1— -ﬂf) (nbfe

. ma lnb)kf 1-— —at k _Stdf.
) =)'
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1.8. Appendix : Explicit computation of the solution usiragplace’s transform

To compute thdy’s, we look for recurrence equation :

I, = foo (1 - e“”)k estdt,

0

e [ e

| ——
=0

= gk fom e (1 - e‘”t)ki1 e dt,
= gk(ﬁw (1 - e_”t>k_1 e~Bdr + ‘fow (e‘“t - 1) (1 - e_”t)k_l e_tsdt) ,

a
= gk(Ik—1 - Iy).

We get finally the following formula :
S
I (— + 1) = Ii1,

ak
with: . .
I():f e_“dt=—.
0 s
At the end,
I k I k! 1
k= 5 lk-1 = 7
k+3 (k+2)...(1+2)s
and
= 1 (aIn bk k! m
By(s) = — +—,
' ,;‘S Koo (kvs)..(1+2) s
= EF(1,§+1;alnb),
s a
with
L = oa(a+1)...(a+n—1)z"
F(a'y'z)_zy(y+1)...(y+n—1)n!' (1.71)

n=0

where we consider that far = 0 the corresponding term equald=inally :

By(s) = fl " G (x, s)dx = %F(l,f—l +Laln b).

Rewriting of p: To come back tp we need to apply the inverse Laplace’s transform to the fon¢t. To
this end, we write it as follows :

B,(s)G(x, s)
1-By(s) ’

1
- oo =)

S S s/m
axln(g) Inb s/m—F(l,f—1+1;ozlnb) ’

ﬁ(x/ s) =

1 1 Inx\/* s/m
- g e .
axInb 1- g n s/m—F( ,§+l;alnb)

65



Chapitre 1. Un modele décrivant la croissance et la disttitnu en taille d’'une population de métastases

where:

s/a—1
px,s) = 1 (1 - ln—x) -1+ s .
axInb Inb S/m—F(1,§+1;alnb)

e Inverse Laplace’s transform :
Since we suppose thagx, s) is the result of the Laplace’s transform , its poles are bedray anx,, and

+00
p(x, t) = f plx +iy)e™Widy,  pour x> x> a.

o0

Then we get:
pe,t) = ) Res[p(x,s),al],
k=1
This leads to
(0= —— (1= 27" Rest st
S Inb) £ eslfs) ard,
with

8(s)
®In (1 - ln_x) + st
f(s) =ed Inb -1+ s/m i
s/m — F<1,§ + 1;ozlnb)
where the poledy are the roots of
%Ak = F(1, Ay + 1;aInb). 1.72)

e Computation of Res[ f(s), aAt]:
As in the first partf(s) is holomorphic, and it reduces to compute the residue ofehersd factor. We have
to compute the limit:

al/m
aA/m—F1,A+1;alnb)’

lim a(A — Ag)es@
A—> Ay

In practive, we look for the limit of the inverse :

1 al
: - -t . —g(ar)
/%E\lk a2 AA = Ay) (m F(l,/\+1,oz1nb))e !
— g li ;(@_pl 1:al )
¢ 2 Ao AA=A) \m (LA+Lalnb)).
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1.8. Appendix : Explicit computation of the solution usiragplace’s transform

But

Inb)"
F(1,A +1;alnb) = 1+Z(A+(10; ()Mn)/
=
" 1)11 1
= 1+Z(alnb)z( D=1 A+i’
-1 1 .
) 1+Z(Mnb) ( ) N A+i+1’
n=1 i=0

oo n _1) 1
= 1 1 bn+1 (
+HZ:(;(0cn) ;‘i!(ﬂ—i)!/\+i+1’

- S (—alnb)  (alnb)"?
B 1+;5(alnb);()\+i+1)i!

(n—1i)!

= 1+ (alnb)p®

— (A +n+1nt’

= — n+1
- o) Celnd™
e (A +n+ 1!

From this formulation of, we deduce :

9 . S (—alnby!
S7F1A+TLalnb) =b ZO e £ TPV
and then
1

Algglkm( —F(1, A +1; alnb))
. 1fa N = (—aIn b)"!
B }I—I?l;\lkx{%_bZ(/\k+n+l)2n! 7
_ 1la_ Z (—alnb)™*!
o A(m (A +n+ 12t )
_ 4 L\ (—alnb)"! A
B /\i bZ n! Ae+n+1)2)

1 (—alnb)™* S (—aIn by A
= J— 1 a _qa

Az bZ(Ak+n+1)n| b; p Mirns 2|
_ 1 epma e (—aInb)™!
I Z Mernr e DAt n+ D+ A+ 1) |,

1 a ( aln b)n+1 o = (—0( In b)n+1 ,

/\% bZ ( +1)| b;()\k+n+1)2(n+1)!(Ak(n+ )+(n+ )),
_ Ll (—aIn by . 2
R vl Z (A +n+1)2(n—1)! ((Ak+n+1) 2 (n+1) = (n+1) ) ,
T Lnl(A+n)?
= baC(/\k).
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Finally we get :

P = e al"cgemkt (1 ﬁl—z) 1 ﬁ (1.73)
with: S
() = Z(; (: rJ:n))z
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Deuxieme partie

Modélisation de la respiration
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Chapitre 2

Le poumon humain

Dans ce chapitre, nous donnons une bréve description delrajprespiratoire pulmonaire.
Nous nous attachons a donner les outils physiologiques eamgues nécessaires pour
comprendre la modélisation des phénomenes étudiés dabkagdres 3 et 4. Le but est de
donner les informations et I'intuition nécessaire a la co¥hpnsion des modéles présentés,
non de faire une étude exhaustive de la physiologie pulmenkée lecteur pourra s'il le
souhaite passer ce chapitre et venir s'y référer si besainans de sa lecture des Chapitres 3
et4.

2.1 Introduction

Notre poumon posséede une structure extraordinaire. Leguarsd organe de notre corps, d’'un volume de 7
litres environ, contient un demi-litre de sang, moins d’emé-litre de tissus, le reste étant de I'air. Sa structure en
arbre offre dans plus de 300 millions d’alvéoles une surtiéehange de I'ordre de 100 414G rhe mécanisme
associé a cet organe est la respiration. Sa fonction espal'sgy de 'oxygeéne aux tissus et d’évacuer le dioxyde
de carbone. Cette tache peut étre détailée en 4 fonctiomsgmles :

i) la ventilation pulmonairejui concerne les flux d’air entre I'atmosphére et les al&pldmonaires ;
ii) la diffusion de I'oxygéne et du dioxyde de carbone entre lleSodes et le sang
iii) le transport de I'oxygéne et du dioxyde de carbeaes ou depuis les tissus cellulaires;
iv) la régulation de la ventilation

Dans ce qui suit nous nous intéresserons essentiellemerdeax premiers points. En effet, une premiére
partie du travail (Chapitre 3) concerne la simulation des dair dans 'arbre bronchique, tandis que la seconde
(Chapitre 4) concerne la modélisation de I'absorption deyigéne par le systéme respiratoire.

Ce chapitre s’organise comme suit. Nous donnerons toubdiatpuelques indications concernant la physio-
logie de la respiration en commencant par décrire de la nigeamusculaire, puis les voies respiratoires pro-
prement dites en donnant notamment deux différents mogelassa géométrie. Nous détaillerons ensuite les
données physiologiques que I'on peut obtenir & I'aide dxemgen de spirométrie, examen souvent prescrit chez
les patients atteints de pneumopathies. Les résultatssdexegnens sont importants car ils constituent les rares
données physiologiques nous permettant de valider noslesmdée

Aprés avoir détaillé I'absorption de I'oxygéne a la surfdé&change, nous donnerons quelques notions d’hy-
drodynamique en précisant les domaines de validité deslesgeéi seront utilisés par la suite (modéles de Navier—
Stokes et de Poiseuille).

Nous terminerons ce chapitre en présentant le modéle nygeadiéquation différentielle ordinaire (dit OD)
qui sera couplé a un modele fluide (Chapitre 3) ou a un modélelp@oncentration en oxygene (Chapitre 4).
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Chapitre 2. Le poumon humain

2.2 Physiologie de la respiration

2.2.1 Mécanique de la ventilation

Les voies respiratoires sont enchassées damarésmchyme pulmonairensemble de tissus contenant les sacs
alvéolaires, le systéeme vasculaire pulmonaire et les rasiqulilmonaires. Le tout est enfermé dans une boite
formée par la cage thoracique sur les cotés et pdialghragmevaste et mince nappe musculaire séparant la cage
thoracique et les poumons de la cavité abdominale (Figdde 2.

Le poumon s’élargit et se contracte de deux maniéres :

i) par le mouvement vertical du diaphragme, rallongeant ocotacissant la cavité thoracique ;
ii) par I'ouverture ou la fermeture de la cage thoracique paomaaes muscles intercostaux augmentant ou

diminuant le diamétre de la cage thoracique.

FiG. 2.1: Le poumon dans la cage thoracique. Source :

www.larousse.fr

2.2.2 Géométrie des voies respiratoires

Les voies respiratoires sont formées de “tubes” s’orgahiea
forme d’arbre conduisant a des sacs appallésolesou a lieu I'échange
gazeux. La forme arborée conduit naturellement a parleréte-g
rations en notant “génération 0” la branche mére constitieééa
trachée. On compte ainsi 24 générations, trachée inclusengus
numérotons de 0 & 23. (Voir Figure 2.2.) On distingue sougenk

régions :

1. les 15 premiéres générations sont purement convectesiss:

n’'ont pour fonction que le transport de l'air. On
premiére partie laégion proximale

poches, lealvéoles

Etant donné la progression géométrique dans I'arbre, ilgatder &
I'esprit que les alvéoles constituent la plus grande padieolume

. Aprés une zone de transition apparait a partir d&’iayénéra-
tion larégion distale I'air y est bien ralenti et on voit apparaitre
le long des bronches desini formant des grappes de petites

Lors d’'une respiration normale au repos, la res-
piration est essentiellement dirigée par le mouvement
du diaphragme. A l'inspiration, la contraction du dia-
phragme tire la partie inférieure du poumon, créant
une dépression permettant I'entrée d'air frais dans les
poumons. A I'expiration, le diaphragme se relache, et
le systeme retourne a I'équilibre sous I'action de la
force de retour élastique, expulsant ainsi I'air des pou-
mons. A l'effort, la force de retour élastique n'étant
pas suffisante pour obtenir une expiration efficace et
rapide, une force supplémentaire est exercée a l'ex-
piration par les muscles abdominaux, compressant un
peu plus les poumons.

Trachea

Bronchi

—
FAN

Bronchioles

N\
9

Conducting airways

Terminal
brenchicles
Translonal
|_bronchioles

appelleteet

Respiratory
bronchioles

Alveolar
ducts

Acinar airways

Alveolar
gacs

pulmonaire et la surface d’échange atteint une taille coaipa a

celle d’'un demi terrain de tennis.

Modeélisation de I'arbre bronchique Le réle de I'arbre

FIG. 2.2: Vue schématique de l'arbre bron-
chique [WEIBEL]

respiratoire est d'apporter I'air fraiche en oxygéne

vers la surface d’échange avec le sang, au niveau des alvéeldransport de I'air dans I'arbre bronchique a
fait 'objet de nombreux travaux : citons par exemple ceuwMiguROY [Mau04] et SUALAH [SAO7]. Il nous
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2.2. Physiologie de la respiration

faut aussi citer ici 'ouvrage de référence deeMEL [Wei84]. Dans chacune de ces références on trouve une
description détaillée de I'arbre pulmonaire.

Sa structure prend la forme d’un arbre dichotomique, chagaeche se divisant en deux et ainsi de suite, lui
donnant ainsi une dimension fractale. Bien que les condigtst une forme |égérement conique, pour la modé-
lisation nous les supposerons dans toute la suite cylindsigDu fait des variations dans la population, et de la
difficulté & mesurer concréetement les caractéristiquemgétques de I'arbre trachéobronchique, il existe divers
modeles apportant des données quantitatives pour la géenius en utiliserons deux :

1. Le modele homothétiqueou chacune des branches filles est la copie homothétique oherga formant
un arbreauto—similaire Dans ce cas, la longueur de la trachée est fixég & 12cm, son le diameétre
aDy = 1.8cm et le rapport d’homothétie A = 0.85 [Mau04]. Ainsi, toute la géométrie de I'arbre peut
étre retrouvée par homothétie. La valeur du rapport d’hbita peut varier selon les références. En effet,
WEIBEL montre que le facteur optimal d’un point de vue hydrodynarmigorrespond approximativement a
la racine cubique d&/2 [WG62]. Cependant, une analyse plus récente et approfoktdiaq4, MFWS04]
montre que le facteur de réduction est un peu plus grarg$:au lieu ded.79 = +/1/2. Ce léger excés est a
comprendre comme une sécurité vis—a—vis de I'optimum. ten, efans ces références les auteurs montrent
gu’une construction optimisée de I'arbre bronchique (awedacteur égal &.79) pourrait étre dangereuse
car une trés légére constriction des bronches ou des badeshinduirait une augmentation massive de la
résistance a la ventilation, qui croit avec la puissance diameétre, voir Equation (2.7), page 82.

2. Le modeéle de Weibe[Wei84, WSF05]. Dans les faits, les premiéres bifurcatiasant pas symétriques car
le poumon gauche doit laisser de la place au coeur. Celdafonse peu a peu et on peut raisonnablement
parler d’arbre dichotomique homothétique a partir d&f lau 6° génération. Jusqu’'a la génération 15, I'arbre
peut étre considéré comme dichotomique et auto—simildoar les 8 dernieres générations la longueur des
bronches semble stagner. Nous indiquons dans la Tabledgé, 85, les valeurs utilisées [Wei84, Mau04]
dans le cadre de ce modele.

2.2.3 Physiologie des voies respiratoires

En termes de physiologie I'ouvrage des@roN & HALL [GHO6] est une mine d’informations. Pour plus de
détails le lecteur peut aussi consulter I'ouvrage dest[Wes79].

Mucus et muscle lisse

Toutes les voies respiratoires, depuis le nez jusqu’aundtrioles terminales sont maintenues humides par un
mucus qui recouvre entierement la paroi interne. Plus quealetenir les surfaces humides, le mucus piége les
petites particules apportées par I'air qui n'atteindransigjamais les alvéoles. Le mucus est lui méme réguliere-
ment évacué de la fagon suivante : il est remonté continlpendescils puis au niveau du pharynx est dégluti.
Pour cette raison nous pourrons supposer par la suite quadtaere parfaitement aux parois bronchiques.

Tandis que les bronches du haiut.(jusqu’a la5® génération) sont formées essentiellement de cartilagenet d
sont relativement rigides, pour les générations suivafgssparois sont essentiellement formées paniescle
lisse Ce muscle permet aux bronchioles de se déformer en mod#iantiamétre au cours de la respiration. Ce
muscle disparait pratiquement a partir dd ¢4 génération ot apparaissent les alvéoles formées estangel
d’épithélium (=tissu) pulmonaire. Dans la suite la défatiorades bronches sera modélisée par un parangetre
distribuant le volume d’air entrant dans les bronches etlsoles suivant I'activité du muscle lisse.

Volumes pulmonaires : espace mort et capacités pulmonaires

En respiration normale, I'organisme n'utilise pas toutecapacité pulmonaire. Afin d'étudier la ventilation
pulmonaire, on utilise un spirométre qui enregistre lesivas d’air entrant et sortant au cours de la respiration
(voir page 76 pour plus de détails sur la spirométrie). Ce tigmesure donne le diagramme de la Figure 2.3. On
découpe le volume total du poumon en 4 sous—volumes :

1. le volume courant(tidal volumg : le volume d’air inspiré et expiré lors d’une respiraticsrmale. Chez un
jeune homme, ce volume est de l'ordre(®L au repos;
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FiG. 2.3: Diagramme présentant les variations de volume pulmonairetduramespiration normale, inspiration et expiration
maximales, Sourcehttp ://coproweb.free.fr

2. la capacité inspiratoire de réserve le volume d’air supplémentaire pouvant étre inspiré es giwvolume
courant lorsque la personne exécute une inspiration follceprésente environ un volume dé.;

3. la capacité expiratoire de réserve: le volume d’air maximal pouvant étre expiré lors d’une eapon
forcée en plus du volume courant. Ce volume est estiléB;

4. le volume mort: le volume d’air restant dans les poumons aprés une exgirataximale. Cela correspond
environ al,2 L d’air.

Espace mort et renouvellement de I'air alvéolaire. Une partie de I'air inspiré n’atteint jamais les alvéolesaou
lieu 'échange gazeux, il remplit simplement les premidmemches ot aucun échange gazeux n’est possible tels
le nez, la trachée... Cet air occupedpace mortc’est—a—dire qu'il ne joue aucun réle dans I'échange gazeu

A I'expiration, I'air de I'espace mort est expiré en premieien avant que I'air alvéolaire ne soit expiré ; on
comprend que I'espace mort est un handicap au renouveltetiediair alvéolaire. Dans les faits, en respiration
normale, a chaque cycle seulemgfit® de I'air alvéolaire est renouvelé par de l'air frais [GHO6].

Un examen : courbe de spirométrie

La spirométrie est la méthode de référence pour dépistpalbelogies pulmonaires, I'asthme par exemple. Il
existe plusieurs tests de spirométrie, le plus importariag3apacité Vitale Forcé€CVF).

Description du test. Le patient exécute une manoeuvre en respirant a travers boutmelié a la machine.

Il commence par respirer calmement dans le spirométre.querde patient et I'appareil sont préts, le patient
inspire, profondément afin de remplir ses poumons a fondyteeensuite le plus fort et le plus vite possible
tout I'air de ses poumons dans le spiromeétre. L'expiratioit durer entre 3 et 6 secondes. Enfin le patient inspire
complétement et forcé afin d’obtenir la courbe inspiratdiee spirométre nous fournit deux courbes : la courbe
temps—volume et la courbe débit—volume, qu’on appellesaigortrait de phasell est impressionnant de voir la
quantité d’informations que peut extraire un spécialigtee genre de courbe.

Interprétation des résultats. Nous donnons dans ce paragraphe quelques éléments popréteeles courbes
débit—volume. Sur une courbe débit—volume, la partie sepes correspond a I'expiration et la partie inférieure
a l'inspiration (voir Figure 2.4). Durant la manoeuvre laudme se parcourt dans le sens horaire en partant de
I'origine. Pour I'expiration, la premiere partie (a gaudate graphe) correspond au début de I'expiration forcée,
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2.2. Physiologie de la respiration

avec le débit expiratoire de pointe (DEP). L'air expiré direette période est 'air situé dans les bronches les
plus hautes. Plus on se déplace vers la droite sur le graftsel'gir expiré correspond a celui des bronches les

plus basses. On comprend donc par exemple qu’un défauta@aosiibe situé au niveau du pic correspond a une
pathologie dans les bronches hautes tandis que une coopbepticave correspondrait & une pathologie des petites
bronches.

.'ﬁ'. Débit A
DEP

|
|
I Expiration
i
|

)
\ Vol’ume¢\
\ /( Inspiration

FIG. 2.4: La courbe débit—volume.

Afin de rendre les choses concrétes, nous représentons guee 4.5 quelques croquis de courbes débit—
volume dans les cas des pathologies les plus importantesyntfome obstructiét le syndrome restrictifA la
Figure 2.5(a) nous donnons l'allure de la courbe dans le ‘ca& dpirométrie normale a titre de comparaison.

e Syndrome obstructif : La Figure 2.5(b) représente un syndrome obstructif. Chepagients ayant un tel
syndrome, les petites bronches sont partiellement otestrué’est ce qui se passe en cas d’asthmede
broncho-pneumopathie chronique obstructive (BPCO oudtribmchronique). Dans ce cas la courbe débit—
volume est caractérisée par une concavité. L'air des hawotes peut étre expiré correctement, le débit de
pointe est donc normal. Aprés I'expiration de I'air des gof&utes, I'air expulsé correspond a celui des
petites bronches. Si ces bronches sont obstruées, I'aimsdans vite, et le débit est diminué. C’est pour cela
gu’on observe une courbe située en dessous de la courbe aleorrat concave.

e Syndrome restrictif : La Figure 2.5(c), représente un syndrome restrictif, cecquiespond a un volume
pulmonaire trop faible. Les voies respiratoires étant rades) la courbe débit—volume a une allure normale,
simplement « raccourcie » le long de I'axe représentant llenve. Un tel syndrome est observé chez des
patients atteints de fibro3@u contraire, chez les patients atteints d’emphys@me observe une augmen-
tation de la capacité totale, donc un écart selon I'axe desisdes plus grand.

e Syndrome mixte : Souvent des patients présentent les deux syndromes presertessus. La Figure 2.5(d),
représente une courbe débit—volume montrant les carstiqées des deux syndromes.

Pour terminer, en guise d'illustration nous présentonskdare 2.6 un véritable résultat d’examen pour un
patient asthmatique.

3Geéne respiratoire a I'expiration, causée par une obstnuates bronches. Les causes peuvent étre multiples et ieaifiérents types
d’'asthmes

4Obstruction d’origine infectieuse virale ou bactérienne

5Altération chronique et progressive du tissu pulmonairegipehyme) dont les alvéoles sont enserrées et étoufféeepéibres.

6Maladie des alvéoles pulmonaires, définie par 'augmentateorolume (dilatation) des alvéoles pulmonaires avec degirude leur
paroi élastique, ce qui entraine I'impossibilité pour etlesse vider compléetement, a I'expiration, de 'air qu’ellestd@nnent.
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FiG. 2.5: Interprétation de la courbe débit—volume. Sousgaw.spirometrie.info

2.2.4 Les échanges gazeux
La concentration en oxygene est décroissante le long de Ifane : effet de « screening »

L'absorption d’oxygéne est inhomogéne le long de I'arbabhique ; en effet on observe un appauvrissement
de I'air en oxygéne a mesure que I'on descend dans I'arbrechigue. Afin qu’un acinus soit efficace, 'oxygene
doit pouvoir atteindre les bronches terminales, malgEpéaivrissement en oxygéne. Dans la plupart des modéles,
notamment tous les modéles mono—compartiment [BT06, BatBque bronche se termine par une chambre en
forme de bulle de telle fagon que tous les échanges gazenixletemémes caractéristiques. Cependant, on sait
gue les poches d’échange gazeux sont plutdt arrangées cdescbambres latérales appelées alvéoles, qui appa-
raissent le long des bronches. La ventilation des alvéellemp de I'arbre est donc plutét en série (voir Figure 2.2),
certaines sont proches de I'entrée d’ae.(de la bouche et du nez) d’autres sont vraiment a la périphéeitica-
cité des échanges gazeux dépend de I'approvisionnemeintfeaisg et donc de la situation de I'avéole dans I'arbre
bronchique. Notons que du fait de la géométrie dichotomai€arbre, la moitié de la surface totale d’échange
se situe sur la derniére génération.

Nous notons deux probléemes majeurs qui affectent I'effiéat@s échanges gazeux dans le poumon, problemes
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FIG. 2.6: Un résultat d’examen par spirométrie

gue nous voulons prendre en compte par la suite dans notrelenod

a)

b)

L'arbre bronchique a la géométrie d’un arbre quasi—dargiue. Pour un arbre homothétique (voir Page 75),
il est facile de voir que la section totale croit exponetdiaent au fur et & mesure qu’on s’enfonce dans
I'arbre. Les relevés morpho—métriques montrent qu'’il érdesnéme dans le cas d’un arbre réel. En consé-
guence, la vitesse du fluide décroit et passe au bout d'uaicéeimps en dessous de la vitesse de diffusion
de I'oxygéne. Cette transition a lieu approximativemenéeatiée des acini, mais cela dépend fortement du
régime respiratoire : le point de transition convectidifildion se déplace vers le fond de I'arbre lorsqu’on
passe d’'un régime de respiration de repos a celui de I'efRette transition est mesurée pantembre de
Péclet(voir page 82).

Tandis que I'oxygene diffuse le long de I'arbre, il est gepeu absorbé a travers la surface d’échange
disposée le long de son parcours ce qui a pour conséquerog@artion de la pression partielle en oxygéene.
Ce phénomene connu sous le nomxdereening effect feffets d’écrantage) (voir [WSF05, HGG5] par
exemple) est important car il détermine quelle quantit&ylj@ne atteint les alvéoles situées au plus profond
de l'arbre. Il y a compétition entre deux phénoménes : dapsitde haute de I'acinus, la pression partielle
en oxygene est importante mais la surface d’échange ek.faib contraire, au fond de I'acinus, la surface
d’échange est trés importante mais du fait des effets dersioigla pression en oxygene est faible.

Diffusion de I'oxygéne de la chambre alvéolaire vers le sang

L'alvéole est entouré de capillaires sanguins (Figure.2.@% alvéoles sont groupés par 5 ou 6 pour former
un acinus pulmonaire desservi par une microbronchiolestEbnt le lieu des échanges gazeux du poumon. Ainsi,
c’est dans l'alvéole que I'air donne une partie de son oxggeour transformer le sang veineux rouge sombre en
sang artériel rouge vif. L'air contenu dans 'alvéole siehit alors en gaz carbonique, évacué a I'expiration. Pour
passer de la chambre alvéolaire vers le sang, I'oxygéndrde@rser une membrane. Le fraction passant dans le
sang est liée a plusieurs parameétres notamment :

la différence de pression partielle en oxygene entre le satiglvéole. La pression partielle en oxygene
dans le sang a son arrivée dans le systéme vasculaire puimesade 40mmHg [GHO6];

le ratio perfusion/ventilation qui mesure le rapport efarféquence respiratoire et la fréquence cardiaque,
qui varie selon le régime respiratoire. D’aprés [GHO6], aforest estimé &/6 au repos et /2 a I'effort;
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FIG. 2.7: Acini pulmonaires. Sourcenww.larousse.fr

e |a perméabilité de I'oxygéne a travers la membrane, qui@sitante ;

e la surface d’échange efficace, a savoir la surface alimemt&ér frais.

2.3 Meécanique de la respiration

2.3.1 Un peu d’hydrodynamique
Les équations de Navier—Stokes

Le modele hydrodynamique de Navier—Stokes [Bat70] profsodescription de I'écoulement d’un fluide vis-
queux dans un domaine via sa vites$g x) et sa pressiop(t, x). Ces équations correspondent aux lois physiques
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement'éhdrgie. Dans le cas de I'air dans les poumons,
nous faisons en plus I'hypothése que le fluide est Newtomieonmpressible. Ce qui nous ameéne au systeme sui-
vant :

Ju
pay tp@-Vu-nAu+Vp = Fex teR,, xe0 2.1)
V-u = 0 teRy, xe€Q,

ou p est la masse volumique de l'air, supposée dans toute lacuittante, ef) le coefficient de viscosité dyna-
mique.F.y correspond a I'action éventuelle de forces extérieurekediuide, par exemple la gravité. La premiére
équation de (2.1) traduit la conservation de la quantité dev@ment, tandis que la seconde impose l'incompres-
sibilité du fluide.

L'hypothése d’'incompressibilité se justifie par nbambre de Macliaible. Le nombre de Mach, nofda ex-
prime le rapport de la vitesse locale d’un fluide sur la viéeths son dans ce méme fluide. Dans le cas du poumon,
la vitesse de I'air dans la trachée, lors de la respiratiorepos, est de l'ordre dem - s~! diminuant le long de
I'arbre (de I'ordre de).1m - s~! dans la 5 génération), valeur négligeable comparé a la vitesse daaos I'air
(340m - s71). Généralement, on peut négliger les variations de madsmigue lorsque le nombre de Mach véri-
fie Ma < 0.3; c’est largement le cas ici et cela le reste également dareddie du respiration forcée pour laquelle
le nombre de Mach est de I'ordre 865 — 0.08.

De plus, nous verrons au paragraphe suivant que le nombreyi®Rs étant relativement peu élevé, I'utilisa-
tion du modeéle d’Euler, considérant I'air comme un fluidef@i@non visqueux, est exclue.

Nombre de Reynolds

Le terme non linéaire de convectitu-V)u dans les équations de Navier—Stokes est sans doute cehaspiie
plus de problémes tant sur le plan physique, que mathéneatignumérique. Dans certains cas, nous pouvons sup-
poser ce terme négligeable ce qui simplifie grandement legme. Sur quel critére pouvons—nous justifier d’'une

N . . du .
telle approximation ? L'idée est de comparer le terme dtiagr > + (u- V)u| au terme de forces volumiques

de viscosité&Au. SoitU (resp.L) une vitesse caractéristique pour le fluide (resp. une lemgoaractéristique du
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domaine), alors, en utilisant les variables adimensionséantes :

X o u(t, x) _._E o ._L
= . u 7 t-— Lt/ p(t/x) T nu/

le systéme de Navier—Stokes (2.1) peut se réécrire de l&&neagivante :

Ju - _ _
S+ (@ Vya+ p% (-nAa+Vp) = Fe, FER., X€Q, 22)
V-a = 0, feR,, x€Q,
ou apparait le nombre sans dimension
pUL
Re := T, (23)

appelénombre de Reynoldée nombre de Reynolds caractérise I'écoulement étudiéxidite un seuil au dela
duquel au observe un brusque changement de régime. Ce 8paiidi fortement de la géométrie. Pour un tube
par exemple, on peut considérer que pour un nombre de Reyimdétieur a 2300, les lignes de courant fluide
sont toutes paralléles, caractéristique d’un rédaneinaire. Si on dépasse cette valeur critique, le régime est dit
turbulentet des tourbillons apparaissent. Lorsque le nombre de Riyest petit, inférieur a l'unité, on peut alors
négliger les termes d'inertie et on obtient le systéme dkeStsuivant :

-nAu + Vp Fext, t€R,, x€Q,

0, teR,, xeQ,

v.r (2.4)

ou nous avons omis les barres.

Estimons le nombre de Reynolds dans la trachée a partir dditatibn (2.3) ; pour une vitesse caractéristique
delm-s~! et une longueur caractéristique de I'ordre du centimétmegtmient un Reynolds autour é€0. Tou-
tefois, si on considére plutdt une vitesse de I'ordrel de- s~! et une longueur caractéristique Aeentimétres
(diametre de la trachée) le nombre de Reynolds est de I'alel2€00. Ainsi, localement, dans les parties hautes
du moins, le nombre de Reynolds peut étre localement plug élea vitesse et la longueur caractéristiques de
la géométrie étant toutes les deux décroissantes le longrnibed, nous remarquons que le nombre de Reynolds
décroit également le long de I'arbre. Ce nombre va nous peerde diviser la partie proximale du poumon en
deux pour construire le modeéle qui nous intéresse au ChapitEn effet, alors que le comportement de I'air dans
la partie supérieure sera décrit par les équations de N&tigkes, dans la seconde, le nombre de Reynolds étant
petit devant 1, nous utiliserons alors le modele de Stokeactérisé dans un tube par I'écoulement de Poiseuille.

Remarque 1 La plupart des auteurs considere que, lors de la respiratiécoulement reste laminaire [FMR5]

car le phénoméne en présence est oscilatoire ne laissaré pasips aux instabilités de se développer (le nombre
caractéristique est alors le Womersley). Cependant dai$/H07] des simulations numériques mettent en évi-
dence que la géométrie complexe du larynx peut induire unléswnt turbulent dans le cas d’'un débit constant
rentrant dans les voies respiratoires. Notons toutefois lgs équations de Navier-Stokes décrivent non seulement
les écoulements laminaires mais également les écoulemenibents (la difficulté est alors de capturer les petites
échelles lors des simulations numériques).

Ecoulement de Poiseuille

L'écoulement de Poiseuille décrit le comportement d’undéunon—inertiel dans un tube. Son domaine d’uti-
lisation est large : cela va de la conduite de chauffage aiss@aux sanguins. Comme mentionné précédemment,
le flux d'air dans le poumon a partir de T& génération peut étre condidéré comme non—inertiel ; dacasee
fluide lent parcourant des conduits de petits diamétrest pessible d’obtenir les profils de vitesse et de pression
comme solutions explicites du probléme de Stokes.

Loi de Poiseuille tridimensionnelle Placons nous dans un cylindre de diam@&rde longueul. et d’axe(O, x).
Nous supposons qu'il y circule un fluide incompressible moertiel vérifiant les équations de Stokes (2.4) avec
des conditions de non—glissement sur la parei,u = 0 sur la paroi. Par symétrie évidente la vitesse du fluide
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est invariante par rotation d’axé, x). Nous notons dona(r, x) la vitesse du fluide situé a I'abscisset a une
distancer de I'axe du cylindre. Nous notor) la pression supposée uniforme a I'entrée du tubg; ¢4 pression
a la sortie. La vitesse et la pression sont alors données par :

(Po — P)D? 1 4r*
167L D2
(2.5)
Py— Py

p = TX-FP(),

ol e, est un vecteur directeur unitaire de I'a®, x). On note que la vitesse ne dépend pas de la coordonege
la pression, linéaire en, est constante sur chaque section du tube. Remarquondeapssiil parabolique de la
vitesse, qui prend sa valeur maximale au centre du tubenEgration nous trouvons la forme suivante pour le
débit, c’est—a—dire le volume de fluide traversant une @edtansverse par unité de temps :

nD*
Q=
1281L
Cette formule, appelél®i de Poiseuille donne le débit comme proportionnel a la différence de pesdlous
notons

(Po = Pp). (2.6)

-2 (2.7)
nD*
Par analogie avec les lois de I'électricité ou l'intensiémroportionnelle & la différence de potentiei 'Ohm),
nous pouvons calculer la résistance équivalente d’'unuébeéuyaux. Nous remplacons ainsi par exemple dans le
cas du poumon, une partie de I'arbre bronchique par un tulbésilstance équivalente.

Loi de Poiseuille bidimensionnelle Au Chapitre 3, nous réalisons des simulations numériqué&sde Idu lo-
giciel de calcul éléments finlBreefem++ en dimensioni = 2, ou le domaine de calcul est une partie du plan.
Nous pouvons réécrire la loi de Poiseuille dans ce cas ehobte
_ 1271
- 2D3
Remarque 2 Au Chapitre 3 les calculs sont effectués en dimengier2 pour une géométrie homothétique (voir

page 75). Le rapport d’homothétie est alors choisi de faca® &ue les résistances 2D obtenues correspondent
aux résistances réelles 3D. Voir [SA07].

(2.8)

Vitesse du fluide et nombre de Peclet

Sur les 5 premiéres générations, la vitesse de I'air varieéret 0.1m - s~!. Puis la vitesse diminue, et les
phénomeénes de diffusion prennent le pas sur la convection.

La grandeur mesurant le rapport entre la convection etflasiii est lenombre de Pécletl est défini comme
suit :

Pe := Lu ,

Do,
ou L est la distance parcourue caractéristique (la longueua ¢eednche) I la vitesse de fluide caractéristique
(la valeur moyenne de la vitesse du fluide dans la bronchBhele coefficient de diffusion de I'oxygéne dans
I'air. Le calcul du nombre de Péclet revient a faire le rappotre la distance moyenne parcourue par convection
et la distance moyenne parcourue par diffusion sur un teropséa SiPe >> 1 alors les effets convectifs seront
prédominants, tandis quea << 1 le transport se fera essentiellement par diffusion.

En régime de respiration normale, la limite convectiorfudibn se situe au niveau des générations 17-18. A
I'effort cette barriere descend, et se situe au niveau dedrgéons 21-22.

(2.9)

Remarque 3 Les nombres de Péclet et de Reynolds sont proportionnela j'@entité suivante :
Pe = Re - Sc,

ou Sc désigne lenombre de Schmidjui représente le rapport entre la diffusivité de quanttémbuvement = g
(ou viscosité cinématique) et de la diffusivité massidusg. Il est utilisé pour caractériser les écoulements de
fluides dans lesquels interviennent simultanément vigeesiransfert de matiere.
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2.4 Modéles couplés

2.4.1 Le modele mécanique 0D

Le modeéle mécanique que nous utilisons dans toute la suitenesiodéle possédant un unique degré de
liberté x correspondant a I'amplitude du thorax. Ce modele a déja é&tétchotamment dans [Bat09] et utilisé
dans [BGM09, MMSS08]. Dans ce modele le poumon est assimiléeaboite, dont une face est mobile (voir
Figure 2.8). La face mobile modélise le parenchyme ; ellegdigte a un ressort, représentant I'élasticité des tissus.

éq =S5

,,,,,,,,,, xo+ T

FiG. 2.8: Modéle mécanique : le poumon est modélisé comme une boitertmpatoi est mobild/ = S (xy +x) : volume total
du poumonR : résistance totale des voies aérienttes;onstante de raideur du ressart, coefficient de friction. La
partie mobile a pour masse et pour surfacé. Le volume peut étre divisé en deux parties : I'espace bronchique (de
volumeV; et de résistancR) et I'espace alvéolaire (de volumé&,).

Parameétres

Nous introduisons ici des parameétres et variables entrejetedans notre modele :

e x |le déplacement du piston par rapport a sa position d’égailiBhysiologiquement, cette grandeur est a
relier au déplacement des cotes et du parenchyme ;

e m la masse du poumon, ou plus précisément la masse déplacéeelgusemi®/2 corresponde a I'énergie
cinétique mise en jeu;

e kq la constante de raideur du ressort, qui mesure la raideativelux forces élastiques tendant a ramener
naturellement le poumon a sa position d’équilibre ;

e S la surface du ressort correspondant a la surface effeatiy@menchyme sur laquelle la pression due a la
force s’applique ;

e u larésistance des tissus, de sorte gueeprésente le travail dissipé dans les tissus ; la réss@estissus
résulte des frictions entre le poumon et la cage thoracique ;

e Ry mesure la résistance de l'arbre bronchique de sorte qudféaetice entre la pression extérieure et la
pression intérieure soit égalka multiplié par le flux, la pression extérieure étant la pr@ssitmosphérique
et la pression intérieure, la pression alvéolaire. La t&3cte des voies aériennes est conséquence de la
friction des molécules d’air contre les parois;

o f..: représente les forces extérieures, conséquences detlteffisculaire produit pour la déformation de la
cage thoracique induisant l'inspiration et I'expiration.
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Notonsp la pression alvéolaire et normalisons a zéros la pressinosghérique. Puisque le flux correspond a
la dérivée du volume, nous avons l'identité suivandg = —p = RoSx. En appliquant le principe fondamental de
la dynamique & la partie mobile, nous obtenons 'EDO su&ant

mi + (RoS® + u)x + kox = four.

Remarquons ici que la résistance totale est la mise en gdeuk résistances : la résistance des bronkhesla
résistance du poumary = 1/S*. Au paragraphe suivant, nous prendrons en compte des edfietdinéaires pour
la résistance et la constante de raideur du res¢art’est pour cela que I'on va plutdt considérer I'EDO suieant

mx + (R(x)S* + Wx + k(X)X = foxt, (2.10)

ouk(x) etR(x) sont précisés ci—apres.
On donne a I'Annexe 5.2 et 5.3 page 136, les valeurs des paesu fluide et du systeme masse-ressort
utilisées pour les calculs.

Variations de la constante de raideur du ressort dues a la cdrainte de volume critique

Dans le cas d’'une manoeuvre forcée, lors d'une profondérat&m ou expiration, le volume de la cage thora-
cique ne peut pas excéder ou passer en dessous d’'une ctatifgneritique. Ce modeéle a été proposeé originelle-
ment dans [MMSSO08]. Cette limitation peut étre prise en dendlans notre modele en considérant une constante
de raideur du ressort linéaire entrainant une non-liréédans le modéle. Nous notohg,,,,, = Sx,..c > 0 (resp.
OViin = Sxmin < 0) la variation de volume maximale (resp. minimale) déteériexpérimentalement. Durant une
manoeuvre forcée, nous autorisons le poumon du patierdiadit ces volumes critiques, et nous devons supposer
la constante de raideur de ressort non—linéaire. Fixons :

k(x) = ko + k€ (x) + k9 (x),

ouk®(x) (respk®(x)) est la contribution du ressort a I'expiration (resp. adpiration) c’est-a—dire pournégatif
(resp. positif). Supposons :

. Ko x/xpin, Si x<0 ; 0, si x<0
k()(x) ::{ O/e / si x>0~ k()(X) ::{ Kix/xmux/ si x>0’

oUK, etK; sont des constantes positives a préciser. Notons que leotmsle raideur croit linéairement aussi bien
lorsque le volume pulmonaire croit que lorsqu’il décraitp&chant ainsi le volume d’atteindre des valeurs au dela
des valeurs critiques. Remarquons aussi que pour de petiiasons de volume,e. pourx petit, la non—linéarité

n'a que peu d'influence sur le systeme. Les constaite$K; sont estimées comme suit : situons—nous lors d’une
manoeuvre forcée a 'expiration, ce qui signifie qu’une éontcaximale négativé.; = f.in < 0 est exercée. Dans
ce cas, comme nous pouvons I'observer sur des courbes mepétailes nous avoris= x = 0 et I'équation (2.10)

se réduit a

k(-xmin)xmin = fmin/

ce qui nous donne immédiatemdt = f.i /Xmin — ko. De maniére analogue, en se placant a l'inspiration maxi-
male, nous obtenons; = fyux/Xmax — ko. Finalement, le modéle non-linéaire pour la constante iewa du
ressort se réécrit de la facon suivante :

_ (fmin/xmin - kO)x/xminz si x< 0,
k(x) B k() - { (fmax/xmax - kO)x/xmaxr si x>0. (211)

Remarque 4 Dans le cas d'une respiration au repos, ou le déplacemerste relativement faible, le modele
donnek(x) ~ ko.
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Variations de la résistance des voies aériennes dues aux pratés mécaniques de I'arbre bronchique

On suit encore le modéle de [MMSSO08], afin de prendre en colinpileence du muscle lisse (voir page 75).
Essentiellement le muscle lisse empéche les bronchespmlsdrdéformer. Dans notre modéle, nous devons sup-
poser que la variation totale du volume d’air pulmonaireistridue entre les alvéoles et les bronches suivant un
parameétre de distributio. La variation totale de volum&V = Sx est donc égale a la somme de deux termes :
oV 4 pour les alvéoles &tV pour les bronches avec

SVa=(1-0)Sx, Vg =0Sx.

Cette distribution est simplement fondée sur la consematu volume, en considérant le volume des tissus (pa-
renchyme) constant. En notaﬂg (resp.Vg) le volume alvéolaire (resp. bronchique) au repog e(resp.V;) le
volume alvéolaire (resp. bronchique) courant, la relagicitédente se réécrit

Va=V%+(1-0)Sx, Vg =V} + 0Sx.

En supposant, que les bronches se déforment tout en gaedarfofme originale, supposée cylindrique, et
puisque la résistance d’une bronche est proportionnéljegx (voir page 81), ol correspond a la longueur de la
bronche eD au diameétre de celle-ci, nous obtenons que la résistangg/estement proportionnelle au volume.
C’est pourquoi nous choisissons pour la loi de comportemera résistance des voies aériennes la loi suivante :

Ro

RG)= ——0
) 1+ 0Sx/ VY

(2.12)

On donne les valeurs numériques pour le calcul de la comstimtraideur et de la résistance dans les An-
nexes 5.4 et 5.5 page 136.

Comparaison avec les données physiologiques

Afin de valider notre modéle mécanique, nous présentonsichesasions dans les deux cas : au repos et a
I'exercice, en utilisant pour les forces extérieures ldswa données en Annexe 5.6, page 137. La seule grandeur
pour laquelle la comparaison est réellement possible e$t salcul du volume inspiré au cours de chaque cycle.
La Table 2.1 donne les résultats numériques obtenus patasionude I'Equation (2.10) et les données que I'on
peut trouver dans la littérature [GHO06, Wei84].

] | modéle mathématiqué données physiologiquels
repos 0.58 L 0.475 L [Wei84]
effort 25L 2.27 L [Wei84]

TAB. 2.1: Comparaison des volumes inspirés au repos et a I'effortédopar le modele mathématique aux volumes physiolo-
giques.

Les résultats sont en bon accord avec les données physjoésyi nous obtenons les bons ordres de grandeur.
Nous ne cherchons pas a étre beaucoup plus précis, étaré ldovariabilité dans la population.

2.4.2 Un modele multi—€chelle pour I'appareil respiratoie

Dans la premiere partie de ce travail (Chapitre 3), nous maésessons a un modéle multi—€chelle décrivant
le flux d’air dans les poumons. Nous nous attachons danssegttien a décrire le modéle en question. Ce modele
suit une décomposition en trois parties du poumon qui cporedent chacune a un modele mécanique différent.

Comme nous I'avons vu, la respiration nécessite le tramgjgol'air, a travers I'appareil respiratoire dont les
extrémités visibles sont le nez et la bouche. A l'autre ewité de I'arbre bronchique on trouve les alvéoles nichés
dans un tissu viscoélastique, le tout enfermé dans une fwitete latéralement par la cage thoracique, et en
dessous par le diaphragme. L'air est mis en mouvement viédiadement du diaphragme et du réseau tissulaire
qui y est rattaché, Iparenchyme
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FiG. 2.9: Décomposition de I'arbre respiratoire en trois parties.

L'appareil respiratoire a une géométrie complexe : pouralout direct, c’est un arbre dichotomique composé
de 23 générations qui devrait étre maillé (voir Figure..2Z2¥ci est infaisable numériquement.

Jusqu’a présent, les bronches distales situées a partir mulvieme génération ne sont pas visualisables, ni
segmentables par le matériel médical d'imagerie usuel. ddipallier les limites de I'imagerie et de mieux com-
prendre les différentes pneumopathies on comprend dorécksaité d’élaborer un modéle simple mais réaliste.

Le modele pour I'appareil respiratoire que I'on considerdég@ été décrit par ANDMONT, MADAY et
MAURY dans [GMMO5] et on trouve également dans [BGM09, GMS08, JAl@g modeles similaires. Notons
qgue le méme type de modeéle multi-échelles apparait égatgooen la simulation de flux sanguins (voir par
exemple [QRV01, QV03, VCFJT06]).

L'idée est de décomposer I'appareil respiratoire en traiigs :

e |a partie proximale (jusqu’aux générations 7-9), ou les équations de NaviekeStincompressibles sont
vérifiées pour décrire le fluide ;

e |a partie distale (de la 8-16 génération jusqu’a la Ty ou I'on peut supposer que la loi de Poiseuille est
satisfaite dans chaque bronchiole;

e les acinj ou a lieu la diffusion de I'oxygene, nichés dans le parenehyNous supposerons que la pres-
sion est uniforme dans les acini, égalg,Xdisons une moyenne de la pression alvéolaire). Le mouvemen
du diaphragme et du parenchyme est décrit par le modéle méeadD détaillé précédemment (voir Sec-
tion 2.4.1).

La Figure 2.10 illustre de maniéere synthétique la décontippsmulti—€chelles : dans la partie proximale
Q nous supposons que les équations de Navier—Stokes sofiteget qu’elles sont couplées par le biais des
conditions limites avec des flux de Poiseuille qui sont eldmms couplés au modéle mécanique élastique. Le
ressort décrit le mouvement du muscle diaphragmatiqug@osépunidirectionnel.

Dans la partie supérieufe (voir Figure 2.10), nous supposons que les équations deeN&tiokes sont satis-
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FiG. 2.10: Modéle multi—échelle.
faites :
Ju
pg +pu-Vyu-nau+Vp = 0, sur(0,T) x Q,
V-u = 0, sur(0,T) x Q,
u = 0, sur(0,T) x T, (2.13)
nVu-n—pn = -Ilon sur(0,T)x Ty,
nVu-n—-pn = -IIin sur(0,T)xI; i=1,...,N,

ol u etp sont respectivement la vitesse du fluide et la pression diefl@ur la paroi latéralE,, nous imposons
une condition de non—glissement sur la vitesse, tandis gues bords artificiel$;, 0 < i < N nous considérons
une force de pression exercée sur le bord. La condition deglissement sur les parois latérales est justifiée par
la présence de mucus (voir page 75).

La pressior ], est donnée égaleld la pression atmosphérique, tandis que les pres$ipissnt inconnues et
dépendent des parties en aval.

Pour chacun des sous—arbres de la partie distale, noussaupgpbarbre dichotomique et le flot laminaire.
Ainsi, par analogie avec un réseau électrique (voir par @kefBTO06]), nous pouvons considérer que le flot est
caractérisé par une unique résistance équivalRnpour 'ensemble du sous—arbre bronchique, dépendant de la
résistance de chaque petite bronche (voir par exemple §DluBhacun des sous—arbres est alors remplacé par
un domaine cylindrique, ou le flot vérifie la loi de Poiseudia relie la différence de pression aux extrémités du
tube :P; (pression suf;) - P, (pression alvéolaire) et le débit du ﬂ“ifﬁ‘?“ ‘n;

Hi—PazRifu-n, Ri > 0. (2.14)
T;
Grace alarelation (2.14), les conditions aux bords auxesdrt s’écrivent :
nVu-n—pn = —Pan—R,-(f u-n)n surl;, i=1,...,N. (2.15)
T

Ce sont des conditions non—standards et non—locales quiléigenseur des contraintes du fluide et son flux.
Ceci apparait également dans la modélisation des flux sam@uoir [VCFJTO06]). Il est a noter qu’elles créent de
la dissipation dans le systeme (voir [BGMO09]). Nous appetie ce type de condition des conditions aux bords
naturellement dissipatives

Enfin, le poumon est enfermé dans une boite connectée a umtrg@ssdirige le mouvement du diaphragme
et du parenchyme, comme présenté a la section précédenis.aNons vu qu’alors I'équation satisfaite par la
positionx du diaphragme s’écrit :

mi = —kx + (RS* + W)X + forr + fr, (2.16)
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ou dans ce cas les forces appliquées au piston sont la somfne ldgorce musculaire efp la force de pression.
fext €st la force développée par le diaphragme durant I'inspiradt I'expiration. C'est la force qui dirige toute
la respiration. Le couplage de cette simple équation difféelle a la partie supérieure du modéle, intervient via
la définition defp qui correspond a la force de pression exercée par le fluidke snuscle. Rappelons queest

la résistance des voies aérienneg & résistance des tissus. Ici comme la résistance des \@iesiaes est déja
prise en compte dans le modéle fluide nous avons @orc0. Si S désigne la surface de la partie mobile de la
boite, correspondant a la surface du diaphragme, nous avons

fr="PsS, (2.17)
dou
fext

m., .k
P, = ¥ — fracuSx + Rl (2.18)

De plus, puisqu’on suppose ici le parenchyme constitué dérraa incompressible, la somme des flux aux
sorties est égale a la variation de volume de la boite maahdlis parenchyme, ainsi nous obtenons

N
S)’cszu-n. (2.19)
i=1 Vi

Notons que puisque le fluide est incompressible et puisgud surl’;, nous avons

iﬁu-nz—j;u-n. (2.20)
o1 Vi 0

Finalement, le systéme couplé peut étre réécrit comme suit

0
pa—ltl+p(u~V)u—17Au+Vp = 0, sur(0,T) xQ,
V-u = 0, sur(0,T) x Q,
u = 0, sur(0,T) x Ty,
nVu-n-pn = -Pyn, sur(0,T) x Ty,
nVu-n—-pn = —Pan—Ri(fu-n)n, sur(0,T)xT;,i=1, ..., N, (2.21)
T
mi+ ux +kx = fou+SP,,
N
Sx = fu~n=—fu-n.
; L To

Les inconnues sont la vitesse et la pression du fluide p ainsi que la pression alvéolaiPs etx le déplacement
du thorax. On remarque que, connaisganbn peut calculen, p etx, la pression alvéolaire solution correspondant
a la pression telle quex = — fr u - n. Ce systéme doit étre complété par des conditions initedeptées

0

(u/ X, x)lt:() = (uOI Xo0, xl)/ avec

V-uy =0, up=0surly, etSX1:—fu0'n-
Ty

(2.22)

Une particularité de ce systéme est que toutes les sbfties i < N sont couplées.

Analyse mathématique

L'analyse mathématique de ce systéme a été réaliséeAramdd, GRANDMONT et MAURY dans [BGMO09].
Dans ce travail, les auteurs montrent I'existence de swiatrégulieres, dans un sens a préciser, localement en
temps pour des données grandes et globalement en tempsdassgarticulier ou les données sont petites et la
constante de raideur du ressort nulle.

Au Chapitre 3, a la Section 3.2 nous discuterons des difisulées a I'analyse mathématique du probleme
(2.21)—(2.22) et nous préciserons un peu plus I'énoncé deéceeme [BGMO9].
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Etude numérique

L'originalité de notre travail réside dans la méthode em@éopour simuler numériquement le systeme (2.21)—
(2.22).

Dans leurs travaux, BFFiIcO, GRANDMONT et MAURY [BGMO09] mettent en place un code permettant de
traiter les conditions aux bords dissipatives. Il est intqatr de noter que, puisque ces conditions relient tous
les degrés de liberté des bords de sortie, les logicielsati&srfinis commerciaux ne permettent pas de traiter
facilement ces conditions dissipatives, ni le couplage é@eessort. Essentiellement le traitement direct de ces
conditions aux bords nécessite la modification du produitioe-vecteur pour la résolution du systéme linéaire
associé au probleme, et donc demande de rentrer en profatatesile code.

La méthode que nous utiliserons permet de nous affranchiciassement de telles contraintes. L'idée est
de calculer des solutions élémentaires, chacune solutiongiobléeme de Stokes ou on impose une condition
de Neumann égale Bisur une unique sortie et des conditions de Neumann homogénésutes les autres. La
stratégie est ensuite d'écrire la solution comme comhimaiméaire de solutions élémentaires pré—calculées et
d’un terme correctif correspondant a la partie non—statice du probléme. Chacune de ces quantités est solution
d’'un probléme de Stokes avec des conditions aux bords nstdeslards Dirichlet-Neumann. Les coefficients de
la combinaison linéaire sont ensuite calculés de fagon aeéeg conditions aux bords dissipatives soient vérifiées.
L'avantage de cette méthode est qu’elle est facilement&@mphtable dans les logiciels éléments finis courants tels
queFreefem++ [HLHOP]. Néanmoins cette méthode reposant sur un princgpknéarité il est nécessaire de
traiter les termes de convection soit de facon explicitepsani la méthode des caractéristiques. La deuxiéme partie
du Chapitre 3 détaille cette méthode et donne quelquesaimos numériques.

2.4.3 Un modéle pour la diffusion de I'oxygene dans I'arbre obnchique

La deuxiéme partie de ce travail (Chapitre 4), concerne ldéiisation des échanges gazeux dans le poumon.
Dans cette section, nous donnons les idées essentielléssguelles repose notre modele ainsi que le systéme
obtenu, annongant la description détaillée effectuée apitk 4.

Comme déja mentionné, l'efficacité de I'échange gazeuxaanide la membrane dépend de quatre facteurs :

* la différence de pressions partielles en oxygénes entigbie et le sang pulmonaire ;

* le ratio ventilation/perfusion qui mesure le rapport effitqeience respiratoire et fréquence cardiaque ;
* la perméabilité de la membrane ;

* la surface d’échgange efficace.

Si les trois premiers facteurs sont soit fixés et donnés gatédeature (pression partielle en oxygéne dans le sang,
ratio ventilation/perfusion) soit facilement définissab(pression partielle en oxygene dans I'alvéole), le derni
correspond a une notion pas aisément quantifiable. Eneffé¢, données est fortement dépendante de la géométrie
et du régime respiratoire auquel on se place. Dans [GHG6Ueeurs définissent la notion de capacité de diffusion
qui correspond au produit de la perméabilité avec la sud#zmce. Puisqu’ils considérent le poumon comme un
tout, sans prendre en compte réellement la géométrie, isatdt deux valeurs, I'une correspondant au régime de
repos, I'autre a I'exercice. Une premiére partie de notredit, Sectior??, consiste a retrouver les flux d’oxygéne
absorbé moyens a I'aide d’'une modéle mon—compartiment.

Le modeéle obtenu s’écrit de la fagon suivante :

X = u,
2
un o= lfm— L+p u—kx|,
m 1+ 03x/V?
. . 0 2/3
Voz = ﬁ pPv/p (VA +(1- Q)Sx) (ca Py - Psang)r
o = ;((1—9)533[5(ZO?C()—CA,O]—VO),
VO + (1- 0)Sx :
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Chapitre 2. Le poumon humain

ou les deux premiéres équations correspondent au modeknigae déja présenté a la Section 2.4.1. La troi-
sieme équation compte le volume d’oxygene traversant labrame ; nous reconnaisson$y — Psang la diffeé-
rence des pressions partielles en oxygéne de chaque cééntembranepy,p la ratio ventilation/perfusion et

B (Vg +(1- G)S,‘x?z/3 la capacité de diffusion. A I'aide des valeurs de [GHO6], sicetrouvons les bons ordres
de grandeur pour les volumes d’oxygene absorbé moyens.

Toutefois, ce modeéle ne permet pas de rendre compte derblgétééité des échanges gazeux; c’est pourquoi
la deuxieme partie de ce travail se tourne vers une desoripd du poumon, ou la dimension d’espace correspond
a la distance parcourur dans I'arbre depuis la bouche enstéa(. L'objectif de ce modéle est de montrer que
grace a la géométrie et a la mécanique, nous multiplions parv8lume d’oxygéne absorbé, en passant d'un
régime de respiration au repos a un régime de respiraticeffart. Aprés avoir décrit la problématique et donné
un apercu des modeéles déja existants a la Section 4.3, nopgsans un nouveau modeéle 1D a la Section 4.4.
L'arbre bronchiques est alors modélisé par un tube de seetinable. Nous supposons que ce tube représentant
les bronches est connecté aux alvéoles qui sont séparéaidssaux sanguins par une membrane poreuse. Voir
Figure 4.2 pour une représentation schématique. le modaielet obtenu est le suivant :

X=u,

1 RyS?
1= — ext — | ——————5 t -k 7
" m[ft [l+65x/Vg y]u x)
disp + 8g(shuf) = —0s,,

94(spcp) + e(spcptt’) + Ae(=Do,5pdech) = —salx = 02 ¢y, cal — W(E) (cp — ca),

94(SaCa) = =b pvyp €4 (PoCa — Peang) + dssa[ 2 02 ¢y, ca] + W(E) (cp — ca).

A nouveau les deux premiéres lignes correspondent a l&@paétanique. La troisiéme équation traduit la conser-
vation du volume d’air 5, désigne la section bronchiquesgta section équivalente alvéolaire, de sorte g€ d¢
donne le volume alvéolaire compris enfret{+ d¢, la vitesse du fluide est notéé La quatriéme équation corres-
pond au bilan de masse pour I'oxygéne écrit pour les brontaedis que la derniére équation correspond au bilan
de masse écrit pour les alvéoles(resp.c,) désigne la concentration en oxygene dans les alvéolgs (tass les
bronches). Dans le membre de gauche de la quatrieme équatios reconnaissons les termes de transport a la
vitesse du fluide et de diffusion de I'oxygéene.

Le terme commun aux deux derniéres équations,

ISalx > 07?2 cp, ca] + W(E) (cp — ca),

correspond aux termes d’échange entre bronche et alvéoterrhed;s,[x > 0 ? ¢, ¢;] est un terme convectif
correspondant au volume d’oxygene entrant dans I'alvébkeld dépression causée par la déformation mécanique
de l'alvéole (& l'inspiration) ou sortant de I'alvéole dladurpression causée cette fois par la compression de
I'alvéole (a I'expiration). Le terméN(¢) (c, — ¢,) est un terme de diffusion dans la direction ‘orthogonalétesn
l'alvéole et la bronche.

Le terme de perte dans la troisieme équation,

-b pv/p " (POCa - Psung)/

correspond a la quantité d’oxygene absorbée qui passe elaand aveé la perméabilité py,p le ratio ventila-
tion/perfusion; la densité de surface alvéolaire(Bc, — Psq) la différence de pressions partielles en oxygene
entre I'alvéole et le sang.

Nous terminons par des simulations numériques du systémas Bbulignons que ce travail est encore un
travail en cours.
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Chapitre 3

Une méthode numérigue pour la
simulation du flux d'air dans les poumons

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la simulation ¥uhir dans I'arbre bron-
chique. Le modele que nous étudions, décrit a la Sectio,Zdnsiste en une description
selon trois parties de I'arbre respiratoire. Ce modele rmoumsluit, aprés discrétisation en
temps, a un probléeme de Stokes avec des conditions aux bissigatives non—usuelles
qui ne peuvent étre implémentées facilement et directeh@ms la plupart des logiciels
utilisant la méthode des éléments finis, en particlierefem++ [HLHOP]. L'objectif
ici, est d’apporter une méthode de résolution implémeatalains tout logiciel de calcul
par éléments finis (EFM). Aprés une description de la méthodes l'illustrons par des
simulations 2D. Ce travail, initi¢ au CEMRACS’08 est le frdiune collaboration avec
CELINE GRANDMONT, BERENICEGREC, BERTRAND MAURY et DRISSYAKOUBI. Cette
méthode s’adapte trés bien au cas de la dimensioB ; I'implémentation 3D a été réalisée
par DRISSYAKOUBI. L'essentiel des résultats est paru dan$lexeedingslu CEMRACS
sous le titreNumerical Method for the 2D Simulation of the RespirafD&G*09].

3.1 Introduction

Nous nous intéressons au systéme suivant dérivé du moddieédubelles que nous avons décrit précédem-
ment a la Section 2.4.2, page 85. Rappelons ci—dessousésrmys

Jdu

P3r +p(u-V)u-nau+Vp

V-u
u
nVu-n—pn

nVu-n—pn

mx + ux + kx

Sx

0,

0,
0,
—Pon,

—Pan—Ri(fu-n)n,
T;

fext"'spa/

N
Y, [un=-[un
i=1 Vi To
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sur(0,T) x Q,

sur(0, T)xQ,
sur(0,T) x Ty,
sur(0,T)x Ty,

sur(0, TyxI';, i=1, ..., N, (3.2)
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Ce systeme doit étre complété par des conditions initialaptées

(u, x,%)|=0 = (ug, X0, x1), avec

V-uy=0, ug =0surly, etSX1=—fu0'n.
To

(3.2)

Une particularité de ce systéme est que toutes les sbffies i < N, sont couplées et que des termes non locaux
apparaissent au bord.

Remarque 5 En posanp = p — P,, en utilisant(2.18)et la préservation du volume totale Sx = —f u-n,le
T
systeme couplé peut se simplifier comme suit ’

0
pa—ltl+p(u-V)u—17Au+Vﬁ = 0, sur(0,T) x Q,
V-u = 0, sur(0,7) xQ,
u = 0, sur(0,T) x Ty,
Vu-n—-pn = —Pn—@n—ﬂi fu~nn
1 pro= TR T e U
B k([
-5 u-njn- - u-n—Sxo|n, sur(0,T)xTIy,
S To S 0 Jro
nVu-n-pn = -R; fu-n n, sur(0,T) xT;.
Ti
(3.3)

En conséquence, le syste(@e21)se réduit aux équations de Navier—Stokes ou la pression idie st remplacée
par la différence entre la pression du fluide et la pressia@alaire, munies des conditions aux bondsurellement
dissipativesLe lecteur notera que I'’hypothése d’'incompressibilittessentielle ici.

N
Remarque 6 Nous avons utilisé la relatio[‘ f u-n= —f u-n afin de simplifier le systéng2.21) découpler
i=1 Vi To

les sortied’; et obtenir(3.3). Néanmoins cette hypothése n’est pas nécessaire dangda sui

Comme nous I'avons mentionné ce systeéme a été étudié mathaeraent dans [BGMO09]. Dans une premiére
partie de ce chapitre nous nous attacherons a décrire fesiliés lices a I'étude mathématique de ce systéme no-
tamment et nous énoncerons le résultat d’existence etlténie solution en temps court ainsi que I'existence
globale dans un cas particulier dans [BGMO09]. En particulieus noterons la difficulté d’obtenir des estima-
tions d’énergie pour le terme non-linéaire a savoir le flidngrgie cinétique aux bords. Toutefois, les auteurs
obtiennent des estimations d’énergie en dimengier2, localement en temps pour de petites données. Afin d’ob-
tenir I'existence de solution sans restriction sur les dasraussi bien en dimension 2 ou 3 les auteurs travaillent
avec des solutions plus régulieres. Par une approche deSgieekin, ils montrent qu'il existe une unique solu-
tion localement en temps. Sous des hypothéses supplénesrta: 0, données petites) ils obtiennent I'existence
globale.

Dans une deuxiéme partie, nous décrirons la méthode numeénige nous avons développée et implémentée.
Aprés une discrétisation en temps du probléme couplé (lmsda méthode des caractéristiques pour le terme
de convection), nous obtenons un systéme de Stokes munhdéions aux bords non—standards mettant en jeu
les flux d’air aux interfaces. La difficulté consiste alorsra@iter ces conditions aux bords dissipatives a l'aide
d’'un logiciel éléments finis par exemplreeFEM++. La stratégie choisie ici est d’écrire la solution comme
combinaison linéaire de solutions élémentaires pré—tEdsuet d’'un terme correctif correspondant a la partie
non-stationnaire du probleme. Chacune de ces quantitéslason d'un probléme de Stokes avec des conditions
aux bords mixtes standards Dirichlet-Neumann. Les coeffiside la combinaison linéaire sont ensuite calculés
de facon & ce que les conditions aux bords dissipativestsa#sfaites. Le lecteur doit noter qu’une telle méthode
a déja été décrite dans un contexte [égerement différemfR@®NQO02, VV07]). Dans ces papiers, les auteurs ont a
traiter des conditions aux bords défectiesfin de calculer proprement la solution, ils voient leuraditions aux

"Dans ces travaux, les auteurs imposent la pression moyeneefam moyen aux interfacdg, 1 < i < N. Ces conditions ne permettent
pas de fermer le systeme et sont donc appelées défectives.
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bords défectives en tant que contraintes et obtiennentuiesouvelle formulation a I'aide de multiplicateurs de
Lagrange. Numériquement, cette formulation revét descaspeoches des nodtres et afin de réduire leur probléeme
ils utilisent une méthode depliting. Enfin, dans la derniére partie nous présenterons les a€salimériques, et
vérifierons que pour un certain jeu de parametres, notre Imoelgroduit certains aspects de la respiration.

3.2 Analyse mathématique
3.2.1 Formulation variationnelle
On introduit I'espace fonctionnel suivant
V={veHY(Q), V-v=0,v=0 surly. (3.4)

Supposons que toutes les inconnues soient suffisammerigrégunous multiplions les équations de Navier—
Stokes par des fonctions tests’annulant suf’;, et I'équation mécanique pai(1/5S) fro v-n. Al'aide de

1 [t
x:xo—gﬁﬁou-n,

nous obtenons

o fomevs [emeven [vaivs Y[ aen)( [ von)
SRR RS AR RS I RE RS
fpv (va ne [ v ]

_pof ‘n— fe"tfv-n Sxo(fv-n), Vv € H(Q)" avecvlr, = 0.
Ty S Iy S To

Ensuite, en considérant des fonctions tesislivergence nulla.g v € V), nous obtenons une seconde formulation
variationnelle du probléme couplé (3.3)

R A I [
R (A R U AR A VAR TR I

:—Pofv-n—@ v-n+kx0(fv-n), Vve V.
r() S FU S FU

Remarquons qu’ici nous avons exprimé toutes les quantitésda de la vitesse du fluide. La vitesse du ressort

peut étre retrouvée facilement a I'aide de larelafign= — | u-n.
I

3.2.2 Bilan d’énergie

Formellement, nous pouvons écrire un bilan d’énergie ppgystéme couplé. Pour ce faire, on choisi u
comme fonction test dans (3.5). En réécrivant par intégmnadar parties le terme convectif comme un flux d’énergie
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cinétique a I'entrée et aux sorties et en utilisant le fag §iu= — | u-n, on obtient :
To

N 2
d(p o m ok 2) f 2 (f ) 12
— | = [ul + =xX|° + =|x|° | + Vul|” + R; u-n| + ulx|
dt(2 o 2 2 1 0 ;‘ T 3
p N
__F 2 . . .
=-3 ;zo j; [ul*(u-n) + PySx + fourx, (3.6)

ou:
d p 2 m. . 2 k 2 R .. ) 2 . < .
° |2 [ul” + EM + Elxl correspond a la variation d’énergie totale du systeme, éex goremiers
Q

termes représentant la variation totale d'énergie cinétite dernier la variation de I'énergie mécanique du
ressort;

° nf [Vul? correspond & la dissipation d’énergie due a la viscositéuiteft
Q

i

N 2
° Z R; (f u- n) est'énergie dissipée engendrée par la résistance desadiiennes dans les sous-arbres;;
i=1 T
e ut* est I'énergie dissipée par les tissus pulmonaires;
N
° —g Z ]; lul*(u - n) est le flux d’énergie cinétique & travers I'entrée et leseort
i=0 YTi

e PySx est la puissance développée par la pression atmosphériguerée ;
® f..x estla puissance développée par les forces extérieurezeesesur le diaphragme.

Ce bilan d’énergie permettrait d’obtenir des estimatioésergie, mais pour cela il faudrait estimer correc-
tement les flux d’énergie cinétique aux interfaces a I'aidd’é@nergie cinétique totale et de I'énergie dissipée.
Cependant on peut obtenir un contrdle du flux d’énergie icjnétlocalement en temps, pour des données petites
mais uniquement en dimensian= 2. Cette estimation permettrait de montrer I'existence detiems faibles
(dans les espaces d’énergie). Afin de traiter le cas de landiloe 2 et 3, sans restriction sur les données dans
[BGMO09] I'existence de solutions plus régulieres est coass.

Remarque 7 Dans [GMMO5], les auteurs contournent cette difficulté eaisissant d’autres conditions limites;
leurs conditions aux bords prennent en compte le tensewatgsaintes total, a savoir la pressigrest remplacée
par la pression totalg + p% faisant ainsi disparaitre le flux d’énergie cinétique auxdsdu bilan d’énergie.
L'estimation d’énergie étant insufisante pour traiter lente non linéaire, ils passent ensuite en Fourier en temps
pour obtenir de la compacité en temps et passer a la limite.

Dans [GMS08], une autre stratégie est choisie : les auteuppssent que sur chaque sortie la trace de la
vitesse du fluide est proportionnelle a un profil donésoitu = A;U; surT;. Il s'agit de conditions plus restric-
tives, mais en se limitant & un seul degré de liberté en &tpesir I'entrée et chacune des sorties du domaine de
calcul, on peut contr6ler le flux d'énergie cinétique surfiemtieres artificielles.

3.2.3 Reéécriture du probléme

Dans cette partie, nous réécrivons la formulation vamai#le (3.5) sous une forme abstraite.
SoientQ un domaine borné dB?, d = 2,3, T, l'interface d’entrée[; les sorties (voir Figure 2.10). Notoiis la
paroi latérale. Soit I'espace fonctionnel suivant :

—I2
H=V,
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ou V est défini en (3.4). Nous noterogs'), le produit scalaire sul x H défini par

i o3[ o)

et|| - |lo la norme associée. Ensuite, posons

al(v,w):T]LVV:Vw+gRi(friv-n)(friw-n)+%(fr‘ov-n)(frow-n)

b(u,v,w) = pf(u'V)v-w
o)

qui sont respectivement les formes bilinéaire et trilinaurV associées au probléme. Enfin notons

o (o]

Finalement, pour compléter le formalisme, introduisonpdrateurA dont les vecteurs propres constitueront par
la suite la base de Galerkin utilisée pour construire urnte sl@ solutions approchées.

et

Définition 3.2.1 (OpérateurA) L'opérateurA est défini surH comme suit :

D(A) = {v eV, lai(v,w)| < Cllvllo, YW € V},

(3.7
(Av,w)g = ai1(v,w), ¥ (v,w) € D(A) X V.
On donne maintenant la définition de solution du systeme-(@12).
Définition 3.2.2 On dit queu est solution du problem@.1)3.2)sur[0, T] si
u € L*(0,T; D(A)) N L*(0,T; V) N H'(0, T; H),
(3.8)

t
%(u,v)o +ai1(u,v) + b(u,u,v) +a (f u,v) ={(v), Yvevy,
0

f(v):—Pofv~n—@fv-n+£25xo(fv-n)
Ty S Ty S Ty

11(0) = up.

avec

et la condition initiale

3.2.4 Existence et unicité d’'une solution

Dans [BGMO09], les auteurs donnent deux types de résultatgsténce : I'un local en temps, pour de grandes
données et I'autre global en temps pour des données suffisanpetites dans le cas particulier ou la raideur du
ressort est nulle. Nous redonnons ici leur résultat d’erist. Tout d’abord explicitons deux hypotheses utiles :

Hypothése 1 Q est un domaine dB” est régulier par morceaux dans le sens oul chaque composatadrdntiére
I,,i=1,...,N, etl'y est réguliére. De plus, on suppose que I'angle entrd’}ext la paroi latéralel’; est égal a
/2.

Hypothése 2 Pour T > 0, supposons

PyeL*0,T), weV, et R;>0,i=1,...,N
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Théoréeme 3.2.1Sous les Hypotheses 1 et 2, il existe un intervalle de t¢dnp$ sur lequel le system@B.1)3.2)
admet une unique solution dans le sens explicité a la D&mgi2.2. De plus, dans le cas particulier be= 0 et
pour des données petites (condition initiale et force ederuffisamment petite en norhfeen temps), la solution
peut étre définie globalement en temps et il existe une auestaelle que pour tout > 0,

N 2 2
ﬂ||Vu||iz(Q)+ZRi(fru-n) +%(ﬁu-n) <C
1 i 0

i=1

Dans leur preuve BFFicO, GRANDMONT et MAURY [BGMO09] suivent la méthode utilisée dans [RHT96] : ils
construisent une suite de solutions approchées a l'aideedivéthode de Galerkin (les vecteurs de la base de Ga-
lerkin étant les vecteurs propres associés a I'opératgyuis établissent des bornes uniformes qui leur perntetten
de passer a la limite montrant ainsi I'existence d’au moims solution de (3.8). lls montrent finalement qu’une
telle solution est unique. La restriction au das 0 résulte de I'incapacité a contrdler le déplacement du resso
Cependant, si on suppoagriori que celui-ci est borné par une constante suffisamment patiteééthode permet
d’obtenir le résultat d’existence globale pdus 0.

Remarque 8 Dans [RHT96], les auteurs montrent I'existence d’'une upigolution réguliére au systéme de
Navier—Stokes lorsqu’on impose la pression moyenne oulbiflax moyen en entrée et en sortie. lls utilisent
la méthode dite du ‘do nothing’. Par cette technique, unenfdation faible particuliére est donnée permettant de
satisfaire aux conditions de pression moyenne ou de fluxmsslen le cas. Cette formulation contient de plus
implicitement des conditions aux bords (de type Neumanméjectionnent une solution particuliere parmi toutes
les solutions admissibles physiquement pour le problénggnet. Dans [QV03], les auteurs, dans le cadre de la
simulation des écoulements sanguins, s'intéressent a&rsgsie Navier—Stokes avec les conditions aux bords sui-
vantes nVu-n—-pn+K;(u-n)n = —p;n olp; = p;(t) est considére comme une fonction donnée ne dépendant que
du temps. Ils montrent en particulier I'existence d’'uneusioh au systéme de Navier—Stokes couplé a un modéle
0D par une méthode de point fixe. Dans notre modéle, la natwmmdplage ne permet pas d’appliquer facilement
les mémes arguments. De plus ils obtiennent I'existenceldgan siK; (qui est un analogue des résistandg®

est suffisament grand. Dans [BGMO09], les auteurs s’affréssamt de cette contrainte par le choix de I'opérateur
A, qui prend alors en compte la partie dissipative provenantadrésistance des sous—arbres.

3.3 Meéthode numérique

Dans cette partie nous présentons la méthode numérigueiegbeur la simulation du systéme couplé Navier—
Stokes/masse—ressort.

Les logiciels éléments finis classiques ne permettent dertfacilement ni les conditions aux bords dissipa-
tives qui apparaissent dans notre systéme, ni le couplagel@wmodeéle élastique.

Une premiéere stratégie possible [BGMO09] consiste a modiigaroduit matrice—vecteur pour la résolution
du systéeme linéaire associé au probleme. Comme nous I'avensionné plus tot, les conditions dissipatives
conséquence des résistances des sous—arbres et du caygade systeme masse—ressort modifient les formes
bilinéaires dans la formulation variationnelle et par émngent modifient la matrice EFM associée aux degrés de
libertés pour la vitesse. Toutefois, cette modificationt@re vue comme une perturbation additive de la matrice
EFM originale,

A :AQ +A1’€S’

ol A2 désigne la matrice EFM originale sur le domailest A™ |la matrice associée aux résistances. A chaque
étape, une méthode itérative est employée nécessitaricie da produit matrice—vecteur

Ax = A%x + Ax.

Plutdt que d’assembler a chaque fois la matAgées deux termes sont calculés séparément. De plus, paulteal

le produitA™x, la matriceA™ n’'a pas besoin d’'étre assemblée puisque ce produit pedd@tteomme un produit
tensoriel entre deux vecteurs, les résistances et untar@st2quivalente en entrée qui prend en compte le couplage
avec le ressort. Cette stratégie nécessite de rentrer @ngdeur dans le code, ce que nous nous sommes interdit
ici.
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Une seconde stratégie, celle que nous avons retenue, teocasi€composer la solution en une combinaison
linéaire de solutions élémentaires pré—calculées et ddumé correctif prenant en compte I'évolution tempo-
relle, chacune de ces quantités étant solution d’un prabl@enStokes avec conditions aux bords standard mixte
Dirichlet-Neumann. Les coefficients de la combinaisondiresont calculés de fagon a ce que les conditions aux
bords dissipatives soient vérifiées.

Cette approche apparait déja dans [FGNQO2]. Dans ces xrdvain aussi [VV07]), les auteurs proposent
une méthode numérique pour traiter des conditions aux l#ftstives. La méthode déja proposée par [RHT96]
pour traiter ce genre de conditions (voir Remarque 8) prepo®e formulation facile a discrétiser dans le cas
du probléme de pression moyenne. Toutefois, concernanbldgme de flux moyen, la définition de I'espace
fonctionnel rend I'implémentation moins facile. Partaatad constat BRMAGGIA et al[FGNQO2] proposent une
nouvelle approche basée sur les multiplicateurs de Lagrang

Leur but est de résoudre le systeme de Navier—Stokes suivant

pdru+pu-Vu—-nAu+Vp=1£ sur(0,T)xQ,
divu =0, sur(0,T)xQ,

u=0, sur(0,T)xTy,

((pi,u):fwnds:Qi, pouri=1,...,N,
T;

nVu-n-pn=0, sur(0,T)xTy,

avec la condition initial&r = uy at = 0. La difficulté de ce systéme est que les conditions aux bamtd&fective ;

en effet, on impose uniquement le flux moyen sur chaque soetigui ne permet pas de fermer le systéme. A cette
fin, les auteurs [FGNQOZ2] proposent de résoudre le problémeary :

Trouver(u,p, Ay,...,Ax) € V x L2(Q) x RY, tels quevv € V, Yg € L*(QQ)

N
p @ +u-Vu,0) + 7 (Va, V) + Y Ak, v) - (p, divv)

i=1

(f,v),

(q/ leu) = 0/
<¢i/u> = Qi/ i=1,...,N
u = up, ent =0,

ouV = {ve H'(Q)", vlr, = 0}.
Dans un souci de clarté, nous présentons leur méthode emestresgnant au probleme de Stokes. Cela revient
atrouveru € V,p € L2(Q) et(A4,...,Ay) € RN tels que¥v € V, etVq € L}(Q),

n(Vu, Vv) + Zfil Aipi, v) — (p,dive) = (f,v)
(g, diva) = 0, (3.9)
<¢i/u> = QI'/ i:1,...,N.

La solution est alors écrite comme combinaison linéairealetions de problémes plus simples; s@it p) €
V x L?(Q) la solution de :

n(Va, Vv) — (p,divy) = (f,v),
S (q,diva) = 0,
Y(v,q) € VX L(Q), @ =0 sur, (3.10)

nVa-n—-pn = 0, surly, ..., I'n.
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De plus, notongu,, p;) € V x L*(Q) la solution du probléme

1 (Vui/ VV) - (Pi/ diVV) = _<¢f/ Z]>/
=_ 5 (g9, divu;) = 0,
Y(v,q) € VX L(Q), w = 0 surl, (3.11)
nVu;-n—-pmn = 0, surl’y, j #1i.

On pose ensuite

N
u=1u+ Z Aiu,
i=1

N
et p=ﬁ+Z)\ipl‘.

i=1

LesA; sont déterminés de telle sorte queérifie la troisieme équation de (3.9), soit
N
(@@ + Y Afpiup=Q; i=1,..N,
j=1

ce qui se réécrit sous la forme d'un systeme linéaire inbkrsi

Il est a noter que cette approche a I'avantage de pouvoiirggiémentée sur un solveur Navier—Stokes clas-
sique avec conditions aux bords usuelles (Neumann, DaichComme nous I'avons décrit précédemment, la
méthode de résolution proposée réduit le probléme a lauttmoldeN + 1 problémes de Stokes non contraints
(3.10)—(3.11). De plus, remarquons que pour une géoménaae, lesN solutionsu; des problémes (3.11)
peuvent étre calculées une fois pour toute.

Bien que nous soyons dans un cadre différent (ici pas de tomslidéfectives, notre systeme est entierement
déterminé), ces idées s’adaptent facilement a notre prmblé

Dans cette section, nous allons présenter tout d’abord thadé numérique sur un probléme linéaire ob-
tenu simplement en omettant les termes de convection garabte Stokes). Nous expliquerons ensuite comment
I'adapter au cas plus général.

3.3.1 Le systeme de Stokes

Dans cette section nous nous intéressons au systemedicéaiplé suivant :

pg—:l -nAu+Vp = 0, sur(0,T) x Q,
V-u = 0, sur(0,T) x Q,
u = 0, sur(0, T) x Ty,
% = _pp-fma_md
17 u-n—pn = - on—?n—ﬁﬁ 1Hol,l'l'll'l (312)
k ' u
-5 u-n— Sxg n-— u-n|n, sur(0,T)xTy,
S 0 Jr, S I
nVu-n-pn = -KR; f u-njn, sur(0, T) x I;.
T

On commence par discrétiser en temps le probléme coupkéntdoi> 0 le pas de temps, &t = not, n € IN.

t)l
Notonsu” etp” la solution approchée au temffs Le terme intégra‘lf f u - n se discrétise comme suit
0o Jr,

t" n
fo frou-nz;(étfrouf.n). (3.13)
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Le systeme discrétisé en temps s’écrit donc

n n-1
p% -nau" +Vp" = p%, surQl,
V-u" = 0, surQ),
u = 0, surl’,
o ke kot S - m
Vu' -n-p" = _P+E_Xt__+_ f ]. __f n-1,
nVu" -n-p'n 0+ g S 2 L. FOu n 251 rou n||in
m kot
—(%—§+§)(ﬁ u”-n)n, surly,
0
nVu" -n-p'n = -R; fu”'n n, surl;,i=1,...,N.
T

(3.14)
Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes

" kxe kot S m
prop g Jen kxo kot i) = 3.15
ot TS ta Z(fro“ “) S2ot (frou “) (3.15)

j=0

ot :I
_t PR + —_ (3‘ 6)

Notons que” est connue dés que les vitesses au pas de temps précédestaaitélées. Le probleme (3.14)
peut étre réécrit ainsi

n n-1
p% _ nAu” + vpn = p—uét , surQ),
V-u" = 0, surQ),
u? = O, SUI’Fg,
Vu" -n—p" = —['n-— R(‘)t n, (317)
nvu"-n-p'n = n 0 u"-n|n, surly,
Ty
nvu" -n-p'n = —R,-(fu”~n)n, surl;, i=1,...,N.
T;

En conséquence, aprés discrétisation en temps, nous abtensysteme de Stokes généralisé avec des conditions
aux bords naturellement dissipatives. Ces conditions audsbinhabituelles provenant des résistances et de la
discrétisation en temps du systeme masse-ressort modifitarme bilinéaire standard associée a un probleme
de Stokes avec conditions aux bords mixtes de Dirichletaigun. En particulier, si on considére une discrétisa-
tion en éléments finis, elles coupleraient tous les degrédibeeé de chaque sortie et modifieraient la forme de
matrice éléments finis associée aux degrés de liberté deekseidu fluide. Par suite, ces conditions aux bords ne
peuvent pas étre aisément et directement implémentéesidauveur éléments finis quelqu’il soit, par exemple
FreeFEM++, sans rentrer profondément dans le code.

Afin de passer outre cette difficulté, nous utilisons la mé¢hsuivante. L'objectif est de réduire ce probleme
muni de conditions aux bords non-standard a plusieurssaptablémes munis cette fois de conditions de Neu-
mann et Dirichlet classiques. L'idée est de pré—calculgeunle solutions avec conditions de Neumann sur chaque
T';, puis de définir la solution comme combinaison linéaire deswutions et d'un terme correctif. Ce terme cor-
rectif est également solution d’un probléme de Stokes aprditions aux bords standard et les coefficients de la
combinaison linéaire sont calculés de fagon a ce que lestamglaux bords dissipatives soient satisfaites.

Plus précisément, grace a la linéarité du systeme a chagugepgamps, la solutiofu”, p") de (3.17) peut se
décomposer selon

N

u = a"+ Z ol et

"IQO (3.18)

pl’l = ﬁn + Z a:’lpir
=0
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ou (ui)ﬁo et (pi)f\:fo ne dépendent pas du temps, a l'inversditie etp"*! qui sont les termes correctifs calculés a
chaque pas de temps :

e pourtouti = 0,...N, la solution(u;, p;) est calculée durartietape de pré—traitement(3.19)

p% -nauw; +Vp; = 0, surQ),
V- = 0, surQ),
w = 0, surly, (3.19)
nVu;-n—-pn = 0, surl’;, pourj #1i,
nVu;-n—-pm = -n, surl;

e Puis, a chaque pas de temfi%,prend en compte le terme non—stationnaire

~1 n-1
p% -naw" +Vp' = puét ,  surQ),
v-a" = 0, surQ), (3.20)
" = 0, surly,
nva"-n-p"'n = 0, surl'; i=0,...,N.

e Enfin les coefficienta! sont choisis tels que les conditions sur les sofffiesient vérifiées. Cela implique
que lesa’, i = 0,..., N soient solution d’ursysteme linéaire

Systeme lineaire verifie par lega!)o<i< :

— Surly, nous avongnVu” — p")n = —F" n—RS’ (f u”- n) n. A partir de la relation (3.18), nous obtenons
I

N N
(nva" - p")n + Za? (nVu; —pi)n = —F”n—Rgt(f ﬁ”~n)n—R8tZa?(f ui-n)n.
i=0 To i=0 To
Grace aux conditions aux bords des problemes (3.19) et)(@0s trouvons
N
ag:F”+Rgf(fﬁ"-n)+Rgf a?(fui-n). (3.21)
To i=0 To
— Surl’;, j # 0, de la méme fagon, nous obtenons
N
017:Rj(fﬁ”-n)+RjZa?[fui-n). (3.22)
iy i=0 iy

Soitb" = (b})osjen € RN*1 |e vecteur défini par

by = P”+Rgf(fﬁ“-n),et
To
b;? Rj(fﬁ”-n],pourjzl,...,N,

j

(3.23)

etA = (a;j)o<i j<n la matrice

a;j = R; (f u; .n), pouri,j=0,...,N, (3.24)
T
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OURy = RY etR; = R; sii # 0.
Par suite, a chaque itération en tem(as$)o<i<y €st solution du systeme linéaire suivant.

(I-A)-x=Db". (3.25)
Proposition 1 La matrice(I — A) est inversible.

Preuve
1. Prenon® € V (voir (3.4)), une fonction test. La formulation variatiaile pour les pré—calculs s’écrit :

L u,--v+17fVui-VV:—fv-n, Vi=1,... N (3.26)
ot Ja Q T,

En prenant successivement,= u; dans (3.26) écrite pow; et v = u; dans celle écrite pout;, nous

obtenons facilement que
f uj-n= f u; - n, V(i j) e 1, N2
T; T

VxV — R
(u,v) +— P u-v+17fVu'Vv
ot Jo o)

De plus la forme bilinéaire

est clairement positive et définie. Cela montre que la metric
Q== [ wen
T

2. SoitR = diag[Ry, ..., R,]. LesR; sont strictement positifs ; noton¢R sa racine carrée. Nous avons l'iden-

tité suivante :
(I-RQ) = VR(I- VRQ VR) VR".

(I — RQ) est donc semblable a une matrice symétrique définie paogitires est inversible. Nous terminons
en remarquanRQ = A.

est symétrique définie positive.

Remarque 9 La méthode utilisée ici est fondée sur la linéarité du praiBe Néanmoins, elle nous permet de
traiter ces conditions aux bords non—standard en résolvemquement des problemes aux conditions aux bords
classiques.

3.3.2 Extension au probleme de Navier—Stokes

Nous nous intéressons maintenant au probléme initial,([3e3)ous ajoutons un terme de convection V)u
dans I'équation du moment pour le fluide. Bien que la méthodequiemment décrite ne soit valable que pour des
problémes linéaires, elle peut étre adaptée. Nous utdiEoméme étape de pré—traitement, calculant les solutions
(u,-)fio des problémes de Stokes (3.12). Afin de pouvoir appliguemi&mes techniques que celles décrites pour
le probleme de Stokes, nous traitons la hon—linéarité gplictement soit par la méthode des caractéristiques.
La premiere nécessite un petit pas de temps, c’est pourgusi choisissons la seconde. La discrétisation de la
premiere ligne de (3.17) devient [Pir88]

1

p% -naw" + Vgt = (%u”fl o X", surQ, (3.27)
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ou X" (x) est une approximation du pied de la caractéristique au témpsl) 5t qui passe pax au temps
not (X" ~ x — u"(x)0t) et x est le point courant danR?. Sous une condition de type CFL, ce schéma
est inconditionnellement stable et convergent (voir [Blir®age 147). En pratique, nous utiliserons la fonction
convect déjaimplémentée efreefem++ [HLHOP].

Concernant le terme correciif, la résolution peut étre réalisée par différentes méthguesexemple par des
méthodes fondées sur une formulation variationnelle noktenue en multipliant (3.27) p&v,q) € H'(Q)? x
12(Q), oliv s'annule sul,. Grace a 'incompressibilité et aux conditions aux borasjisnobtenons

L ﬁ”-v—anﬁ”:Vv—fV-vﬁ” = Bfu"‘lox”‘l.v,
o Ja o o Jo (3.28)

—fqv-ﬁ” 0, Vg € LX(Q).
o)

Comme nous venons de le mentionner, le second membre d¢€3t2@lculé a I'aide de la fonctia@onvect
déja implémentée dahseefem++ [HLHOP].

Afin d’accélérer les calculs nous avons ensuite choisi deutesl le terme correctif & I'aide d’'une méthode de
projection. La méthode de projection deiGrIN [Cho68],[Cho69] (voir égalementEMAM [Tem77] et QIAR-
TAPELLE [Qua93]) est fréequemment utilisée pour la résolution demggns de Navier—Stokes en variables primi-
tives. Cette méthode de splitting est fondée sur une disati&n en temps des équations décrivant le comportement
de fluides visqueux incompressibles, dans laquelle la sigket 'incompressibilité du fluide sont traitées en deux
étapes distinctes. Ceci permet de découpler le calcul deetsion du fluide de celui de la vitesse du fluide. Dans
un premier temps, nous choisissons de résoudre le problameng méthode mixte. Nous détaillerons plus en
avant les méthodes de projections que nous avons impléesesiié ce probléme a la Section 3.3.3.

3.3.3 Meéthodes de projection

Une des principales difficultés liées a la résolution desaBgus de Navier—Stokes est le couplage entre I'in-
connue de vitess&" et de pressiop par la contrainte d'incompressibilité. Les méthodes dé¢egtmn introduites
par CHORIN et TEMAM [Cho68, Cho69] pour approcher numériqguement les solusonsconnues pour leur sim-
plicité et leur efficacité. Ces méthodes proposent le ddageples approximations de la vitesse et de la pression a
chaque pas de temps, évitant ainsi les difficultés inhésenl@ résolution du probléme de Stokes. Dans un premier
temps nous résolvons un probléme de convection—diffugibgue la vitesse résultante ne soit pas a divergence
nulle, puis dans un deuxiéme temps celle—ci est projetéers@space de fonctions a divergence nulle afin de
satisfaire la contrainte d’'incompressibilité.

Depuis leur introduction par KIORIN et TEMAM, les méthodes de projection ont fait I'objet de nombreux
travaux et il existe de nombreuses variantes. Pour rendre code plus efficace, nous en avons implémenté une
version trés simple.

Méthode de projection non—incrémentale

Au lieu de résoudre le probleme de Navier—Stokes pour leg@mnrectifa”, nous appliquons une méthode
de projection. L'idée, commune a tous les schémas de pimjeetst de découpler les effets visqueux du fluide de
I'incompressibilité de I'écoulement ; ils sont ainsi forsd®ur une stratégie de “prédiction—correction”. Introdos
donc deux suitegi”),, et (up), pour la vitesse efpy,) pour la pression telles que a chaque pas de temps :

* uy soit une “prédiction” du champ de vitesse, vérifiant les ¢owk limites du probleme (3.20) mais ne
vérifiant pas nécessairement la contrainte de divergeritss; nu

* 1" une version “corrigée” dey, a divergence nulle cette fois, mais ne vérifiant pas forcémes conditions
aux limites de (3.20);

* p, permet de construire la “correction” pour obteit et correspond a I'approximation de la pression.
Soulignons qu’obteniti” revient a calculepy.

Nous détaillons ci—dessous I'algorithme qu’on effectubaque pas de temps :
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Etape 1 Nous résolvons :

%(u;—u”_loX”_l)—T]AuZ = 0, dans Q,
u) 0, sur T, (3.29)

14
T]Vuz-n sur I;,i=0,...,N,

1l
=

de fonction inconnuey,. C'estun probleme elliptique. Notons que le terme de poessiapparait plus dans
cette étape.

Etape 2 Nous calculons le terme correcp;f solution du probléme elliptique suivant :

-Ap, = —BV-u”, dans Q,

P Ot P

Vpi-on = 0, sur Ty, (3.30)
p;} = 0, sur I;,i=0,...,N.

Etape 3 x Nous corrigeons :
ot
" =u" - _vpn
Pty
qui est maintenant a divergence nulle.
* Lesa; sont calculés de fagon a ce que

N
u' =a"+ Z au;
i=0
vérifie les conditions aux bords, ou lagsont les solutions en vitesse des pré—calculs (3.19).€’est
a—dire que lesy; sont les solutions du systeme linéaire (3.25), ou le ¥&¥c{3.23) est calculé en

remplacanti” parz” dans la formule (3.23). Nous calculons également la pressio

N
pl=p,+ Z aipi,
i=0
avecp; également les solutions en pression des pré—calculs

Remarque 10 Nous avons choisi de résoudre ici I'étape 3 de projection@rsitiérant une formulation de Pois-
son sur la pression. Cette étape peut néanmoins se formdileida d’'un systeme de Darcy en vitesse—pression.
Cependant la formulation de Poisson permet d'accéler ldsuta et de s’affranchir des difficultés liées aux pro-
blémes mixtes (en particulier la condition inf-sug)[

Méthode de projection incrémentale

La version non-incrémentale du schéma de Chorin—-Temaroestie pour ne pas étre d’ordre 1 en temps.
Afin d’avoir un schéma d’ordre plus élevé nous avons égalemgplémenté sa version incrémentale. Dans la
méthode précédemment décrite le terme de pression estukcalchaque étape. Celui—ci n'apparait pas dans le
calcul de la premiére étape (3.29). Dans cette nouvelleadétimous adaptons la méthode précédente en utilisant
la pression calculée au pas de temps précédent comme éstidata nouvelle pression. Nous avons ainsi deux
systémes elliptiques a résoudre.

Nous détaillons ci—dessous I'algorithme qu’on effectubaouie pas de temps :

Etape 1 Nous résolvons :

P

E(u;’ —u" o X" - nAu, + Vvp'! = 0, dans Q,

w = 0, sur I, (3.31)
nVu,-n = 0, sur I;i=0,...,N,

de fonction inconnue?”. C’est a nouveau un probléme elliptique. Notons I'ajoutetate de pressiovip™ !
par rapport a (3.29) donné par le calcul au pas de temps @écéd
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Etape 2 Nous calculons le terme correcpg solution du probleme elliptique suivant :

—Apz = —éVuZ, dans Q,
Vpion = 0, sur Ty, (3.32)
pg = 0, sur I;i=0,...,N.

Cette étape est identique a I'étape 2 de la méthode nonniecitéle.
Etape 3 x Nous corrigeons la pression,
Pr=r
et la vitesse 5t
o' =u, - —Vp
Pty
qui est maintenant a divergence nulle.
* Comme pour la méthode de projection non—incrémentaley; lsesnt calculés de facon a ce que

N
u'=a"+ E aiu;
i=0

vérifie les conditions aux bords. Calculons également lagioe :
N
pt=p"+ Z aip;.
i=0

3.3.4 Pertinence du choix d’'une méthode de projection

Afin de comparer les temps de calculs pour les différentebadés décrites précédemment, nous langons des
calculs sur un domaine 2D décrivant un arbre composé de Jajéamés pour un régime de respiration normal.
Nous comparons les solutions approchées obtenues au temps. Le pas de temps est fixe pour les 3 calculs,
ot = 0.01s. Afin de comparer les deux m/’ethodes, nous avons utilisé tendeux cas pour la discrétisation en
espace du systéme de Navier—Stokes des mini—€léments. Ra/Pable 3.1 représente les temps de calculs CPU
pour chacune des méthodes ainsi que I'erreur en ndfven pression par rapport a une solution de référence
calculée sur un mailage fin pour un pas de temps petit.

Méthode H Temps CPU‘ ”’ljl;z;”‘ﬂ'z

Mixte 1962.61 0.033
Projection incrémentale 1630.46 0.05
Projection non—incrémentale  1626.10 0.02

TAB. 3.1: Comparaison des temps de calcul CPU pour la méthode mixte e¢tesdes de projection

3.4 Simulations numériques

Les méthodes décrites plus tét ont été implémentééses-EM++ (voir [HLHOP]). Nous avons utilisé les
mini—éléments P1/P2 pour la discrétisation en espace damsgsde Navier—Stokes, voir par exemple [ABF84].
Nous avons réalisé des simulations numériques dans un landmehique 2D idéalisé (jusqu’'a Bi génération,
voir par exemple Figure 3.9). Notons tout de méme que lestii@sigéomeétriques de cet arbre 2D sont choisies
telles que les résistances de cet arbre 2D soient égaleles dein arbre réaliste 3D (voir par exemple [SA07]).
Afin de conserver ces résistances, nous modifions égalemeiscbsité du fluide (voir ci—-dessous).
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Taille du maillage ou geométrie : nous utilisons une triangulation composée de
® Nyertices = 9996 noeuds,
® Nyiang = 17340 triangles et
® Nejges = 2650 arétes.
e La géométrie de I'arbre est contenue dans une pelig22939, 0,24739] x [-0, 35569, 0].

Données physiologiques (parameétres pour le fluide et le rems) : Afin de reproduire des courbes expéri-
mentales, nous avons utilisé des données physiologigbesies proches de celles que I'on trouve dans
[BTO6], [MMSSO08]

m = 0.3kg, la masse totale du poumon;;

S =0.011m?, surface de la face mobile de la boite (surface du diaphragme
E =332x10°N-m™>, I'élastance du poumon;

koo = E -S> = 40.172N - m™, la constante de raideur du ressort;

Rou = 1.33-10° Pa - s - m~3 la résistance a chaque sofffig i > 0;

e R, =1.12x10°Pa-s-m=2, larésistance a I'entrée (trachée);

Concernant la viscosité du fluidget la densité du fluide, nous ne choisissons pas les valeurs physiolo-
gigues mais des valeurs telle que la résistance globaletdearbre 2D soit égale a la résistance globale de
I'arbre réel 3D, et telles que le nombre de Reynolds 2D sait &g nombre de Reynolds 3D (voir [SAQ7]).
En conséquence,

e 1=0.004Pa-s-m,

e p=50kg -m™>.
Le fait de conserver les résistances, permet de consesvdéhits, et conserver le nombre de Reynolds permet de
conserver tout phénomene de circulation. Toutefois, onenst pas conserver toutes les caractéristiques du fluide

ainsi. En particulier ici, on ne conserve pas la norme detksse. Cependant, le comportement qualitatif de la
vitesse est conserve.

3.4.1 Premier modéle

Nous réalisons les calculs dans un cas ou il n'y a pas de fatéeeure. Dans un premier temps, la résistance
a l'entrée est égale B;, et les résistances en sorie sont toutes prises égaleskg,;. De plus, la constante de
raideur du ressoft est fixée constante égalé@ Initialement, nous supposons que le ressort est étirértke gae
x(0) = 0.1 m. Il est laché sans vitesse initiale. La Figure 3.1 représkastvariations du volum¥ = Sx et le flux
d’air a travers la frontier&, en fonction du temps.

Afin de visualiser I'influence du coefficient de raideur dus@s sur le systéme, nous tracons la variation de
volumeV = Sx et le flux d'air a traverd’y en fonction du temps pour différentes valeurskge35 < ko <
75N -m~! (voir Figure 3.2). Nous réalisons également des simulatenfaisant varier cette fois la valeur des
résistance®; a chaque sorti€;, aveck = ky, constant.

Commentaires :

e Lorsque la constante de raidduest grande, le flux d'air maximal est plus grand et le ressbourne a sa
position d’équilibre plus rapidement (voir Figure 3.2).

e Remarquons que la modification des résistances sur uniguelaex sorties (1&° et la8%) ne semble pas
modifier significativement la relaxation du ressort (voigiie 3.3).

3.4.2 Respiration forcée

Nous présentons ici les résultats numériques obtenus dareslde manoeuvres forcées. Ces manoeuvres
sont habituellement réalisées par les patients afin dendiéter les pathologies dont ils souffrent. Dans ce cas,
la force f..+ S’exercant sur le ressort est donnée a la Figure 3.4. Notomsagpremiére partie de la manoeuvre,
pour0 < t < 8s correspond a laespiration au repos. Afin de simuler la respiration d’un patient réalisant une
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FiG. 3.1: Variation du volumé& = Sx (enm?) et flux d’air (enm?® - s™') & travers la frontiér&, en fonction du temps (es),

k= ko.
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FiG. 3.2: Variation du volumé’ = Sx (enm?) et flux d’air (enm? - s™!) a travers la frontier&, en fonction du temps (es)
pour différentes valeurs de

manoeuvre forcée et dans le but de reproduire des donnés®lalgygues, nous choisissons de prendre pour nos
simulations numériques, une constante de raideur et distaréses dépendant du volume d’air dans le poumon,
i.e.dépendant de, comme décrit & la Section 2.4.1, page 84. Les valeurs ngoesichoisies pour les parametres
sont données a I'’Annexe 5.4, page 136.

La force extérieurd,, est choisie constante par morceaux, avec

Smin < fext < finax , fumin = —11N and fyer = 13N
et afin de prendre en compte I'influence du muscle lisse, nooisissons
— Ri

1+0Sx/VY’

(Voir Figure 3.4)

Ri(x) i=1,...,N, (3.33)

ou

e R; est la résistance des voies respiratoires’dwpus—arbre, qui mesure les forces résistives du sous—arbre
bronchique correspondant.

e |e parametreé décrit I'activité du muscle lisse, voir Section 2.4.1, p&ge

Dans ce qui suitvg (resp.Vg) désigne le volume d’air dans les alvéoles (resp. dans tasches) au repos.(Voir
a nouveau [SA07] pour plus de détails sur ce modele.)

Le paramétre de répartition est par défaut égaka0.4 dans un poumon humain. Quand il est plus faible, cela
indique une activité du muscle lisse importante : en effetf daible induit de plus faibles variations du volume
bronchique, c’est—a—dire une activité importante du nauksse.
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FiG. 3.3: Variation du volumé’ = Sx (enm?) et flux d’air (enm? - s™!) a travers la frontier&, en fonction du temps (es)
pour différentes valeurs d& R; = Ry, pouri =1,...,6 etR; = Rg = Ry X 10°,s = =2,0,3,5, k = ko.
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FiG. 3.4: Force extérieur§,; (enN) en fonction du temps (es).

Nous choisissons également une force de retour élastigudinéaire, suivant le modéle présenté Section 2.4.1,
page 84.

3.4.3 Un cas de référence : données non pathologiques

Dans le cas ou la force extérieufg décrite a la Figure 3.4 est exercée, nous calculons legigasalu volume
d’air pulmonaire et le flux d'air a la bouche (voir Figure 3 Xour6 = 0.011, R; = R, etky = kop. On trace
également la norme de la vitesse de l'air et la pression dantse bronchique (voir Figure 3.9) au tenmips 20s.

Le portrait de phase (voir Figure 3.11) est typiqguement larloe obtenue par spirométrie que les pneumologues
ont I'habitude de lire. C’est ce genre de courbes qui leuogpdes informations nécessaires au diagnostic. (Voir
Section 2.2.3, page 76.)

Qualitativement, nous retrouvons les courbes obtenuespd@meétrie. Pour s’en convaincre comparer la Fi-
gure 3.11 au résultat d’'examen médical Figure 2.6 ou bierésultat d’examen non pathologique donné dans
[MMSSO08]. Insistons sur le fait que nous retrouvons les lmydses de grandeur pour les volumes et débits.

3.4.4 Etude de la sensitivité

Afin de mieux comprendre les pathologies du poumon, nousowsubbserver l'influence de la raideur du
ressort, du parameti@ et des résistances, en particulier sur le portrait de pflasg.d’abord nous choisissons
de prendre différentes valeurs pour le coefficient de raidewoir Figure 3.7), ave® = 0.011 et R; = Ry
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FiG. 3.5: Variations de volume (an®) et flux d’air (enm?® - s™') & travers le bordl, en fonction du temps en régime forcé avec
les données physiologiques correspondant a un patient normal.
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FIG. 3.6: Portrait de phase flux (em® - s7!) — volume (emm?).
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Le coefficientk correspond physiologiqguement dans notre modeéle a la nalsemchique. Une diminution de

ce parameétre devrait correspondre a ce qui se passe en ogshg®me (voir Section 2.2.3). Au contraire, une
augmentation dé& correspondrait a un arbre bronchique plus rigide, ce qiveaen cas de fibrose par exemple.
Ensuite, nous modifions la valeur @epourR; = R,,;, etky = kg fixés. 6 mesure I'activité du muscle lisse ; un

6 grand, correspond a une forte dilatation des bronches, iqeegi arriver par exemple lors de I'utilisation d’'un
bronchodilatateur (par exemple la Ventoline). Enfin, nowslifions les résistancds aux sortied’;, avecky = koo

etO = 0.011, ce qui pourrait modéliser une tumeur au niveau des sougsacbrrespondants. Dans ce cas, nous
tracons la norme de la vitesse du fluide et la pression (vgiirei3.12) au tempis= 20s. Ces graphes doivent étre
mis en regard avec ceux correspondant au cas précédentjtes tes résistances étaient égales (Figure 3.9). La
Figure 3.13 montre I'influence des modifications des réscgta sur le portrait de phase.
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ko =50172 —

ko =70.172
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-0.006 1 1 1 1 1 1 1
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.003

FiG. 3.7: Portrait de phase flux (em® - s') — volume (emm?) pour différentes valeurs dg autour de la valeur physiologique
koo = 40.172
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FiG. 3.8: Portrait de phase flux (em®-s™!) — volume (enm?) pour différentes valeurs dé entre0,,;, = -0.13636 et
Omax = 0.10909 (donnés pax,,i,, X... €tlaformule (3.33)).
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FiG. 3.9: Vitesse de l'air (em - s71) et pression (efa) pour des données “moyennes” dans le poumon aux témpsett = 10.5s, i.e. a inspiration et expiration maximales (voir

(d) Pression a I'expiration maximate= 10.5s

Figure 3.4). Visualisation a I'aide du logiciPlaraview .
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FiG. 3.10: Variations de volume (em®) et flux d’air (enm? - s71) & travers le bord’, en fonction du temps en régime forcé
avec les données physiologiques correspondant a un patient normal.
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1 1
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FiG. 3.11: Portrait de phase flux (en® - s7!) — volume (emm?).

Qualitativement, nous retrouvons les courbes obtenuesgi@meétrie. Pour s’en convaincre comparer la Fi-
gure 3.11 au résultat d’examen médical Figure 2.6 ou bierésultat d’examen non pathologique donné dans
[MMSSO08]. Insistons sur le fait que nous retrouvons les lmdses de grandeur pour les volumes et débits.
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FiG. 3.12: Vitesse de 'air (em - s7!) et pression (ef?a) dans le poumon aux temps= 9 ett = 10.5s, i.e. a inspiration et expiration maximales (voir Figure 3.4), posrl..6,
R; = R, surT; (voir (3.33)) et sull; etTg, R; = R, X 10°. Visualisation & I'aide du logicieParaview .




3.4. Simulations numeériques

0.012

"Ry = Rg = Ryt 1072 =
= Rg = Roy - —_—
§7 = &8 =Royp  ——

0.01p

Ry =Rg = Royp - 100 e
0.008}1
0.006}
0.004L

0.002(

-0.002}

-0.004 |

-0.006

1 1 1 1 1 1 1
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.003

FiG. 3.13: Portrait de phase flux (an® - s™') — volume (emm?) pour différentes valeurs d&, (voir (3.33)) les résistances aux
sortiesI'; etTs. Pouri = 1,...,6, R; = R,y surl; et surl; etTg, R; = Ry X 102671,

Commentaires :

e | a sensitivité du portrait de phase du modéle couplé senmbieimportante vis—a—vis de la constante de
raideur du ressokt et du parametré que vis—a—vis des résistandes

e Néanmoins, nous observons dans les branches corresp@tasorties ou I'on a augmenté la résistance
R;, une diminution du flux.

e La Figure 3.13, représente le portrait de phase dans le casumiavons augmenté la résistance sur deux
sorties,I'; et I's. On observe que le débit de pointe (DEP) (voir Figure 2.4yafétorsque la résistance
augmente.

e Pourky grand, ala Figure 3.13, nous observons que la courbe datiqir(partie supérieure, voir Figure 2.4),
se creuse. Ceci, correspondrait plutét au cas d’un syndotsteuctif (voir Figure 2.5).

e Dans notre modéle non linéaire, tel qu'il est écrit, on netgas observer de syndrome restrictif (voir
Figure 2.5). En effet, étant donné la loi choisie pour la dé€lp@ce de la constante de raidivoir (2.11),
page 84) par rapport» toutes nogS x,,;,, 0) courbes (Figures 3.11, 3.7, 3.8 et 3.13) passent par letspoin
de coordonnées x,,,,, 0). Si on suppose uniquement= ko, constante pour différents choix dg on peut
retrouver qualitativement le syndrome restrictif lorsdue< ko, caractéristique de la fibrose, ainsi qu’'une
capcité totale plus grande dans le &as> kg, caractéristique d’'un emphyseme par exemple. Nous tracons
a la Figure 3.14 les différents portraits de phase obtenus gifférentes valeurs di, supposé constant
pour ces simulations. Nous observons que le débit expieapainte (DEP), c’est—a—dire la maximum du
pic d’expiration (voir Section 2.2.3, page 76) varie peuajiés les médecins, dans le cas d’'un emphyseme,
on observe également une diminution du DEP, ce que nous meivehs pas ici. Sans doute, faudrait-il
modifier également le parametigour retrouver exactement toutes les caractéristiquesmphyseme.

3.4.5 Simulations 3D

Les simulations 2D ne peuvent pas reproduire I'ensemblestfets 3D, notamment les ajustements sur les
parameétres ne permettent pas de calculer la valeur exalgedeme de la vitesse (voir page 105). Des simulations
3D doivent donc étre réalisées et exploitées. La méthodeénqgue utilisée peut tout a fait étre appliquée dans le
cas d'une géométrie 3D. Celle—ci a été implémentée pasBDYAKOUBI sur un domaine obtenu par segmentation
a partir de I'imagerie médicale (voir Figure 3.15). Il s'ade la méme géométrie 3D utilisée dans [F\OB].

Pour les simulations 3D, ce sont donc les paramétres réeieda la Table 5.2 que nous utilisons.

Nous ne rentrons pas ici dans les détails du calcul 3D ; toistefious donnons quelques résultats 3D afin de
montrer que les comportements obtenus en 2D sont en toutgeoitblables a ceux obtenus en 2D.

La Figure 3.16 représente la vitesse et la pression a liagpn maximalet = 9s et expiration maximale
t = 10.5s. La Figure 3.17 représente le portrait de phase calculélayggométrie 3D. A nouveau, nous obtenons
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FiG. 3.14: Portrait de phase flux (em®-s™!) — volume (enm?®) pourk supposé constant au cours de la manoeuvre. Nous
tracons la courbe pour 5 différentes valeurgdé = 0.5k,, 0.75 ko, ko, 1.25ky, 1.5k

une courbe comparable a celles obtenues par examen médicals notons que les ordres de grandeurs sont
cohérents avec les mesures expérimentales.
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FiG. 3.15: Maillage utilisé pour le calcul 3D
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Fic. 3.16: Vitesse de I'air (em - s™!) et pression (efPa) dans le poumon aux temps= 9 ett = 10.5s, i.e. & inspiration et expiration maximales (voir Figure 3.4), pour une

géométrie 3D. Visualisation a I'aide du logiciéaraview .
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FiG. 3.17: Portrait de phase flux (en® - s7!) — volume (emm?) pour la géométrie 3D.

3.5 Conclusions et perspectives

D’un point de vue numérique, nous avons développé une métlasdement implémentable dans tout solveur
numeérique. Il y a cependant un inconvénient majeur a nottbadé : en effet, nous ne pouvons traiter le terme
convectif que par une méthode explicite ou bien par les téniatiques (ce qui a été choisi ici). Toutefois, complé-
tée par une méthode de projection pour la résolution du noblde Stokes, cette méthode nous permet d’obtenir
des résultats convenables en un temps raisonnable.

D’un point de vue biologique, nous obtenons des portraifghdse comparables a ceux fournis par des examens
médicaux de spirométrie (voir [MMSSO08]). La comparaisos d&sultats pour différentes valeurs @ek, et R;
sont encourageantes : ce modéle pourra sans doute aidemdeilleeire compréhension de certaines pathologies
bronchiques telles 'asthme (modification @uou I'emphyséme (modification dg.

D’un point de vue de modélisation, le modele peut encoreaétrélioré ; par exemple, d’autres modeéles élas-
tiques non-linéaires devraient sans doute étre déveladpeéde mieux capter la complexité du phénomeéne, par
exemple pour retrouver les caractéristiques d’'un syndn@siictif (voir Figure 2.5). En particulier la condition
qui impose le volume maximal et le volume minimal, conségeette la forme particuliére choisie pour décrire
la constante de raideur au cours du temps (V&#)(semble trop restrictive et ne permet pas de décrire oesai
pathologies, notamment les pathologies dites obstrisctive
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Chapitre 4

Un modele pour I'absorption de 'oxygene
dans les poumons

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la modélisatispstieme respiratoire, en par-
ticulier des échanges gazeux dans I'arbre bronchique eNmitr est de coupler le modéle
mécanique simple décrit a la Section 2.4.1 a un modéle pdédisansport d’'oxygene, per-
mettant d'intégrer les effets d’hétérogénéité des éctmpggeeux le long de I'arbre bron-
chique.

Dans cette perspective, deux modeles ont été élaborés.ebmaqurest un modéele mono-
compartiment du systéeme respiratoire permettant de préyaomportement du systeme
durant une situation dynamique complexe. Le second est aigl@d’absorption de I'oxy-
géne qui prend en compte I'hétérogénéité des transferezigan fonction de la profondeur
dans I'arbre bronchique.

Le modéle parvient & reproduire le comportement mécanigymdmon ainsi que les don-
nées observables liées aux échanges d'oxygéne, tellea querhtité moyenne d’'oxygéne
transférée dans le sang pendant un cycle respiratoire)elRdeux régimes que nous avons
étudiés : respiration normale et respiration a I'exerclee.modeéle confirme également
gu’un arbre bronchique parfaitement rigide serait copteguctif en empéchant des quan-
tités suffisantes d’oxygéne d’atteindre les alvéoles, cernala a été montré par ARTIN,
SIMILOWSKI, STRAUS & M AURY [MMSSO03].

Ce travail fait I'objet d’'une collaboration aveceS8ASTIEN MARTIN et BERTRAND
MAURY. C’est un travail encore en cours.

4.1 Introduction

Un grand nombre de modéles mathématiques pour le systepimatese ont déja été proposés (voir [MMSS08]
et les références qu'il contient pour une rapide descrples modeéles existants). Dans ces modéles, le poumon est
souvent représenté par un systéme multi—-compartimentsdawonditions de couplage particuliéres. En général,
le niveau de détail est fortement lié au nombre de param&asss le travail qui suit, nous préférerons encore un
modéle le plus simple possible vis—a—vis des quantités raklas par les cliniciens, afin de nous concentrer sur la
compréhension de l'influence des caractéristiques prahesde la convection bronchique sur les échanges gazeux.
Notre travail est largement inspiré de [MMSS08] ; cependkamis ce travail les auteurs considérent uniguement
la concentration moyenne en oxygéne dans le poumon. Ce dadravail n'est pas suffisant pour une descrip-
tion détaillée de la distribution du gaz le long de l'arbrermhique (en particulier, il ne permet pas de décrire
I'appauvrissement en oxygene le long du parcours bronehidious avons vu (voir Section 2.2.4, page 78) que
les alvéolesi.e. les unités d’échange, sont disposées le long de I'arbrechigne a partir de 145¢ génération.
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Ainsi la ventilation des alvéoles se fait en série le longwd®ss respiratoires. L'efficacité de I'échange gazeux est
tributaire de I'apport en oxygéne dans 'alvéole et doncalpreximité de I'entrée de I'acinus ou a sa périphérie.
Rappelons encore que di a la géométrie dichotomique ded’arbnchique et du facteur d’homothétie, la moitié
de la surface d’échange totale disponible est située sartaate génération.

Soulignons maintenant deux problemes qui affectent l&fii¢ des échanges gazeux et que nous voulons
prendre en compte dans notre modeéle :

1. Puisque les voies respiratoires ont la forme d’'un arbcbalomique, leur section totale augmente expo-
nentiellement avec les générations (voir Section 2.2.8)c@&hséquence, la vitesse de I'air décroit le long
de l'arbre et devient a partir d’'un certain point plus petjtee la vitesse de diffusion de I'oxygéne dans
I'air. Cette transition apparait grossierement a I'enwéd’acinus, mais peut étre décalée selon le régime
respiratoire auquel on se place.

2. Tandis que I'oxygéne diffuse le long des voies acinait@&st progressivement absorbé a travers la surface
d’échange développée le long de sa route. Se faisant, laipnggsartielle en oxygéne décroit. Ce proces-
sus, souvent appelé effets d’écrantagmdeningen anglais), est important car il détermine quelle quantité
d’oxygéne atteint les parties les plus profondes du poumdse concentre la plus grande partie de la sur-
face d'échange. Il y a compétition entre deux phénomenasneddart, dans les parties hautes de 'acinus,
c’est—a—dire proche de I'entrée, la pression partiellexgigéne est élevée tandis que la surface d’échange
disponible est petite. D’autre part, dans les parties pérgppériques, la pression partielle en oxygéne est
faible, suite aux effets d’écrantage et a I'appauvrissémmeioxygéne, mais la surface d’échange est grande.
Un raisonnement naif permetterait de dire que pour annakeeftets, il suffirait de respirer plus fort ; toute-
fois la notion de rendement est ici pertinente, I'énergiefige pour la respiration serait alors trop importante
en comparaison avec I'énergie fournie pour l'activité dedividu. A I'effort, la notion de rendement est
moins pertinente ; le sujet cherche a absorbé un maximurygéme afin d’alimenter les muscles.

Dans [GHO6], I'efficacité de la membrane pulmonaire lors @éesanges gazeux entre les alvéoles et le sang
pulmonaire est décrite quantitativement en termesaacité de diffusiomqui est défini comme le volume de gaz
qui diffuse a travers la membrane par unité de temps pour iffidesthce de pression de 1 mmHg. Au repos, pour
un jeune homme moyen, la capacité de diffusion de I'oxygéte’environ0.35 - 10 m®-s7! - mm Hg™!. En
termes de quantité d’'oxygéne absorbée, étant donné quédeedce de pression partielle entre les deux cotés
de la membrane est de I'ordre #i&mm Hg, nous déduisons le flux d'oxygene diffusant a travers la ntam®
est de I'ordre d8.8 - 107° m? - s~1. Cette valeur est cohérente avec les données dans [Weid}s&passe-t-il &
I'exercice ? Premiérement, puisque la force a I'inspiragst plus importante, le transport convectif de I'air cahdu
a une meilleure ventilation des alvéoles avec de I'air flasuxiemement, I'apport sanguin au poumon augmente
et rythme cardiaque et rythme ventilatoire se rapprochentle ratio ventilation/perfusion se rapproche de 1.
GuUYTON et al. [GH06] estiment qu’a I'exercice, pour un jeune homme sargdpacité de diffusion augmente a
1.08-10°m?-s7! - mmHg™.

Notre objectif est d’expliquer cette augmentation de laac#p de diffusion. Nous verrons que la géométrie
particuliere du poumon est en grande partie responsablett différence de comportement entre le repos et
I'exercice.

Nous procéderons comme suit; afin de comprendre un peu mésuyulantités décrites dans [GHO6], nous
retrouverons ces résultats pour un modele 0D pour la diffude I'oxygéne, couplé au modele mécanique déja
décrit précédemment (Section 2.4.1, page 83). Ce modele-sompartiment ne sera bien entendu pas suffisant
pour décrire I'hétérogénéité de I'absorption de I'oxygénleng de I'arbre bronchique qui, nous le verrons, semble
essentielle pour comprendre le changement de régime exgosice. Nous nous tournerons donc vers un modeéle
1D pour I'oxygéne, ou la dimension d’espace correspondichamin parcouru le long de I'arbre bronchique.

Avant de rentrer dans les détails, rappelons brievemerddas principales raisons physiologiques pouvant
expliquer cette différence entre les deux régimes.

1. Comme déja mentionné, nous observons a I'exercice urlkeoreicorrespondance entre rythme cardiaque et
rythme respiratoire ; cela est mesuré paakio ventilation/perfusiomotépy,p. Nous trouvons dans [GHO6]
gu’au repos nous avons plus ou mo.iﬂ%‘}fS = 1/6; cela signifie qu'au repos durant un cycle respiratoire le

coeur bat en moyenrtefois. A I'exercice ce ratio augmente, il est estimpﬁ%’;t =1/2.

2. Lorsque on passe du régime de repos a celui de I'effortidmesp d’alvéoles pulmonaires auparavant inutili-
sées s'ouvrent et d'autres déja ouvertes subissent uriatiilasupplémentaire, accroissant ainsi la surface
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d’échange. C’est pourquoi, dans notre modele nous devamgl en compte la variation de la surface
d’échange dans la mesure ou la captation de I'oxygéne gstgéola surface d’échange. En d’autres mots,
nous devons prendre en compte les effets d’écrantage.

En résumé, le flux d’oxygéne a travers la membrane pulmodait&tre proportionnel a :

o la différence des pressions partielles en oxygeéne de claméeale la membrane, a savoir entre I'alvéole et
le sang pulmonaire ;

e la surface alvéolaire disponible ;
e |a capacité de diffusion de la membrane qui est constante ;
e |e ratio ventilation/perfusion.

Validation de notre modele

Nous voulons construire un modeéle précis pour le transpoliodygéne dans I'arbre bronchique permettant
de mieux comprendre I'hétérogénéité du transfert de I'éxyggdans le sang. La validation de ce modéle repose
sur deux critéres principaux :

1. quantitativement, les volumes moyens d'oxygéne absoplé unité de temps au repos et a I'exercice
doivent correspondre a ceux que I'on peut trouver dans tirditure. Au repos, ce flux moyen est égal
a4-107°m?3-s! [Wei84, GHO6]. Concernant le volume d’oxygéne absorbé petéude temps a I'ef-
fort, la littérature est moins univogque : nous trouvons daew's allant d&5 - 107 m? - s~! [Wei84] a
54-107°m?-s~! [SFWO02].

2. Nous voulons observer les effets d’écrantage au repoayarsu repos la plupart de I'oxygéene absorbé
doit I'étre via les alvéoles situées sur les premiéres géiodis (entre 1d5° et la18°), tandis que a I'exer-
cice, puisque les alvéoles sont bien mieux ventilées, féxye est principalement absorbé par les derniéres
générations. [WSFO05].

4.2 Un modéle mono—compartiment pour I'oxygene

Les données obtenues par diverses expériences suggeértest ltexistence d'interactions complexes entre le
systéme respiratoire et le systeme cardio—vasculaire ltfmame. Ces interactions comprennent notamment la
synchronisation des rythmes respiratoire et cardiaqus. Bedeéles mathématiques ont été développés afin de
décrire les mécanismes sous—jacents et améliorer notrprébension de ce phénoméne physiologique. Histori-
quement, les échanges gazeux ont été étudiés a différepturide détails. Puisque la fonction du poumon est
d’apporter I'oxygene de I'atmosphére extérieur vers legséitée d’'un tel modéle est de reproduire les connec-
tions entre I'extérieur et les alvéoles.

Dans cette partie préliminaire, nous proposons de couptandéle mécanique 0D déja décrit a la Section 2.4.1
avec un modele d’échange gazeux 0D également.

Rappelons rapidement les équations et les notations ; apartie mécanique, le poumon est considéré comme
une boite avec une paroi mobile reliée a un ressort, modélisgparenchyme, voir Figure 2.8. Nous notamé$a
masse déplacés,la surface de la paroi mobile ete déplacement tel que la variation de volume pulmonaire soi
donnée paAV = Sx. La constantg: représente la résistance des tisf(s) la résistance de I'arbre bronchique,
qui dépend du déplacement ainsi dife) la constante de raideur du ressort, voir page 84 pour plugtils
L'éguation mécanique obtenue (voir Section 2.4.1, page88la suivante :

mi + (R(x)S? + p)x + k(x)x = fot,

ou f.+ désigne les forces d'inspiration ou d’expiration contedlgar le muscle diaphragmatique. Il s’agit de la
quantité contrdlée par le sujet afin de piloter le mécaniseneedtilation.

La fonction principale du poumon est le transport de I'oxygéepuis I'atmosphére vers le sang, et d’extraire
le dioxyde de carbone du sang vers I'atmosphére : ainsfickefité de la ventilation ne doit pas reposer sur la
quantité d’air entrant dans le poumon mais plutdt sur la titgaaii oxygéne transportée jusqu’au sang. Le fluRg’
cependant corrélé au flux d’air entrant, est également Béaille de la surface d’échange. Cette surface (sous des
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hypothéses de déformations homothétiques), nStédans la suite, est décrite par une fonction dépendant du
volume total des alvéolese.
Sa= V2P = (V9 +(1-0)8x)"
Nous noteron®, la pression partielle en oxygéne dans les alveol@s,gt celle dans le sang, lorsque celui-ci
entre dans le réseau vasculaire pulmonaire. Nous suppégalesnent que le flux d’'oxygene est proportionnel a la
différence des pressions partielles entre I'alvéole eatg®t au ratio ventilation/perfusion. Ainsi, nous obteson

Vo, =B pvp V,ZL‘B (P = Psang),

ou py,p estle ratio ventilation/perfusion gt est une constante représentant la capacité de diffusi@rdernbrane
pour I'oxygene (voir [GHO6E] p.498). Comme mentionné a latiec2.2.4, le parametrpy,p est donné dans la
littérature [GHOE] : au repopy,p = 1/6 et a I'exercicepy,p = 1/2. Nous trouvons également dans la littérature
Psng = 40mmHg. Sics représente la fraction molaire en oxygéne dans les alvéotess avons la relation
suivante P4 = Py ca, 0U Py est la pression atmosphériqug = 760 mmHg).
Afin de compléter notre modele, nous écrivons le bilan de enpsar I'oxygéne dans les alvéoles. La quantité
d’oxygéne dans les alvéoles est sujette aux phénomenesliv
i) Les alvéoles sontfournis en air frais via I'arbre bronckigeoe flux d’'oxygene est modélisés par le produit de
V4 avec la concentration en oxygéne a la frontiére ouverte caitee, c’est—a—dire a I'entrée des alvéoles,
qui est égale &, (concentration en oxygéne de I'air fraig,= 0.20) a I'inspiration ou bierc4 a I'expiration.
Nous utiliserons la notation suivante :

siy >0,
[yZO?a’b]:{Z sirZon

Ainsi, le flux d’oxygéne de I'extérieur vers les alvéolesesitV 4 [x > 02 ¢, cal.

i) L'oxygene diffuse a travers la membrane alvéolaire veratfggsComme mentionné plus haut, le flux cor-
respondant s’écriv, .

Finalement, la variation totale de la quantité d’oxygénesdas alvéoles veérifie :
A = L (VA [x>0?cy—cu,0]— VO )
Va 2
En couplant ce modéle d’échange gazeux avec le modele nyéeamous obtenons le modele complet, qui
peut étre réécrit sous la forme d’'un systéeme d’équatiomérdiitielles ordinaires du premier ordre :

X = u,

RyS?

s Y | ReST _
no= m[fm (1+95x/vg+”J” kx]’

(4.1)
)2/3

Vo, = B pvp (V4+1=0)Sx)" (caPo— Puang),

1
V0 + (1-0)Sx

Ca ((1—Q)SX[XZO?Co—CA,O]—VOZ).

La constante de proportionnalité a été intégrée dans lergdres” et, en suivant [GHO6], la capacité de diffusion
de la membrane pulmonaire est égalb @umon := 21 ml - min~' - mmHg™ au repos; & I'effort, pour un jeune
homme sain la capacité de diffusion peut augmenter jusdteindre la valeur d®poumon := 65 ml - min~t -
mmHg!, qui correspond a trois fois la valeur au repos. Nous avons da@omparer :

. 2/3
Dpoumon =B (Vg) ’

ainsi nous obtenons :
. [ 165-107m-s!-Pal, aurepos,
B = 512-107m-s!-Pal, alexercice.
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pression atmpP 760 mmHg
pression partielle @, dans le san@sang 40 mmHg
ratio ventilation/perfusiorpy,p
au repos 1/6
a l'effort 1/2

capacité de diffusion
aurepos| 1.65-107 m-s!'.Pa!l
aleffort | 5.12-107 m-s!.Pal

TAB. 4.1: Données physiologique pour le modéle d’échange gazeux.

] | GUYTON & HALL [GHO6] | Modéle mathématiqué
| aurepos | 4-10°m’s | 5-10°m’ s |
| alexercice] 35-10°m’s' | 48-10°m’ s |

TAB. 4.2: Flux moyens d’'oxygene vers le sang.

En utilisant les parameétres donnés a la Table 4.1, les agsultimériques que nous obtenons sont assez précis
pour prédire les quantités moyennes d’'oxygene passéedalsaisg dans les deux régimes ; ces résultats sont en
bon accord avec les données expérimentales, voir Table 4.2.

Commentaires

e Les valeurs obtenues par simulations numériques sont uisyreg@valuées vis—a—vis des valeurs physio-
logiques (voir Table 4.2) ; cela est peut—étre conséquendaitique nous comptons deux fois I'augmen-
tation de la surface efficace. En effet, la surface efficaoé gra 'augmentation de volume et du facteur

2/3 o ) . . . . i
(VS1 +(1- Q)Sx) dans la troisieme équation du systeme (4.1), mais cetteentgtion de surface efficace
est également prise en compte par 'augmentation de la it&jaecdiffusion lors du passage d'un régime de
repos a un régime d’effort (voir Table 4.1).

e Un modele mono—compartiment comme celui—ci ne permet pasdeéliser I'hétérogénéité de I'absorption
de l'oxygéne le long de l'arbre. Il permet cependant de tateo les valeurs moyennes données dans la
littérature de physiologie.

e |l n'est pas satisfaisant de choisir des valeurs difféestdon le régime pour la capacité de diffusion. Ce
parameétre doit étre caractéristique de I'épithélium pulaie, et constant quelque soit le régime respiratoire
ou la localisation dans le poumon. Nous interprétons céffireince entre les deux valeurs pour la capacité
de diffusion au repos et a I'effort donnée dans [GHO06], commemodification de la surface efficace, c’est—
a—dire la surface atteinte par de I'air frais lors du cyckpiatoire. Dans l'idéal, nous aimerions que cette
augmentation de la surface d’échange soit conséquenceamiknique de la ventilation et de la géométrie
particuliére du poumon. Nous choisissons maintenant derpde perméabilité noté®/o,. En multipliant
la perméabilité par la surface efficace, nous retrouvonsieenqus appelions jusqu’a présent la capacité de
diffusion. Wp, est maintenant une constante caractéristique de I'épithéulmonaire.

e Pour parler grossierement, si on compare les volumes dé&me@bsorbés au repos et a I'exercice, nous
devons gagner un facteif{voir Table 5.4, page 138). Nous gagnons déja un fadtgudice a 'augmentation
du ratio ventilation/perfusion (voir Table 5.5, page 13Bhous manque encore un factelrl’objectif de
ce qui suit est de montrer que ce factdyreut étre obtenu grace a la mécanique et a la géométrie.

4.3 Prise en compte de I'hétérogénéité : état de 'art

Le transfert de I'oxygéne depuis I'air atmosphérique versang se fait en trois étapes : la ventilation a travers
les voies aériennes, la diffusion dans les sacs alvéolatréaalement la diffusion a travers la membrane vers
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le sang pulmonaire. Les deux derniéres étapes prenner @éats I'acinus ou on trouve la surface d’échange
avec le sang (depuis I génération jusqu’au fond de I'arbre bronchiqR@, génération). Pour que I'acinus soit
efficace, I'oxygéne doit atteindre les toutes derniéreadiies, méme si une part de celui—ci est absorbé le long
de son parcours de I'arbre. C'est ce que nous avons appa#desde screening ou d’écrantage. Cet effet est lié
a la diffusivité de I'oxygene dans I'air, a la perméabilitééda géométrie de I'arbre bronchique. Pour le poumon
humain, il y a typiquement deux situations pour lesquellesluserve des effets d’écrantage :

(a) pourune géométrie donnée, les effet d'écrantage appardlorsque la perméabilité est graride]orsqu'’il
est facile pour I'oxygéne de traverser la membrane formd&dighélium pulmonaire ;

(b) pour une perméabilité donnée, les effets d’écrantagarajssent lorsque I'acinus est assez grand.

Néanmoins, pour une géométrie et une perméabilité donaéegui est notre cas pour le poumon, les effets
d’écrantage peuvent disparaitre si la source de diffussbléplacée plus profondément dans les voies aériennes.
Ceci arrive dans le poumon lorsqu’on se place a I'exercitest@e qu’on veut observer avec notre modele.

L'étude et la modélisation de I'hétérogénéité des échagaesux dans le poumon n’est pas une problématique
tout a fait nouvelle, et il existe une bibliographie assepadntante allant de la simple description des phénoménes
jusqu’a la proposition de modéles traduisant de manierbeénaatique ces observations.

Les travaux les plus anciens dont nous avons connaissanicecstx de RIVA [Pai73]. Dans ce travail , AfvA
construit un modéle de transport pour les gaz dans le poulinaoit le domaine des voies aériennes comme un
cylindre de révolution dont une coupe selon I'axe aurait fonme de trompette. Ce domaine est calibré a I'aide
des données de BVBEL. Son modele est fondé sur les hypothéses suivantes :

(a) les données de BVBEL sont des moyennes, et la longueur des bronches suit unerloatede variance
€gale a la moyenne;

(b) le diameétre des bronches est suffisamment petit pourdenes la diffusion perpendiculaire a 'axe comme
instantanée ;

(c) ladiffusion est indépendante de la position géographians le poumon.

Pour le domaine géométrique, obtenu a l'aide de la premigpethese, il distingue le volume occupé par les
bronches de celui occupé par les alvéoles, et fi@gdda section du modéle correspondant aux deux volumes, bron-
chique et alvéolaire, cumulés tandis qu'il neté) la section équivalente correspondant uniquement aux hesnc
ou ¢ désigne la longueur du chemin parcouru dans I'arbre depuisiliche. Il suppose que les particules de gaz
se situant dans le domaine alvéolaire ne se déplacent makeviend de I'arbre. Il obtient ainsi le modele pour la

diffusion suivant :

ac s[d?c 10dc ds

—=D=|—+-=—]|.

ot S|a? sadt dt
Ce modele considére qu'une fois qu’une particule est emtads la partie alvéolaire, elle n'en sort plusA
compléete se modeéle en ajoutant un terme convectif :

&C_Ds ?’c 1dcds| Vac

ot ~ Vs |9 Tsarae|” sar
otV (ms7!) est le volume d’air traversant toute section par unité dete et ce quelle que soit la section (pro-
priété d'incompressibilité). Il résout ensuite numériopeat cette équation, en imposantde sorte & mimer un
cycle respiratoire. Il observe une hétérogénéité de laerdnation en oxygéne dans I'arbre bronchique. Ce pre-
mier modele permet de remarquer le role important de la gé@dans la distribution de la quantité d’oxygene
dans le poumon, et donc de son absorption. La descriptionulfiodmon, permet de prendre en compte la géo-
métrie et notamment I'accroissement de la section totalamparition de volume alvéolaire a partir de 1&8°
génération, sans pour autant gagner trop de complexitéématique : grace a I’hypothése de symétrie de révolu-
tion la géométrie 3D est décrite par une équation 1D. Cepencamodeéle ne permet pas de quantifier I'oxygéne
absorbé. Egalement, le scénario de respiration est impasé termeV/, ce que nous remplacerons par le modéle
mécanique.

Plus particulierement, les effets de screening ont étééstdd’'aide de modeles “labyrinthes”, notamment par

I'équipe de 2 POVAL et al. [FFSt05a, FFS05b, SFW02]. Dans leurs travaux, ils introduisenqtarametre\

_ Do,

A=
Wo,
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ou Do, est le coefficient de diffusion de I'oxygéne dans I'aiép, la perméabilité de la membrane pour I'oxy-
géne.A a la dimension d’une longueur et compare la capacité a dttela surface d’échange et la capacité de
traverser celle—ci. Physiquement, si le diametre du camstiplus petit qué\, les effets de screening peuvent étre
négligés. lls comparent ensuite ce parameétre & un autegphmeétrique cette fois :

N = K
ou S correspond a la surface d’échange totalé ebrrespond au diamétre maximal du domaine acinaifea
également la dimension d’une longueur et correspond auadiarmoyen d’un acinus. Ainsi, ils établissent que la
transition entre les deux régimes, avec effets d’écrardagans effets d’écrantage, se situe lorsjue A’. Dans
[SFWO02], les auteurs comparent ces deux parameétres poéretits mammiferes et trouvent que, sur ce critére,
le poumon humain est congu de telle sorte a éviter les effétsahtage. Partant de ce constat, ils s’intéressent a
la géométrie fractale du poumon. lls cherchent a savoiasiffais entrant dans I'acinus atteint 'ensemble de la
surface d’échange disponible (pas d’effet d’écrantag®y,large part de la surface d’échange (effets d’écrantage
partiels) ou uniquement la surface d'échange située aéereffets d’écrantage omni—présents). lls font I'hypo-
these que méme lorsque la perméabilité est grande, unegkrisdrface d’échange acinaire pourrait ne pas étre
active, c’est—a—dire non atteinte par de I'air frais ; desglproportion de surface passive augmenterait avec la
taille de I'acinus. Afin de confirmer leurs hypotheses, ife&fient dans leurs travaux des simulations numériques
sur des domaines possédant une géométrie dite de HilbeW(Q3J a savoir une structure auto—similaire res-
semblant a une labyrinthe. Voir également [FBSa, FFS05b] pour une version 3D. Dans [H®G], les auteurs
réalisent des simulations comparables, utilisant une ééerde Sierpinski plutdt gu’une géométrie de Hilbert.
Dans [HGC 05], Hou et al. complétent leur étude numérique par une étude plus anadytits modélisent I'aci-
nus pulmonaire a l'aide de sa dimension fractglede sa surfacé et de la longueur caractéristiqug. Ils en
déduisent différentes formulation, plus quantitative récfse que dans [SFW02], du flux d’oxygéne vers le sang
en fonction de la situation d&’ par rapport a\. Ces expressions analytiques sont en accord avec leuftatgsu
numériques. Toutefois, ces modeles décrivent uniquenaediffusion de I'oxygéne dans I'acinus, et ne sont en
aucun cas couplés avec ce qu'il peut se passer en amontidesaans le poumon. En particulier, la concentration
en oxygene est décrite par la concentratio®emlans le sang, supposée constante et celle a la source dgatiffu
supposée constante elle aussi [H®E].

4.4 Un modeéele 1D

Le modele précédemment proposé a la Section 4.2 analyseckealséolaires comme un unique compartiment
et ne prend pas en compte I'hétérogénéité de la distribdisralvéoles le long de I'arbre bronchique. Dans cette
section, nous proposons une description continue de laeotration en oxygene le long de I'arbre. Ce nouveau
modele utilise une description 1D du poumon et est couplérenane fois au modéele mécanique décrit a la
Section 2.4.1.

4.4.1 Dérivation du modeéele

Une description 1D de 'arbre bronchique L'arbre bronchique est considéré symétrique. Il est medédar un
simple tube de section variable. La section est constamtenpeceaux, chaque discontinuité correspondant a un
noeud de I'arbre. Voir Figure 4.1. Remarquons que cetterii¢i®n 1D du poumon correspond dans l'idée a celle
proposée parARvA [Pai73].

Remarque 11 En pratique, étant donné que dans ce modéle nous considénansie génération comme un tout,
I'hypothése de symétrie n’est pas nécessaire.

A nouveau, la variation totale de volume est donnée par ladeadécanique masse—ressort (voir Section 2.4.1) :
la position du parenchyme est notéesa vitesse se sorte que la variation de volume total soit donnéespant
S est la surface du parenchyme.

Afin de d’obtenir le modele continu, fixons tout d’abord quedg notations :
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FiG. 4.1: Modéle 1D pour I'arbre bronchique

e { désigne la position dans I'arbre bronchique, ¢ est la distance a parcourir dans I'arbre pour atteindre la
bouchef € [0, L]

e (£,t) = ul((, t) est la vitesse du fluide.

Pour décrire le comportement des bronches, nous noterons :

o ({,1) > su(£,t) la section totale ;

e ({,1) - ¢(¢,t) la concentration en oxygéne dans la bronche.

L'air dans les alvéoles est décrit par :

e ({,1) — s,(¢,t) la section alvéolaire “équivalente”, qui est a comprendramme une densité de volume
alvéolaire s,(¢,t) d¢ est le volume alvéolaire compris entret{ + d¢;

e ({,1) — ¢(¢,t) la concentration en oxygéne dans l'alvéole.

La bronche est connectée aux alvéoles et les alvéoles gmrésédes vaisseaux sanguins par une membrane

poreuse. Nous schématisons le modéle a la Figure 4.2. Setonatationsg,s, d¢ (resp.cps, df) est le volume
d’oxygéne compris entréet£ + d¢ dans les alvéoles (resp. dans les bronches).

7777777777777777777777777777777777 £+de

Sang Alvéoles Bronches

FiG. 4.2: Volumes d’oxygene dans les bronches et les alvéoles.

Le systeme complet est décrit par le systéeme suivant deégoiations aux dérivées partielles :

disp + Qg(sbuf) = —0s,, (4.2a)
A(suew) + Ie(speptt’) + de(=Do,sp0ecy) = =dgsalt > 02 ¢y, ca] = W(E) (e — ca), (4.2b)
8t(sﬂca) =-b pv/p ga (POCa - Psang) + ath[fC 207 Cb, Cﬂ] + W(f) (Cb - Cﬂ)- (420)

L'Equation (4.2a) traduit la conservation du volume d'aius une hypothése d’incompressibilitgs, mesure
la variation du volume bronchique &s, celui du volume alvéolaire. La seconde équation, Equatidtb], corres-
pond au bilan de masse pour I'oxygéne écrit pour les broremetis que la troisiéme, Equation (4.2c), correspond
au bilan de masse écrit cette fois pour la alvéoles. Dans ifebreede gauche de (4.2b), nous reconnaissons les
termes de transport a la vitesse du fluide et de diffusionadg¢iene.
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4.4, Un modele 1D

Le terme commun aux équations (4.2b) et (4.2c) ;
91Sa[% =072 ¢y, ci] + W(O) (cp — ¢a),

correspond aux termes d’échange entre bronche et alvéoterrhed;s,[x > 0 ? ¢, ¢,] est un terme convectif
correspondant au volume d’oxygene entrant dans I'alvébkeld dépression causée par la déformation mécanique
de l'alvéole (a I'inspiration) ou sortant de l'alvéole diadurpression causée cette fois par la compression de
I'alvéole (a I'expiration). Le terméV(¢) (c, — ¢,;) est un terme de diffusion dans la direction ‘orthogonaletesn
I'alvéole et la bronche.

Le terme de perte dans la troisiéme équation, Equation)(4.2c

-b pV/P fa (POCa - Psung)/

correspond & la quantité d’'oxygéne absorbée qui passe el@asd aved la perméabilitépy,p le ratio ventila-
tion/perfusiony, la densité de surface alveolaire(Btc, — Psng) la différence de pression partielles en oxygene
entre l'alvéole et le sang.

Dans la suite de ce paragraphe, nous détaillons une paralnterition de ces trois équations a partir du modéle.

di(su(C, ) dt

€+ dl

Sang Alvéoles Bronches
FIG. 4.3: Flux d’'air (& l'inspiration)

Conservation du volume d’air La variation totale du volume d’air bronchique compris entret £ + d¢,
0i(sp(¢, ) df) est la somme de deux termes :

o |a différence entre le flux advectif rentrant et le flux adifeszirtant :
[spu1(, ) = [spue'1(€ + e, ),
e et la perte de I'air qui s’engouffre dans les alvéoles d( @&famnation de ceux—ci :
—0i(sq(¢, ) do).
Finalement nous obtenons I'Equation (4.2a) :
AispCp + Ie(spul) = —dys,.
Afin de fermer le systéme, nous ajoutons les conditions atoshsuivantes :

sp(0, Duf(0, 1)
sp(L, Hul (L, 1)

5x(t),

0 (4.3)

ol x est la vitesse du ressort, donnée par le modéle mécanique.

La variation du volume bronchiqugs, et la variation du volume alvéolai@s, sont données par des lois
pré—établies en fonction de la géométrie qui, a partir deatéation de volume totale donnée par la mécanique,
répartissent le volume dans les bronches et les alvéolé®. €partition prend en compte le parameétre de rigidité
bronchiqued. Pour plus de détails, voir Section 4.7.
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Chapitre 4. Un modele pour I'absorption de I'oxygene darssdeumons

P T | A R 6[%5!7” £ = Dag,sp decl(C, )
Ai(sa(C, ) dt|x cp + W(E)(co — ca)
<—
PP7S E | U R 6[Cb5buf_DC ,5p dec] (€ +d¢, )
Sang Alvéoles Bronches

FiG. 4.4: Flux d'oxygéne dans la bronche (a I'inspiration)

Bilan de masse pour 10, dans les bronches La variation totale du volume d’oxygéne dans la broncheésitu
entref et + d¢, di(cy(£,)sp(€,-) d€) est la somme de quatre termes :

o |e flux advectif :
[eospu' 1€, ) = [epspu1(€ + dE,-);

o |e flux diffusif :
[=Do,spdecp)(f,-) = [=Do,spdccp](€ + d¢, ),

ou Do, est le coefficient de diffusion de I'oxygéne dans l'air;
e |'oxygene qui entre dans I'alvéole par convection, c’estlige par dépression ou surpression dd a la défor-
mation des alvéoles :
¢y Six >0 (inspiration)
sl )df){ c. Six <0 (expiration)
e et enfin I'oxygene qui entre dans I'alvéole par diffusion :
W(6)(ca — cb).

W(¢) est choisi proportionnel a la densité de surface alvédlaileng de I'arbre bronchique. Son calcul est
détaillé a la Section 4.7.

Finalement, nous obtenons I'Equation (4.2b) :
di(spcyp) + 3g(sbcbuf) + de(=Do,spdecp) = —disa[% = 072 ¢p, cql
Afin de fermer le systéme, nous ajoutons les conditions atoshsuivantes :
cp(0,1) = co, (4.4)

aveccy = 0.2, la concentration en oxygene dans l'air frais. Nous n’aveas besoin d'imposer de condition en
¢ = L puisqueuf(L,t) = 0.

Bilan de masse pour 10, dans les alvéoles La variation totale du volume d’oxygéne situé dans les dbso
comprist etl + d¢, di(c.(€, -)sa(€,-) d€) est la somme de trois termes :

e 'oxygéne qui entre dans les alvéoles par convection ddalisonche, par simple déformation de 'alvéole
ce qui crée une dépression :
Ie(sa(C,) AO)[x 2 02 cp, cal;

e 'oxygéne qui entre dans l'alvéole par diffusion :

W(£)(ca = cv)
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4.5. Simulations humeériques

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5
Ai(sa(C, ) dt X cp + W(E)(co — ca)
< —
blpovsp €a(C,)[d (Pocs — Psag)
7777777777777777777777777777777777 C+de

Sang Alvéoles Bronches

FiIG. 4.5: Flux d’oxygéne dans les alvéoles(a I'inspiration)

e et 'oxygene qui diffuse a travers la membrane vers le sang :

b pv/p ly (CaPO - Psung)/
ou
(@) b{,(¢) correspond a la capacité de diffusion de la membréié) est la densité de surface alvéolaire

au repos, déterminée par les valeurs données a la Tablerbdlalires termed,,(¢) d¢ est la surface
alvéolaire comprise entieet{ + d¢; b est la preméabilité considérée ici comme une constantea cal

(b) pv,p correspond au ratio ventilation/perfusion, il modélisedto entre la fréquence respiratoire et la
fréquence cardiaque. (Moir Table 5.5 pour les donnéesrébj.

(c) Py est la pression atmosphériqu&, (= 760 mmHg) etP,,, la pression partielle en oxygene dans le
sang pulmonaire veineux, c'est—a—dire a son entrée danstense vasculaire pulmonaire. Dans la
littérature, nous trouvonB;,,; = 40 mmHg.

Finalement, nous obtenons I'Equation (4.2c) :
94(Saca) = —b pv/p ty Pe(Poc, — Psang) + 984X > 072 ¢, ca] + W(C) (cp — Ca).
Le systéme d’équations obtenu est constitué d'équationslérivées partielles, que nous allons maintenant
discrétiser afin de simuler notre modeéle.
4.5 Simulations numériques

Finalement, notre modéle complet, mécanique couplé aulma@epour I'absorption de I'oxygéne, est décrit
par les équations suivantes :

X=u, (4.5a)
u—lf - RO—52+ u—kx (4.5b)
B G ST T ’ '
atSh + 8[(Sbuf) = —3tsu, (45C)
9 (such) + Ie(speptt’) + de(—Do,spdecy) = —dgsalx > 02 ¢y, cal = W(E) (cp — ca), (4.5d)
94(saca) = —b pvyp ta (Poca — Pszmg) +0ssa[X =2 072 cp, ca] + W(E) (e = ca), (4.5e)

gue nous complétons par les conditions aux bords suivantes :
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Chapitre 4. Un modele pour I'absorption de I'oxygene darssdeumons

sp(0, Hut(0, ) = Sx(t),
sp(L, Huf(L,t) =0, (4.6)

cp(0,t) = co,

et les conditions initiales :
sp(€,0) = sg,

c(6,0)=c), ci(£,0)=c, 4.7)

x(0) = xo, u(0) = up.

Remarque 12 (Couplage faible)Nous voulons attirer I'attention du lecteur sur le fait quedystemé4.5) est
faiblement couplé : les deux premiéres équations, les @npsmécaniques, déterminent indépendamment du
reste de déterminer les valeurs des variables mécanigets permettant d’obtenir directement les valeurs de
dssp et d;s, données par des lois géométriques ne prenant en argumenagaeiation de volume soifx (voir
Section 4.7). Ainsi, connaisant ces valeurs, la troisiémeaéon permet de déterminer la vitesse du fluide
Enfin, connaissant’ les deux derniéres équations permettent de déterminepleseatrations;, etcy.

Pour la résolution numérique du systeme (4.5), nous utiisme discrétisation par volumes finis pour I'équa-
tion (4.5¢) en prenant garde de préserver la conservatRagr 'Equation (4.5d), nous utilisons le flux upwind
pour la partie convective, tandis qu’une discrétisationgifiérences finies classiques est utilisée pour la partie
diffusion. Afin de s’affranchir des contraintes liées a ladition CFL, 'implémentation est entierement implicite,
nécessitant la résolution a chaque pas de temps d’'un sybtéraiee. Cependant, les matrices étant creuses, nous
utilisons les routines particuliéres dédiées au traitérderte genre de matrices déja codées &milsb

Calcul de¢, Afinde quantifier a quel point les alvéoles sont ouvertes aidéterminer les surface efficace nous
calculons un nombre de Péclet local. Rappelons que le nodebReclet mesure quel est le régime : convectif ou
diffusif. Il est définit comme suit :
Lu
Pe .= ,
Do,

ou L correspond a une longueur caractéristique, typiqguemeangaueur d’'une bronché/ a la vitesse caractéris-
tique du fluide eDy, est le coefficient de diffusion de I'oxygéne dans I'air. Polnaque génération, nous calculons
le nombre de Péclet local. Be > 1, le régime est essentiellement convectif, il N’y a pas déatage et nous pou-
vons considérer que toutes les capillaires sont ouverest ce qui se passe a I'exercice. Au contrairdesk 1

le régime est diffusif et nous devons supposer que la sud@ohange n'est pas disponible dans son ensemble.
L'idée de brider la surface disponible par le nombre de RPéglparait également dans les travaux deoEHE et

al. [FMAJSO08].

4.5.1 Résultats numériques

Tout d’abord, nous donnons a la Figure 4.6, I'évolution dlur@ bronchique et du flux d’air a la bouche en
fonction du temps pour les deux régimes : repos et effort. astidption de la force extérieure utilisée dans ces
deux cas est décrite a la Section 5.6, page 137.

Nous présentons a la Figure 4.7 des histogrammes représtnfaux moyen d’oxygéne traversant la mem-
brane par génération, au repos et a I'effort.

Nous notons un décallage vers les bronches les plus bassetulpassage d'un régime de repos a celui de
I'exercice, mettant en évidence les effets d’écrantageisNibnnons également a la Table 4.3, la quantité totale
d’oxygéne absorbée moyenne par unité de temps. Pour coismaraous indiquons les valeurs que I'on trouve
dans littérature de physiologie. Nous pouvons consateteguardres de grandeurs sont bons et nous retrouvons le
facteur3 par la mécanique et la géométrie, ce qui justifie les valesiagacité de diffusion données pav¥3on
et HALL [GHO6]. Nous tracons enfin la concentration alvéolaire moygedans chaque génération au cours du
temps, voir Figure 4.8 ; notons que méme a l'effort, avec cdéte la concentration reste élevée méme au fond
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FiG. 4.6: Volume pulmonaire et flux d'air a la bouche en fonction du temps.
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FIG. 4.7: Flux moyens d’oxygéne par génération.

de l'arbre ou en pratique il ne devrait pas y avoir renouwvedat d’'air. C'est un résulat qui d’apres nous, ne

correspond pas a la réalité et qui joue en défaveur de notéleaCe phénomene est sans doute lié a I'utilisation
du nombre de Péclet pour le calcul de la surface efficace :fefj eé choix n"emmpéche pas I'oxygene d'arriver

aux alvéoles les plus profonds, mais freine juste la diffusle celui—ci a travers la membrane.

45.2 Discussion

L'utilisation du nombre de Péclet dans le calcul de la swfefficace n’est d’aprés nous pas satisfaisante ; en
effet, I'effet du nombre de Péclet devrait déja étre déait |p prise en compte de la géométrie. Le nombre de
Péclet est conséquence de la diminution de la vitesse leder@rbre conséquence immédiate de la géométrie
en arbre. Cependant, pour I'instant nous ne pouvons nowsalffir de cette description pour trouver les résultats
physiologiques que nous nous sommes imposés pour valittermodeéle (voir page 121).
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(a) Repos (b) Effort

FiG. 4.8: Concentrations alvéolaires moyennes en oxygéne par génératio

] | GUYTON & HALL [GHO6] | Modéle mathématique 1D
| aurepos | 4-10°m’ st \ 3.6-10°m’s! \
| alexercice| 35-10°m’ st \ 47-10°m3 s7T |

TAB. 4.3: Flux moyens d'oxygene vers le sang.

Contraintes numériques

Notre arbre est représenté par un domaine 1D ou finalementplacement des noeuds de I'arbre n'a plus
d'importance. Toutefois, pour le post—traitement et llexption des résultats, nous réintégrons les quantités ob
tenues sur chaque bronche (pour obtenir les figures 4.7 parp®). Afin de garder une précision suffisante, nous
devons maintenir un nombre minimum de mailles sur chaquechex Ceci couplé avec la condition CFL, nous
contraint a l'utilisation d’'un schéma implicite pour gardkes temps de calculs raisonnables.

De plus, nous sommes confrontés a des problemes de diffasigrique : pour le flux upwind, le coefficient
de diffusion numérique est de l'ordref — ufAt, coefficient qui doit étre comparé au coefficient de diffasite
I'oxygéne dans l'aiDp, = 0.2 - 10~*m?-s™L. Par un petit calcul, nous obtenons rapidement que pour ilke g
de 1000 mailles, la diffusion numérique est prépondérdftient donnée I'importance de la diffusion dans les
phénomeénes que I'on veut étudier, la diffusion numériqueeté vite un probléme.

C’est dans cette direction que s’oriente a présent nosuxavas pistes envisagées sont :

* le raffinement de maillage ;
* l'utilisation de schéma d’ordre élevé, tels Lax—Wendroff.

Il reste encore un travail numérique a réaliser sur ce modele

4.6 Conclusions et perspectives

Nous avons montré a I'aide d’'un modéle 1D l'influence de langétie du poumon sur les échanges gazeux,
et mis en évidence des effets d’écrantage. Cependant, conemiionné ci—dessus, ce modele est critiquable : en
effet, I'utilisation du nombre de Péclet pour le calcul dslaface efficace n’'est pas satisfaisante car d’aprés nous
réintroduit dans le modéle l'influence de la géométrie detfiagssez artificielle. Nous pensons a présent que les
résultats numériques obtenus sans ajouter le bridage defecs par le nombre de Péclet sont entachés d’erreur
due a notre schéma numérique. Des travaux allant dans cea®ren cours. Il est important de trouver un schéma
numérique fiable et assez rapide pour pouvoir ensuiteitatipour une étude appronfondie des parameétres.
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En effet, ce modéle correspond a I'étape 0 pour ensuite d&rédentification de parametre et étudier I'in-
fluence du muscle lisse sur le systéme. A plus long terme, powsgons envisager d’optimiser la force musculaire
exercée par le diaphragme pour pouvoir avoir une respirédiplus efficace possible. Une réflexion sera & apporter
alors, sur le choix du critére d’efficacité, sans doute difié au repos et a I'effort.
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4.7 Appendix : Détails pour le calcul
4.7.1 Calcul ded;s, etd;s,

Comme mentionné précédemment, les équations mécanigde3—@.5b), nous donnent la variation totale
de volume notéd = Sx; ce volume est partagé entre les alvéoles et les bronchms lsdbi suivante V,(t) =
(1 - 0)V(t) pour les alvéoles &f,(t) = OV (t) pour les bronches.

— Nous distribuons la variation de volume bronchidgedans les différentes bronches proportionnellement a
la distribution du volume bronchique au repos le long debtar. A cette fin, nous construisons la fonction
de distributionf — a(?), a(0) = 0, a(L) = 1 telle que pour chaque bronche :

6 .
t;_l; ar = 2;/17(1) ’
ling k=0 Vb(k)
ol V(i) est le volume bronchique total situté a la génératioW, (i) = rt L;(D;/2).
— De la méme maniére, nous définissons la fonction de disibd — B(£), B(0) = 0, B(L) = 1 telle que

pour chaque génération :
i a .
[ e e
o, 9 20 Va(k)

ou V,(i) est le volume alvéolaire totale situé a la génération

Remarque 13 En pratique, n'ayant pas d'indications chiffrée sur leswmoles alvéolaires mais plutét sur les
volumes alvéolaires on po3&(i) = S,(i)*?, ouS,(i) est la surface alvéolaire par génération, donnée YP4EIBEL
[Wei84], voir Table 5.1, page 135.

Ainsi, on pose :

o da da . dp _dp
8¢sb = Vba = QS.XE et atsﬂ = VHW = (]. — G)SXE

4.7.2 Calcul det,

Lafonctionf — ¢, représente la densité de surface alvéolaire bridée panibmode Péclet. Nous construisons
tout d’abord une fonction représentant la surface totalpatiible a I'aide des données de Weibel ; cette fonction,
notéel? est construite de fagon a étre continue, monotone et vérifie

i
f 0 de = S, (i),
linq

ou le segmenitt;_1, ¢;] est la partie de I'arbre correspondant & lgénération e$, (i) est la surface alvéolaire totale
située a la génération(donnée par WIBEL, voir voir Table 5.1, page 135). Nous calculons alors le nende
Péclet local, fonction régularisée de la fonction qui vaut :
LiUi(t)

Do, ’
ouL; estlalongueur des bronches délgénération, etl;(f) la vitesse moyenne dans cette génération au témps
Nous tronquons également cette fonctioh &lous obtenons aingle(¢, ) € [0, 1] et nous posong, = Pe (V.

Pej(t) =
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4.7.3 Calcul deW(¢)

Nous supposons que le term&¢) est proportionnel a la distribution de la surface alvéel&rlong de I'arbre
bronchique. Numériqguement, il est défini ainsi

W) = w
ouy est la distribution de surface alvéolaire :
“y L, Sld)

(2 90 Y S,k
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Chapitre 5

Annexe : Données numeériques

5.1 Données morphométriques de WIBEL pour le poumon

Génération| Longueur| Diametre| Surface alvéolairg
(cm) (mm) (mn?)
0 9.40 18 0
1 4.05 12.2 0
2 1.08 8.3 0
3 0.918 5.6 0
4 0.780 4.5 0
5 0.66 35 0
6 0.56 2.8 0
7 0.48 2.3 0
8 0.41 1.86 0
9 0.35 1.54 0
10 0.29 1.30 0
11 0.25 1.09 0
12 0.21 0.95 0
13 0.18 0.82 0
14 0.15 0.74 0
15 0.14 0.50 7
16 0.133 0.49 23
17 0.12 0.40 67
18 0.093 0.38 129
19 0.083 0.36 219
20 0.070 0.34 349
21 0.070 0.31 661
22 0.070 0.29 1204
23 0.070 0.25 2720

TAB. 5.1: Données de Weibel. Pour les premieres générations on donogdéamne arithmétique sur toutes les bronches d’'une
méme génération.

Remarquons que pour ces données, la distribution de lacsualaéolaire est estimée en supposant que la
fraction de la surface alvéolaire totale sur une générastrproportionnel a la fraction de la surface bronchique
totale sur cette méme génération. Cependant, certairteiaests sont faits sur les trois premiéres générations, de
15 a 17, afin de prendre en considération le fait que ces gémé&rae sont pas entierement recouvertes d'alvéoles
(voir Figure 2.2, page 74) [THB08, WSFO05].
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5.2 Parametres pour le fluide
5.2.1 Valeurs 3D

viscosité dynamique n=198x10"Pa-s
densité p=111kg -m™>
viscosité cinématique v =1n/p = 1.8 x 10" m? - 57!

TAB. 5.2: Caractéristiques du fluide réelles, utilisées pour le calcul en diomahs: 3.

5.2.2 Valeurs 2D

Pour les calculs en dimensidn= 2, en ce qui concerne la viscosité du fluiget la densité du fluide, on ne
choisit pas les valeurs physiologiques, mais des valelles gue la résistance globale de notre arbre 2D soit égale
a la résistance globale de I'arbre réel 3D, et telles quehelme de Reynolds 2D (voir (2.3), page 81) soit égal au
nombre de Reynolds dans le cas 3D (voir [SAQ07]). En consémyédes constantes sont

viscosité dynamique n=4x107Pa-s
densité p=50kg -m
viscosité cinématique v =n/p =8x10°m? -5~

TAB. 5.3: Paramétres fluides utilisés pour calcul en dimensier?.

5.3 Parametres pour le systeme masse-ressort

Afin de reproduire des courbes expérimentales, nous avibisg des données physiologiques, choisies proches
de celles que 'on trouve dans [BT06], [MMSSO08]

e m = 0.3kg, la masse totale du poumon;

e S =0.011m?, surface de la face mobile de la boite (surface du diaphrpgme
e £=332x10°N-m™>, I'élastance du poumon;

e ky =E-S?=40.172N - m™!, la constante de raideur du ressort;

R =3x10°Pa-s-m~2, endimension =2 etR = 6.59x10° Pa-s- m~3, en dimensiod = 3, la résistance
de I'arbre bronchique ;

i =0.25-R-S? larésistance des tissu)(o de la résistance totale).

5.4 Modele non-linéaire ;: constante de raideur

On rappelle que la constante de raideur est choisie vérifiant

— (funin/ Xmin — ko)X/Xmin, S x <0
ko) = ko + { (Fnax!Xmax — ko)X /Xpax, SI x>0 °

On fixe :
fmin = -11IN,
foax = 13N.
et
Xpin = —0.25m,
Xy = 0.20m.
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5.5. Volumes bronchiques

5.5 Volumes bronchiques

Voici les volumes bronchiques utilisés dans les calculs :
e Volume alvéolaire au repos V9 =3 x 107 m?;

e Volume bronchigque au repos: V) =5 x 107 m?.

5.6 Trois scénarii pour la force extérieure

La force extérieure est décrite dans tous les cas par ungdomréneau. Dans le cas de la respiration au repos
comme a I'effort c’est une fonctiofi—périodiquea désigne la fraction du cycle consacrée a l'inspiration.

5.6.1 Aurepos

Au repos, on suppose que le sujet n’exerce pas de force drbénp, le retour a la position d’équilibre se
faisant grace a la force de retour élastique du systeme. @sitbHans nos simulations une périofie= 5s et
a = 0.35. La force est donnée par la foncti@rpériodique vérifiant :

[ 2N site[0,aT],
fext(t) = { ON site[aT,T].

5.6.2 Al'exercice

Au contraire, a I'exercice, la force de retour élastiqueshjgas suffisante pour obtenir une expiration rapide
et efficace et une force suplémentaire est exercée a I'éxgireDe plus le cycle est raccourd, = 3s et le
temps d’expiration devient égal a celui de I'inspiratianz= 0.5 [Lag]. La force est alors donnée par la fonction
T—périodique vérifiant :

9N site|0,aT],
fext(t) Z{ —4N sit € [aT,TI.

5.6.3 Manoeuvre forcée

Comme expliqué au Chapitre 2 (page 76), au cours d'un tegtidensétrie le patient exécute une manoeuvre
particuliére. Afin de reproduire ces expérienaesilico, on utilise I'expression de la force extérieure exercée
suivante [BGM09]. La manoeuvre dure une vingtaine de sezehdn a

4N site]0,0.5],
—-1N site[05,2],
2N site2,2.5],
-15N site[25,3],
3N site]3,4],
—-1IN site[4,5],
fext(t) = 2N site]5,6],
—1IN site]6,8,
at* +bN site[8,9],
fmax N Sit €[9,10.5],
fmin N sit €[10.5,17],
ct?+dN site[l17,18],
10N sit e[18,20],

oua, b, c etd sont choisis de fagon a ce qyig soit continue et

fmin = -I11IN,
fux = 13N

Cette fonction est représentée a la Figure 3.4.
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Chapitre 5. Annexe : Données numériques

5.7 Volumes d’oxygene absobé

Les volumes moyens d’oxygéne absorbé sont mesurés exprédglement. On résume ala Table 5.4 les valeurs
gue I'on peut trouver dans la littérature de physiologie.

| Régime]|| repos \ effort \
| (Vo,) [[4-10°m’sT [Wei84, GHO6] | entre35-10° [WeiB4] et54 - 10 ° m’-s ' [SFW02] |

TAB. 5.4: Volumes moyen d’oxygéene absorbé.

5.8 Ratio ventilation/perfusion

Le ratio ventilation/perfusion mesure le rapport entreyteme respiratoire et le rythme cardiaque. Nous don-
nons dans la Table 5.5 les valeurs que I'on peut trouver daHO§]

| Régime || repos]| effort |
L pvp || 16 | 172 |

TAB. 5.5: Ratio ventilation/perfusion.
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Chapitre 6

Propagation d’'un signal dans la cascade
MAPK : rOle de la bistabilité et de
I'ultrasensitivité pour un probleme mixte

La voie de signalisation MAPK est de nos jours décrite [RIis@8rme un réseau de mo-
dules communs a de nombreuses especes. Sa fonction plenegpale transférer un signal
de lamembrane plasmigque. membrane cellulaire) ala membrane nucléaire. A la question
« comment » répondent les notions d’ultrasensitivité etigbilité, liées a la dynamique
non-linéaire du systéme biochimique, ignorant tout phé@rspatial. En ce qui concerne
la propagation du signal a travers le cytoplasme, les ctems@sbien moins connues. Dans
le travail qui suit, fruit d’'une collaboration avecaRF BLOSSEY de I'IRI (Institut de Re-
cherche Interdisciplinaire, Lille) d’'une part eHIERRY GOUDON et RULINE LAFITTE
d’autre part, nous proposons a partir des lois cinétiquédideaelis—Menten un modele de
réaction diffusion pour la cascade MAPK dans les ovocytexétmpes. Nous étudions ce
modéle en 1D. En nous fondant sur des résultats théoriquetames [AW75], nous nous
attachons particulierement aux conditions nécessairgslagropagation du signal. Nous
montrons que I'existence d’un front dépend sensiblemesntdaditions initiales et au bord
(i.e.ala membrane plasmique). Enfin, les conséquences biokggpnt discutées. Ce tra-
vail a été soumis pour publication sous le ti8ignal propagation in the MAPK cascade :
role of bistability and ultrasensitivity for a mixed prolohe

6.1 Introduction and biological context

In this section we give the biological context that motightkis work. This is also the occasion to recall some
basics of biology that can be helpful to understand the freonle and the challenges that are behind. Note that
this work benefits from a collaboration with Ralf BlosseyrfréRI (Interdisciplinary Research Institute).

Among the large family of mitogenic signals, the signal cheliAPK plays a crucial role in many parts of the
cell life : cell cycle, differentiation, angiogenesis n.particular, it is one of the targets of some strategiesmasgjai
cancer.

A quite important research both experimental and the@kii conducted in this direction ; in Lille, the team
of Bodartet al. ([RGBB09, Rus09]) works on this topic. It is partially furaley the INCa (Institut National du
Cancer).
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Chapitre 6. Propagation d’un signal dans la cascade MAPK

6.1.1 The cell cycle

The cell cycle of an eukaryote cell (cell with a nucleus, mkana
cells for instance) is a sequence of steps that leads tovisah of the
mother cell into two daughter cells. Each step needs thecaement
of the previous one. During a cell cycle there are four maapst:
the G1 phase, the S phase, the G2 phase and the M phase. Tpgethe
G1, S and G2 form the interphase; the M phase is the phasegdurin
which the division takes place. During the G1 phase, the grelvs
up and get ready for the S phase. The ensuing S phase stanis whe
DNA synthesis begins; when it is complete, all of the chroomoss
have been replicatede., each chromosome has two (sister) chromatids.
The G2 phase is similar to the G1 phase in the sense that thgetsl
ready to divide itself. The M phase is the mitosis : it cors@dtnuclear
division and cytoplasmic division. It is itself divided mfour steps :
prophase, metaphase, anaphase and telophase. At the bedeéteps,
the daughter cells can either go into a new cell cycle or entpriescent
phase, called the GO phase which is a phase during whichatlgsiothing happens. See Figure 6.1

The molecular mecanisms are essentially the same in alryotieacells. The events of the cell divisions are
governed by the periodic activations of kinases. (proteins) which are part of a very complex network which
brings into play a lot of molecules (enzymes, cyclines Rgsearch on the biological control of the cell cycle won
Tim Hunt, Leland Hartwell and Paul Nurse the Nobel prize i020

Some kinases have the task to control the switch from oneeptioeeasn other. Thdlitogen—Activated Protein
Kinases(MAPK) are one of those, whereby a mitogen is a factor thatdtites mitosis. They have an important
role for the transition G1/S, but they have also an impachtertriansition G2/M, which does not affect the genetic
material. They also have a crucial role in the formation &f thitotic spindle (which is an array of microtubules
organizing and separating the chromosomes during mitosis)

Figure 6.1: The cell cycle

6.1.2 Xenopusoocyte

The biological context that underlies this work concerres study of theXenopusoocytes. Among the different
models that are available for the biologists, the oocytaigfamphibian is well adapted to the study of the cell cycle
» itis easy to synchronise the cells (in G2 phase or in mesgHaluring the meiose), it produces a huge quantity
of proteins ( 200 to 400 ng per day) and the size of the cellstfl1.4 mm of diameter) allows to manipulate them
quite easily.

(a) Xenopus Laevis (b) Xenopusocytes
Figure 6.2:Xenopus laevisFrom www.euroherp.com andwww.unc.edu/ fconlon/Daniel/ )

Xenopus laeviss a species of South African aquatic frog (see Figure 6tZjan grow up to a length of 12 cm
with a flattened head and body, but no external ear or tonguey fmave an external reproduction mode : they lay
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6.2. Formulation of the problem

eggs in clusters which are then fertilized.

6.2 Formulation of the problem

In general, a signal (causexdg. by a hormone) arriving at a cell membrane needs to be transf¢o the cell
interior or its nucleus in order to excite a coherent cetlusponse [KHK10]. Dedicated signalling chains have
evolved to achieve this task. In what follows we are partidylinterested in a prominent one, the MAP kinase
signalling chain [Kho02]. The acronym MAP stands for mitogaetivated protein, whereby a mitogen is a factor
that stimulates mitosis. Upon arrival of a hormone at thg gelnerally via a receptor in the cell membrane, a
cascade of molecular activation events is launched inegltiie phosphorylation of downstream effectors. The
MAPK cascade is prominent in this respect since it occursuttipte different organisms and cell types [KHK10].
While the main cascade motif is universal, its embeddingantell-type and organism-specific signalling network
varies. This concern®.g, the initiation of the cascade which in somatic cells degemudl a well-characterised
ensemble of molecules, notably Ras and Raf [Kho02]. Hereameconcentrating on the cascade in the egg of
the Southern African clawed fragenopudaevis, where it is involved in egg maturation. The mainiatdr of the
cascade irKenopusocytes is the molecule Mos, whose production by trangidtiom a pre-established mRNA
is initiated by a hormonal stimulation [FJPB9]. Figure 1 shows a schematic representation of the casuad
the intervening molecules, following Figure 2 from [FIJRIQ].

progesterone
r v 1
| | o
I Mos I positive
feedback
maPk | \1: ! loop
| |
Cascadel MEK1 (MAP2K) :
[ V [
! p42 MAPK !
| |
| |
additionnal
cycB-CDK1 feedback
loops
maturation

Figure 6.3: Schematic representation of the MAPK cascademopusocytes. A hormonal signal (progesterone) stimulates
the membrane receptors. The signal activates the translation of Mosaffre-established stock of mMRNA. The
cascade evolves via the double phosphorylation of MEK1 (MAP2K) att3iMAPK. A positive feedback loop
stimulates Mos activation. The MAPK signal at cascade output is predésgher in cell cycle events downstream
of the cascade, indicated by Cyclin-B and Cdk1, the maturation- or miposisoting factor, also called MPF.

A particularly noteworthy feature of the MAPK cascadeXienopusocytes is its feedback control, which has
been disentangled in great detail byeHRELL, JR. et al, in both experiment and theory (see [FIPR] and
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Chapitre 6. Propagation d’un signal dans la cascade MAPK

references therein). The most basic feature that we relg onri work is the positive feedback loop at the cascade
exit, p42 MAPK (MAPK), which stimulates the activity of thealecule at cascade entry, Mos (see Figure 6.3).

While a whole body of work exists on the biochemical kineti€she cascade, far less is known so far about
how the input signal traverses the intracellular space ebémg on cell type, at least three mechanisms are known
to play a role. These are diffusion in the cytoplasm, thetiiseof the phosphorylation reactions, and, essentially
in somatic cells, scaffold proteins [BS09]. Recent reviemwshe state of the field are given by [KHK10, Kho06],
which give exhaustive lists of references.

A standard approach in the mathematical modeling of theaspainporal evolution of the MAPK cascade is
via diffusion-reaction equations. For the MAPK casacalis, approach has been most prominently pursued by
KHOLODENKO et al. [Kho06, KHK10, MTHKO6]. In our work, we follow this path, bigince we are interested
in signal propagation iXenopusocytes, we can make use of a number of simplifications wHiolva more in-
depth mathematical analysis. The mathematical simplifinat detailed below, are based on the fact Xexttopus
oocytes are large cells [FIPB9] : while at the beginning of the life cycle they are comdeao somatic cells,
in their development they pass into a growth phase beforenatitn is initiated. Cell volumes reachid. with
protein concentrations of 25g. Since scaffold proteins are not known to play a rolXémopusocytes, we can
consider the propagation to be well-described by a detéstidrdiffusion-reaction.

Formulation of the model

The mathematical model we develop is based on the usualaedgdhetics of the MAPK cascade in which
an upstream kinase activates a downstream one at two resiéfoe this kinetics, either a mass-action law or a
Michaelis-Menten kinetics can be assumed. The kinetic misd#escribed in more detail in Appendix A (Sec-
tion 6.7). In this way one obtains the usual system of ordiwdifferential equations for the concentrations of the
molecules in the cascade, together with conservation lanthéir total concentrations.

In order to arrive at a spatial model we require the followdsgumptions.

Assumption 1. We assume that molecular transport in the cytoplasm dodsvave the action of specialised
protein machineries in the cell. This is an acceptable apiamfor theXenopu®ocytes, but cannot be generalized
to somatic cells. As a result of this assumption, the mainhaeism of transport is molecular diffusion.

Assumption 2. We assume that the chemical reactions (phosphorylationg)ei cascade are always to be
considered as fast in the sense that at every instant in tireecascade molecules are in chemical equilibrium.
For a non-compartimentalized cell of high protein conterthsasXenopusoocytes, this is a reasonable starting
assumption, which again might not be easily generalizabtgtter cell types.

Starting from these assumptions, let us now derive an exuédr the concentration of the molecule at the
cascade entry, that is Mos. To this end gk, t) be the concentration of molecule Mos. We proceed in two steps

1. Thanks to AssumptioR and omitting at first the feedback loop (represented by tbedesh line in Fig-
ure 6.4), we can use the Michaelis—Menten kinetics to esgiesconcentration of all molecular species as
simple functions of the molecule at cascade entry whicleiiie the signaling chain. Neither MAP2K nor
MAPK are therefore considered as diffusing quantities.

2. We take into account the retroactionmfon the concentration of Mos to obtain a spatial model for the
concentration of Mos.

The expression of the reaction term depends on the kinefiosen for the signaling cascade. Typically, the
cascade has two phosphorylation states so that for a tveb¢escade with moleculeg andz, two respective
phosphorylated states exist, faf (resp. zp) these are calleg, andy, (resp.z; andz,) (See Figure 6.4). Two
particular types of kinetics are linear (the usual law of snastion) and saturatede. Michaelis-Menten kinetics.
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Mos - RN
-
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.
\
\Y
\
|
MAP2K Yo Y Y2 ,
1
]
’
’
4
’
MAPK 20 z z b7
Figure 6.4: The two—level phosphorylation
In the latter case, the equations read following [AFS04] :
. Ve Vamyo
o = N 2y (6.1)
Ke+1y1  Ksz+yo
o= —(o+1) (6.2)
. Vamy, Vs
Yo = Y Y (6.3)

K4+y1_1<5+yz

\% Voysz
g = AEL 7R (6.4)
KlO + z7 K7 + zp

Z1 = —(Zo + 22) (65)

ng3Z1 Vyzo
5y = — 6.6
2 Kg + z1 Ko + 2z ( )

where theV; and K; are reaction speeds and equilibrium constants, respbctaved where the numbering of
the reactions follows the scheme by [Kho00] which is alsadugse[AFS04]. This scheme simply numbers the
reactions sequentially layer by layer, first all phosphatighs, and then all dephosphorylations. Note that if
equilibrium constants are much larger than the moleculacentrations, the linear regime is recovered. Equations
(6.2) and (6.5) are the result of the matter conservation.

As shown in [RGBBO09], for a particular symmetric choice oétharameters, the system can be rendered
non-dimensional. For this parameter-symmetric case ntineduction of the functions

Yi . Z

wi51+y," qi=1+Zl‘.

allows to rewrite the right—hand side of the equations innapé polynomial form, from which the fixed-point
value conditions are easy to read off. For the variafylg¢hey are given byv, = mw; = m?wy.

Exploiting the conservation of moleculgs as expressed by the conditidfy_,,, y; = yr, one finds after
suitable normalization the condition

wWo w1 Wy

+ + =1.
1- wWo 1- w1 1- wy
which at the fixed-point reduces to a cubic equatag, for wy,
4m3w8 - 3m(l +m+ mz)wg +20+m+mPwy—1=0. (6.7)
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Chapitre 6. Propagation d’un signal dans la cascade MAPK

which can be solved exactly. The case of linear kinetics bawever, also be recovered by ignoring the highest
order terms of this equation. One then finds

11
T2 1+m+m?’

Although the full final expression fap, from the cubic equation does have a more involved form, tiyeeseof
the polynomial remains 2 as for the linear kinetics. Fromfiked-point relation, we have

wo (6.8)

1 m>

S e ©9

w»

The same calculation can be repeated for the varigbl®ne obtains an equation of the same form as (6.63)

in the variabley;, only with 7 replaced by
w»

1- wy
wherev = V;/Vyy. The same argument can then be repeated leading to

S=0

1 ¢
P T rs+s2
Putting the equations (6.65) and (6.67) together then leidady for the approximate linear kinetics to an in-
volved expression, however with a polynomial of maximalréegfour in the variable: in both denominator and
numerator. This remains the case also after the requiradftians back fromv; andg; to the original variables
yi andz;. While the full expression obtained from the two cubic equragican still be written down analytically, it
turns out to be yet more involved and less illuminating. At &md, we get

(6.10)

mt

2 X —————
1+ m?+m*

Knowing the expression for the concentratiorzgfwe can propose a model for the transport of Mos. We have
om(x, t) — DAm(x, t) = R[m(x, t)] (6.11)

in which the diffusion operator on the left is balanced byact®on-termR[m(x, t)]. Here,R[m(x, t)] is written as
the sum of two terms, one of which has a sigmoidal shape amdspmnds to the interaction betwegrand Mos
(proportional to the concentration in), the other of which is a linear degradation term. Thus weshav

Rlm(x, t)] = Z[m(x, t)] — ym(x, t), (6.12)
with

adim*

M+ D2m? + m*’
wherea is the inverse of the characteristic time of creation of Moss the inverse of the characteristic time of
its degradation antt is the typical concentration. Recall that as it has beenrtest previously, the expression
of the reaction ternX[m] accounts for the feedback loop that drives the concentraticMos depending on the
MAPK concentration.

For both types of kinetics the Hill exponent is given by thedarct of the number of phosphorylation levels
times cascade levels, hence four. For convenience in ounemedtical treatment, we replaced both involved
expressions by the simple expression (6.13), since we tmegied chiefly in the role of ultrasensitivityg. on the
value of the Hill coefficient, on wave propagation. To thislgeit suffices to sketch a qualitative shape, which can
be inferred from Angeli’s paper (see Figure 2). To be cleamfnow on, we call thélill exponenth the degree
of the numerator and of the denominator (which are equal taillthe sigmoidal shape) of the non-linearity
(6.13). The reader has to keep in mind that is linked to theberrof proteins involved in the cascade. The notion
of ultrasensitivityrefers to the steepness of the sigmoidal response curvenwdicharacteristic of a signaling
cascade: a very non linear response ensures an effectpensesto the signal received by the cell. The value
h = 4 is typical for the MAPK cascade, but in principle of coursbetvalues: > 1 are equally possible. The
limiting casel = 1 corresponds to a degenerate case, a non-cooperative eaguiatl is not of biological interest.

2[m] = (6.13)

We are interested in the following questions:
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6.3. Dimensionless equations

i) Under what conditions does the system have three stajictates (two stable, one unstable)?

ii) Under what conditions does the system have propagatitessta., the build-up of a profile connecting the
two stable states and propagating from the cell surfacectaticleus?

iii) How does the propagation of the signal depend on the foreohbn-linearity, and how does it depend on
the chosen initial/lboundary conditions?

iv) What is the selected propagation speed?

As we shall see in the next Section, by rendering the probled6]—(6.13) dimensionless we extract a single
significant parameter, denoted bywhich governs the dynamics. In Section 6.4.3, we will prthag there exists
a constantyy such that for anyr > a there exist three stationary state® < a, < b,. The dependence af, and
b, ona is also explored. The stability of these stationary stegesldied:

a) a, is unstable (Lemma 6.4.11) afds locally stable (Theorem 6.4.4);

b) for b, no such precise result is obtained: we can exhibit sufficdemidition for stability on the initial
condition (Theorem 6.4.13) and on the boundary conditidieérem 6.4.14). In short, one has to inject
sufficient mass into the system in order to reach the statjostateb,. However, one has to point out that
these conditions are not explicit enough to be numericedlgtable.

Next, we investigate the existence of profiles connectiegsthtionary states: in Section 6.4.3, we prove the exis-
tence of a trajectory,.- connecting the two stationary stafeandb,, linked to an asymptotic speed of propagation
¢* which depends only on the non-linearity. It is independémither the initial condition or the boundary con-
dition. Note that in our case, we do not have an explicit fdexfar the asymptotic velocity as a function of the
parameters. Theorem 6.4.16 shows the existence of a wavewith velocity c* connecting the two stationary
states) andb,, provided the conditions evoked in b) are satisfied. Evelyjuak end with numerical simulations

in Section 6.5.1 exploring the behavior of the solution freyal boundary and initial conditions. In Section 6.5.2
we compute numerically the asymptotic veloaityand describe its dependence on the paranaeter

6.3 Dimensionless equations

In order to complete the mathematical analysis of the problet us write the problem (7.16)—(6.13) in a dimen-
sionless way. Note that the constam@ndy have the same dimension, that is, one over a time. In the saye w
It has the same dimension as As usual, the diffusion constafl is homogeneous to the square of a length

divided by a time. We set now:
F=yt, m=r %=Ly a=2
Ve ey YT NDY YTy

Omitting the overlines the system takes the following disienless form:

oim — Am = z,(m) —m, (6.14)
where )
am

a =—. 6.15

zalm) = P 1 (6.15)

Note that in this dimensionless form all the information @ined in the parameter Thus from now on, the
discussion will mainly concern this parameterThe problem (6.14) is set an> 0 andx € [0, L]. Biologically,
L represents the distance between the cell membrane and ¢leanmembrane. Hence the problem has to be
completed by an initial condition:

m(0,x) = mp(x) on [0,L] (6.16)

and boundary conditions:

e At x =0, we have
m(t,0) = (). (6.17)

e Atx =L < oo we choose a free outgoing condition so that we imphggx = L) = 0 (Neumann condition).
However for the convenience of mathematical analysis welsisetL. = +oo.
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6.4 Stability and wave propagation

From now on, we denote
f(m) = zo(m) —m. (6.18)

6.4.1 Preliminary remarks

A plot of the two functionsn +— z,(m) andm — m reveals, under conditions to be detailed below, three in-
tersections. These correspond to stationary states ofiilietids for homogeneous profiles. Two of the states,
for small and large values aof, are stable, while the intermediate state is unstable. Tofdgof R[m(x, t)] thus
corresponds to the reaction term of a bistable system.

If we plot the curve corresponding to the functionm — z,(m) and the liney = m , see Figure 6.5 we note
that these two curves can have one or three distinct intiiaequoints depending on the value @f

Za, (M)

Za, (1)

Figure 6.5: Functions,, andz,, with a; > a, and the liney = m.

Let us now evaluate, such that ifx > a then there exist three stationary points. Let us denote
m 3 2 4

m) = am’ — (1 +m” +m")),

fulim) = T (am®  ( )

Py (m)
thus
P (m) = 3am® — 2m + 4m®) = m(—4m> + 3am — 2).

It is easy to see that if has three non negative roots, then necessarily 9> — 32 > 0. Thus, denoting
0 < my < my the three non negative roots 8f (), a sufficient condition to have three stationary points is
fa(mz) > 0. Numerically we find:

ap = 2.463.

In case ofx > ay, f, vanishes ab, a, andb,. We plot the shape of the graph £f, in Figure 6.6.
We set

¥ x? 1 2 1 2 1
Fo(x) := j{; fa(u)du = ax - 5 a% (arctan (% (x + E)) + arctan (% (x - E))) . (6.19)

The quantity—F, is naturally interpreted as a mechanical potential of tretesy. Figure 6.7 represents the shape

of the potential in the three different cases< a., @ = a., « > a. and makes the stable states appear, where
b

a. > ap satisfies F,, = fa. () du = 0. Numerically we find :
0

a, = 2.878. (6.20)

Furthermore, we impose

ba
f fa(u)du > 0. (6.21)
0
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falm)
0 A, b\ m
Figure 6.6: Functiory,.
@a=2<ap (b) ap <a=2.6 < (€) a=ac d)a=4>a.

Figure 6.7: Functior-F, for 4 different values of

Referring to Figure 6.7, this condition means that the statdteb, has negative and minimal energyH, (b,) <
0). Thanks to this condition we have:

Ty € (0, ba) SLEA(Ks) = f " fuGu)du =0, (6.22)
0
and therVq € (x4, ba), Fa(q) > 0 andFi,(q) = fu(q) > 0.

Thanks to Ferrari’s formula we can give an explicit equintief the biggest root of,, that we denote by,.
After a simple computation we find out that

by ~ a, (6.23)
and thus we get:
az
Ko ~ = (6.24)

To illustrate we plotx — b, anda — F,(B,) in Figure 6.8. From this point on, we will omit the index

For understanding convenience, we prefer detailing fissntlathematical analysis on the half—spikcg R*.
We adapt then the proofs to the case when we have a boundary.

6.4.2 Study of the pure initial value problem on the half-plane R x R*
The problem (6.14),(6.16) on the half—plane reads as fallow

(6.25)

my = Am+ f(m) in RxR*
m(x,0) = mp(x) in .
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(@) a by (b) @ = Fa(ba)

Figure 6.8:a — b, anda +— F,(b,) for a. < a <10

A maximum principle.

Two lemmas are very useful to the study of our equation. Theyaen here without any proof, for more details
see [AW75]. The first lemma is a version of the maximum prireipl

Lemma6.4.1 Letu: R x[0,T] — [0,b] andv : R x [0, T] — [0, b] satisfy the inequalities

w—Au— f(u) 2o —Av— f(v) in (x1,x)x(0,T]
0<ov(x,0)<u(x,0)<b in (x1,x2)

where—co < x1 < xp < +o00 and0 < T < oo. Moreover, ifx; > —oo, assume that
0<o(x,t) <u(x,t)<b on [0,T]

and ifx, < co assume that
0 <o(xy,t) <u(xy,t)<b on [0,T].

Thenu > v, and ifu(x, 0) > v(x,0) in an open sub—interval df, x;) thenu > v, in (x1, x2) X (0, T].
Lemma 6.4.2 Letg : R — [0, b] be a solution of the ordinary differential equation

q” + f(q) =0 in (xl,xz)

where—co < x1 < xp < 0o, If x1 > —oc0 assume thag(x;) = 0 and ifx, < co assume thag(x,) = 0. Letv(x, t)
denote the solution of the initial value problem:

vy =Av+ f(v) in RxRY,

0 in IR\(xl,xz).

Theno(x, t) is a nondecreasing function ofor eachx. Moreover,

v(x,0) ={ q(x) in - (x1,x),

tlim o(x, t) = t(x)

uniformly in each bounded interval, whetéx) is the smallest nonnegative solution of the ordinary déffeial
equation
"+ f(t)=0

on the whole real lindR that satisfies the inequality

T(x) 2 g(x) In (x1,x2).

154



6.4. Stability and wave propagation

Stability and threshold results

In our case, becaus€(0) < 0, we will see that we need a minimal amount of initial mass tchethe stable
stationary pointc = b. In this section, we give two results : the first one shows ifhide initial condition is too
small then the solution of (6.14) tends uniformly to zera &éends to infinity. The second on the contrary shows
that if initially we have enough mass then the solution tendsast tends to infinity.

The following lemma shows that the state= a is unstable.

Lemma 6.4.3 Letm : R x R* — [0, b] be a solution of(6.14)and f(u) < 0in (0, y]. If my : R — [0, y], then

limm(-,t) =0

t—o0

uniformly onlR.

Proof. Letv be the solution of the initial value problem

v = Av+f(v),
u(x,0) = .

Then, since the initial condition does not dependcpn does not depend anand satisfies the relation

= [ r a

Hencev goes to zero as— oo sincef(0) = 0.
Sincev(x, 0) > m(x,0), the Lemma follows from Lemma 6.4.1.

For anyp € [0,a) we define
f)
u—p

Notation 2 In what follows we shall use the following usual notation:

s(p) = sup{ , UE(a, b)}. (6.26)

[u]" = max (1, 0).
Theorem 6.4.4Letm : R X [0, T] — [0, b] be the solution of equatio®.14) If for somep € [0, a)

21

wmw—m

f [m(x,0) — p]* dx <
then
tlim m(x,t) =0
uniformly onIR.

Proof. Fix p € [0,4).
Step 1: Construction of an upper—solutionLet w(x, t) the solution of

wt
w(x,0)

Aw + s(p)w
[m(x,0) — p]*.

Using lemma 6.4.1, we get > 0 and thenw = [w]*. Sinces(p) > 0 and f(u) < 0in [0,a) we havef(m) <
s(p)[m — p]*. Let

o(x, t) == m(x,t)—p,
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then
v — Av —s[v]" < dpm — Am — f(m) =0 = dyw — Aw — s[w]".
Using again lemma 6.4.1 we gatx, t) < w(x, t).
Step 2: It existg) such thatv + p < n < a. Moreover,dy(we™") — A(we™*) = 0, thus, using the heat kernel:

1 0 w?
wix, f) = e“f e~ [m(&,0)—p]tdE
(x5, 1) L [m(,0) = p]
< e“f m(&,0) — p]* dé&
N m[ (£0)-pl
Let us fix nowtzL,we get:

2s(p)

1 es(p) [ e
W(x,ZS(p))s \ = j:m[rH(é,O) pl"'dé=1n-p<a-p
and thanks to the hypothesjs< a.

We conclude using lemma 6.4.3.

Theorem 6.4.4 shows that the state= 0 is locally stable while Lemma 6.4.3 proves that the state a is
unstable. In what follows, we show that= 0 is not globally stable.
Thanks to (6.21) we have:

dx € (a,b) s.t.F(x) = fK fu)ydu =0, (6.27)
0

and thervqg € (x, b), F(q) > 0 andF’(g) = f(gq) > 0.
For all g € (x, b) we define the length

4 1
g Zfo D) du. (6.28)
Finally, letgg be the solution of
q; + f(qp) =0, (6.29)
with
95(0) = 0 andq,(0) = 2F(),
such that

247+ Egp) = F).

These conditions imply

¢
qs > 0, 4p(0) = qp(€p) = 0 andqy(x) < gp (gﬂ) on(0, ¢p).

For more details see Appendix 6.8.

Theorem 6.4.5Letm : R x [0, T] — [0, b] be the solution of the equatiqf.14) For somes € (x, b) and some
Xp assume
m(x,0) > gg(x —x9) on (xo,xo + {p)

then
tlim m(x,t) =b.

156



6.4. Stability and wave propagation

Proof.
Step 1:.We apply Lemma 6.4.2 with(x) = gp(x):
let define

v = Av+ f(v),

_ ) gp(x—x0) on (xo,x0 + {p)
v(x,0) = { 0 on R\(xo,xo + ().

t — ov(x,t) is a nondecreasing function and
tlgg o(x, t) = t(x),
uniformly on each bounded interval, wherés the smallest nonnegative function of
™+ f(r)=0

onR which satisfieg(x) > gz(x — x0) On(xo, +xo + {p).
Step 2:We prove now that(x) ¢ [x, b), Yx € R. Let us assume the contrary and get a contradiction. Suppose
that

dxy st a=r1(xg) €[x,b)
then
1
ET'Z +F(1) = k > F(a),

1

Vi—F@)

sincer’? > 0. Thus

is integrable orf0, a] andz(x) is implicitly defined by the equation

x:x0+faL
“Je 2k-Fw)

where the sign is determined by the signttx). Hencet(x) vanishes witht” # 0 at a finite value of. Thent
can not be nonnegative and we get a contradiction.

Step 3:Note that

Cp i
T x0+3 = qp > =B >x

then by continuity and becausés the minimal solution, we get
T(x) = b,

which proves the theorem.

Theorem 6.4.5 shows not only that the state 0 is unstable under compactly perturbations, but #hat b is
stable under such disturbances. Both Theorem 6.4.4 arili§idg to light a threshold phenomenon: a disturbance
of bounded support of the state= 0 which is sufficiently large on a sufficiently large intervabgs tob, while
a not sufficiently large perturbation tends to vanish. We fivill again this behavior for the system written on the
quarter—spac®®* x R* with a boundary at = 0.
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Figure 6.9: Trajectories for small value @fThe upper line is deduced by symetry.

Propagation

In this section we look at solutions of (6.25) as wave froffitsthis end we introduce the coordinate

E:=x—ct, with ¢>0, (6.30)
and the new function
v(&, t) = m(& + ct, t). (6.31)
Then, equation (6.25) becomes
v = Agv + cvg + f(0). (6.32)

Note that all the two Lemmas 6.4.1 and 6.4.2 can be extendgistequation.
We are interested in the steady—states equation corresigaiodequation (6.47), which is

g’ +cq + f(g) =0, (6.33)
that can be written as a first order system
9 =p
, 6.34
po= - f@) (6:34)

The functiong (&) andg(&) corresponding to a solution of (6.34) give a trajectory ie fihase plane. Such a
trajectory satisfies

L (6.35)

dg p
In the casec = 0. Each trajectory in the phase plane satisfies an equatiore dbtm
1 2
Ep +F(q) =C.

Let fix n, k < n < b. We haveF(n) > 0. Then for anye, such thad < ¢ < +/2F(1)), the trajectory througkD, —¢)
satisfies

1 1
F()) > 5 + FQO) = 5p” + F(@),
which implies that the trajectory is confined in the s@iigt g < 1. Hence by symmetry, the trajectory crosses the
p = 0 axis at(a, 0) and theg = 0 axis at(0, €). By continuity this holds true for small velocities : thepdsts é(e)

such that for alt € [0, &(¢)) the trajectory crosses thpe= 0 axis at(«, 0) and theg = 0 axis at(0, &) with & > 0.
See Figure 6.9.
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(b,—v)

Figure 6.10: Trajectories and the linedefined at (6.36) for large enough.

In the casec > 0. Since in our case we always have > 4f’(0) the eigenvalues of the jacobian matrix of
System (6.34) are real, there is no spiral poinf0ir0) and there exists one non trivial trajectory throg}0). In
fact, if we seek a linear solution around the origir= ag we find out thatx should satisfyy? + ca + f/(0) = 0
which has a real solution i# > 4f(0) which holds here sincg (0) < 0. The unique trajectory througl, —¢)
with ¢ > 0, can not cross the trajectory that goes to the origin (Caychperty). Hence if we take the limit
trajectory a’ decreases t0 we obtain a non trivial trajectory going to the origin. We dembyT. this extremal
trajectory.

We define
f(u)

0:= sup —.
uelop] U

Note thato > f7(0) and f(u) < ou for u € [0, b]. It follows that for any trajectory,

dp q

- <-Cc—-0—
dg p
at any point ofl’ whereq € [0, b] andp < 0. Furthermore

A p:—%(c+ c2—4a)q (6.36)

is a solution of 4
_P = —C— O‘i,
dg

and thus the trajectory throudh, —¢), with ¢ > 0 lies under the line defined by (6.36). Adends to0 we note
thatT, is bounded above by the line defined by (6.36) and in parti@danects the origin to a point of the shape
(b, —v) with v > 0. See Figure 6.10. Thus,

¢ i=inf{c>0: Iv>0s.t.(b,—v) € T} (6.37)

is well defined. In what follows, we show that is the asymptotic speed of propagation associated to Equa-
tion (6.14) and that the limit trajectoflj- connects the origin t@, 0).

Theorem 6.4.6 Letm(x, t) € [0, b] be a solution of equatio(6.14)in R x R*. If for somex,
m(x/ 0) =0 in (xO/ OO)/

then for eackt and eachr > ¢*,
tlim m(& +ct, t) = 0.

Proof. Step 1:Let g.(x) denote the solution of the steady state equation (6.3Ritwhich corresponds to the
trajectoryT.. Sinceg. = p (see (6.34)) ang is nonpositive alond’, 4. is decreasing and has a limit asends to
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zero which is necessarily. Let us definev = b — m. To prove the result we are going to show that the limitvof
ast tends to infinity is larger thah.
The functionw satisfies
wy = Aw — f(b—w).

We apply the extension of Lemma 6.4.1 and 6.4.2 withb — g.(x — x¢) in (xg, o). First Lemma 6.4.1 shows that
b—q.(& —x0) Sw(&+ct,t) in (xg,00) X R".
Let us define then the functiansuch that
v = Agv + cog + f(V)
and

_ [ b=4q&=x0) in (xp,0)
b-v(,0) = { 0 ’ in ]Rg(xo, o)

Again using Lemma 6.4.1, we get
b—ov(&,t) <w(&+ct,t) in (xp,00) X R".

Futhermore, Lemma 6.4.2 shows that
lim o(&, 1) = 7(9),

whereb — 7(&) is the smallest nonnegative function of
™ +ct’+ f(r)=0 in R,

which satifies the inequality

b=1(&) 2b—gc(E—x0) N (xo, ). (6.38)
Finally, it proves that
li{n inf(b —m(& +ct, t)) > b—1t(&). (6.39)

Step 2:We must show now that(£) = 0. For anyc > 0 the trajectoryl. has slope™ at the origin, where

s = %(—c— A2 —4f’(0)).

Moreover, T, is the unique trajectory with this slope at the origin and ather trajectory which approaches

the origin withg > 0 must have the slope
(—c + Jeo -4 f’(O))
at the origin.

Sincec > c*, the trajectoryT, stays in the half-plang < 0 for g € (0, b] and contains a poir(b, —v) with
v > 0. Suppose that(&) £ 0. Then the corresponding trajectory has either the s§op® s~ at the origin. But it
follows from (6.38) that the trajectory should stay on the left of. in particular at the origin. Sinc&. has the
slopes™, we deduce that necessarilyhas also the slope at(0,0) and by uniquenesE = T,. This leads us to a
contradiction because there exiéts R such thatr(¢) = b and7’(C) = —v < 0. Hencet(&) > b for someé < (
and this contradicts the nonnegativeness of the funétien. We conclude that = 0.

Step 3:Equation (6.39) and the positivenessioprove the theorem.

st =

NI =

The following theorem gives the existence of a wave solutiih velocity c*.
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(1,0) (11,0)

Figure 6.11: Iff(n) # 0

Theorem 6.4.7 The trajectory corresponding to the asymptotic speed giggation,T.-, goes from(b, 0) to (0, 0)
in the lower phase plane.

Proof. We have already shown that the traject®py exists and lies in the half—stripe [0,b], p < 0 at least in a
neighbourhood of the origirl.. is minimal in the sense that there is no other trajectory Wwikaches the origin
and lies belowl ..

Step 1:We first show thaf- must cross thép = 0) axis at some poing with f(n) = 0. Suppose thaf
does not cross th@p = 0) axis, then it holds true for slightly smaller valuescoivhich contradicts the definition
of ¢*. HenceT,- crosses th¢p = 0) axis at some poinf, 0) with 1 € (0, b]. Supposef(n) # 0 then necessarily

f(n) > 0:infactT. must go in the negativg-direction ap < 0 (see (6.34)) which implies thaic — @ should

be positive agg, p) tends to(), 0) which is true only iff(n) > 0. Then there existg; such thatf(mr)) > 0 and
n1 > 1. The part of the trajectory, that goes througln;, 0) lies belowT. and crosses thg = 0) axis at(0, —v)
with v > 0. By continuity, T, for c slightly greater thaw*, will be bounded from below by and can not cross the
half lineq = b, p < 0 which contradicts the definition af. (See Figure 6.11.) We conclude tfTat hits the axis
(p = 0) at a point(n, 0) wheref(n) = 0.

Step 2:Let us show now that = b. Since the trajectory nearby the origin lies in the halfagla < 0 and,
according to (6.35), if () < 0 then the slope df -is negative and the trajectory can not cross(the 0) axis at a
zero of f which is the right end point of an interval whefés negative. Thug- must hit the(p = 0) axis at(b, 0).

O

Theorem 6.4.8 Letm : Rx [0, T] — [0, b] be a solution of(6.25) Suppose tha!ﬁm m(x,t) = b. Then for every
¢ with|c|] < ¢* and eaché
tlim m(& +ct, t) = b.

Proof. Step 1 There exists a trajectory that goes from a point on the positiyeaxis to a poin{p, 0) and from
there to a point on the negatipeaxis.

Theorem 6.4.7 shows th@t- goes from(b, 0) to (0, 0) in the lower phase plane. Consider any c*. Because
of equation (6.35), the trajectoffy. lies abovel - and crosses thg-axis at a pointn, 0), with n € (0, b). Then if

B
B € (x,b) (thusf f > 0), with x defined in (6.27), the lower part of the trajectdiythrough(g, 0) stays below

0
T.. ThereforeT goes to the negatiye-axis. Sincef(u) > 0 nearbyu = g, the slope ofl is negative in the upper
half—plane in a neighborhood ¢4, 0). Moreover, the slope is bounded below wheis bounded away from zero.
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Therefore the trajectory does not go to infinity. From equra(6.35), we get:

d__f@
dg = p
which leads to the following inequality:

B
f f(@)dq <p*(qo), Vg0 € (0,B), p> 0.
qo

As a consequence the trajectdryan not cross again thye-axis and necessarily it crosses the positivaxis.

Step 2: We have shown that for eache (0, c*) there is a trajectory” which connects the positiye-axis to the
negativep—axis. T crosses thg—axis at a poin{s, 0) with § € (x, b), and lies in the strig € [0, f]. Letgg be the
corresponding solution of” + ¢q” + f(q) = 0 for which g4(0) = 0, q;g(O) > 0. This solution is positive on a finite
interval (0, 6) andgg(6) = 0. Moreover,gz(x) < < b. Since we suppose thth;tg m(x,t) = b, uniformly on each
interval, there is a timé so that

m(x,0) > B > qg(x) on [0,0].
Recalling thav (&, t) = m(E + ct, t), the previous property can be written as follows:
v(&,0) 2B =2qp(&) on [-cO,6—cO].
We apply the extention of Lemma 6.4.2 Wif€) = qg(¢) : let define
0y = AD + c0: + f(D),
(&, 6) = { gﬁ(é) on I(R_\C(e—,cée,_(SC?)CQ).
Then
lim 3(&, ) = (&),
uniformly on each bounded interval, wherés the smallest nonnegative function of
"+t + f(r) =0

on R which satisfiest(&) > (&) on (=c6,6 — c0). Furthermore, note that according to the extension of
Lemma 6.4.1 we have

0(&, 1) 2 0(E, 1),
Step 3: We show now that = b. Suppose that the trajectory corresponding,tdesigned by/. crosses thg—axis

at one pointn,, 0), with 8 < n, < b. Then similar arguments as in Step 1 show ffiatonnects the positive-axis
to the negativgg—axis. Thus there exist§ such thatr(&p) = 0 and7’(&p) > 0 which is in contradiction withr
nonnegative. Thug, = b, and since we suppose(x, t) < b we end up with:

tlim m(& +ct, t) = tlim (&, t) =D.

6.4.3 Study of the initial-boundary value problem (6.14){6.16) in the quarter—space
R* x R*
The problem (6.14)—(6.16) is rewritten just below:

my=Am+ f(m) in R" xR,
m(x,0) = mp(x) in RRY, (6.40)
m(0,t) = Y(t) in R,

wherey is a given function() < ¢ < b. To be consistent we suppose

P(0) = mo(0).
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A maximum principle.

The proofs we made in the previous section were essentiatigdon the two Lemmas 6.4.1 and 6.4.2. To adapt
the previous proofs to the problem (6.40) we give below aeresibn of Lemma 6.4.2 to the initial-boundary
problem (6.40).

Lemma 6.4.9 Letg : R — [0, b] be a solution off”” + f(gq) = 0in (x1,x2) withx; > 0, and letg(x;) = g(x2) = 0.
Leto(x, t) denote the solution of the initial-boundary value problem

v =Av+ f(v) in R*xR*

3 q(x) in (X s X )
o(x,0) = { 0 in ]R}'\(?chle)
o0, =¢(t) In R,

where¢ is supposed nondecreasing and such th@) = 0 and0 < ¢ < b.
Thenov is nondecreasing with respecttand

tlgg o(x, t) = t(x)
wherer is the smallest nonnegative solution of
™+ f(1)=0 in R*
which satisfies the inequalities
©0) 2 limp(t)  and  T(x) 2 q(x) in (x1,x2).

Moreover, the convergence oto 7 is uniform on each closed bounded interval in the interiolRot

Stability and threshold results

Again, sincef’(0) < 0, we need a minimal amount of mass injected in the systemreiftheugh the boundary to
reach the stable stationary point b or through the initial condition. In this section, we giveatwesults : the first
one shows that with no initial mass, if the boundary condit®too small inL*—norm then the solution of (6.40)
tends uniformly to zero astends to infinity. The second shows that if the boundary damdcombines a long
enough support and a not too small value on this support tleesbserve a wave front. We have also as previously
a condition on the initial condition that ensures the cogeace to the steady stdte

Forv € [0, x) (wherex is defined at (6.22)), let us denatea solution of

9/ +f@@)=0 in R, (6.41)

with ¢,(0) = v.
In our case there is a solution of (6.41) such that

lim ¢, (x) = 0.
In fact, choosingy; (0) = — y/—2F(v), whereF is the primitive off which vanishes & (see (7.55)), one can prove
using the first integral
1 /.
Equ +F(g,) =0
that the function converges to zero.

Theorem 6.4.10Letm : R* x R* — [0, b] be the solution of the proble(6.40)with my = 0. If

v =supi(t) <x,
teR*
thenm(x, t) < g,(x). In particular,
lim lim sup m(x, t) = 0.

X—00 F—00
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Proof. Itis a consequence of Lemma 6.4.1.

The following Lemma shows that the stationary statesunstable and is locally stable. It is an extension of
Lemma 6.4.3.

Lemma6.4.11Letm : R* x R* — [0,b] be a solution of(6.40)in R* x R* and f(x) < 0in (0,y]. If
mp : R* — [0, y] andsupy. y(t) <y, then

lim limsup m(x, t) = 0.

t—oo

Proof. Stepl:letw be solution of

wy = Aw+ f(w) in R* xR,
w(x,0) = y in IR*,
w(,t) = vy in R*.

Applying Lemma 6.4.1 we gefi(x, t) < w(x, f) in R* x R*.
Step 2:Sincef(0) = f(a) = 0, Lemma 6.4.1 shows tha@t< w(x,t) < ain R* x R*. Furthermore note that
f<00n[0,a] thus

wy—Aw < wp — Aw — f(w) =0 = u; — Ay,

whereu = y in R* x R*. Applying again Lemma 6.4.1, we getx, ) < y in R* x R*.

Step 3:Note that or{0, '], f(x) < — '% x =: =C,x with C, > 0. Letv be the solution of
v = Av-Co in R"xXRT,
u(x,0) = y in IRY,
v0,t) = vy in R*.

Using again Lemma 6.4.1, we show thafx, ) < v(x, f) thusm(x, t) < v(x, t) in R* x R*.
Step 4Finally, o(x, £) = ¢&' (U(x, B - ye \/5) is the solution of

7 = AD in Rt xR,
o(x,0) = y (1 —e” \/Ex) in R,
50,6) = 0 in R*.

Itis easy to see thai(x, t) < y in R* X R, thustlim u(x, t) —ye” Vo - 0 and we conclude that

lim lim sup m(x, t) = 0.
Y20 e

The following Theorem 6.4.12 is the extention of Theorem&bwhen we add a boundary conditiorwat 0.
The proof is the same than for Theorem 6.4.4 : the treatmehedfoundary condition with the heat kernel requires
a bit more computations but the idea is exactly the same.
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6.4. Stability and wave propagation

Theorem 6.4.12Letm(x,t) : R* X R* — [0, b] be the solution 0f{6.40) Suppose that for sonie € R* and
somep € (0, a),

Y <p in (T, c0) (6.42)
and
T
ﬂm{ hm§§?+nbf [mo(w) - dy+amvg§lgewﬂ¢m—prdq<a—p (6.43)
Then

lim lim sup m(x, t) = 0

X—00 f—00

Proof. Fix p € [0,a).

Step 1 : Construction of an upper—solutionLet w(x, t) be the solution of
Aw+s(p)yw in R* xR,
[mo(x) —p]" in R,

[
w(x, 0)
w(0,1) [Wt)-p]" In R*.
Using Lemma 6.4.1 we get > 0 and therw = [w]*. Sinces(p) > 0 and f(u) < 0 in (0,a) we havef(m) <
s(p)[m — p]*. Leto(x, t) := m(x,t) — p, then

—Av—s(p)[v]" <my — Am — f(m) =0 = w; — Aw — s(p)[w] .

Using Lemma 6.4.1 again we ge(tx, {) < w(x, f).
Step 2 : There existg such thatv + p < 1 < a. Let us define fo(x, t) € R* x R*,

w(x, t) == w(x, e P!

and
W(x, ) = @(x, £) = [((t) = p] " @
ThenW satisfies
Wi =AW = =9, ([p(t) - p]" ") in R*x R*,
W(x,00 = [mo(x)—p]" —[v©0)-p]" in R,
W(@O,t) = 0 in R'.
Let us now extend functioitV to IR as an odd function:
W= AW = -9, ([¢(t) -pl" e‘S(P)t)sg(x) in R*xXR,
W(x,00 = ([mo(sg@)x) — p]" = [(0) — p]*)sg(x) in R,
W(@O,t) = 0 in IR*.
where
a 1 if x>0
8W=Y _1 it x<o
Note that

Yx e R*, W(x) = W(x).
Omitting the overlines and using the heat kernel, the smuttads as follows:

wwo—j f_ [o(s8()y) — pI" = [9(0) - pI")sg(y) dy

Jx— y\z

f f \/47;% (([Y(0) - p]" e sg(y) dy do.
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Let us denotg(o) = [ (o) — p]+ e=5(P) “and after an integration by parts, we get:

‘rw 4ta —y?
Wi t) = f N7 [mo(sg(v)y) = p]” sg(y) dy + f L S \/-e(t(_ )3/2( Ixt_zc/J +2)Sg(y) dy g(o) do
t
= Il(t)+fl2(o)g(a)da
0
Let us find an upperbound fdy:
_le
b = S It - ol sz dy
) fwew[mu— I"d —fo T ol d
- 0 \/m Oy p y . \/H 0 y p y
_ b= wz
< f Vi [mo(y) —p]" d
1 00
7=/ -

In particular,

! ("
h (”@)5 \/4n<s<p>T+1>fo [moly) =

Let us compute the spatial integial

_ =y

L = f L (—'x_y|2+2)sg(y)dy
R8VT(t—0)32\ t-0
- o (—'x_y'2+2)sg(y>dy—f e ( 'x_y'2+2)sg<y>dy
R+ 8T(t — 0)3/2 t—o 8+/ri(t — g)3/2 t—o
s 1

e (42% +2)dz

= 2VmVt-o

X

| ze™? ]Zm
\r(t - o) -
o2
< —.
V27i(t — o)

Finally, thanks to (6.42) we get

T+ e (p) _s(p
fo L(0)3(0)d f [w() - p]* d
To conclude,

1 / s(p) © . siO) (T +
W(x,T+@)S Wfo [mo(y) — p]” dy + \/26_71)[0 e y(t) - p]" dt
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6.4. Stability and wave propagation

which thanks to (6.43), leads to
dn<a, st wt)<n—-p (xt)eR" xR

We conclude using Lemma 6.4.11.

Theorem 6.4.13Letm : R* x R* — [0, b] be the solution 0f(6.40) For someB € (k,b) and somex, > 0
assume
mo(X) > qﬁ(x - XO) on (Xo, Xo + 5‘3) (644)
then
lim lim m(x, t) = b,

X—00 f—00
wherels andqg are defined a(6.28)and (6.29)
Proof. The proof is exactly the same as the one of Theorem 6.415g lemma 6.4.9 instead of Lemma 6.4.2.

O

Theorem 6.4.14Letm : R* x R* — [0, b] be the solution 0{6.40) Letx defined a(6.22) If for anyp € (x, b)
there is a positive tim&jg such that
Y(t) =B on (fy, to+ Tp) (6.45)
for some nonnegativig, then
lim lim inf m(x, t) = b.
X

—00  ft—00

Proof. Step 1.Let y be a smooth function such that

/0 on (-c0,0),
X(t)_{ﬁ on (1,c0).

Let w denote the solution of
wy=Aw+ f(w) in RxRY,
w(x,0) = mp(x) in RY,
w(0,t) = x(t) in R*.

Using Lemma 6.4.9, we get
tlim w(x, t) = 7(x),

wherert is the smallest nonnegative solution of

TI, + f(T) = 0/
{ 7(0) = pandz(x) > mo(x) onR. (6.46)

Step 2:Let us show that the problem (6.46) has only one solutioregine . The first integral gives us
1 7\2 1 ’ 2
E(T )+ F(t) = E(’C (0))* + F(B) =k = F(p) > 0.

First of all, 7 can not vanish at some point :1fx,) = 0 then(t’(x))> > 0 which is in contradiction withr being
nonnegative. Assume next that there exigtsuch that’(xy) = 0, then

VxER, 2 ((0) = Fle(x) - Fr(v).
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FurthermoreF(t(xg)) > F(B) andF is increasing forx > B. This shows that’ < 0 on [xy — h, xo + h]. Finally,
Vx € R, " < 0. This implies thatr’(x) = — vk — F(t) < —\/k — F(B) and necessarily; vanishes at some point
which is a contradiction. Finally’ > 0 and thenr is increasing.

7 is increasing and bounded byit has a limit which is necessarilyand according to the first integral we get

7(0) = \J2(F(b) — F(B))-

Thent is uniquely determined and sincé> 0 we haver(x) > g onR}.
Step 3:Recall the functionys is defined at (6.29). Since the convergenceuvét, t) towardst(x) ast tends to
infinity is uniform on each bounded interval, in particuk@ty, t) converges ta(x) uniformly on[1, 1 + 5], where
g is defined at (6.28).

Thus there exists a tiniE; such that

w(x, Tg) 2 qp(x—1) on [1,6+1].
Futhermore, thanks to (6.48)t + ty) > x(t) on[0, Tg]. Lemma 6.4.1 shows that
m(x,t +tg) > w(x,t) on R*x[0,Tg],

and since
w(x, T,g) > qﬁ(x -1) on [1,1+ f}g],
we get
m(x, Tg +tg) 2 qg(x —1) on (1,63 +1).

Step 4:Let u be the solution of
up=Au+ f(u) in R"xR"

o gpx=1) in (1,1+&)
u(x,0) = { 0 elsewhere

u(0,1) = x(¥)

Lemma 6.4.9 shows th?im u(x,t) = 7(x) wheret is the smallest nonnegative solutionf + f(t) = 0 which

satisfiest(0) > lim;—.x(t) = p andi(x) > qg(x—1) on(1,1+{g) and sincen(x, T +tg) = gp(x —1) in (1, 1+ &),
Lemma 6.4.1 shows that(x, t) > u(x, t).
Step 5:Finally,

li¥n infm(x, t) > 7(x)
which implies
b > lim li¥n infm(x, t) > lim 7(x)
X—00 —00 X—00
and since
_(1 lp
T(§[ﬁ+1)zqﬁ > =B>x

the same argument as at step 2 shows thiatincreasing and tends toasx tends to infinity. This allows to
conclude that

lim lim infm(x, t) = b.

X—00 -0
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6.4. Stability and wave propagation

Theorems 6.4.13 and 6.4.14 show not only that the state 0 is unstable under compactly supported per-
turbations, but that: = b is stable under such perturbations. Theorems 6.4.4, 6ahd3.4.14 bring to light
a threshold phenomenon: a disturbance of bounded supptireaitaten = 0 which is sufficiently large on a
sufficiently large interval grows tb, while a not sufficiently large perturbation tends to vaniShe reader has to
note that sufficient conditions to have the convergencedstbady statke are given on the initial condition or on
the boundary condition. One can imagine that if we have a ayncondition and an initial condition which do
not fulfill the conditions (6.43), (6.45) and (6.44), wittethitial condition 'close enough’ to the positive boundary
we can observe a convergence to the steady ktatbere 'close enough’ has to be understood in the sense that w
need enough mass in a small area at the same time. This will/bstigated numerically at Section 6.5.1.

Propagation

In this section we look at solutions of (6.40) as wave froni&e use again the moving coordinates introduced at
(6.30)—(6.31). Then the si&* x R* is mapped onto the s€(, t) : £ > —ct, t > 0}. Equation (6.40) becomes

v = Asv + cvg + f(0). (6.47)

Note that both Lemmas 6.4.1 and 6.4.9 can be extended togihétien. In particular Lemma 6.4.9 is extended as
follows.

Lemma6.4.15Letg : R* — [0,b] be a solution ofy” + cg + f(g) = 0 in (&1, &) with & > 0, and let

q(&1) = q(&2) = 0.
Letov(&, t) denote the solution of the initial-boundary value problem

v =Av+cog+ f(v) in {(E1): &> —ct, t >0},

_f q® in (&1, &2),
0(&,0) = { 0 in {(&h):&> —clt, t2> 0h\(&1, &2),

v(-ct,t)=0 in R*.

Thenv is nondecreasing inand
tlim (&, 1) = 1(&)

wherert is the smallest nonnegative solution of
™ +ct'+ f(r)=0 in R*

which satisfies the inequality
(&) 2 q(&) In (&1,&)

Theorem 6.4.16Letm(x, t) : R* X R* [0, b] be the solution 0{6.40) The asymptotic velocity is defined as
in (6.37)

alph®) If for somexg, m(x, 0) = 0 in (xp, o). Then for any > ¢* and any reak
tlim m(& +ct, t) = 0.
alph®) If lim li{n infm(x, t) = b, then for any € (0,c*) and any reak

tlim m(& +ct, t) = b.

Proof. Pointa) is proved in exactly the same manner as Theore®sihg Lemma 6.4.15 instead of Lemma 6.4.2.
The proof of point b) is the same as the proof of Theorem 6.4.8.

169



Chapitre 6. Propagation d’un signal dans la cascade MAPK

6.5 Numerical Study of the Wave Propagation

In this last part of the paper we describe numerical simutatof the system at Section 6.5.1 exploring the behavior
of the solution for several boundary and initial conditiolsSection 6.5.2 we compute numerically the asymptotic
velocity ¢, and describe its dependence on the parameter

6.5.1 Approximation of the solution

We compute the solution using a Crank—Nicolson scheme. dtdsheme of ordet in space and time with no
stability condition. Let us fix in this sectiam = 4 > «, defined at (6.20).

Following Theorem 6.4.10 the appearance of a front shoupetioie on the value ofup, i(t). The value of
%, which itself depends on as defined in (6.22), has a significant influence on the beha¥ithe system. In
Figure 6.12, we plot the graph of the functiean: o — «(a). We observe that this function is decreasing:
increases with the degradation term (which is proportioodl/«). This is relevant biologically : the amount of
mass needed to observe a wave front is reduced when the ddgradhte goes down. For the simulation of the
wave front formation, we choose = 4, which leads toc = 1.24. In Figure 6.13, we illustrate the threshold
phenomena stated in Theorem 6.4.10.

Figure 6.12:x : a — «(a)

Now Theorem 6.4.14 suggests that even when the hypothgsjs)(t) > « is fulfilled, the support of) must
be long enough. This is confirmed numerically (see Figuréd)6.1

Theorem 6.4.13 states that in case of an homogeneous Rirleblindary condition, the initial condition has
to be large enough to ensure the appearance of a wave froRigune 6.15, we study the influence of the initial
condition. Note that we choose a gaussian initial profileaise from our point of view it is biologically relevant.
We observe that the outpute. the existence of a wave front or not, should depend on thialinitass. This is not
totally true, applying some different shape for a constaitigil mass we observe different behaviors : the shape of
the initial conditions has an influence on the output of trecade. (See Figures 6.16 and 6.17.)

Now, we combine both positive boundary and initial conditio(See Figure 6.18.) The reader has to note that
there is a delay due to the time needed by the mass located botimdary to reach the initial condition (compare
for instance the two first line of Figure 6.18). This illugea in particular our comment on the idea to be ’close
enough’ at the end of Section 6.4.3, page 169.
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6.5. Numerical Study of the Wave Propagation

6.5.2 Asymptotic velocity
Estimation of the asymptotic velocity

In this section we want to evaluate numerically the asyniptatlocity defined at (6.37). The method we use is a
finite—difference discretization combined to Newton’s hoet.

Atfirst, the trajectories in the phase plane are given by Eogu#6.35), but one should note that the right—hand
side of (6.35) is not defined if®, 0). Nevertheless, we know the slope of the trajectory at thggro(see the proof
of Theorem 6.4.16 a) Step2). This is why we choose to solveenically:

d__._f@

a7 =—C ; if p#0,

dp 1 . p ] (6.48)
3.0= S (- - Jer-4p0),

p(0) = p(b) = 0.

We want to discretize problem (6.48). To this end we use daeguid
O=qgo<q1 < ---<gn< =b, withgjq — -—A—L NelN
=qo < N < (4N+1 =0, div1 —4i = A = N+1’ ’

and the following forward st—order discretization of the problem (6.48) :

Z—lq = j—Z(Po) = %(_C_m)'

L — P d .
PP _ Py = i fori=1...N-1,
Aq dg pi
2V PN 010
Aq dq PN
This leads to the following non linear system:
AP =B, (6.49)
where
1 0 0
-1 1
. 0 . :
A=— . . EMNJrLN, (650)
Aq . .
0
-1 1
0 0 1
P1
p2
P=| : |e My (6.51)
PN
and
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)

*
(o8]
|

In(||c* = ¢

Figure 6.19: Convergence to the asymptotic velocity with respect to thefike grid.

e JEi7o)

p1
ACE)

p2
B(P,c") = : € Mny1,. (6.52)

PN
Note this system is not square. To compute the solytig®) of (6.48) we use a Newton procedure combined
with a dichotomy procedure to initialize reasonably welécBuse the finite—difference discretization we use is of
order1, at the convergence of the Newton method, which is quadogtibe way, we get an error of orday. To
confirm this convergence rate, we plot numerically the lilgar of the error as a function of the logarithm of the
size of the mesh. (See Figure. 6.19.) Using a linear regnessie find out a numerical order of convergence of
Prum = 1.22.

Dependence of the asymptotic velocity on the parameter

At Figure 6.20, we plot the asymptotic velocity as a functiba. The velocity is increasing with, this is relevant
biologically: the asymptotic velocity goes up when the @eigition is reduced.

6.5.3 Influence of the Hill exponent

We want now to compare the results for several values of thekfionent:. Recall that until now, we have been
working with 1 = 4, considered as the typical Hill exponent for the MAPK cascdebri = 2 the non—linearity
(see (6.15)) reads as follows:

am?

m2+1
A Hill exponent equal t@® appears in other biological models such as the calciumutdted—calcium—release
mechamism which happens from calcium sites on the membrnaclesing certain fertilized amphibian eggs

Zo(m) =
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Figure 6.20: Dependence of the asymptotic velocity on the parameter

([Mur93]). For more details about the Hill exponent see 4(s8&81]. Cases: = 2 andh = 4 are both bio-
logically relevant. To complete our simulations we choastest the cask = 6 with the non-linearity defined as

follows:
3 am®
Zalm) = AT
Figure 6.24 displays the shape of the functions» z,(m) for the three values of the Hill exponeint=2, 1 = 4
andh = 6. Ash increases, the slope is steeper. It would be tempting t@lederthe steepness of these curves to
the properties of the wave front: velocity of the wave froml &peed of the change of state can be expected to vary
monotonically withk (typically, the smallef:, that is when the slope is less steep, the slower the wavevirauid
be the naive belief). We shall see that such a deductioneseous.

Firstly, we plot in Figure 6.21 the behavior ofas a function ofx for 1 = 2, h = 4 andh = 6. As one can see,
the value ofk is lower forh = 2 than forkh = 4. This means that the amount of mass needed to trigger the wave
front is lower forh = 2 than forh = 4. Isolating this property is important since checking thiegequence of the
modeling could be accessible to experiments and the cosguawould help in validating the proposed equation.
The results obtained with = 6 however indicate that is not a monotone function &

2.5

2.0

0.0

Figure 6.21: Behavior of (see (6.22)) with respect tofor three different values of the Hill exponent =2, = 4 andh = 6.

Secondly, in Figure 6.22 we plot the asymptotic velocity &srection ofa for h = 2, h = 4 andh = 6. What
could be surprising is that the asymptotic velocitywhich is the speed of signal propagation, is lowerHot 4
than forkh = 2. The asymptotic velocity is not monotone with respedt.to
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4.0

3.5+

3.0

2.5

Figure 6.22: Behavior of asymptotic velocity with respecttior three different values of the Hill exponent = 2, h = 4 and
h=6.

Thirdly, to precise the comparison for different Hill expnis we plot in Figure 6.23 the time it takes, when
the asymptotic velocity is reached, to switch from the staiy staten = 0 to m = b. To this end we define the
quantityA as follows:

A =2%0.99 - ) — z,'(0.01 - a). (6.53)

We plot in Figure 6.23 the quantity

which is expected to be proportional to the switch time. Asslkeit is a function ofi, characteristic of the state
transition. Again we note that this quantity is not monoturita respect td: the Hill exponent. Nevertheless, for
a small enough, the switch time is smaller foe 4 than forh = 2.

0.050:

0.0454

0,040;
0.035:
0,030;
0.025;
0.020:
0.015;
0.010:

0.0054

0.000-

Figure 6.23: Behavior of the switch time (see (6.54)) with respeatfior three different values of the Hill exponenk:= 2,
h=4andh = 6.

6.6 Conclusion and perspectives

In this work, we proposed a simplified model for signal progtaan in the MAPK cascade. It reduces the problem
to a reaction-diffusion equation for the kinase MAP3K, thelecule Mos in the case ofenopusoocytes. The
propagation of the downstream molecules of the cascade,2WAd MAPK, is slaved to the diffusion of Mos.
While certainly a strong simplification of the dynamics of ttescade, our model has allowed us to study a
number of questions by analytic means and numerical appesacWhile the model is too simplified to allow
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Figure 6.24: Functiom — z,(m) for three different values of the Hill exponent =2, h = 4 andh = 6.

a direct comparison with experiment, its study has providedvith a number of key insights that merit further
investigation in more elaborate models. Two results desspecial mention in this context. First, the role of
the nonlinearity in the reaction term, hence the ultrasimesiesponse. The propagation speed depends on this
nonlinearity, but in an non-intuitive way. There is no direorrelation between the Hill exponehtand the
asymptotic speed of propagation. Definitely the speed gigyation is not monotone with respectitgand the
propagation speed is less foe 4 than forkh = 2). We do not wish to speculate too far about the possible bioid
consequences this fact might have, in any case it can be ¢ekam indication that optimization of the speed of the
propagating front is not a design criterion for the sigmajichain.

Second, and in our view even more intruiging, is the role @ialgy the boundary and initial conditions. We
have found that the propagation depends quite sensitiveli@details of these conditions. In particular, deciding
whether or not the signal propagates cannot be embodiedingke parameter (say the® or theL! norm of the
signal).

In our view, this finding points to an important feature thastso far not been present in the discussion of
the functioning of the MAPK cascade Xenopusoocytes. These discussions have largely been focuseddaroun
bistability indeed, a precondition for all our discussiorailtrasensitivity. Our result hints at another dimension
of the signaling process : how the molecular concentrattosigmal input is distributed has an effect on signal
propagation. Since the MAPK cascade can be initiated bygstegone in the oocyte, it might be an interesting
suggestion to see whether and how spatial variations innitialior boundary conditions might be realised and
studied experimentally, and what effects they entalil.

The question of the possible role of different initial or Indary conditions is of obvious biological importance.
The decision of an oocyte cell to proceed into maturation mdged be triggered by different spatial distributions
of activating factors, as well as their concentrations. BAernative scenarii are therefore possible: either the
cell makes use of its sensitivity to the initial conditioneaherefore can tune its reponse accordingly, or, in the
opposite case, molecular architectures inside the cellldhme capable of buffering concentration variations in
order to control signal propagation. On the theoreticad sitbw the scenario delivered by our one-dimensional
model will be modified in more realistic cellular geometrigsof course, an interesting open question.

6.7 Appendix A : Derivation of the expression of the reaction termx[m(x, t)].

The expression of the reaction term depends on the kinefiosen for the signaling cascade. Typically, the
cascade has two phosphorylation states so that for a tveb¢escade with moleculeg andz, two respective
phosphorylated states exist, fpy these are calleg; andy,, and forz,, respectivelyz; andz,. Recall thatn
denote the concentration of the molecule at the cascadg entvo particular types of kinetics are linear and
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saturated, Michaelis-Menten kinetics. In the latter cseequations read as, following [AFS04] :

. Ve Vamyo
= - 6.55
Yo K+ Kot 1o (6.55)
o= —(o+1) (6.56)
Vaym Vi
o = L (6.57)

Ki+yi Ks+p

. Vi V7220
2= Kio+z1 Ky+z (658)

Z1 = —(ZO + Zz) (659)

Vsiz1 Vozy
= — 6.60
2 Kg + zZ1 Kg + z7 ( )

where theV; and K; are reaction speeds and equilibrium constants, respbctaved where the numbering of
the reactions follows the scheme by [Kho00] which is alsaugeref. [AFS04]. This scheme simply numbers
the reactions sequentially layer by layer, first all phosplations, and then all dephosphorylations. Note that if
equilibrium constants are much larger than the moleculaceotrations, the linear regime is recovered.

As shown in [RGBBO09], for a particular symmetric choice oé tharameters, the system can be rendered
non-dimensional. For this parameter-symmetric case ntineduction of the functions

_1+y1" q1_1+Z,'.

(6.61)

w;i

allows to rewrite the rhs of the equations in a simple polyi@ifiorm, from which the fixed-point value conditions
are easy to read off. For the variabig they are given by, = mw; = m?w.
Exploiting the conservation of moleculgs as expressed by the conditidfy_,;, y; = yr, one finds after
suitable normalization the condition
w1 w2 w3

=1. .62
1—Z01+1—ZU2+1—ZU3 (66)

which at the fixed-point reduces to a cubic equat&g, for wy,
4m3w8 = 3m(l +m+ mz)wg +20+m+mPwy—1=0. (6.63)

which can be solved exactly. The case of linear kinetics bawever, also be recovered by ignoring the highest
order terms of this equation. One then finds

1 1

Wy = - — .
21+ m+ m?

(6.64)
Although the full final expression fav, from the cubic equation does have a more involved form, tlygedeof
the polynomial remains two as for the linear kinetics. Fromfixed-point relation, we have

m2

1
T mem2

(6.65)

The same calculation can be repeated for the varigbl@ne obtains an equation of the same form as (6.63) in the
variableg;, only with m replaced by

(6.66)
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wherev = V;/V15. The same argument can then be repeated leading to

1 &2

= 6.67
21+s5+s2 ( )

q2

Putting the equations (6.65) and (6.67) together then laldady for the approximate linear kinetics to an in-
volved expression, however with a polynomial of maximalréegfour in the variable: in both denominator and
numerator. This remains the case also after the requiradftians back fromv; andg; to the original variables

yi andz;. While the full expression obtained from the two cubic equagican still be written down analytically,

it turns out to be yet more involved and less illuminating.r Both types of kinetics the Hill exponent is given
by the product of the number of phosphorylation levels timescade levels, hence four. For convenience in our
mathematical treatment, we replace both involved exmasdiy the simple expression fafm(x, )] used in the
text since we are interested chiefly in the role of ultrageitsi i.e. on the value of the Hill coefficient, on wave
propagation. In order to formulate the feedback loop in WINBAPK acts back on Mosy, we follow ANGELI et

al. [AFS04] and write

1= —ym+zp (6.68)

in whichz, = X[m] acts as the source term.

In our derivation we have assumed a symmetry relation betweggilibrium constants. This choice is judicious
in order to derive the analytic formulae, however it doesinfitence the form of the Hill functions.é., the order
of the exponents). It is easy to see that this is indeed theg eap by a systematic perturbation theory around the
symmetric solution, see also the discussion in [Rus09].

6.8 Appendix B : Properties ofgg defined at(6.29)

Let us recall the definitions. For aye (x, b), wherex is defined at (6.22), the length is defined as follows

b 1
5[3 = 2f du/
0 2(F(B) — F(u))
whereF is defined at (7.55). Lefs be the solution of
q5 + f(gp) = 0in R*,

with
qs(0) =0
and
%q;f + F(qg) = F(B). (6.69)

Let us now show that these conditions imply

£
96 > 0, q5(0) = g5((p) = 0 andqg(x) < g5 (jﬁ) =pon(0, )

) =p: (a) First, we determine the zeros of the first derivativqﬁo%. Thanks to the first integral (6.69), if there

existsxp such tha%(xo) = 0 then necessaril§(gs(x)) = F(B). SinceF is a bijection from[x, b] to
[0, F(b)] and non positive of0, k] (see Figure 6.25), this implieg(xo) = p.
(b) From the definition,
¢ B
+_ f ! du.
2 Jo 2(F(gs(x0)) = F(u))
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F(m)u

Figure 6.25: Functionﬁ(m):f f(u) du.
0

Sinceq;g > 0if g3 € (0,B), we can set the change of variable= gg(y). On (0, ), we haveq;(y) =
\/Z(F(qﬁ(xo)) - F(qp(y))), thus we obtain

Finally, this shows that

14 14 ¢
qp(€g) = 0: We showed thad;l'3 > 0on (O, ?ﬁ) andqg vanishes and changes of sign—zgt In factgg(x) < g forx > Eﬁ

l
and we proved previously that vanishes in, if and only if gg(xo) = p. Finally, q;), < 0on (Eﬁﬁ) Let

l l
us define now(u) = qg (5’6 - u) ands(u) = qp (Eﬁ + u). They are both solution of the following Cauchy

problem:
y'+fy) = 0
y©0) = B,
y(@©0) = 0.

¢
As a consequence(u) = s(u) on [O, Eﬁ] Thus,

(g
' (1) dt
jo‘[ %()
7ﬂ Ia
| RECE N L

B

T (b : G
L Gl — du+f0 | +u du
14 14

B

(;fof r'(u)du+f02 s'(u) du

9p(Cp)
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Chapitre 7

Description et simulation du systeme de
Patlak—Keller—-Segel modifié 1D apres
« blow—up »

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'équation dekPEgller—Segel en dimension
d = 1 ou la concentration chimique est donnée par la convoluti@e & noyau logarith-
mique. Les mémes équations, posées non paR suisR?, correspondent au cas classique
originellement décrit par KLLER et SEGEL. Ce travail se situe a la croisée de deux travaux
antérieurs. L'un, réalisé par@BEAULT et al. [DS09], décrit le systéeme de Keller-Segel
en dimensioni = 2 apres blow—-up a 'aide de la notion de mesure de défaut dgyéé
par POUPAUD. L'autre, effectué par BANCHET et al. [BCCO08], donne un schéma numé-
rique pour le systéme étudié ici valable avant explosioroetié sur une formulation du
probléme en termes de flots de gradient pour la métrique deaiéein. Dans ce qui suit,
nous adapterons les idées delBEAULT et al. au cas de la dimensiah= 1 pour obtenir
des équations décrivant le systéme apres explosion, puss utdiserons ce résultat pour
étendre le schéma deLBNCHET et al. aux temps apres explosion.

Ce travail a été obtenu collaboration avetNZENT CALVEZ et JOSE ANTONIO CAR-
RILLO.

7.1 Introduction

Le travail présenté dans ce chapitre touche aux phénomengsrdiotactisme. Le chimiotactisme est la ten-
dance des cellules ou des organismes mobiles a se déplasanrtadirection déterminée sous 'influence de sub-
stances chimiques, appelées chimioattracteurs. Ce plagreoest essentiel en biologie : trouver de la nourriture
(glucose) en se dirigeant vers sa concentration la plugélpar exemple. Le chimiotactisme joue également un
réle clé dans 'organisation spatiale des cellules, voamesd’auto—organisation lorsque le chimioattracteur ess é
par les cellules elles—mémes (voir par exemple le ca3idiyostelium discoideufwei04, Wei09], Figure 7.1).

En biologie humaine, nous pouvons citer 'exemple de I'aggnése lors de la croissance tumorale. Lors
des premiers stades de son développement, la tumeur sé eoypuisant les nutriments nécessaires a sa crois-
sance dans son environnement par diffusion a partir deseais sanguins existants. Cette phase de croissance
est dite avasculaire. Cependant, I'oxygéne et les nuttsnempouvant diffuser a plus de quelques millimetres des
vaisseaux sanguins, les ressources nécessaires a laidrsdéveloppement tumoral deviennent rares. La tu-
meur déclenche alors le processus angiogénique en énutafaticteurs de croissance de I'endothélium vasculaire
(VEGF) qui agissent en attirant les vaisseaux sanguins idsuéseau vasculaire existant vers la tumeur, afin de

8Processus de formation de nouveaux vaisseaux sanguinsradparréseau vasculaire préexistant.
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FiG. 7.1:Dictyostelium discoideumAgrégats formés d’enviroi0> organismes unicellulaires. Ce“corps pluricellulaire” est
constitué principalement de types de cellules. Les cellules du domaing*$poment le pied du champignon et sont
sacrifiées dans ce processus (approx. 80% des cellules). Lessdllulomaine “stalk” au sommet du champignon
sont susceptibles de coloniser d’autres endroits (approx. 20% llidese

l'irriguer et lui apporter les nutriments nécessaires aresgssance [Bil09, BP0O]. Toujours dans le domaine de la
biologie humaine, nous pouvons également citer I'exemplééVeloppement du réseau de connexions neuronales.

Dans ce qui suit, nous nous sommes intéressés plus pant@uknt a un modéle d’auto—organisation, a savoir
une population de cellules qui produit elle-méme le sighath@jue qui les attire.

7.1.1 Le modele parabolique de Patlak— Keller-Segel

Nous considérons une population de cellules en déplacenp@nnteragissent entre—elles via un signal chi-
mique en remontant le gradient de potentiel. Nous suppposete plus une diffusion linéaire des cellules et des
molécules du signal chimique. Le systéme couplé obtenmdiitele de Patlak—Keller—-Segel (PKS), est le suivant :

ap )
% - Ap—V-(xpVc), t>0,x€QCIR%,
(7.1)
dc
eE = Ac+p-ac

ou p représente la densité de cellules éa concentration du signal chimique. Dans le cas ou le doer@iest
borné et régulier, le systéme doit étre complété par destimmslaux bords. Dans ce cas, on choisit des conditions
aux bords de Neumann homogenes pour la densité de celleleseftant de garantir la conservation de la masse
totale, et de type Neumann ou Dirichlet pour la concentnatie I'espéce chimique. Dans le systéme (7.1), le
parametrey > 0 représente la chimiosensibilitéest le rapport des coefficients de diffusion pour les cedlaleec

le coefficient de diffusion de I'espece chimique dans leemilic = D,/D.. IL est petit dans le cas des cellules
de grande taille qui ont un mouvement lent (mouvement améou mesenchymal). En revanchest d’ordrel
pour des bactéries en milieu liquide. Enfire 0 représente le taux de dégradation. Le dernier paramétierian

est la masse totale du systeivie= f p(t = 0,x) dx qui est conservée au cours du temps.
Q
Dans la suite nous prendrons pdartout entier. De plus, nous nous placerons dans le cas qte8nsaire
[JL92], qui modélise le fait qu’expérimentalement le cagéint de diffusion pour le chimioattractant est trés grand,
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i.e. ¢ est tres petit. Nous fixons donc maintenant 0. Nous supposerons dans la suite que la dégradation de
I'espéce chimique est négligeable et aimst 0.

Dans ce cass(= a = 0 etQ = R?), c est définie par la convolution avec la solution fondamerdalééquation
de Poisson,

1
ct,9) =5 [ loglx=ylpt, ) dy (7.2)
R

Ce modele rend compte d’'un phénoméne de masse critiquevéleseréalité. Intuitivement, deux phénomeéenes
sont mis en balance : la diffusion des cellules par agitati@wnienne d’une part, et I'attraction des cellules les
unes aux autres via le potentiel du signal chimique d’augné. ]Nous devinons que si les cellules sont assez
nombreuses elles vont reconnaitre leurs présences rieggagits’attirer pour former des agrégats. Autrement dit,
nous suspectons qu'au dela d'une masse critique une oaganispatialement non homogéne de I'espace par
les cellules émerge. La partie non—linéaire de I'équatibh)(exhibe une boucle de rétro—action positive : 1a ou
il y a beaucoup de cellules, beaucoup de chimioattractangreduit attirant de plus en plus de cellules, etc. Ce
processus est contre—balancé par la diffusion, qui tendtguelle a disperser les cellules. Pour se faire une idée
simple de cette compétition entre la dispersion par diffiugt I'agrégation par chimiotactisme, nous pouvons faire
I'analogie avec un systéme dynamique trés simple qui coembmterme linéaire négatif (le Laplacien) avec un
terme quadratique positif (I'interaction). Par exemple —x + x> présente une dichotomie trés simple xgk 1
il y a existence globale des solutions, et convergence ¥eos En revanche sj > 1 il y a explosion en temps fini
du systeme.

Dans le cas du systéme de Patlak—Keller—Segel, le phénaeémasse critique est précisé d’'un point de vue
mathématique par le théoréme suivant [BDP06, DP04] :

Théoréme 7.1.1 (BEAULT-PERTHAME '04) Dans I'espace entie€) = R?> aveca = 0 ete = 0, pour une
donnée initialepg (| log pol + (1 + |x|2)) € L', nous avons I'alternative suivante : la solution est gl@bah temps
si yM < 8, alors qu’elle explose en temps)ail > 8.

7.1.2 Le modéle de Patlak—Keller—Segel modifié

Pour le modele (7.1), le comportement du systéeme dépenddeaule la dimension. En effet, en dimension
d = 1, I'explosion ne peut avoir lieu [HP04] tandis qu’en dimemsil = 3, I'explosion peut arriver pour des
masses arbitrairement petites [CPZ04].

Dans [CPSt], les auteurs suggérent une variante du mod@&atti&k—Keller—Segel pour lequel la concentration
chimique est donnée par la convolution avec le noyau Idgaigue,

dp
ot

Ap—=V-(xpVe), t>0,xe QC TR,
(7.3)

_il 2|
an 08 p-

a
Il

En particulier, le gradient de concentratidn en dimension 1 est donné par I'opposé de la transformée dertil
dep, Vc = =Hp. Remarquons aussi, que dans le cas de la dimedsioR, ce systéme correspond a (7.1) via la
formulation (7.2) a I'aide du noyau de Poisson. Pour ce systéodifié, les auteurs montrent un résultat de masse
critique unifié analogue a celui donné au Théoreme 7.1.1l8ar&s 2D “classique”.

Théoréme 7.1.2 (AQLVEZ —PERTHAME —SHARIFI TABAR '07) Si Q est I'espace tout entieR? et la donnée
initiale vérifie pg (| log pol + (1 + |x|2)) e L!, alors la solution dé7.3)est globale siM < 2d%m, etil y a explosion
en temps fini skM > 2d°m.

Ces systemes, posés en dimensions différentes, ont l&Eyame partager, a une constante pres, la méme
énergie libre, ce qui permet notamment d’obtenir ce résuttdiorme. C’est ce systéme posé en dimengicnl
qui fera I'objet du travail qui suit. Numériquement, il estéressant d’avoir une version unidimensionnelle du
systeme de Patlak—Keller—-Segel partageant la méme érnibrgieEn effet les calculs 1D étant beaucoup moins
colteux, il est vraiment possible de réaliser des étude€ngues fines du systeme. De plus, cette formulation a
permis d’explorer de nouvelles pistes pour traiter lesfionoelles d’énergie libre et les flots de gradients associé
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pour la distance de Wasserstein [BCCO08]. Ce travail dépelam schéma numérique 1D valable jusqu’au temps
de I'explosion.

L'objectif de ce travail est en s’inspirant des travaux [DE@e décrire le systéeme de Patlak—Keller-Segel
aprés explosion par passage a la limite dans un systemeriggulpassage a la limite faisant intervenir la notion
de mesure de défaut. Nous voulons ensuite adapter les geesmle [BCC08] au probleme obtenu, afin de simuler
le systéme apres « blow—up ». Mentionnons ici les travaux EleA¥YQUEZ sur I'étude du systeme de Keller-Segel
apres explosion [VelO4c, VelO4b, VelO4a].

Le chapitre est organisé comme suit. Dans une premiérepaatiis détaillerons la notion de mesure de défaut
décrite notamment pard0PAUD [Pou02]. Cette notion a été utilisée afin de décrire le systéenPatlak—Keller—
Segel aprés « blow—-up » dans le cas de la dimengien 2 [DS09]. Nous adapterons ce travail au cas de la
dimensiond = 1. Dans une deuxiéme partie, nous décrirons le schéma dendéfitaerlehrer—Otto [Ott01,
JKO98], qui utilise les notions de flots de gradients assqoidir la distance de Wasserstein, ce qui nous permettra
de décrire précisément le schéma développé dans [BCCOgjrthk ge ces deux outils, nous introduirons alors un
schéma pour approcher numariquement les solutions duinsgst@idimensionnel aprés explosion.

Remarque 14 Dans toute la suite et sans perte de généralité, nous suppuse

M= pr(t =0,x)dx =1. (7.4)
R

Ainsi le comportement du systéme ne dépend que de

7.2 Description du systeme aprées « blow—up »

Comme nous I'avons mentionné a la section précédente, paysteme de Patlak—Keller—Segel modifié (7.3)
en dimensiond = 1, il y a explosion en temps fini des solutions)si> 2n. L'explosion est un phénoméne
de concentration, ou I'on voit apparaitre des agrégatss@anqui suit nous montrons I'existence globale de
solutions généralisées, autorisant les solutions mesGeda étend en quelque sorte le concept de solution aux
temps apres explosion. Le résultat d’existence est unécagiph de la théorie développée pasBPAUD [Pou02].

Ce travail a déja été fait pour le systéeme de Patlak—Kellege 2D par @LBEAULT et SCHMEISER[DSO09]. Pour

ce résultat d’existence, la densité de cellules est carsé@tépar I'ajout d’'une mesure de défaut, qui s’annule dans
le cas de distributions réguliéres. Ces solutions glotsdasconstruites comme limite de solutions d’un probleme
régularisé.

Partant de ce résultat, une formulation forte est dérivés $bypothése que la solution généralisée s'écrit
comme somme d’une fonction continue et d’'un certain nombagrégats, modélisés par des masses de Dirac
se mouvant le long de chemin réguliers. Nous verrons queaugrment a ce qui est fait dans [DS09], nous
ne pouvons pas supposer la partie continue comme régubérdans ce cas le systéme obtenu ne vérifie plus
I'équation de conservation de la masse. La bonne hypotleéaels supposer la partie contin@2,par morceaux,
avec les discontinuités situées aux points de concentrdite devra en plus s’annuler en ces points.

7.2.1 Mesures de défaut

En dimensioni = 2, d’'un point de vue biologique, les points de concentrati@mésentent des agrégats de
cellules, et la description de la dynamique de ces agrégals leurs interactions a la fois entre agrégats et avec
les cellules non concentrées poussept.BEAULT et SCHMEISER[DSO09] a étudier des modéles régularisés, qui
parfois donnent des descriptions plus précises de la dypemles processus biologiques. Nous suivons ici leur
raisonnement et appliquons leurs travaux au cas 1D.

Pour cela, dans cette partie, nous nous intéressons ad’dtugdrobléme régularisé :

Qtpf + 0y ()(PE axSE[Pel - 3xP€) =0, (7.5)

S.0p°10,) = — [ logle=yl+ 't 1), 7.6
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complété par la condition initiale
pe(t=0) = po € LL(R) N L(R). (7.7)

La régularisation consiste en I'ajout d’une petite quéntitians le logarithme afin de s’éloigner de la discon-
tinuité en0.

Notre objectif dans cette section est de caractériser ligelides solutions a ce probléme lorsqutend vers
zéro, globalement en temps et quelque soit la valeyr.de

7.2.2 Convergence de mesures : rappels et notations

Dans cette courte partie, nous rappelons quelques défisitle convergences dans le cadre mesure et nous
rappelons le théoréeme de Prokhorov qui permet d’obtenia@empacité dans un espace de mesures.

Définition 7.2.1 Soit M'(R?) 'ensemble des mesures bornées Rfr a savoir 'ensemble des formes linéaires
continues suC’(IR%). Nous notons\1} le sous—ensemble des mesures bornées positivé. de

Soit 4" une suite de mesures ad'(R?).

IN
Définition 7.2.2 On dit quey” € (Ml(IRd)) converge vaguememers u € MY (RY), si elle converge dans
M(IRY) — faible — %, & savoir, pour toute fonctiop € CO(IR?)

f pp"(x)dx — f Pp)p(x) dx (7.8)
R4 =00 JRd

Pour des suites de mesures posities ML (IR?) nous disposons d’une notion de convergence plus précise :

Définition 7.2.3 On dit quep” € ML(RR?) converge étroitememersy € ML(RR?) si elle converge vaguement et
si de plus
lim p"(R?) — p(RY).

n—oo

Dans ce cas(7.8)est vérifiée pour toute fonction tegtcontinue bornée.

N
Définition 7.2.4 On dit qu’une suiteu” € (Mi(]Rd)) esttendue(‘tightly bounded’ en anglais) s'il existe une
constanteVl > 0 telle que
Vn>1, t'(RY) <M,

o (7.9)
sup p"(R"\Bg) ~— 0,
neN —

ol B représente la boule de raydhdansR?, centrée a I'origine.

La condition (7.9) est le critére de Prokhorov qui assurelgseiite est compacte pour la topologie étroite sur les
mesures.

N
Théoréme 7.2.1 (Prokhorov) Soit (u"),.., € (M}r(]Rd)) une suite de mesures tendue. Il existe une sous—suite
(u") et une mesurg € ML(RY), telles que(u'™) converge étroitement vers

En conséquence, une suite de mesures positives qui conxggggement est étroitement convergente si et seule-
ment si elle est tendue.

Afin de préciser la problématique qui va nous amener & intreda notion de mesure de défaut nous citons le
résultat suivant :

N
Lemme 7.2.5 Soit(u"),., € (Ml(]Rd)) une suite de mesures qui converge vaguementeseitF ¢ RY tel

queu(F) = 0. Alors pour toute fonctiopp Borélienne déR? a support compact et continue en tout pointRi& F,
ona

f(P(x)#"(x) dx ":;f(p(x)y(x) dx.
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Le lecteur intéressé trouvera une preuve de ce Lemme dah81Fchap IV, paragraphe 6.
Lidée sous-jacente au travail qui suit est la suivante (RyuSupposons qug(F) # 0 et que les discon-
tinuités des fonctiong sur F soient précisées. Le Lemme 7.2.5 ne peut étre appliqué étrliges des suites

f @(x)u"(x) dx doivent étre caractérisées a l'aide d’une mesure de défaut.

7.2.3 Estimationsa priori et mesure de défaut diagonale

Théoréme 7.2.2Pour toute > 0, le problemg7.5)(7.7) posséde une solution globale vérifiant pour tbut 0

p°(-,t) € LL(R) N L*(R), (7.10)
llp“C, Dl wy = llpolliw) = M, (7.11)

et :
0% ¢, Dl < c(1 " ;) (7.12)

ouUc est une constante indépendantecde

Preuve La régularisation du potentiel permet de raisonner , annmsir un intervalle de temps assez petit, par
des arguments de point fixe standards. Nous obtenons amsialution réguliere, Nous allons montrer que cette
solution vérifie des estimations uniformes, qui permettéétablir que la solution est définie pour tout temps
positif. La conservation de la masse est une conséquencédrata de la forme conservative de I'équation et de
la régularité de la solution.

Gréace a la conservation de la masse (7.11), nous obtenons :

p(ty)dyxx—y v
rRIX=—yl+e Ix—yl| ™ me

12,5.[0°1(t, )] = ]——

Nous montrons alors (7.12) a I'aide du lemme suivant (Lemrdarts [HPS07]).

Lemme 7.2.6 (HLLEN —PAINTER —SCHMEISER’07) Soient un champ de vecteurs R" X (0, 00) — R" uni-
formément borné ety € L1 (IR") N L=(IR"). Alors la solution du probléme :

Uy =V-(Vu —uv),
u(t = 0) = Uy,

vérifieu € L*((0, 00) X R") et

sup [Julle < C(Iluolh, lltolleo, sup [[0lleo, 1
t t

L'existence globale est une conséquence de cette estimatio

Par symetrie, nous réécrivons la formulation variatiolengbur le flux convectif comme suit : pogre C;’(R),

[ pwpmasipar= -5 [ [ CEEIRED o) deay. (7.13)

Cette nouvelle formulation nous permet d’obtenir I'estiima suivante, uniforme en

‘f @pt I:S[p°]dx
R

MZ
< — @[l co- 7.14
< - l¢'l (7.14)
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en utilisant quep est lipschitzienne et la conservation de la masse (7.11)sMNdroduisons la famille :

(6 x) = fR K- pi@pipdedy, ol K(x) = —

T (7.15)

Dans la suite, nous considéropig-, t) etm®(-, t) comme des mesures dépendant du tepif$ etm®(t).

Lemme 7.2.7 Les familles{p*(t)} >0 et {m*(t)}.>0 sont tendues localement uniformément en temgs‘é)}.~o
est équicontinue ehpour la topologie de la convergence étroite.

Preuve Nous commencons par démontrer I'équicontinuité.

e Equicontinuité de p®(t) pour la topologie de la convergence étroiteSoite € W2*(R). En utilisant (7.5),
puis des intégrations par parties, nous obtenons :

d & — &
@ ]R(pp dx _fIanatp dx
o f 9 21 95,01 - dup’) dx
R

IPP

dxp(xp® IxSe[p] — dxp®) dx

|
=

L

([

PfIRpe (X<9x(pc9x58[p5]+8§(p) dx

:f;(pfax(p3xse[p5]dx+f&ﬁ(ppsdx.
R R

Finalement, par (7.14), par conservation de la masse (2tJsitivité dep* (7.10),

d ¢
afu{(ppdx

ou la constante ne dépend ni dg ni dee. Cela nous donne I'équicontinuité da(ﬂ&’z'”(]R))

']ﬂ;gopf(t,x)dx—jﬂ;(pps(x,s)dx

Afin d’obtenir I'équicontinuité pour la topologie de la cargence étroite nous devons obtenir le méme type
de résultat pour toute fonctigm € Cp,(IR).

XMZ ’” ’” ’”
< — o+ M 0o =1 cor
< S —lle”l llp" lleo =: clle”Il

7’

< C()lt—s|. (7.16)

2
Propriété de tension uniforme.Soit la fonction tesipr(x) = 1 - (%) avecp décroissantes(r) = 1 pour

0<r<1/2,etp(r) = 0 pourr > 1. Nous l'injectons dans I'inégalité précédente et nousruints :

f pfdx < f pfdx + C—;, (7.17)
R\[-RR] R\[-5 5] R

ce qui donne immédiatement que la suite est tendue unifoemésnar tout intervalle de temps borné. Puisque
|m®| < Mp*® le résultat vaut également pour'.

Nous en déduisons (7.16) pour des fonctipns C,(IR) de la maniére suivante : (7.17) montre que pour tout
6 > 0, pour toutt < oo, il existe une constantg; s < oo telle que :

f pe(t, x)p(x) dx| < [lgllco-
R\[-R6,Re ]
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Sur le segmeni—R; 5, R; s] nous procédons par approximation : pour téut 0, il existe s € W**(R)
telle quellp — @slli=(-r,,r.s1) < 0. Puisquep® est borné uniformément, nous obtenons :

’ f pp(t x)dx — f Pp“(x,8) dx| < 20M + C(ps)It — sl,
[=Rt5,Rt 5] [=R¢5,Ri5]

Finalement,

@p“(t,x)dx — f Pp(x,s)dx| < 20M + C(po)It —sl,
R R

Commef p¢ dx = M, ceci montre I'équicontinuité pour la convergence étrdige*(f).
R

Nous sommes alors en mesure d’appliquer le théoreme de dtmkhil existe des mesures finies positives
dépendant du temps(t) et m(t) telles que, a extraction prési(t) converge verg(t) étroitement et localement
uniformément en lorsquee tend verd), i.e.:

Ve € Cy(R),  lim f}R p)p(t, x)dx = f}R Pp(x)p(t, x) dx,

uniformément suf0, T] ¢ R, VT > 0. De plus, pour toute fonctiop € Cy([¢1, £2] X R) nous avons la convergence

suivante :
hmf f (t, x)m*( tx)dxdt—f f(p(tx m(t, x) dx dt. (7.18)

Finalement, pour todf > 0, p*(t) tend versp(t) étroitement, uniformément par rappotta [0, T]. Par conséquent
pE(t, x)p(t, y) converge vers(t, x)p(t, y) étroitement, uniformément par rapport & [0, T] dansML (R X R).
Nous en concluons que, pour toute fonctipe Cp,(IR X R),

hmff(p(x et x)pt, y)dxdy = ff(p(x yp(t, x)p(t, y) dx dy. (7.19)
Cependant, étant donné que le noyau lirkitééfini par :

1 si x#0,

— 11 € —_
K(")‘{E%K(x)‘{ 0 si x=0,

est discontinu, nous ne pouvons pas passer a la limite damsnidre de droite de (7.15), et nous devons introduire
la mesure de défaut

vit0) = i, )= [ K=t 0p(6,9) dy (7.20)
Le support atomique de la mesyrg) sera noté dans la suite
Sulp(t) ={a € R : p(H)(la}) > 0}.
C’est un ensemble au plus dénombrable.

Lemme 7.2.8 (BUPAUD '02) La mesure de défaut est positive et vérifie

vt < Y, (pa)) o -a).

a€Sa(p(1))

Preuve
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e Pour toute fonction tegt € C,(IR X R), nous avons

|(p(x, y) — @(x, x)| |Kf(x —-y)—K(x - y)) < Cmin(e, |x — yl),

ou C est une constante dépendanideinsi,

(pC, ) = (x, X)) K (x — y) — (p(x, y) — ¢(x, X)) K(x — y),

uniformément, et par conséquent, d'aprées (7.19)

ti [ [ (00 = e 0) K= 0, 09 ) ey

= f f (p(x, y) — p(x, x)) K(x — y)p(t, x)p(t, y) dx dy.
R JR

En utilisant les définitions de: (7.15) etv (7.20) nous calculons :

f f P, YK (x = Y)pt (,2)pt (¢, v) dx dy
R JR

= fl; j[[; [(P(X, ]/) - (P(X, X)] Kf(x — y)pf(t,x)pg(t, y) dx dy
+fl;L(P(X,X)Kf(x—y)pf(t,x)pg(t’y) dJCdy,

= f f [0, 1) = p(x, K (x = y)p* (¢, x)p (¢, ) dedly + f P, (t,x) dx,
R JR R

(7.20) f
—

Finalement, nous obtenons la convergence suivante :

f [0z, 1) — o, )] K(x = )pt, )p(t, v) dxdy

+]ﬂ;q0(x,x) (v(t,x)+jﬂ;K(x—y)p(t,x)p(t,y)dy) dx.

=
=

tim [ [ o, K= )p e 0y

=0
- fR fR P(x, Y)Kx - y)p(t, x)p(t, y) dx dy + fR P(x, x)v(t,x)dx.  (7.21)

Puisquek® > 0, le membre de droite est positif pour toute fonction testtjves

Pour montrer la positivité de la mesure de défgutous choisissong(x, y) = P(x)nR(x — y)) > 0 avec

¢ € C(R) une fonction positive quelconque, et Co(IR) une fonction positive & support compact telle que
n(0) = 1 etR une constante. Nous injectons cette fonction test danstaipr terme du membre de droite
de (7.21). Puisqu&(x — y)n(R(x — y)) est borné et converge simplement vers zéro, ce terme teaad&ay
lorsqueR tend vers l'infini par le théoréme de convergence dominéathesgue. Il en retourne que

f P(x)v(t,x)dx >0
R
pour toute fonction positivey, comme annonce.

e Nous démontrons maintenant la seconde partie du lemme cBlaymnotons tout d’abord qu€ < 1. Ainsi,
pour toute fonction test positive € C,(R X R),

fR fR P PP (6P (e y) dxdy fR fR 00, YK (x = 1)t (6, 0)p°(E y) dxdy,
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En passant a la limite dans cette inégalité, nous obtenons :

fR fR 00, PPt (e y) dxdy > fR fR (5, K — Pp(t, Dp(t, v) dxdy + fR (5, (t, ) dx.

Remarquons quE(x —y) = 1—xp(x, y) ol xp désigne la fonction caractéristique de la diagonallR ceR.
De plus, puisque

oG et Dpty) = Y, pt){a)o(x - a)d(y - a),
a€Sa(p(t))

l'inégalité précédente donne
Y, paRo - -0 > [ 0
a€Sa(p(t))

ce qui conduit au résultat désiré.

La limite dep® lorsquee tend ver) est caractérisée par la paiyg v) dont les propriétés sont détaillées dans
la définition suivante.

Définition 7.2.9 ([Pou02]) Pour tout intervallel ¢ R borné, 'ensemble des mesures dépendant du temps a dé-
fauts diagonaux est défini par

(p,v) : p(t) e ML(R)Vt eI, ve M(IXTR),
p est continue par rapport &pour la topologie de la convergence étroile

+/7. _
DMILR) =1, est positive

vt < Y (pM(iah)?o - a).

a€Sy (P(t))

ol M désigne I'espace des mesures de Radoklbtle sous—espace des mesures positives et bornées.

7.2.4 Solutions mesures généralisées

Nous voulons a présent passer a la limite dans le modeleartgide Patlak—Keller—Segel (7.5). Pour cela,
nous injectonsl’identité suivante dans (7.13) :

(p(x) — () (x —y)
Ix = yl(lx —yl + ¢€)

= K(x = y) dxp(x) + L(¢)(x, y), (7.22)
ou

(@) - pv) = (x - ) Aup())(x - v)
=yl =y +e)

qui converge uniformément vers la fonction contidép)(x, ),

L (p)(x, y) =

7

(@t x) -t Y —y)
lx — yP?

L) (x, y) = d(t, )K(x — y), (7.23)

200



7.2. Description du systéme apres « blow—up »

pour toute fonction tegp € C;(R).
Pour tout intervalle de tem8, T') et pour toute fonction tegt € C}]((O, T) X R), nous calculons

T
f f(p(t,x)pg(t,x)BXSé.[pf](t,x)dxdt
0o Jr
(7.13) 1 (T (pt,x) —pt, y)x—-y) . .
- _ﬂfo fmfR -yl yl+ o) P 0Py dvdyds

T
= _%f f f K (x = y) dxp()p* (£, x)p*(t, y) dx dy dt
Tt R JR

1 (T ) g 5
__ﬂfo f]R f]RL (P)(x, y)p“(t, x)p°(t, y) dx dy dt

T T
@15 1 f f DO (¢, %) dr df — —— f f f LE(@)(x, y)pt (£, x)p* (¢, y) dx dy dt.
2 Jo Jr 2 Jo JrJR

Ainsi, (7.18) montre que

T
limf f(p(t,x)ps(t,x)o”xSé-[pg](t,x)dxdt=

e—0 0 R

En utilisant (7.20) et (7.23), cette limite se réécrit :

1 T 1 T o
_Ej; jl; dxp(x)m(t, x) dx dt — E‘fo‘ L]};L (@)(x, y)p(t, x)p(t, y) dx dy dt

1 (7 1 (T
__n j; fH; 8x(p(t1 X)V(t, X) dxdt — E L jl; jl; &x@(t, x)I((x - y)p(t’ x)p(t, y) dy dxdt

1 (p(t,x0 — <P(t ) —y)
2n f f p(t, x)p(t, y) dy dxdt

-yl

f f f 2xp(t, )K(x — y)p(t, )p(t, y) dy dx dt,
ff Y(P(tx)v(fx)dxdt—_f ff(fp(tx (P(ty))

En résumé, nous obtenons le résultat de convergence suivant

T T
m —i f f ax(P(x)m(t,X) dxdt — i f f f LO((P)(X, ]/)p(t, x)p(t, y) dx dy d
o 2 Jo Jr IR

|2 p(t x)p(t, y) dy dx dt.

2t Jo Jr
1 (" 1 (7
R f f Ixep(t, vt x) dxdt — - f f f (p(t,x) = @(t, ) K(x — y)p(t, x)p(t, y) dy dx dt,
0 JR TJo JRIR

ou )
_ ) 5 for x#0,
Kx) = { 0 for x=0.
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Par conséquent, & extraction prgsg.S.[p¢] converge verg[p,v] au sens des distributions, ou le flux limite est
défini pout touip € C;((0, T) x R par

T
ff(p(t,x)j[p,v]dxdt
0 JR

T T
- L f f f (Pt %) = (L, YK — Pp(t,)p(t, y) dx dy dt — - f f v(t,x) dxp(t, x) dx dt.
2 Jo JrJr 2 Jy Jr (7.24)

Cela démontre le théoréme principal de ce paragraphe :

Théoréme 7.2.3Pour toutT > 0, la solutionp® de (7.5)-(7.7) converge a extraction prés étroitement et unifor-
mément en temps vers une mesure dépendant du pgmipBar ailleurs, il existe une mesure de défagh) telle
que(p,v) € DM*((0,T); R) soit une solution généralisée de

dip + dx(xjlp, vl = dxp) =0, (7.25)

au sens ou le flux convectifp, v] est donné pa(7.24) et que(7.25) soit vérifiée au sens des distributions. La
condition initialep(t = 0) = py est vérifiée au sens de la continuité étroite.

Remarque 15 Remarquons que si= 0, i.e.il n’y a pas de point de concentration, I'’équati¢n.25)se réduit au
modele classique.

7.2.5 Systeme apres blow—up

Cette section est consacrée a I'obtention d’une formuidbate pour (7.25). A cette fin, nous faisons I'hypo-
thése que la densité de cellules se décompose sous la forme

p=p+p, (7.26)

ou

Pt ) = ) Me(h)de(t, ),

el

avecd,(t, x) = 6(x—x,(t)) etL c IN, p est une fonction continu€! par morceaux et les points de discontinuité¢de
coincident avec le@(t))¢er.. De plus, nous supposons que, pour tatL, p (x¢) = 0. Nous supposons également
quet varie dans un intervalle de temps ou le support atomique densiste en des trajectoires réguliereg)
portant des poids régulieid,(t). Ceci constitue une fagon parmi d’autres de décrire le Bysté\ partir de cette
description, la formulation forte obtenue est la suivante :

_ _ _ _ M _
Xp+xu(p axSo[P])—Z%Bx(px_;{)—A,O:O, (7.27a)
el ’
M, = (%Mf + 1)( AP (t,x}) = dxp (7)), (7.27b)
— Mm
%= xSl Pl = 3 ) (7.27¢)
m#l m

Pour la décomposition (7.26), puisqiev) € DM ((0,T); R),

(t,x) = 2 ve(B)oe(t, ), (7.28)

tel

avecv, positive vérifiant, < M%. Nous pouvons alors réécrire le flux convectif défini de maniaible en (7.24)
de maniéere forte comme suit :

ilo.v1 =5 ax(Solp + pl) + ; M,y (so P+, Mméml + % ZZ‘ ve axag], (7.29)

m#L
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ou Sy est défini presque partout par
1
Salpl(t0) =~ [ 1og = ylptt, )
IR
Une fois cela montrer, nous réécrivons (7.25) afin d’obtlerniomulation (7.27).

Calculs pour la réécriture de j[p,v]. Nous reprenons la définition (7.24) de

foT f]R p(t,x)jlp,v]dxdt

1 (" LT
_ﬁj; LL((P(LX)—(P(t,y))W(x—y)p(t,x)p(t,y)dxdydt+%j; Lv(t,x)ax(p(t,x)dxdt,

T T
= f f p(t, )p(t, d09x(Solpl) dt + f f W(t, d) Dl x) it
0 VR 2 Jo Jr

Nous avons

T
f f @(t, )p(t, dx)x(Solp]) dt
0 R

T
fo fR @(t,2)(p + p)(t, dx)x(Solp + pl) dit,

T T
fo fm (t, 2)p(t, dx)do(Solp + pl) dt + fo f}R o(t,0p(t, dx)a:(Solp + p1) .

L'hypothése de structure (7.26)—(7.28) implique

T
f f P(t,x)p(t, dX)(?x(So[p])dt
0 R

1 (T ) -
}fo fIR@(t,x)P(t, dx)f]R‘K(x—y) (P +p)(t, dy)dt

1 (7 A ~
P fo fIR @(t, x)p(t, dx) fR‘K(x - ) [p + ZMm(Sm] (t, dy) dt

meL

%fOTfIR(p(t,x)ZM(;ég(dx)L?((x—y)[ﬁ+ZM{,5€](tl dy) dt

teL oy

% fOT jﬂ; P(t,%) Y Mibe(x) .50 ﬁ+2Mm6ml (t, dx) dt.

Cel m#t

Ainsi
T T
fo fm(’)(f"‘)f[mldxdf= fo fR P(,2) Pt ) 94(Solp + p1)(t, dx) it

1 (7 B LT
+ ; ‘fo ‘ﬁl; (P(f, X) ZMZ(SZ(-X) axSO [P + Z M,,6, (t, dX) dt + E j(; Z Ve Bx(p(t, x€) dt.

Cel m#l el

pour toute fonction tesp, d’ou la réécriture du flux (7.29).
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Chapitre 7. Description et simulation du systéeme Patlalleik&egel 1D apres « blow—up »

Réécriture de I'équation (7.25) Nous pouvons réécrire (7.25) a I'aide de la reformulatio@gydej[p, v] sous
I'hypothése de structure (7.26)—(7.28). Pour toute famctéesty € D((0, T) X R) :

T T
f f(p(t, x)dsp(t, dx) dt+f f(p(t,x) dx (xjlp, vl = dxp) (t, dx) dt =
0 JR 0 JR

=I :Z

Nous traitons les différents termes séparément :

T
= fo jﬂ;go(t,x)d; [p+p](t dx)dt
= f f [8tp+z M[é(—Mng ) 65)]“ dx)dt,
el
T
- fo fR 2up(t, ) (jlp, VI = 9ep) (¢, dx)dit

p+2M Om | +

m#{

f f Ixp(t, X) [XP J(Solp + 1) + x ), Med, 9 [50

tel

Z v 0 b[]] (t, dx)dt

ZeL

T
+f f&x(paxpdxdt
0 JR

T
g f f 2up(t, ) (P 5ol P+ Pt dx)dt —x f ZaxwxeﬂwaSo[NZMméml(xf)df
0 R

tel m#l

=: [21] _.[22]
ff x(p(tx w& Oe(t, dx)dt+f f8x<p(t x)dx (p+p) (¢t dx)dt
tel
- [23] =: [24]

A nouveau, nous calculons chaque terme séparemment. Nopierysour le calcul d, I'hypothesep(x;) = 0
pour toutf € L est essentielle. Nous renvoyons a la remarque 17 pour pldétdis.

. —xf faxcpux)(paso P, dx)de

—Xf f&xgo(t x)p[8 Sol71- Z

| (¢, dv e
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7.2. Description du systeme aprés « blow—up »

T T
_ _ X _ M,
S 3.t X)p(t, x) 3,50l D¢, dux dt+—ff8x Lptx) Y —— dxdt
[ [ ottt 2.500710, dnae+ 2 [ [ ot 0 i

T
- fo fR (6, ¥)0: (5 xSl P1) (, dx) dt

T — —
X - M . p . P
+;f0 ;[_L(Pax(Px_x[)—%%(ngx_xf +%%¢M€x_xz} «

xX>x¢ xX<X¢

T
- fo f]R ()92 (7 :So[ P (1, dx)dt

+§ jO‘T 2 [_ jﬂ; oxex (ﬁ xA_/Iie) — (t, x) )M (&xﬁ(t, x}) — dxplt, xg))] dr

tel

T
- [ 90(Xax(ﬁaxso[ﬁ])—2§3x(ﬁx]\_/li f)—Z%anf(axﬁc,x;)—axﬁc,x;))](t, ) di

lelL tel

T
= —x 0, @(xe)My 0,So | p + M,,0, | (xe) dt,
L Z @(xe)M, O[P Z l ¢

(el ey
T
1 1 _ 1 M
- - dp(x0)M ——f dy + — — | dt,
xfo ;‘ P (xe) z[ - IRxg_yp(y) y n;ﬂx[_xm]
x (" 1 x (" M
= X dep(x)M f——( )d dt+—f dep(x)M " dy,
T p M
= f fﬁo Z)(axéfoaxSO[ﬁ](xf)_Z_&x(S[M[Z 2| dxdt.
0 JR \zer el |t prze X Ym

T
= —f fﬁ&x(p(t,x)Zw&xég(t, dx) dt,
0o Jr

lel

T
iep f %ZWA(P(W)C“'
0

tel

T
= ff&x(p(t,x)&( (p+p)(¢ dx)dt,
0 JRr

T T T
= - Apdxdt - f (t,xe) ( Dxp(t,x0) — Ixp(t, 7)) dt — f Ap(xe)M,dt,
[ o [ Bt -z [ Lo

telL

= fO‘T L 0] {—Aﬁ - Z O¢ (&xﬁ(',x;) - axﬁ(.,x;)) - Z Aéfo] (t, dx) dt.

el lel
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Chapitre 7. Description et simulation du systéeme Patlalleik&egel 1D apres « blow—up »

En ordonnant les termes, nous obtenons

— — — _ M
P +x0(p oSl P - ), % 0P T

teL

)

+ Y o0 (- (Ene 4 1) (95 - 29,0

el

+ Z ax(S[Me [_xf + Xaxso[p](x[) - & Z Mm ]

(el TC et Y€~ Xm

+ Z AS, (%w - M[) = 0.
(el

On identifie chaque ligne & suivant les dérivées des masses de Dirac qui sont des digtrib d’ordres
diffrents. La derniére donnev, = 21t M, ce qui combiné &, < M? donne la condmon—n < M. Les points

. . : . X
d’accumulation doivent avoir une masse d’au mdims Les autres lignes donnent le systeme (7.27), comme
annonce.

Remarque 16 Tres bizarrement, la diffusion “alimente” la masse de Digréce au second terme du membre de
droite de(7.27) Nous ne sommes pas en mesure de I'expliquer pour le moment.

Le lemme suivant n’est pour l'instant pas encore démonte@e@dant, beaucoup d'indications nous invitent &
penser gu'il est correct. C'est pourquoi nous nous permsttie I'énoncer ici.

Lemme 7.2.10Les solution$ de(7.27)s’annulent aux points d’accumulatigmy)er. .

Remarque 17 L'idée essentielle en faveur de ce lemme est qu’une telldithom est nécessaire a la conservation
de lamasse. De plus, nous verrons a la Remarque 25, que rquaérent la partie réguliére de la densité s’annule
aux points d’accumulation.

C’est le systeme (7.27), que nous allons simuler numérignéntans la suite de ce chapitre. La méthode que
nous proposons étend le schéma détaillé dans [BCCO08] optamue systeme de Patlak—Keller—-Segel avant ex-
plosion a notre probléme. Ce schéma est fondé sur une fdaioruken terme de flot de gradient de I'équation,
proposée originellement part@o [Ott01, JKO98], faisant intervenir pour cela une nouvetlecture Rieman-
nienne associée non plus a la métrique usuélimais a la métrique de Wasserstein.

Dans la section qui suit, nous reviendrons sur le schéma @Gealldnt de I'adapter au probleme de Patlak—
Keller-Segel.

7.3 Le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto

Dans [Ott01], @To introduit une structure Riemannienne formelle munissauwjuiation des milieux poreux
d’'une structure de “flot de gradient” par rapport a la méida Wasserstein pour les mesures. Dans l'interprétation
d’OTTO les géodésiques correspondent alors a la trace du tramgyional

o' = ((1 - t)Id + tVe) #0°,

ou T = Vg est la solution du probléme de transport optimaperersp! et ot le symbolet désigne le ‘push—
forward’ défini plus loin, voir Définitior??.

Dans [JKO98], les auteurs adaptent ces idées du point dewnérigque en introduisant un algorithme de plus
grande descente (‘steepest descent scheme’) basé surdpdraoptimal de mesures pour I'équation linéaire de
Fokker—Planck. L'idée correspond a une version discréetifotide gradient pour la métrique de Wasserstein.
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7.3. Le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto

Pour le lecteur peu familier avec l'interprétation de flogtadient et le transport optimal, nous proposons d’en
décrire la philosophie a la Section 7.3.1 puis de rappesaidéinitions de la distance de Wasserstein et du transport
optimal & la Section 7.3.2. En Section 7.3.3, nous adaptosshéma au probléme de Patlak—Keller—Segel. Enfin,
nous verrons qu’en dimensiah= 1, le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto se réduit en faitdhangement de
fonction inconnue.

7.3.1 Philosophie

Dans [Ott01], @To munit I'équation des milieux poreux d’une nouvelle struetde flot de gradient. Il s'avéere
que cette nouvelle structure est pertinente physiquementeffet, cette structure de flot de gradient permet de
séparer les quantités énergétiques des quantités ciegtijous nous contenterons dans ce qui suit de décrire la
structure abstraite de flot de gradient et de donner I'argipleysique en faveur de la nouvelle structure. Nous
renvoyons a [Ott01] pour une description plus détailléégetureuse.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons uniguementiatiggde la chaleur :

dp
= ~dp=0. (7.30)

Dans la suitep > 0 sera considéré comme une fonction densité dépendant ds telams tout I'espadi”.

Structure abstraite de flot de gradient

Avant d’interpréter I'équation de la chaleur comme un flotgdadient, détaillons quelque peu cette notion.
Soient

* M une variété différentiable ;
* g un tenseur métrique faisant 41, ¢) une variété Riemannienne;
* et une fonctionnellé& définie surM.
On appelle le systéme dynamique gdrdéfini par I'équation autonome suivante

dp
a5 —grad E|,, (7.31)

le flot de gradient de&E sur (M, g). Le rble du tenseur métriqugest essentiellement de ‘transformer’ la différen-
tielle diffE de E, qui est un champ de vecteurs cotangents, en gragliediE de E, qui est cette fois un champ de
vecteurs tangents :

g(gradE, s) = diffE.s pour tout champ de vecteursur M.

Ainsi (7.31) peut se réécrire de la fagcon suivante
dp :
Sp E’S + diff E|, .s = 0 pour tout champ de vecteurse long dep. (7.32)

Lindice p indique ici que le tenseuy peut étre fonction du point courapt La caractéristique principale de la
formulation en flot de gradient est la décroissance de lgaéde long des trajectoires :

d s dp dp dp
5 E() = diff El, — = —g, (E’ -0 (7.33)

Deux interprétations de I'équation de la chaleur en termes d flot de gradient

Dans cette section nous rappelons la formulation ‘tradlitédle’ de I'équation de la chaleur en terme de flot de
gradient, a savoir le flot de gradiebt . Parallélement a cela, nous introduisons égalementinéeation due a
OTtT10 [Ott01].
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Chapitre 7. Description et simulation du systéeme Patlalleik&egel 1D apres « blow—up »

L'équation (7.30) préserve a la fois la positivité de la dgnset la masse total{p. Pour les deux approches,

M={p:le—>]R+,fp=1}.

Sans entrer dans les détails de la structure de la variégpdce tangent est défini comme suit :

TPM:{S:]Rd—>lR,fs:O}.

Les différences entre les deux approches apparaissentaddéfinition du tenseur métrique. Chacune est basée
sur une identification différente de I'espace tangent

T()Mz{s:RdeR,fs:O}/R

Lidentification est réalisée via une équation elliptique

la variété est la suivante :

—Ap = s pour I'approche traditionnelle (7.34)

ou
-V - (pVp) = s pour 'approche d'@To0. (7.35)

Le quotient signifie qu’on identifie deux fonctiopsme différant que d’'une constante additive. Les tenseurs mé-
triques sont alors définis par :

8p(s1,82) = fVm - Vp, pour I'approche traditionnelle (7.36)
ou
8p(s1,82) = fprl - Vp, pour I'approche d'@T0 (7.37)
oup; est lié as; via I'identification (7.34) (resp. (7.35)). Dans les deus oa obtient :
gp(s1,82) = fS1P2- (7.38)
Finalement, la fonctionnellE est donnée par
E(p) = %fpz pour I'approche traditionnelle (7.39)
ou
E(p) = fplnp pour I'approche d’'@To0, (7.40)
tandis que sa différentielle s’écrit
diffE(p).s = fps dans 'approche traditionnelle (7.42)
ou
diffE(p).s = f(lnp + 1) s dans I'approche d'@ro. (7.42)

Montrons a présent que I'équation de la chaleur correspomdiats de gradients évoqués, pour les deux
approches.
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7.3. Le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto

Approche traditionnelle. En utilisant (7.38) et (7.41), I'égalité (7.32) se réécrit

dp
fgp+fps—0,

oup est lié as via —Ap = s. Apres substitution et intégration par parties, nous afrien

[ER

p pouvant étre arbitrairement choisi, nous retrouvons Eéigm de la chaleur.
Approche d'OTTO. En utilisant (7.38) et (7.42), I'égalité (7.32) se réécrit

dp
f§p+f(lnp+1)s—0,

oup estlié as via—V - (pVp) = s. Aprées substitution nous obtenons

0
fa—fp—f(lnp+1)v-(pr):O.

Enfin, par intégration par parties, nous obtenons

dp
f(g —AP)P =0,

et nous retrouvons a nouveau I'équation de la chaleur.

Dans le cadre de I'approche traditionnelle, la métriquepkste ; le tenseur métrique ne dépend pas de et

par conséquenf est le produit scalaire sur I'espace des fonctions de m@yenifie. Dans ce cas, la structure
RiemanniennéM, g) posséde la structure d’'un sous—espace convexe d'un espeladiéh. Pour l'autre approche,

la structure est plus compliquée. Nous donnons au paragsytiant un argument physique en faveur de cette
nouvelle structure. Pour un argumentaire plus mathématigpus renvoyons au travail df@o [Ott01].

Un argument physique

Avant d'interpréter physiquement la notion de flot de grat@écrite ci-dessus, donnons quelques informa-
tions concernant la physique de I'équation de la chale®0]7 La fonctionp décrit la densité de masse d’'un
gaz, par exemple, dans un milieu. La premiére hypotheéseetlistde conservation de masse, qui se traduit par
I'expression suivante

Ip
— +V. (pu) = O, (743)
ot
ou le vecteuw: décrit la vitesse moyenne du gaz. La seconde hypothesellestieda loi de Darcy
u=-MVp,

ou la fonctionp définie suR? décrit la pression du gaz et la matrigedécrit la mobilité du gaz dans le milieu. Ty-
piquementM dépend de la perméabilité du milieu et de la viscosité dugagposons la perméabilité isotropique
et homogeéne, de telle fagon qu’aprés adimensionnementayonsM = id, ce qui conduit &

u=-Vp. (7.44)

La derniere hypothése vient de la thermodynamique :

p=—, (7.45)
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Chapitre 7. Description et simulation du systéeme Patlalleik&egel 1D apres « blow—up »

ou E désigne I'énergie libre e(% sa fonction dérivée par rapport a la variapleSi I'energie libre s’écrit sous la

E= [ o)

ou la fonctionz +— e(z) décrit comment la densité d'énergie librelépend de la densiig I'équation (7.45) se
réécrit

forme

p=¢(p). (7.46)

En combinant ces trois hypotheses (7.43), (7.44) et (7.d63 obtenons
%P _ Ar(p) =0 7.47
E - n(P) - Y ( . )

ou la fonctionz — m(z) décrit le comportement de la pression osmotigupar rapport a la densitg. Cette
fonction est liée a la densité d’énergie libre via la formule

1(z) = z¢' (z) — e(2). (7.48)
En utilisant (7.48), I'équation (7.47) correspond a I'édprade la chaleur (7.30) si
(z) =z,

ce qui est vrai si et seulement si
e(z) =zlnz.

Dans ce sens, uniqguement la structure introduite parddnunit la fonctionnelleE d’une signification physique.
Le tenseur métrique possede dans ce cadre également uifieatigm physique. Remarquons que la définition
(7.37) deg peut étre reformulée ainsi

8p(s,8) = inf{fplulz, R >R, s+ V- (pu) = 0.}. (7.49)

En effet, le minimiseur de la fonctionnelle quadratique dobfeme (7.49) vérifiefv -u = 0 pour tous champs
de vecteurs surR? avecV - v = 0, de telle sorte qu'il existe une fonctipnde R? telle que

u=-Vp.

Observons maintenant que la quan:rféolul2 dans (7.49) a une interprétation physique : elle correspartdux de

dissipation de I'énergie cinétique par friction lorsqugéz se meut a la vitessea travers le milieu. Ainsg,(s, s)
mesure le taux minimal de dissipation de I'énergie cinéipar friction nécessaire pour modifier la dengiun
tauxs. Cela nous améne & une jolie interprétation de I'équatid@8ij7a savoir

d B dp dp
L) =8 (E’E)'

Définition 7.3.1 La distance induite par la structure Riemannieni(gy, p1)2 est définie comme linfimum de

1 d 2
I’énergief
0

d_p do sur toutes les courbes
o

[0,1] - M

o = plo),

reliant pp a p :

dpf |01 - M
2o da' o = o)’ p(O)—po,p(l)—pl}.

1
amwM=m%f
0

p qui réalise I'infimum est lgéodésiqueeliant py & p.
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7.3. Le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto

Remarque 18 On a aussi :

L[ dp
d( s )2 = f “(_l _) d(j,
po-p1 o SP\arar
ou g est la géodeésique reliapp a p;.

Dans [Ott01], 'auteur montre que pour la structure déait@vant, caractérisée par l'identification avec le
plan tangent (7.35), cette distance correspotaldistance de WassersteiNous reviendrons sur cette notion en
Section 7.3.2.

Discrétisation naturelle pour le probléeme de flot de gradien (7.31)

Dans [JKO98], les auteurs donnent une discrétisation elidlen temps pour le systeme dynamique (7.31). Ce
schéma est celui qui est décrit originellement dans [Op@Lf I'équation de Fokker—Plank et qui est connu sous
le nom de schéma de Jordan—Kinderlehrer-Otto.

L'équation de flot de gradient (7.31)

P _ o rad E|
dt = gra pr

admet la discrétisation en temps suivante. 86it- 0, un pas de temps donné, nous considérons le schéma itératif
suivant
p® minimise
1 2
—d(p%D o) + E , 7.50
s (0" p) +Ep) (7.50)

sur tous lep e M

oud correspond & la distance induite $il, g).
Redonnons ici I'argument de [Ott01] montrant que (7.50)bésh une

discrétisation de I'équation de flot de gradient. A cetterimys dérivons la
premiére variation du probléme de minimisation (7.50)t Soi

[0,1] - M

g ﬁ(k)

la courbe d’énergie minimale reliapt et p®. Soit une variatiop® de

p®, & savoir une courbe p € Mavecp®, = p®. Soit finalement

[0,1] - M
o - p® FIG. 7.2: Schéma : variation autour de
la géodésique

une courbe relianp®-1 & p® coincidant ave@® poure = 0. Nous résu-

mons les notations sur le schéma ci—contre, Figure 7.2.
Par définition du schéma et de la distance nous avons

1 (M dp® [

1 2
L B e ®y = (%D 0 ®
L), |do | dOTEED) aai (P pO) + E®)
< (o, ) + B,
1 (ap® 2 o
< — < .
< oAt ), [do do + E(p;”)
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Il s’ensuit,

2
i

1 1
=0 _t L do

1 (Y/dp® D dp¥
- Ejo‘ < do ' do de

do + E(pg“)],

(k)

dp,
do + { grad Elp(k) e

e=0 a‘—0>
dp(k)

> do + <grad Elpm , —"‘

D dp® dp
de

do do ~ de

e=0 —_—

)

e=0

).

e=0

dp®
+ grad Elp(k) , W

=0 e=0

dp®
Puisqueg—; décrit toutT, M, nous obtenons :

e=1

1 dp®
At do

+grad E|,» =0, (7.51)
1

o=

qui est la premiere variation. Ainsi, dans un cadre Eudtidia premiére variation de (7.50) coincide avec la
méthode d’Euler implicite pour (7.31). Considérons a pméBmterpolation

p(t) = p® (%}1)&) pourt € [(k — 1)At, kAt].

Ainsi, la courbe

[0,00[ = M
to= p(h)
est continue et différentiable par morceaux avec
5(K)
_® ap paiy o L 47
p(kAt) = p et r (kA N do |

Finalement par (7.51), nous obtenons
dp -
E(kAt ) = —grad Elp(kAt) .

On a donc bien construit une approximation de la solutiorv7dzl{.

7.3.2 Quelques rappels : distance de Wasserstein et trangpoptimal

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition et quel@sestats classiques en transport optimal et la
distance de Wasserstein. Le lecteur intéressé pourra seeepux ouvrages de IMLANI [Vil03]. Un rapide
résumé des propriétés de la distance de Wasserstein pelit éans [CTO7].

Dans [Ott01], I'auteur montre que la métriq@iénduite sur(M, g) est la métrique de Wasserstein. Donnons a
présent une définition précise de cette distance.

Notation 1 Dans toute la suite, nous noterons :
* P(RY), 'espace des mesures de probabilité Rir;
* P,(R%), le sous—ensemble des mesures de second moment fini;
* ch(]Rd), le sous—ensemble des mesures absolument continues partraga mesure de Lebesgue.
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7.3. Le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto

Définition 7.3.2 Soientu, v € P(R?) et T une application mesurable d&¢ dansRR?. On dit queT transporteu
surv, et on notev = T#u si pour tout ensemble mesuralfiec R?, v(B) = u o T~1(B).
On dit aussi que’ est lepush-forwardbu la mesure imagede u par T, i.e.

f Co T(x)du(x) = f Ly dv(y), YT e CHRY).
]Rd ]Rd

Définition 7.3.3 (Distance de Wasserstein—Probléme de Mongéa distance de Wasserstein entre deux mesures
u etv est donnée par

d*(u,v) == inf f Ix — TP du(x).
T:v=THyu JRd
La distance de Wasserstein peut également se réécriressfaumk d’un probléme variationnel relaxé. On obtient
alors la définition équivalente suivante.

Définition 7.3.4 (Distance de Wasserstein—Probléme de Kambvitch) La distance de Wasserstein entre deux
mesureg: etv est donnée par

dz(y, V)= inff (x - y|2 dn(x, y).
RIXIRY

nel’
ouT est 'ensemble des mesures Boréliennes positiveRéwR? de marginaleg: etv

Le probleme de Kantorovitch (Définition 7.3.4) est un praoidelinéaire tandis que le probleme de Monge
(Définition 7.3.3) est un probleme non-linéaire. Pour cetison il est plus facile de montrer que I'infimum est
atteint, et il existe une application optimale de transpgrt y) € I'. Le théoréme de BENIER[Bre91] montre sous
une condition supplémentaire sur les mesures, que le gopbette application optimale est bien une application
de transporfx, T(x)). Ainsi les problemes de Monge et de Kantorovitch coincident

Théoreme 7.3.1 (RENIER'91) Supposong absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgues Alo
existe une application mesuratiletelle quev = T#u etT = Vg avecp une fonction convexe. Dans ce cas, on a

P, v) = ~ V@ du().
W= [ b= Vowf duco

Dans le cadre de I'application du théoréme deeRIER, la mesure optimale est donnée par= (idr: ® Vo) #1.

7.3.3 Ecriture du schéma pour le systéme de Patlak—Keller—§el (7.3)

La fonctionnelle d’énergie libr& associée au systeme (7.3) (avant ‘blow—up’) est donnéeBeac)8]
t = Glpl(®) = Slpl®) + Wipl®),
avecS[p](t), I'entropie de Boltzmann
Slpl(t) == L p(t,x) log p(t, x) dx

et W[p](t) I'’énergie d'interaction

Wil =% [ [ ptt0pt,mtogi - yiaray,

La discrétisation en temps, selon le schéma de JKO donmg@iitime suivant. Considérons un pas de temps
At > 0 et une condition initialg, € PgC(IRd). La suite considéré@™),cn est définie pap0 = po et
1
n+1 inf { = n 2} 7.52
pr €arg inf Glpl+ 54" o)y, (7.52)

ouK cC SD;C(IRd) est muni d’'une structure Riemannienne compatible avecdtmtied de Wasserstein. Dans
[BCCO08], les auteurs montrent I'existence de minimiseufs.52) dans le cas sous—critigue< x., ainsi que la
convergence de ce schéma lorsque le pas de texmpend vers zéro.
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7.3.4 Cas particulier de la dimension 1

Dans le cas de la droite réelle, considérgres v deux mesures absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue, de densités respectifedt g. Soit Vo le transport optimal de: surv donné par le théoréme de
BRENIER (Théoréme 7.3.1). En dimension plus grande quepite transport optimal, est solution de I'’équation
de Monge—Ampére :

f =goVpDetD?*p,

qui ne peut étre résolue en général de fagon explicite. Cgmeren dimension un, comme nous le détaillons le
systeme est plus simple.
SoientF etG les fonctions de répartition des fonctiofiet g définies par

F(x) = f ) dy = u(l - 0, 7))

Puisque, les mesures sont positives, leurs fonctions datign sont croissantes et il est facile de définir leur
pseudo—inverse :
V(z) = Fl(z) :=inf {x : F(x) > z}.

D’aprés le Théoreme 7.3.1 et la définition de la mesure imRéérition 7.3.2), nous obtenons :

X ' (x)
F(x) = f f() dy = f () dy = Gog'(x).

(o9

Ainsi, le transport optimal peut étre donné explicitemesmme¢’ = G™! o F et la distance de Wasserstein
peut—étre exprimée sous la forme suivante

1
P(u,v) = fo [F"(m) = G m)[* dm, (7.53)

beaucoup plus maniable et facile d'utilisation. La transfationp — F~! transforme la distance de Wasserstein
en la distance Euclidienne entre les fonctions inverse pirtiéion. Cela a pour conséquence d’aplatir la métrique
et d'améliorer grandement la formulation des flots de gradiassociés.

Dans [BCCO08], les auteurs utilisent cette propriété poustrire un schéma d’Euler implicite en temps pour le
systeme (7.3) unidimensionnel, schéma qui correspondhansr JKO via la représentation (7.53) de la distance
de Wasserstein. Cette approche du schéma de JKO est égafméfénée a I'implémentation directe de (7.52)
difficile dans le cas du systeme de Patlak—Keller—Segeludi&taut de convexité de la fonctionneffe il manque
une propriété de contraction pour la distance de Wasserstei

La fin de ce paragraphe est consacrée a la description declegma numérique. Dans ce qui suit nous décri-
vons les travaux de BANCHET, CALVEZ et CARILLO [BCCO08], puis a la Section suivante nous détaillerons notre
schéma, extension de leurs travaux, a la lumiére de la géiscridu systéme apres ‘blow—up’ (7.27).

SoientF, etF,.; les fonctions de répartition associée respectivemeritet p"”. D’apres I'expression de la
distance de Wasserstein sur la droite réelle (7.53), lensat{&.52) peut étre réécrit én, = F,' etV,,1 = F;il,

comme le flot de gradient de I'inverse de la fonction de régiamtsous la structure associée a la distabrgesoit :

. > 1 2
Viacarg | inf |GIWL+ S lW = Vil |

1 1 1
GIW] = — fo 1ogw'(m)dm+§ fo fo log |W(m) — W(z)| dm dz.

Dans ce cas, la métrique est Euclidienne, et donc I'équdtBuler—Lagrange associée a ce probleme de minimi-

sation est la suivante : Vs (m) — V()
m) — m N
an =-VG[V,l,
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7.3. Le schéma de Jordan—Kinderlehrer—Otto

—

~

A J

(a) Fonction densité (b) Fonction de répartition (c) Inverse de la fonction de répartition

FIG. 7.3: Visualisation de la fonction densité, de sa fonction de répartition sadenction de répartition inverse. Nous re-
marquons qu’un maillage uniforme pour l'inverse de la fonction dertiéjoa@ entraine un raffinement automatique
autour des points d’explosion.

ouV est 'opérateur gradient usuel sif(R). Cette équation d’Euler—Lagrange peut-étre réécrite cesunt

-1
_ Vn+1(—m)A; Vi) _ % [(—W’(;;fm)) + XH[V,], (7.54)
OUH est lié a la transformée de Hilbert et défini par
H[V](m) := 1 lim __ 1 dz.
T e=0 Jyumy-vizize V(M) — V(2)

Reste a discrétiser également en espace. La grille estrongfmotonsim le pas d’espace, constant. Si nous
posonsV}, := V,(i Am), pour touti = 0,...,I, et Am = 1, la discrétisation en espace par différences finies de
(7.54) est la suivante :

V711+1 B V’l1 _ 1 1 XAm . 1
- At Ty _yi i Vi1 + hn% i
— — - Tt £ ) 1 —
n+1 n+1 n+1 n+1 J'¢|VL+1—VZ+1|Zf Vn+1 Vn+1
avec la condition initialé’y = pg. Nous imposons des conditions de Neumann aux bords poustié&pne exprimé
en la fonctionp ce qui nous donne aprés changement de fonction, pountout

1
=0 et ——=0,

de sorte que le centre de masse est conservé :
I

vn, Y Vi=0.

i=0

A chaque pas de temps, la solution de ce systéme non-liréstiebtenue par une procédure de Newton—
Raphson.

Remarque 19 Nous visualisons a la Figure 7.3, le changement de fonctiodessinant le graphe de chacune
de ces fonctions. L'essentiel a retenir pour la suite esaqui pic pour la densité correspond un plateau pour
I'inverse de la fonction de répartition.

Nous donnons les résultats numériques pour ce schéma aule Fig. Pour cette simulation, nous avons choisi
x = 5/2 et la condition initiale

2m —1
(m(1 —m))+
Nous présentons les résultats en terme de fonction de itépainverse Figure 7.4(a) et pour la densité Fi-
gure 7.4(b), aux mémes temps. Nous remarquons, au fur et@rengpse la densité forme un pic, I'établissement
d’'un plateau sur le graphe de la fonction de répartitionrswe

Vo(m) =
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@ (b)

FIG. 7.4: Résultats numériques pour le schéma avant explosion, en frdé condition initiale, en trait rouge la condition a
10(m—-0.5) _
e 1

I'arrét de l'algorithme ;x = 5/2 et Vy(m) = W

7.4 Adaptation du schéma apres blow—up

Dans [BCCO08], comme nous I'avons décrit précédemment,utsies donnent un schéma numérique pour le
probleme (7.3) en dimensiah = 1, pour des temps avant explosion. Pour ce faire, ils écrileptobléme en
termes de distance de Wasserstein et ils obtiennent desdatupour I'inverse de la fonction de répartition de la
densitép.

Notre but est, en s’inspirant leurs idées, d’étendre cersahgux temps aprés explosion en s'appuyant sur la
description du systéme donnée par le systeme (7.27).

L'idée de base est la suivante : puisqu’'une masse de Diradg@densité correspond a un plateau en terme de
fonction de répartition inverse, nous suivons la décontjposde la solution en partie continue et masses de Dirac
(7.26) : nous “coupons” les parties aplaties pour mettrevadeace les masses de Dirac, puis nous “recollons” les
deux branches restantes qui correspondent a la partieaenti

Soyons un peu plus précis et écrivons I'équation (7.27) enes de fonction de répartition inverse.

Soit la fonction de répartitioR correspondant a la partie continue,

X
F(x) = f p(m)dm, (7.55)
etV = F!, son pseudo—inverse.

Léquation vérifiée par la fonctiol est la suivante :

- -1
o7 =2 [(W(’”)) + XHL[V] + xHa[V, V], (7.56)

T om om

oU H, est le terme correspondant aux interactions entre lexcpkaside la partie continue :

Hl[V] = l lim ; dZ,
T e=0 Jigm-vz)ze V(m) = V(z)

et H, le terme correspondant aux interactions entre la partigragnet les masses de Dirac :

L

1 M
H)V,V]=— _,
2 ] HZV(m)—xf

ouM! etx! sont respectivement la masse et la position d& faasse de Dirac d&. Notons que s'il n'y a pas de
masse de Dirac, ce terme s’annule et nous retrouvons liéquat54).
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7.4. Adaptation du schéma aprés blow—up

Nous omettons dans la suite la barre, étant convenu quedtiorV correspond a la partie continue, la partie
discréte étant décrite par les masa€set les positiong? des masses de Dirac.

Nous notons/, I'approximation de la solution au temps = n At au pointw = iAm,i=1,...,I,IAm = 1.
Nous discrétisons le probléeme comme suit :

Via Vi 1 1 A 1w M
S ”:vi“ T —v11+X7m Z — +EZV = | @57)
n+ n+1 n+1 n+1 |V:1+1 n+1|>£ Vn+1 Vn+1 =0

avec un pas d'espace constant égalia La méthode des différences finies que nous utilisons esthénsa
d’Euler semi—implicite. Une procédure de Newton—Raphstrutlisée pour résoudre ce schéma implicite. Nous

1
imposons des conditions de Neumann pour le probleme poséspadensité (7.27),e. pour toutn, W =0
1 . .
et iy =0, de sorte que le centre de masse soit conservé.
n~ Vn

Remarque 20 En pratique, pour gagner en rapidité, nous utilisons unedissation semi—implicite et I'équation
(7.57)est remplacée I'équation discréte suivante :

Vi = Vi 1 1
- At = i+1 V1 Vl Vz 1 +
Vn n+1 n+l U n+l
L
Am 1 Am 1 M
¥ E-CON S-S S S o

T i _vyl Tt : - V] T Vi xt

[j—i<L,IV!, —V’+1\>c n+1 n+1 lj—il>1, |Vn+1—v}{‘|zg n+1 n =0 ' n+l

Nous réalisons ainsi des simulations avec une conditidiali@iV, choisissant le paramétpede sorte qu'il
apparaisse des points de concentration en temps fini. ldeikpl correspond a I'apparition d'un plateau dans le
graphe de l'inverse de la fonction de répartition. Touteifficdlté consiste a déterminer numériquement quel est
le temps d’explosion et quelle partie du plateau constaumaadsse de Dirac.e. combien nous devons couper.

7.4.1 Heuristique

Une maniére de répondre a cette question est de reprenigi@ithme de [BCCO08] décrit a la Section 7.3.4 et
de comprendre pourquoi le schéma échoue a I'approche gqedsmn.

Cet algorithme s’arréte juste avant I'explosion, a chaauig ppar défaut de convergence de la procédure de
Newton—Raphson. Pourquoi, a I'explosion, la procédure eethin ne converge-t-elle pas ? L'idée est basée sur
la remarque suivante. Supposons que pour des raisons d&isydedla condition initiale, on sache que la masse
de Dirac apparaitra en = 0. A I'approche de I'explosion, la procédure de Newton—Raphdoit résoudre une
équation similaire a

qui n'a manifestement pas de solutioni4i est trop proche dé (a distance de I'ordre de/Af). Dans ce cas, on
doit considérer qué&’; | est en) et appartient au plateau, c'est-a—dire a la masse de Dirac.

7.4.2 Algorithme « cut & paste »

Avant de rentrer dans les détails de I'algorithme, nousamsiici en donner les principes de base.

Suite a la remarque précédente, Section 7.4.1, nous comsglgue lorsque la procédure de Newton—Raphson
ne converge pas, nous devons prélever de la masse dansidacpattnue pour la replacer dans un ou plusieurs
Dirac. Il y a plusieurs fagons de procéder : nous pouvonsséér une nouvelle masse de Dirac, soit augmenter la
masse d’'un des Dirac existants. Une masse de Dirac, c’'@lteas plateau de la fonction de répartition inverse,
est repérée par le point de plus faible pente. La longueupldésaux est déterminée ainsi : nous nous donnons
un seuiln (le choix den est discuté au paragraphe suivant) et tout point dont lartista une masse de Dirac est

217



Chapitre 7. Description et simulation du systéeme Patlalleik&egel 1D apres « blow—up »

inférieure an est considéré comme appartenant au plateau corresportidioriceincorporé a la masse de Dirac.
Lorsqu’un plateau est ainsi repéré, nous enlevons lesgpoamtespondants de la partie continue et les remplacons
par un unigue point ayant pour ordonnée la position de laendsDirac correspondante. La masse du Dirac est
mise a jour avec la longueur du plateau prélevé qui correspgactement a I'ajout de masse. Notons qu’ainsi le
nombre de points de la discrétisation, noté I, de la partigicoe diminue. L'algorithme s’arréte lorsqu’il n’en
reste que 5.

Enfin, nous ne devons pas oublier de déplacer les massesateselon I'équation (7.27). Si deux masses de
Dirac se trouvent trop proches, a une distance de I'ordrg d#es fusionnent.

Dans le paragraphe qui suit, nous détaillons pas a pas [esséda notre algorithmé.correspond aux nombres
de masses de DiraEle nombre de points de discrétisation pour la partie costiM{ (resp.x’) est la masse (resp.
la position) de I masse de Diradlag est un drapeau qui indique le nombre de passage dans la precé@ut
& Paste » ; au premier passage, nous regardons si la taillplatesux déja existants a augmenté. Au deuxiéme
passage, qui signifie que la procédure précédente n'a pasnswfs regardons si d’autres masses de Dirac sont
apparues.

Algorithme. Placons nous au temfis= ' = n At et sUppoOSoONs que Nous avons calculéw'g:pourk <mnet
i€[0,I].
flag = 1

I >5
n fixé
Etape 1 Calcul deV;‘l+1 pouri = 0,...,I solution de I'équation discrete (7.57) a I'aide d'une prha® de Newton—
Raphson.
* l'algorithme de Newton—Raphson converge

Aller 2 I'  Etape 2
flag «— 1

* l'algorithme de Newton—Raphson ne converge. pas
Réaliser la procédure « Cut & Paste ». Aller a I Etape CP.

Etape 2 Déplacer les masses de Dirac selon I'Equation (7.27) diséeéde la facon la plus simple :

k
¢ e X Am M
X = %= AL Y, o+, | (7.59)

—_ 1 —_—
W Tse T T Vi g Xn

Aller a I' Etape3

Etape 3 Procédure de fusion des masses de Dirac

* Si pour toutj # k, |x/ — x| > 21,
Aller & I'  Etape 4

* Sinon, silx/ — x| < 21, nous devons fusionner les deux masses de Dirac corresgesda
e Calcul de la position de la masse de Dirac obtenue par fusion;
o — (M xf + M) J(M + MY
e Calcul de la nouvelle masse;
M/ — M/ + M* +|j - k| Am;
e Couper la partie continue située éventuellement entredes thasses de Dirac. Voir Figure 7.5.
e Aller & I' FEtape4

Etape 4 Faire avancer le temps.

T «— T + At
n «— n+l
Aller a I'  Etape 1
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X A X A

-
@

(@) (b)

FiG. 7.5: Fusion de deux masses de Dirac

Etape CP Procédure « Cut & Paste ».

* Siflag=1 :

Etape CP—1 (a) SiL > 1,
Aller a I' FEtape CP-2
(b) SinonL=0,
o L «— 1;
e Déterminer le point de pente minimaig;,, (i, V') ;
e Stocker cette pente comme pente de référence.
SR < Smin »
Mémoriser I'emplacement de la nouvelle masse de Dirac;
x! «— Vi. Voir Figure 7.6.
e Aller a I' Etape CP-2
Etape CP— 2 Tout point & une distance au plysd’une masse de Dirac est considéré comme appartenant a la
masse de Dirac.
e Repérer tous les points & une distanate la¢® masse de Dirac située efy. C'est un plateau,
on repere l'indice de debuf,, et de finif;, du plateau. Voir Figure 7.7(a).
e Calculer la masse correspondant a cette partie ;
M «— (ifiy — lgep) A ;
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FIG. 7.6: Repérage de la premiére masse de Dirac

e On remplace ce plateau par un seul point d’ordonviée
e Mettre a jour la masse dfj Dirac;
Ml — MY + m;
e Recoller les deux branches (Figure 7.7(b) ;
Ie— 1 -( ifin = lgen) ;
e flag «— O;
e Aller a I' FEtapel

* Siflag=0 : apparition d’une nouvelle masse de Dirac.

Etape CP—+ e Repérer le point de pente minimaig, ; (i, V,i). Sisuin = Sr = 10%, nous décidons que nous
avons une nouvelle masse de Dirac en ce point.

XL+1 - V;“

L «— L+1;

flag «— 1;

Aller a I' Etapel

Remarque 21 (A propos du maillage)Un maillage régulier pour I'inverse de la fonction de régéan semble
approprié au probléme que nous regardons. En effet, il cotnedes points de discrétisation autour de plateaux
pour I'inverse de la fonction de répartition ce qui se répgepar une concentration des points de discrétisation
autour des pics de la densité. Nous avons illustré cela adafé 7.3, en matérialisant par des points rouges, les
points de discrétisation correspondant a un maillage réaguypour I'inverse de la fonction de répartition.

Le fait de perdre des points au fur et a mesure de I'algorithpoar la description de la partie continue
n’entraine pas de perte de précision, car chaque mailleegpond au méme élément de masse quel que soit
le nombre de mailles.

Remarque 22 (A propos de la fusion de deux masses de Dira&n pratique, lorsqu’on fusionne deux masses
de Dirac, les plateauxi.€. les deux points rouges sur la Figure 7.7(a)) ne sont distgnesd’une maille.
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X A X A

(@) (b)

FIG. 7.7: Repérage d'un plateau, découpe et recollage

Pour la fusion de deux masses de Dirac, nous choisissonsderpga masse de Dirac résultante de cette fusion
au centre de gravité du systeme formé par les masses de Dieachoix correspond a négliger toute la masse en
dehors de ces deux points d’accumulation ; dans ce cas, é&larthéorie du probléeme a deux corps le systéeme
conserve son centre de masse et la masse de Dirac résulasiteis logiquement au centre de gravité du systeme.

Remarque 23 Le systemé¢7.57)ainsi que I'algorithme décrit ci-dessus s’apparentent ssahéma de particules
pour I'équation de Keller-Segér.1)[HS09]. En effet’ décrit en quelque sorte la position du nuage de particules.
Une différence majeure néanmoins réside dans le fait qu@descules restent ordonnées au cours du temps
(condition de croissance dé). La diffusion Brownienne est remplacée par un opératetermdiniste équivalent
au Laplacien.

Une condition CFL ou comment choisirn ?

Une question reste encore en suspend : comment choisirilejgeNous avons déja mentionné certains indices

indiquant que) devrait étre de I'ordre de/At.
Dans le cas d’'une discrétisation explicite, la conditio.@Bnnée dans [GT06] se traduit dans notre cas par :

n < V6AL. (7.60)

Il semble gu'il existe également une telle condition poursashéma implicite. Pour notre algorithme on fixe=
V6At la condition CFL.
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-5 T T T T T T T T SO BT OT T 2T 61820

(@) (b)

FiG. 7.8: Evolution de la solution dans les deux variables dans le cas syneéniga une seule masse de Dirac

Remarque 24 Dans [HS09], les auteurs donnent une description stochasties particules pour le systéeme de
Keller—Segel 2D. lIs utilisent la théorie des deux corpsrticrire le mouvement de deux particules lourdes assez
proches et trouvent que deux telles particules entrent #isiom si et seulement si la distance entre ellegrifie :

M + M?
d< TAL

Le lecteur notera que cette condition est comparable a cgléenous choisissons dans notre schéma.

7.4.3 lllustrations numériques

Nous réalisons des simulations numériques dans diffépaistsDans tous les cas, le pas de temps choisi est
At =5-1073,

Cas symétrique, une seule masse de DiradNous choisissong = 5/2m et la condition initiale symétrique,

2m —1
Vo) = Gty
En posanfy = 5/27, nous sommes certains de n’obtenir qu'une seule masse de €ir2n < y < 4m. Nous
présentons a la Figure 7.8 les résultats numériques soudatenes. Nous donnons a la Figure 7.8(a) I'évolution
de la fonction de l'inverse de la fonction de répartitiongdion a reconstruit avec les plateaux. En trait gras
on donne la condition initiale, en trait rouge la conditiomafe. La Figure 7.8(b) représente la fonction densité
correspondante avec la masses de Dirac représentées parrkssdont la longueur représente la masse du Dirac.

Cas symétrique, deux masses de DiracNous choisissons cette fois= 57 et une condition initiale toujours
symétrique,
—1 + 2¢10m=5 1

Vo) = o5 Gt — )

Nous présentons a la Figure 7.9 les résultats numériqguesdsax formes. Nous donnons a la Figure 7.9(a),
I'évolution de la fonction de I'inverse de la fonction de agfition, que I'on a reconstruit avec les plateaux. Les
conventions pour la visualisation sont les mémes que darsslprécédent. La Figure 7.9(b) représente la fonction
densité correspondante.
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FiG. 7.10: Evolution de la solution dans les deux variables dans le cas ndtryme pour une condition initiale présentant
deux pics d’amplitudes inégales

Cas non symétriqgue Nous choisissons cette fois = 107t et une condition initiale cette fois non symétrique,
présentant deux pics d’amplitudes inégales :

—1+ 2625(m—0.45) 1

Vio(m) = 1 4 2e2501=05)  (m(1 — m))l/4"

Nous présentons a la Figure 7.10 les résultats numériqusgisaix formes. Nous donnons a la Figure 7.10(a),
I'évolution de la fonction de I'inverse de la fonction de agfition, que I'on a reconstruit avec les plateaux. Les
conventions pour la visualisation sont les mémes que dansag précédents. La Figure 7.10(b) représente la
fonction densité correspondante. Nous observons que dar@saine seule masse de Dirac apparait, I'autre ‘bosse’
de concentration se faisant absorbée peu a peu vers le patendentration.

Remarque 25 Au Lemme 7.2.10, nous avons conjecturé que la partie régudie la densité s’annule aux points
de discontinuité. Cette conjecture se confirme numérignenha Figure 7.11 représente la densité de cellules
et la masse de Dirac pour une condition initiale de type geums®, symétrique et = 107t. On observe bien
I'annulation de la partie continue a I'emplacement de laadistinuité, ce qui est en faveur de la conjecture.
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chi=10, T=0.0165

0.0 T T T T T T T T T T T T T T
-25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

FiG. 7.11: lllustration de la conjecture du Lemme 7.2.10

7.5 Conclusion et perspectives

Nous avons pu décrire, a I'aide de la notion de mesure de tlédasysteme de Patlak—Keller—Segel modifié
en dimensionl = 1 aprés explosion. La difficulté par rapport aux travaux de.BEAULT et SCHMEISER[DS09]
réside essentiellement dans I'apparition en dimendienl de la transformée de Hilbert tandis qu’en dimension
d = 2 le noyau logarithmique est la solution fondamentale deugigpn de Poisson. La formulation obtenue nous
a permis d’étendre le schéma deMICHET et al.[BCCO08] aux temps apres explosion. Bien que ce schéma soit
fondé sur des notions fines liées a I'utilisation d’une ndlevetructure Riemannienne, il s’exprime facilement en
dimensiond = 1 car la distance de Wasserstein a une expression expliciseagacas.

Il existe de nombreuses perspectives a ce travail. Outrér@dstration du Lemme 7.2.10 qui est un travail
encore en cours, NoUs avons remarqué que numériqguemestfidola masse de Dirac apparait, la longueur du
plateau correspondant, c’est—a—dire la masse concentgara d’accumulation, est exactement égale a la masse
critique, a une taille de maille prés. Une analyse mathé&matplus approfondie pourrait peut-étre confirmer cette
observation.

A plus long terme, nous pourrions envisager d'étendre ce tigpschéma aux dimensions supérieures. Un
travail allant dans ce sens a été réalisé parICLO et MoLL. Les auteurs proposent dans [CM10] un schéma
numérique pour des équations non-linéaires écrites enloonées Lagrangiennes. A nouveau leur travail est lié
a I'étude d'équations de flots de gradients par rapport aslanice de Wasserstein.
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Résumé

Modélisation, analyse mathématique et simulation numérige de problémes issus de la biologie

Cette these est consacrée a I'étude de quatre problemsslessabiologie.

Le premier concerne la modélisation d’'une population deastéses. Le modéle abouti a une équation de
McKendrick-Von Foerster : une équation de conservationindiun terme au bord non-local. Nous montrons
I'existence d’une unique solution et étudions son compoete asymptotique a l'aide de la notion d’entropie
relative généralisée. L'étude numérique utilise le schévENO.

Le deuxieme concerne la modélisation de la respirationshtudions la simulation des flux d’air dans I'appa-
reil respiratoire a I'aide d’'un modele multi—échelle. Lestgme obtenu posséde des conditions aux bords dissipa-
tives non—usuelles. La méthode numérique employée est attede de décomposition qui permet de réduire le
probléme a la résolution de problemes de Stokes avec conslaiux bords de type Dirichlet—Neumann classiques.
Puis nous proposons un modele pour les échanges gazewantdiitétérogénéité de I'absorption de I'oxygene
le long de l'arbre bronchique.

La troisieme partie concerne la cascade MAPK dans des a®dg Xénopes. La modélisation améne a une
équation de type KPP. Aprés une étude mathématique motigeistence d'un front d’'onde, nous réalisons une
étude numérique fine du systéme.

Enfin, nous étudions le systéme de Patlak—Keller-Segel *&saxplosion. Apres une étude mathématique
permettant de décrire le systéme apres explosion a I'aiteedhesure de défaut, nous donnons un schéma numé-
rique adoptant le point de vue du transport optimal et paeanetie simuler le systeme apres explosion.

Mots-clés: biologie, métastases, McKendrick—Von Foerster, respinalNavier—Stokes, conditions dissipatives,
effets d’écrantage, MAP Kinase, front d'onde, Keller—Segeesure de défaut, transport optimal.

Abstract

Modelisation, mathematical analysis and numerical simulabn of problems coming from biology.

We investigate four models coming from biological contexts

The first one concerns a model describing the growth of a adipual of tumors. This model leads to a
McKendrick—Von Foerster equation : a conservation law withon—local boundary condition. We prove the ex-
istence and unicity of a solution, then we study, using theegd relative entropy, its asymptotic behavior. We
provide numerical simulations using WENO scheme.

The second part concerns the modelisation of the respirdtiost we study the air flux in the bronchial tree
using a mulstiscale model. The system present non—usisgpdisve boundary conditions. The numerical scheme
we use is based on a decomposition idea that reduce the sigsthenresolution of Stokes problems with standard
Dirichlet-Neumann conditions. Then, we propose a modeteworng the gas exchanges bringing to light the
heterogeneity of the absorption of oxygen along the braidtee.

The third part concerns the MAPK cascade in Xenopus oocytesmodelisation leads to an equation of KPP
type. A mathematical study shows the existence of trayglvaves. Then we provide a detailed numerical study
of the system.

Finally, the last part, concerns the system of Patlak—ikeiegel 1D after blow—up. The mathematical study
provide a description of the system after blow—up, basechembtion of default meausure. Then we propose a
numerical scheme, adopting the optimal transport viewyanid allowing to simulate the system after blow—up.

Keywords: biology, metastasis, McKendrick—Von Foerster, respirgtiNavier—Stokes, dissipative condtitions,
screening effects, MAP Kinase, wave propagation, Kellegeh default measure, optimal transport.
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