IMAFA 2017— Modeles Mathématiques Continus pour la Finance
TD1 — Partie 2

Révisions calcul stochastique

Exercice 1 Rappel sur les changements de probabilité dans un cadre brownien

1. Soit Z = (Zi);>, un mouvement brownien standard défini sur I’espace probabilisé filtré
(22, A, F,P). On note (F);5 sa filtration naturelle. Montrer que le processus X = (X¢);5
défini par X; = Z2 —t pour t > 0 est une F;—martingale.

2. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Z = (Zt);>¢ un mouvement brownien standard.

(ii) Zp = 0 et pour tout A réel, le processus (exp <)\Zt — /\;t)) . est une F;—martingale.
t>

3. Soit A fixé. On définit le processus L = (Lt),»( par L = exp </\Zt — ’\2—275)

a) Soit T > 0 fixé et A € Fp. On pose Q(A) = Ep[Ly14]. Montrer que Q définie une
probabilité sur (2, Fr). On peut donc, pour tout A réel, définir un changement de pro-
babilité grace au processus L. Le processus L est la densité de Radon-Nikodym associée
au changement de probabilité P — Q et on note :
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b) Soit X une variable aléatoire sur (€2, Fr), 'espérance de X sous Q est définie par :
Eq[X] = Ep[LrX].

Montrer que pour toute variable aléatoire F;—mesurable avec 0 <t < T, on a Eg[X] =
Ep[L: X]
¢) Montrer la formule de Bayes suivante. Pour tout Y € L%(P) :

1
EolY | ] = L—tEp [L7Y | F].

4. Soit Z* = (Z})1>0, le processus défini par Z; = Z; — M, t € [0,T].
a) Montrer que pour tout 0 < s <t < T et tout réel « :

Eolexp (a2 - Z0)) | ] = exp 3%t - 9)) .

b) En déduire que Z* est un mouvement brownien sous Q.

5. Soit r le taux d’intérét sans risque que ’on suppose constant. Considérons un actif risqué S
dont la dynamique de prix sous P est régie par 'EDS

dsS;

— = udt dZz.
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ou u désigne le rendement attendu et o la volatilité. Déterminer le parametre A de la densité
de Radon-Nikodym L tel que sous la nouvelle probabilité Q, la dynamique de D'actif ait la

forme suivante :
dS;

S

Expliquer pourquoi QQ est aussi appelée “probabilité risque neutre”.

=rdt+ odZ;.

6. Montrer que sous Q, le prix S; = e~ "S, de D'actif actualisé au taux sans risque est une
Fi—martingale.

Exercice 2 On considére un processus d’Ité6 X défini pour tout ¢ > 0 par :

t
Xt:/ (1 + X,)dWs.
0

ou W est un mouvement brownien standard.

1. Donner l’equation différentielle stochastique vérifiée par le processus Y tel que Vi > 0,
Y =In(1 + Xy).

2. En déduire pour tout ¢ > 0 une expression de X; en fonction de W;.

Exercice 3 On considere le modele de Vasicek ou I’évolution des taux d’intérét court-terme
est modélisée par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck défini par 'EDS suivante :

dXt = (O[ — ,BXt)dt + O'th,

ol «, 8,0 sont des constantes positives et W est un mouvement brownien standard.

1. Soit Y le processus défini par V; = ' X;. Determiner 'EDS vérifiée par Y.

En déduire une expression analytique pour X;, faisant intervenir une intégrale de Wiener.
Déterminer la loi de X; pour tout ¢ > 0.

A quoi correspond le coefficient %?

AN O o

Quel est le principal inconvenient du modele de Vasicek pour les taux d’intérét ?

Exercice 4 On souhaite maintenant modéliser I’évolution des taux d’intérét par un processus
CIR (Cox-Ingersoll-Ross) défini par 'EDS suivante :

dXt = (Oé — ,BXt)dt + oy\/ Xtth,

ou «, 3,0 sont des constantes positives et W est un mouvement brownien standard. On peut
montrer que si la volatilité n’est pas trop élevée par rapport au parametre «, i.e., lorsque
a > %02, alors X; > 0 presque stirement si Xy > 0.

1. En considérant le processus Y; = ePt X, montrer que Iespérance de X; est la méme que dans
le modele de Vasicek.

2. Calculer la variance de X; pour tout ¢+ > 0 (On pourra considérer le processus Z; = Y;?).



