IMAFA 2016— Modeles Mathématiques Continus pour la Finance
TD1 — Exercices de probabilités

Dans toute la feuille, on note 2 I’espace probabilisé de référence, F la tribu associée et P une loi de
probabilité définie sur (2, F).
Exercice 1 : Calculs sur la loi gaussienne
1. Soit X une variable aléatoire de loi gaussienne N'(m, o?). Apres avoir rappelé la fonction de densité
de X (que I'on notera gx), calculer successivement E (X), E (X?) et E (exp {AX}) pour A € R.
Exercice 2 : Inégalités sur les lois

1. Soit X une variable aléatoire réelle qui appartient & l'espace LP(£2) pour 1 < p < 4o00. Prouvez
I’inégalité de Tchebychev :

1
VAS 0, B(X]2) < SE(XP).

Indication : Poser A := {w: |X| > A} et établir que : [|X|PdP > [ |X|PdP
Q A
2. En déduire que, s'il existe a > 0 tel que M = E(exp(a|X])) < 0o, on a, pour tout A >0 :

P(|X]|>\) < Me

Exercice 3 : Simulation de v.a. : algorithme de Box-Miiller

Soient U; et Us deux v.a. indépendantes uniformément distribuées sur (0,1). Déterminer la loi
jointe des v.a. R = v/—2InU; et 6 = 27U,. Faire de méme pour le couple (X,Y) défini par X =
Rcos(f) et Y = Rsin(f). Démontrer que X et Y sont indépendantes.

Indication : on se rappellera de la formule de changement de variables dans R™

Exercice 4 : Vecteurs gaussiens et corrélation

Soient p € [-1,1], pr; € R et sz» € R%_ pour j = 1 et 2. Soient Y7 et Yo deux variables aléatoires
indépendantes de méme loi N(0,1). On définit

Xi=m+oY1 et Xo=py+oa(pY1+ 1 -p?Ya).
1. Calculer la matrice de covariance de X; et Xo, puis calculer leur corrélation, définie par

COV(Xl, XQ)

Cor(X1, Xo) = V/Var(X;)Var(Xs)

2. Quelle est la densité de (X7, X5) ? En déduire que la densité conditionnelle fx,—,(y) de X5 sachant
X7 = z est la densité d’une variable aléatoire réelle gaussienne de moyenne us + pg—f(x — p1) et

de variance o2(1 — p?).



Exercice 5 : Convergence de variables aléatoires

Soit {X, }nen une suite de v.a. gaussiennes de parameétres (m,,o2) telle que limo, =0 >0 et
n

lim m,, = m. Etablir que X,, converge en loi vers une v.a. gaussienne X. Evaluer ses parametres.
n

Indication : on pourra utiliser le théoreme de Lévy.

Exercice 6 : L’espérance conditionnelle
On admet que si H est une tribu indépendante de o(o(X),G) alors :
EX | o(G,H)] = E[X | d]

Soient X1, Xo,..., X, des variables aléatoires i.i.d. sommables et S,, = X1 +...+ X,,. On va montrer

que E[X; | Sp] = =E[X, | Sn] = & On pose :
n

gn = U(STL7 Sn-‘rla .. ) = U(Sna Xn+17 X7L+27 . )

1. Montrer, en utilisant les propriétés de I’espérance conditionnelle, que :
E[Xy | Gn] = E[Xy | Sh]

2. Montrer que E[X; | Sp,] = - = E[X,, | Sn).
(On montrera que pour tout borélien B, E(X11g, ecp) =+ =E(X,1s,e8).)
3. En déduire que

1

E[X1 | Sp] = =E[Xa | Sa] = ~E[Xi +...+Xp | Su] = =S,

1
n
Exercice 7 : Quelques propriétés du mouvement brownien.

Soit (By):>p un mouvement brownien standard.
— Rappeler la définition d’un mouvement brownien.

. » ~ 1
— Pour ¢ une constante strictement positive, montrer que le processus B; := —B.2; est également
c

un mouvement brownien.
— Soit a > 0. Montrer que B; := By4+; — B, est un mouvement brownien.
— Montrer que le processus W; :=tB1 est un mouvement brownien.
t

Exercice 8 : Intégrale du mouvement brownien.

t
I ::/ Bgds
0

1. Etablir qu’a chaque instant ¢ cette intégrale est bien définie (au sens P-presque siir).

Pour ¢t > 0 on définit la primitive

2. En utilisant la définition de l'intégrale de Riemann, établir que I; est de loi gaussienne et déter-
miner ses parametres caractéristiques.

3. Montrer que, pour s < t, la variable aléatoire Iy — I; — (t — s) B est indépendante de Bs.

4. Calculer la matrice de covariance du vecteur (B, I1).



