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Correction Exercice 1 : Modèle de Black & Scholes

Item a
D’après l’exo 1 (on applique Itô à ln(St)):

St = x exp

((
µ− σ2

2

)
t+ σWt

)

Item b
Sous la probabilité risque-neutre, le prix actualisé des actifs est une martingale.

On a sous la probabilité historique P :

dB−1t St = St dB
−1
t +B−1t dSt

On a que Bt = exp(rt) donc B−1t = exp(−rt). Donc:

dB−1t = −rB−1t dt

donc

dB−1t St = St dB
−1
t +B−1t dSt = −rStB−1t dt+ µB−1t St dt+ σB−1t St dWt

= (µ− r)B−1t St dt+ σB−1t St dWt

= σB−1t St

(
µ− r
σ

dt+ dWt

)
= σB−1t St d

(
µ− r
σ

t+Wt

)
On note, pour t ≤ T :

Zt = exp

(
r − µ
σ

Wt −
1

2

(r − µ)2

σ2
t

)
alors, d’après la condition de Novikov

E exp

(
1

2

∫ T

0

(r − µ)2

σ2
dt

)
= exp

(
T

2

(r − µ)2

σ2

)
< +∞

le processus (Zt)0≤t≤T est une P−martingale (On peut aussi regarder l’exo 3 TD 3 sur la martingale de Wald).
Donc on peut introduire une probabilité équivalente à P , notée P ∗ telle que pour toute variable aléatoire Y :

E ∗(Y ) = EY ZT

1



On considère aussi le processus:

W ∗t = Wt +
µ− r
σ

t

On montre que pour toute fonction f mesurable bornée et tout t > 0,

E ∗f(W ∗t ) = E f(W ∗t )ZT = E f(Wt)

donc W ∗t est une processus Gaussien sous P ∗
Donc sous la probabilité P ∗:

dS̃t = dB−1t St = σB−1t St dW
∗
t = σS̃t dW

∗
t

donc le processus (S̃t)0≤t≤T est une martingale locale sous P ∗.
Il faut montrer maintenant que c’est une vraie martingale. On a que:

S̃t = x exp

((
µ− r − σ2

2

)
t+ σWt

)
= x exp

((
µ− r − σ2

2

)
t+ σ

(
W ∗t −

µ− r
σ

t

))
= x exp

(
−σ

2

2
t+ σW ∗t

)
Sous P ∗, W ∗t est un mouvement brownien, donc S̃ est une vraie martingale.
Ce qui montre que P ∗ est la probabilité risque-neutre.
On a de plus:

St = x exp

((
µ− σ2

2

)
t+ σWt

)
= x exp

((
µ− σ2

2

)
t+ σW ∗t −

µ− r
σ

t

)
= x exp

((
r − σ2

2

)
t+ σW ∗t

)
donc sous P ∗, St est un mouvement brownien géométrique, ayant r le taux d’intérêt de l’actif sans risque comme

drift.

Item c
1. D’après la question précédente:

CK,T0 (x) = E ∗(exp(−rT )(ST −K)+) = E ∗
(

exp(−rT )

(
x exp

((
r − σ2

2

)
T + σW ∗T

)
−K

)
+

)

= E ∗(exp(−rT )(ST −K)+) = E ∗
(
x exp

(
−rT +

(
r − σ2

2

)
T + σW ∗T

)
−K exp(−rT )

)
+

= E ∗
(
x exp

(
−σ

2

2
T + σW ∗T

)
−K exp(−rT )

)
+

= E
(
x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
−K exp(−rT )

)
+

2.
La fonction x 7→ (x)+ est nulle si et seulement si x < 0, donc:
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(
x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
−K exp(−rT )

)
+

= 0 ⇐⇒ x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
−K exp(−rt) < 0

⇐⇒ x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
< K exp(−rT )

⇐⇒ exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
<
K

x
exp(−rT )

⇐⇒ −σ
2

2
T + σ

√
TZ < −rT + ln

(
K

x

)
⇐⇒ σ

√
TZ < −

(
rT − σ2

2
T + ln

( x
K

))
⇐⇒ Z < − 1

σ
√
T

(
rT − σ2

2
T + ln

( x
K

))
⇐⇒ Z +

1

σ
√
T

(
rT − σ2

2
T + ln

( x
K

))
< 0

⇐⇒ Z + d2 < 0

De plus, si x ∈ R:

P (Z + x ≥ 0) =
1√
2π

∫ ∞
−x

e−
1
2 z

2

dz = 1− 1√
2π

∫ −x
−∞

e−
1
2 z

2

dz

z→−z
= 1− 1√

2π

∫ ∞
x

e−
1
2 z

2

dz

=
1√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2 z

2

dz

= N(x)

Donc:

CK,T0 (x) = E
(
x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
−K exp(−rT )

)
+

= E
(
x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
−K exp(−rT )

)
1Z+d2≥0

= x exp

(
−σ

2

2
T

)
E
(

exp
(
σ
√
TZ
)
1Z+d2≥0

)
−K exp(−rT )E (1Z+d2≥0)

= x exp

(
−σ

2

2
T

)∫ ∞
−d2

1√
2π
e−

z2

2 eσ
√
Tz dz −K exp(−rT )N(d2)

= x
1√
2π

∫ ∞
−d2

e−
z2

2 +zσ
√
T−σ2T2 dz −K exp(−rT )N(d2)

= x
1√
2π

∫ ∞
−d2

e−
1
2 (z−σ

√
T)

2

dz −K exp(−rT )N(d2)

z→z+σ
√
T

= x
1√
2π

∫ ∞
−d1

e−
1
2 z

2

dz −K exp(−rT )N(d2)

= xN(d1)−K exp(−rT )N(d2)

Item d
Soient h : x 7→ h(x) une fonction dérivable, g une fonction mesurable et Z une variable aléatoire tel que:

h(x) = E g(x, Z)
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Si
∂

∂x
g(x, Z) est dans L1, alors:

d

dx
h(x) = E

∂

∂x
g(x, Z)

Dans notre cas, on a que:

∂

∂x

(
x exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
−K exp(−rT )

)
+

= exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
1Z+d2≥0

qui est dans L1, donc

∂

∂x
CK,T0 (x) = E exp

(
−σ

2

2
T + σ

√
TZ

)
1Z+d2≥0 = N(d1)

On a utilisé les calculs de l’item b.
Pour calculer le Γ, on dérive cette formule:

Γ =
∂2

∂x2
CK,T0 (x) =

∂

∂x
N(d1) = N ′(d1)

∂d1
∂x

=
1√
2π

exp

(
−d

2
1

2

)
1

σx
√
T

Maintenant le θ:

−θ =
∂

∂T
CK,T0 (x) =

∂

∂T
(xN(d1)−K exp(−rT )N(d2))

= xN ′(d1)
∂d1
∂T

+ rKe−rTN(d2)−Ke−rTN ′(d2)
∂d2
∂T

On rappelle que:

d1 = d2 + σ
√
T

d’où
∂d1
∂T

=
∂d2
∂T

+
σ

2
√
T

Ainsi:

∂

∂T
CK,T0 (x) = xN ′(d1)

(
∂d2
∂T

+
σ

2
√
T

)
+ rKe−rTN(d2)−Ke−rTN ′(d2)

∂d2
∂T

En utilisant que:

xN ′(d1) = N ′(d2)e−rTK

on a que:

θ = − ∂

∂T
CK,T0 = −xN

′(d1)σ

2
√
T

− rKe−rTN(d2).

Item e

Sous la probabilité P ∗, ln(ST ) ∼ N (ln(x) + (r − σ2

2
)T, σ2T ), d’où:

P ∗(ST ≥ K) = 1− P ∗(ST ≤ K) = 1− P ∗(ln(ST ) ≤ ln(K))
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P ∗(ln(ST ) ≤ ln(K)) =
1√

2πσ2T

∫ ln(K)

−∞
exp

(
− (z − rT − ln(x))2

2σ2T

)
dz

On pose y =
z − rT − ln(x)

σ
√
T

=⇒ σ
√
T dy = dz d’où

P ∗(ln(ST ) ≤ ln(K)) =
1√
2π

∫ ln(K)−rT−ln(x)

σ
√
T

−∞
e−

1
2y

2

dy = N(−d1)

ainsi:

P ∗(ST ≥ K) = 1− P ∗(ST ≤ K) = 1−N(−d1) = N(d1)

Sous P : ln(ST ) ∼ N (ln(x) + (µ− σ2

2
)T, σ2T ) donc dans la formule précédente on remplace r par µ:

P (ST ≥ K) = N(d)

avec:

d =
ln( xK ) + (µ+ σ2

2 )T

σ
√
T

= d1 +
µ− r
σ

√
T

Correction Exercice 2 : Processus d’Ornstein Uhlenbeck

dXt = x0αe
αt dt+ d

(
eαt
∫ t

0

e−αs dWs

)
= x0αe

αt dt+

(∫ t

0

e−αs dWs

)
αeαt dt+ eαte−αt dWt

= α

(
x0e

αt +

∫ t

0

eα(t−s) dWs

)
dt+ dWt

= αXt dt+ dWt

Comme les fonctions x 7→ αx et x 7→ σ sont globalement Lipschitz et à croissance linéaire, alors on a une solution
unique.

Correction Exercice 4 : Formule de parité put–call.

Item a
Dans un marché dans le quel on fait l’hypothèse AOA, deux actifs qui ont la même valeur à une date T , ont la même
valeur à tout instant 0 ≤ t ≤ T . Soient Ct et Pt les prix respectifs en t du call et du put européen de strike K et de
maturité T et même sous-jacent S.

En achetant 1 call et en vendent 1 put en t, on paie Ct − Pt. On est garantit d’obtenir à l’échéance T le flux:

(ST −K)+ − (K − ST )+ = ST −K

On montre cela en supposant ST −K ≥ 0 et ST −K < 0.
D’autre part ce flux en T , ST −K peut être obtenu par la construction d’un actif en t:

• achat du titre S

• vente de K zero-coupon (K actifs non risqués) placés au taux d’intérêt r fixe.

En t le prix de ce actif est St −Ke−r(T−t) qui à la date T vaut ST −K.
L’AOA garantit l’égalité que le prix des deux actifs sont égaux:

Ct − Pt = St −Ke−r(T−t)
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Item b
On note x = St. Alors le prix du put à partir de la formule de parité:

FP (t, x) = FC(t, x)− x+Ke−r(T−t)

d’où

FP (t, x) = xN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2)− x+Ke−r(T−t)

= Ke−r(T−t)(1−N(d2)) + x(N(d1)− 1)

or N(d2) = P (X ≤ d2) avec X ∼ N (0, 1) et donc

1−N(d2) = 1− P (X ≤ d2)

= P (X ≥ d2)

= P (X ≤ −d2)

= N(−d2)

idem pour N(d1).
D’où FP (t, x) = Ke−r(T−t)N(−d2)− xN(−d1).
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