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December 6, 2016

Correction Exercice 1 : Modele de Black & Scholes

Item a

D’aprés ’exo 1 (on applique Itd a In(.Sy)):

o2
Sy = xexp((u— 2>t—|—th)

Sous la probabilité risque-neutre, le prix actualisé des actifs est une martingale.
On a sous la probabilité historique P:

Item b

dB; 'S, = S,dB; ' + B; ' dsS,
On a que B; = exp(rt) donc B; ! = exp(—rt). Donc:

dB; ' = —rB; ' dt

donc

dB;'S; = S;dB;* + B; ' dS; = —rS;B; ' dt + uB; *S; dt + o B; ' S; dW;
= (p—7)B; 'S, dt + oB; S, dW;

A <“;T dt + th>

- o—Bt_lStd(u Ty Wt)
g

On note, pour t < 71"

r— 1(r—p)?
Ztexp< Uthii( O-QM) t>

alors, d’apres la condition de Novikov

1T (r—p)? T (r — p)?
]Eexp<2/o (7”02M) dt):exp(Q(TOQN))<+oo

le processus (Z;)o<<7 est une P —martingale (On peut aussi regarder I’exo 3 TD 3 sur la martingale de Wald).
Donc on peut introduire une probabilité équivalente a IP, notée P * telle que pour toute variable aléatoire Y':

E*(Y)=EYZr



On considere aussi le processus:

w—r

Wi =W, + t

On montre que pour toute fonction f mesurable bornée et tout ¢ > 0,

E*f(W) =Ef(Wi)Zr = E f(Wy)

donc W;* est une processus Gaussien sous P *
Donc sous la probabilité P *:

dS; = dB; 'S, = o By 1S, dW; = 08, dW;

donc le processus (St)ogtST est une martingale locale sous P .
Il faut montrer maintenant que c’est une vraie martingale. On a que:

R 2 2 _
St :xexp<<u—r— 02>t+0Wt> :xexp<(,u—r— 02>t+a(Wt* _E Tt))
o

o2
= zexp (—2t + UWt*>

Sous P*, W;* est un mouvement brownien, donc S est une vraie martingale.
Ce qui montre que P * est la probabilité risque-neutre.

On a de plus:
o? o? T
S; = wexp b= t+ oW, | =xexp b= t+ oW, — 5 t

o2
= xexp((r — 2>t + UWt*>

donc sous P*, S; est un mouvement brownien géométrique, ayant r le taux d’intérét de I’actif sans risque comme
drift.

Item ¢

1. D’apres la question précédente:

CET () = E*(exp(—rT)(Sy — K);) = E* (exp(—’rT) (x exp((r - U;>T + aW}) - K>+>

2

=E*(exp(—rT)(St — K);) =E* (x exp (—rT + (r - 02>T + aW;> - Kexp(—rT)>+

2
=E" <:c exp (—(;T + 0W§5> - Kexp(—rT))

+

=E (x exp (—022T + o—\/:FZ) — Kexp(—rT))

+

2.
La fonction x — (z)4 est nulle si et seulement si z < 0, donc:



2 2
(xexp(—(;T—k ax/TZ) - Kexp(—rT)) =0 < :cexp(—(;T—F G\/TZ) — Kexp(—rt) <0

+
2
x exp (—UZT + U\/TZ) < Kexp(—rT)
2
exp(—QT—i—a\/»Z) < —exp( rT)
K
—%T—i—o\/TZ < —rT—l—ln()
x

—

—

—
2

— oVTZ < —|rT - 0—T+ln(£)
2 K

—

—

1 o? T

Z<——lrT—ZT+In(=
< gﬁ<r a T n(K))
<

<~ Z+dy <0

o0 2 1 —x
P(Z+z>0)=— e 2 dz=1-— e"2% dz
( ) V2m J_s V2T J_so
z——z 1 e _ 1.2
="1-— e 2% dz
VT Jg
1 © 1.2
= — e 2% dz
V21 ) o
= N(z)
Donc:
CcET(z)=E (xexp( 02 + U\/>Z> - Kexp(—rT))
+
2
=E (x exp( 02 + JfZ) - Kexp(—rT))]lZ+d2>0
o2
= xexp<—2T>E exp (U\/TZ)]lz+d22(]) — Kexp(—rT)E (124+4,>0)
o? ) * 1 2 T
=zexp| —— e~ 7e’V'*dz — Kexp(—rT)N(dy
50 N
s e~ T VT 1o K exp(—rT)N(ds)
V2T /d2
L[ 1(e—ovT)
=r—— e 2\*77 dz — K exp(—rT)N(ds)
V2T _d2
z~>z+o‘f / 1.2
= e 2% dz — Kexp(—rT)N(d)
\/ 2 J—a,
N(di) — K exp(—rT)N(d2)
Item d

Soient h : z — h(z) une fonction dérivable, g une fonction mesurable et Z une variable aléatoire tel que:

h(w) = Eg(x, Z)



0
Si —g(z, Z) est dans L1, alors:
Ox

d 0
(@) =B gl )

Dans notre cas, on a que:

2

) 2
. (az exp <—02T + a\/TZ) — Kexp(—rT)) = exp (—‘;T + aﬁZ) 1z14,>0
+

qui est dans L', donc

9

2
axCéK’T(x) =E exp (—02T + J\/TZ>]IZ+d2>O = N(dy)

On a utilisé les calculs de I’item b.
Pour calculer le I, on dérive cette formule:

0* kT 0 , ady
I'=-3C (x) P V) =N (dl)aix
1 ( d%) 1
= exp| ——=
V2 P 2 ) oaT
Maintenant le 6:
0 k1 0
—0 = 8700 (z) = ﬁ(xN(dl) — Kexp(—rT)N(d2))
8d1 _ _ adQ
_ ! et S rT _ rT N7/ et
=xN'(dy) 5T +rKe " N(d2) — Ke™ "™ N'(dz) a7
On rappelle que:
d1 = d2 + U\/T
N 8d1 o 8d2 g
douor =or tovr
Ainsi:
9 K,T _ ! ad2 g —rT —rT a1/ adQ
%CO (.CE)—.TN (dl) ﬁ—l—ﬁ +rKe N(dg)—K(ﬁ N(dz)ﬁ
En utilisant que:
xN'(d) = N'(dy)e T K
on a que:
!
Item e
2
Sous la probabilité P *, In(S7) ~ N (In(z) + (r — %)T, o?T), d o:
P*(St>K)=1-P*(St < K)=1—-P*(In(St) < In(K))



P*(In(S7) < In(K)) (2 =T — ln(x))z) dz

1 IH(K)
 V2r02T ,/,oo b ( 202T

z—7rT —In(x)
Onposey = ——— 2 — o/Tdy=dzdon
posey T /
) In()=17 —ine) .
P*(In(Sr) < In(K :—/ ’ e 3V dy = N(—d

( ( T) = ( )) m . Y ( 1)
ainsi:

P*(S7 > K)=1-P*(Sr < K)=1-N(~d1) = N(d1)

2
Sous P: In(St) ~ N (In(x) + (p — %)T, 0T donc dans la formule précédente on remplace r par
P(Sr > K) = N(d)

avec:

(L) + (u+ )T

d:
oVT

=di + K ; a VT
Correction Exercice 2 : Processus d’Ornstein Uhlenbeck

t t
dX; = xoae®t dt + d(eat / e~ dWs> = zoae®t dt + (/ e s dVVS> ae®t dt + e*te”* dW,
0 0

t

= a(xoeo‘t + / e(t=5) dWs> dt + dW,
0

= OéXt dt + th

Comme les fonctions z — ax et x — o sont globalement Lipschitz et a croissance linéaire, alors on a une solution
unique.

Correction Exercice 4 : Formule de parité put—call.

Item a

Dans un marché dans le quel on fait I’hypothese AOA, deux actifs qui ont la méme valeur a une date 7, ont la méme
valeur a tout instant 0 < ¢t < T. Soient C; et P, les prix respectifs en ¢ du call et du put européen de strike K et de
maturité 7" et méme sous-jacent .S.

En achetant 1 call et en vendent 1 put en ¢, on paie C; — P;. On est garantit d’obtenir a ’échéance 1" le flux:

(57— K)y — (K= 57)4 =57 - K

On montre cela en supposant S — K > 0et Sp — K < 0.
D’autre part ce flux en 7', ST — K peut étre obtenu par la construction d’un actif en ¢:

e achat du titre S
e vente de K zero-coupon (K actifs non risqués) placés au taux d’intérét r fixe.

En ¢ le prix de ce actif est S; — Ke™ """ qui a la date T vaut Sp — K.
L’ AOA garantit 1’égalité que le prix des deux actifs sont égaux:

Ct - Pt = St - K@iT(Tit)



Item b

On note = = S;. Alors le prix du put a partir de la formule de parité:

Fp(t,z) = Fo(t,z) —z+ Ke 7T

d’ou

Fp(t,z) =aN(dy) — Ke "T"ON(dy) — 2+ Ke 7T
= Ke "T=9(1 = N(dy)) + x(N(d1) — 1)

or N(dy) =P (X < dy)avec X ~ N(0,1) et donc

idem pour N (dy).
D’ob Fp(t,x) = Ke "T"ON(—dy) — 2N (—d,).



