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Exercice 1 : Application de la formule d’Itô.

Item 1
dB2

t = 2Bt dBt + dt

Item 2

dXt = dt+ exp(Bt) dBt +
1

2
exp(Bt) dt = (1 +

1

2
exp(Bt)) dt+ exp(Bt) dBt

Item 3
dXt = (1, 0) dt+ (0, 1) dBt

Item 4
dXt = Bt dt

Item 5

dXt = cos(Bt) dt−
1

2
sin(Bt) dt

Item 6
On note Yt =

∫ t

0
θ(s, ω) dBs − 1

2

∫ t

0
θ2(s, ω) ds alors:

dYt = θ(t, ω) dBs −
1

2
θ2(t, ω) dt

En appliquant la formule d’Itô à Xt = exp(Yt), on obtient:

dXt = exp(Yt) dYt +
1

2
exp(Yt)θ

2(t, ω) dt

= exp(Yt)θ(t, ω) dBs +
1

2
exp(Yt)θ

2(t, ω) dt− 1

2
exp(Yt)θ

2(t, ω) dt

= exp(Yt)θ(t, ω) dBs

= Xtθ(t, ω) dBs

Item 7
Soit t ∈ [0, 1[:

dXt = −
Bt

(1 + t)2
dt+

1

1 + t
dBt
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Item 8

Formule d’Itô multidimensionnelle
Soit X = (X1, · · · , Xd) un processus d’Ito dansRd, ainsi pour chaque i = 1, · · · , d:

P − p.s. Xi
t = Xi

0 +

∫ t

0

bis ds+

r∑
j=1

∫ t

0

σi,j
s dW j

s

Alors, la formule d’Itô appliqué à u ∈ C1,2, s’écrit:

u(t,Xt) = u(0, X0) +

∫ t

0

∂u

∂s
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∇u(s,Xs) · dXs +
1

2

∫ t

0

Trace(σsσt
s

∂2u

∂x2
(s,Xs)) ds

= u(0, X0) +

∫ t

0

∂u

∂s
(s,Xs) ds+

∫ t

0

∇u(s,Xs) · dXs +
1

2

∫ 2

0

d∑
i,j=1

∂2u

∂xi∂xj

r∑
k=1

σik
s σ

j,k
s ds

On applique la formule d’Itô à la fonction f : (x, y) ∈ R× R 7→ (xy)2:

dXt = 2B
(1)
t B

(2)
t

2
dB

(1)
t + 2B

(2)
t B

(1)
t

2
dB

(2)
t + (B

(2)
t

2
+B

(2)
t

2
) dt

On a utilisé le fait que (B
(1)
t , B

(2)
t ) est un mouvement brownien standard, donc 〈B(1), B(2)〉t = 0.

Item 9
On applique la formule d’Itô aux fonctions: f : (x, y, z) 7→ x+ y+ z et etg : (x, y, z) 7→ y2 − xz et on utilise le fait que
(B

(1)
t , B

(2)
t , B

(3)
t ) et un mouvement brownien.

df(B
(1)
t , B

(2)
t , B

(3)
t ) = dB

(1)
t + dB

(2)
t + dB

(3)
t

et

df(B
(1)
t , B

(2)
t , B

(3)
t ) = −B(3)

t dB
(1)
t + 2B

(2)
t dB

(2)
t −B(1)

t dB
(3)
t + dt

Correction Exercice 2 : La martingale de Wald.
On a que dXt = µdt+ σ dBt.

On applique la formule d’Ito à Zu
t = f(t,Xt) où f : (t, x) 7→ exp(ux− ut(µ+ uσ2/2)):

dZu
t = uµ exp

(
uXt − ut

(
µ+ u

σ2

2

))
dt+ uσ exp

(
uXt − ut

(
µ+ u

σ2

2

))
dBt+

+
u2σ2

2
exp

(
uXt − ut

(
µ+ u

σ2

2

))
dt− u

(
µ+ u

σ2

2

)
exp

(
uXt − ut

(
µ+ u

σ2

2

))
dt

= uσ exp

(
uXt − ut

(
µ+ u

σ2

2

))
dBt

On montre facilement que pout tout T > 0, E
∫ T

0

(
uσ exp

(
uXt − ut

(
µ+ u

σ2

2

)))2

< ∞ donc d’après le

cours, (Zu
t ) est une martingale.

Correction Exercice 3 : Une preuve de la formule d’Itô dans le cas simple du
mouvement brownien.

Item 1
Soit n ≥ 1:
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E
(
Wn −

∫ 1

0

f ′(Bs) dBs

)2

= E
(
Wn −

∫ 1

0

f ′(Bs) dBs

)2

= E

(
n−1∑
i=0

f ′(B i
n
)
(
B i+1

n
−B i

n

)
−

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

f ′(Bs) dBs

)2

= E

(
n−1∑
i=0

f ′(B i
n
)

∫ i+1
n

i
n

dBs −
n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

f ′(Bs) dBs

)2

= E

(
n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

f ′(B i
n
) dBs −

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

f ′(Bs) dBs

)2

= E

(
n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

(f ′(B i
n
)− f ′(Bs)) dBs

)2

=

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(f ′(B i
n
)− f ′(Bs)) dBs

)2

+ 2

n−1∑
i<j

E

(∫ i+1
n

i
n

(f ′(B i
n
)− f ′(Bs)) dBs

∫ j+1
n

j
n

(f ′(B j
n
)− f ′(Bs)) dBs

)

=

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(f ′(B i
n
)− f ′(Bs)) dBs

)2

+ 2

n−1∑
i<j

E
(∫ 1

0

1s∈[ in , i+1
n ](f

′(B i
n
)− f ′(Bs)) dBs

∫ 1

0

1s∈[ jn , j+1
n ](f

′(B j
n
)− f ′(Bs)) dBs

)
Isometrie d’Ito

=

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(
f ′(B i

n
)− f ′(Bs)

)2
ds

)

+ 2

n−1∑
i<j

E
(∫ 1

0

1s∈[ in , i+1
n ]1s∈[ jn , j+1

n ](f
′(B i

n
)− f ′(Bs))(f

′(B j
n
)− f ′(Bs)) ds

)

=

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(
f ′(B i

n
)− f ′(Bs)

)2
ds

)

+ 2

n−1∑
i<j

E
(∫ 1

0

1s∈[ in , i+1
n ]

⋂
[ jn , j+1

n ](f
′(B i

n
)− f ′(Bs))(f

′(B j
n
)− f ′(Bs)) ds

)

mais si i < j, alors
[
i

n
,
i+ 1

n

]⋂[
j

n
,
j + 1

n

]
= ∅ donc 1[ in , i+1

n ]
⋂
[ jn , j+1

n ] = 1∅ = 0 ce qui montre que le terme∑
i<j

· · · est nul.

Donc:

E
(
Wn −

∫ 1

0

f ′(Bs) dBs

)2

=

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(
f ′(B i

n
)− f ′(Bs)

)2
ds

)

La fonction f ′ est dérivable et sa dérivée est bornée sur R, donc elle est globalement Lipschitz, c’est-à-dire, il existe
une constante K > 0 telle que, pour tout x, y ∈ R:

|f ′(x)− f ′(y)| ≤ K|x− y|
donc:

|f ′(B i
n
)− f ′(Bs)| ≤ K|B i

n
−Bs| =⇒ |f ′(B i

n
)− f ′(Bs)|2 ≤ K2|B i

n
−Bs|2

On écrit alors que:
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E
(
Wn −

∫ 1

0

f ′(Bs) dBs

)2

=

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(
f ′(B i

n
)− f ′(Bs)

)2
ds

)
≤ K2

n−1∑
i=0

E

(∫ i+1
n

i
n

(
B i
n
−Bs

)2
ds

)
Fubini
= K2

n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

E
(
B i
n
−Bs

)2
ds

= K2
n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

(s− i

n
) ds

≤ K2
n−1∑
i=0

∫ i+1
n

i
n

(
i+ 1

n
− i

n
) ds = K2

n−1∑
i=0

1

n

∫ i+1
n

i
n

ds

= K2
n−1∑
i=0

1

n2
= K2 1

n

n→∞
0

Donc on a montré que:

E
(
Wn −

∫ 1

0

f ′(Bs) dBs

)2
n→∞→ 0

donc Wn converge en L2 vers
∫ 1

0

f ′(Bs) dBs.

Item 2
Soit ε > 0. Alors

1

ε
E

(
n−1∑
i=0

∣∣∣B i+1
n
−B i

n

∣∣∣3) =

n−1∑
i=0

E
∣∣∣B i+1

n
−B i

n

∣∣∣3
Comme Bt est un mouvement brownien, alors B i+1

n
−B i

n
∼ 1√

n
N (0, 1). Donc, pour tout ε > 0:

1

ε

n−1∑
i=0

E
∣∣∣B i+1

n
−B i

n

∣∣∣3 =
1

ε
n

1

n
√
n
E |B1|3

n→∞→ 0

En prenant K = sup
t∈[0,1]

|f ′′′(t)|, on a que:

|Zn| ≤
1

6

n−1∑
i=0

|f ′′′(B i+θi
n

)|
∣∣∣B i+1

n
−B i

n

∣∣∣3 ≤ K

3

n−1∑
i=0

∣∣∣B i+1
n
−B i

n

∣∣∣3
donc:

P (|Zn| ≥ ε) ≤ P

(
n−1∑
i=0

∣∣∣B i+1
n
−B i

n

∣∣∣3 ≥ ε 6

K

)
ineg de Markov
≤ K

6ε
E

(
n−1∑
i=0

∣∣∣B i+1
n
−B i

n

∣∣∣3) n→∞→ 0

Item 3
Soit k ≥ 2:
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E
[
V 2
k | F k−1

n

]
= E

[(
Vk−1 + f ′′(B k−1

n
)

[(
B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n

])2

| F k−1
n

]

= E

[
V 2
k−1 + 2Vk−1f

′′(B k−1
n

)

[(
B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n

]
+

(
f ′′(B k−1

n
)

[(
B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n

])2

| F k−1
n

]

= V 2
k−1 + 2Vk−1f

′′(B k−1
n

)E
[(
B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n
| F k−1

n

]
+ f ′′(B k−1

n
)2E

[[(
B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n

]2
| F k−1

n

]

= V 2
k−1 + 2Vk−1f

′′(B k−1
n

)E
((

B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n

)
+ f ′′(B k−1

n
)2E

([(
B k
n
−B k−1

n

)2
− 1

n

]2)

= V 2
k−1 + f ′′(B k−1

n
)2E

([
1

n
B2

1 −
1

n

]2)

= V 2
k−1 +

f ′′(B k−1
n

)2

n2
E
([
B2

1−
]2)

= V 2
k−1 +

2f ′′(B k−1
n

)2

n2
≤ V 2

k−1 +
2C2

n2

En prenant l’espérance, on a que:

EV 2
n ≤ EV 2

n−1 +
2C2

n2
≤ EV 2

n−2 + 2 · 2C
2

n2
≤ EV 2

n−3 + 3 · 2C
2

n2
≤ · · · ≤ EV 2

1 + (n− 1)
2C2

n2

et

EV 2
1 = E f ′′(0)2

(
B2

1
n
− 1

n

)2

≤ 2C

n2

donc

EV 2
n ≤

2C

n2
+ (n− 1)

2C2

n2
=

2C2

n

n→∞→ 0

donc d’après l’inégalité de Markov, Xn converge en probabilités vers 0.

Item 4
D’après la définition de l’intégrale de Riemann, P p.s:

Yn
n→∞→ 1

2

∫ 1

0

f ′′(Bs) ds

donc Yn converge en probabilités vers 1
2

∫ 1

0
f ′′(Bs) ds.

(Xn) et Zn convergent en probabilités vers 0.
On a que (Wn) converge en L2 donc elle converge en probabilités vers la même limite.
On utilise le fait que si deux suites An et Bn convergent en probabilités vers deux variables aléatoires A et respective-

ment B alors leurs loi jointe (An, Bn) converge en probabilités vers (A,B).

Donc le vecteur (Wn, Xn, Yn, Zn) converge en probabilités vers
∫ 1

0

f ′(Bs) dBs,
1

2

∫ 1

0

f ′′(Bs), 0, 0

Donc il existe une sous-suite extraite (Wkn , Xkn , Ykn , Zkn) qui convergent P−p.s. vers
∫ 1

0

f ′(Bs) dBs,
1

2

∫ 1

0

f ′′(Bs), 0, 0.

La fonction h : (w, x, y, z) 7→ w + x+ y + z est continue, donc en passant à la limite on a P−p.s.:

f(B1)− f(0) = lim
kn→∞

h(Wkn , Xkn , Ykn , Zkn) =

∫ 1

0

f ′(Bs) dBs +
1

2

∫ 1

0

f ′′(Bs) ds
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