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Exercice 1 : Application de la formule d’Ito.

Item 1
dB} = 2B, dB; + dt
Item 2
1 1
dX; = dt + exp(B;) dB; + 3 exp(B;) dt = (1 + 3 exp(By)) dt + exp(B;) dB
Item 3
dX, = (1,0)dt + (0,1) dB;
Item 4
dXt = Bt dt
Item 5
1
dXt = COS(Bt) dt — 5 sin(Bt) dt
Item 6

Onnote Y; = [ 8(s,w) dBs — § [ 6>(s,w) ds alors:

1
dY; = 0(t,w)dB, — 592(zf,w) dt

En appliquant la formule d’1td & X; = exp(Y}), on obtient:

1
dX; = exp(Yy) dY: + 5 exp(Y3)0%(t, w) dt

1 1
= exp(Y;)0(t,w) dB; + 5 exp(Y3)0%(t, w) dt — 3 exp(Y3)0%(t,w) dt

= eXp(Y;f e(ta (U) dB;
— X,0(t,w) dB,

Item 7
Soit ¢ € [0, 1:

B 1
L

dX, = —
¢ TE R

dB;




Item 8

EgFormule d’It6 multidimensionnelle
Soit X = (X!,---, X%) un processus d’Ito dans R%, ainsi pour chaque i = 1, - - - , d:

t s t
P —ps. X;'=X3+/ bgds+2/ oI dW?
0 . 0
j=1

Alors, la formule d’Itd appliqué a v € C'12, s’ écrit:

0%u

zw(s,Xs)) ds

¢ ¢ 1t
u(t, X¢) = u(0, Xo) +/ @(S,XS) ds —I—/ Vu(s, Xs) - dXs + f/ Trace(os0
o Os 0 2.Jo

" ou ¢ 1 [? Zd &u Zr ik _jk
= X R X X . X s - R IR
u(0, Xo) +/o ds (s, Xs) ds +/0 Vals Xa) - dX, + 2 /0 ij=1 0z;0z; k=1 7o

On applique la formule d’1t6 a la fonction f : (z,y) € R x R — (zy)*:

2 2 2 2
dX; = 2BY B dBM + 2B BV dB + (B + B dt

On a utilisé le fait que (Bgl), Bt(g)) est un mouvement brownien standard, donc (B(1), B®)), = 0.

Item 9

On applique la formule d’1td aux fonctions: f : (z,y,2) — x +y + zetetg : (,y,2) — y? — xz et on utilise le fait que
(Bt(l)7 Bt(Q), Bt(?’)) et un mouvement brownien.

df (B, B®), B®) = dB{" + dB{ + dBY
et

df(BY, B, By = —B® aB{" + 2B{* dB® — B{" B + dt

Correction Exercice 2 : La martingale de Wald.

Onaque dX; = pudt + o dBy.
On applique la formule d’Tto & Z%* = f(t, X;) ou f: (¢, ) — exp(ux — ut(u + uo?/2)):

2 2
dZ} = upexp (uXt —ut (,u + u02)> dt + uo exp (uXt —ut (,u + ué)) dBt+

2,2 2 2 2
+ u2a exp (uXt—ut (u—i—u(;)) dt—u(,u—i—u(;) exp (uXt—ut (u—i—ué)) dt

2
= U0 exp <uXt —ut (,u + u02>> dBt

T 2 2
On montre facilement que pout tout 7' > 0, E / (ua exp (uXt —ut (u + u(;))) < oo donc d’apres le
0

cours, (Z;') est une martingale.

Correction Exercice 3 : Une preuve de la formule d’It6 dans le cas simple du
mouvement brownien.

Ttem 1

Soitn > 1:



(1, - Olf'(Bs)st)Q=E(Wn—/01f'(Bs)st)2=E<§f’(3n)(3 : Zl/ 78
—E (__01 f’(Bln) / " ap. - Z:é / 7(B.) st>2
(5 5
—E (_ / "1<f’<Bz )~ F(B) d&)z
- : 5(/ "(f’l(B,g) - (B st>
¥ 221@ ( / " (F(B.) - £(B.) dB / e - f'(Bs))st>

i+ 1 4+ 1
mais si ¢ < j, alors {Z, H} ﬂ {J, ‘H} = () donc ]l[l 1AL, ] = 1y = 0 ce qui montre que le terme
n n nn n'on

Z--~estnul.

i<j
Donc:

E(Wn—/olf%Bs)dB) fﬁ(/ (s ;’L)—f’(Bs))zdS)

La fonction f” est dérivable et sa dérivée est bornée sur R, donc elle est globalement Lipschitz, c’est-a-dire, il existe
une constante K > 0 telle que, pour tout z,y € R:

|f'(x) = f'(y)] < K|z —y]
donc:
F'(B:) — /(B < K|Bs — B = |f(Bs) — f'(BJ)> < K*|Bs — B,J?

On écrit alors que:



n

n—1
Fubini
=" K2 §
i=0

.
"E (B

EI

A
n

Donc on a montré que:

1
donc W,, converge en L? vers / f(Bs) dBs.
0

Item 2

Soit e > 0. Alors

3

1 n—1 3 n—1
R ‘Bi _B." ) = E‘Bi _ B,
(Sl nf) - Eelps

. 1
Comme B; est un mouvement brownien, alors Bit1 — Bi ~ TN (0,1). Donc, pour tout € > 0:
n n n
1 n—1
-YE ‘Bitl ~B:
i=0

31 1
En prenant K = sup |f"'(t)], on a que:

= n—=E|B]?"=70
3

ny/n

t€[0,1]
n—1 n—1
]' " 3 K 3
Zn| < 6; [f7 (Bites )| ’B% -Bi| < 3; ‘Bizl - Bi
donc:
n—l 3 6 ineg de Markov J{ n—l 3\ oo
P(|Z,]>c) <P ’Bi —B.| e < 2E ’Bi _B.| | "=
(1Zn] =€) < ; o il 2% = 6e ; o .
Item 3
Soit k > 2:



IE{V,?\]—"%} —E

(Vk—l +(Brs) {(Bﬁ - B%)z - ;DZ | f]

=E

2 112
[(Bk—B“) —]
n n n

=VZ, +2Vio1f"(Bia )E ((Bi‘; _B%)Q B 711) + (B. )QE ([(Bk —Bk;l)Q - 1}2)

1 17?
= Vi + f”(B%)Q]E ([nB% - n] >

2 1
=V +2Vi 1 f"(Biz1)E [(Bk - Bu) - \ .7'"1“] + f"(Bi=1)’E

n

f//(Bk—l )2 )
Vi B ([BT)
2f//(Bk—1 2 202
_ 12 2
— Vk—l + ’]’L2 S Vk‘,—l + ?
En prenant I’espérance, on a que:
202 202 202 202
EV2<EV21+—<EV22+2 <SEV73+3- =5 < <EVP+(n-1)—-
n?
et
1\? _ 20
EV2:E 1/02 B2**
1 f ( ) - n — ng
donc o ) o2
2 2 2 n
EVZ<=— +(n-1) O _ 2 nope
n

n? n

donc d’apres I’inégalité de Markov, X,, converge en probabilités vers 0.

Item 4

D’apres la définition de I’intégrale de Riemann, P p.s:

nooo 11
Y, "= 7/ f"(Bs)ds
2 0

donc Y, converge en probabilités vers 5 fo f(

(X,,) et Z,, convergent en probabilités vers 0.

On a que (W,,) converge en L? donc elle converge en probabilités vers la méme limite.

On utilise le fait que si deux suites A,, et B,, convergent en probabilités vers deux variables aléatoires A et respective-
ment B alors leurs loi jointe (A,,, B, ) converge en probabilités vers (A, B).

1 1
1
Donc le vecteur (W,,, X,,, ¥,,, Z,,) converge en probabilités vers / f(By)dBs, = / 1" (By)

Donc il existe une sous-suite extraite (W, , X, Yz, , Zk,, ) qui convergent P —p.s. vers / 1'(Bs)dBs, = / (B

La fonction h : (w,z,y, z) — w + = + y + z est continue, donc en passant a la limite on a P —p.s.:

f(B1) — f(0) = lim h(Wj,

/f )dB, + /f”
ky,—o00

Vs + 2Vi1 /" (B [(B*’ ~Bea) - H + (f”<3k:1> {(Bf; - Bea) - iDQ | Fics

—_



