
IMAFA 2016– Modèles Mathématiques Continus pour la Finance
TD2 – Martingales et filtrations

Correction Exercice 1 : Martingales.

Item 1

E
[
(Mt −Ms)

2 | Fs

]
= E

[
M2

t +M2
s − 2MsMt | Fs

]
= E

[
M2

t +M2
s | Fs

]
− 2MsE [Mt | Fs]

= E
[
M2

t +M2
s | Fs

]
− 2M2

s = E
[
M2

t −M2
s | Fs

]
Item 2
Bt + 4t n’est pas une martingale parce qu’elle n’est pas de moyenne constante.

E [Xt | Fs] = E [tBt | Fs] = tE [Bt | Fs] = tBs =
t

s
Xs 6= Xs

Donc tBt n’est pas une martingale.

E
[
B2

t − t | Fs

]
= E

[
B2

t −B2
s | Fs

]
+B2

s − t
Item 1
= E

[
(Bt −Bs)

2 | Fs

]
+B2

s − t = E (Bt−Bs)
2 +B2

s − t = B2
s − s

donc B2
t − t est une martingale.

Item 3
Comme B̃ est une mouvement brownien standard sur R× R alors B1 et B2 sont des mouvements browniens par rapport
à F B̃

s .
Soit s < t:

E
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B1

tB
2
t | F B̃

s

]
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[
(B1

t −B1
s )(B2
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s
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tB
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s

]
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sB
2
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s

]
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sB
2
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s

]
E
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s
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+B1
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s
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s
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)

+B2
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sB
2
s
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sB

2
s

On a aussi que Xt est F B̃
s −mesurable et intégrable, donc (Xt) est une martingale.

Correction Exercice 2 : Martingales et filtrations.

Item 1
Alors (Xt)t≥0 une FX−martingale. Alors, pour tout t ≥ 0, X0 = E

[
Xt | FX

0

]
et en prenant l’espérance:

E (X0) = E
(
E
[
Xt | FX

0

])
= E (Xt)
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Item 2
Soit Xt = tBt avec (Bt)t≥0 un mouvement brownien standard.

EX0 = tEBt = 0 = EXt

mais Xt n’est pas une martingale.

Item 3
Soit l’espace de probabilité (Ω,F ,P), G ⊂ F et X une v.a. Alors, il existe une v.a. Z, G−mesurable tel que pour toute
v.a. U G−mesurable, on a:

EXU = EZU avec Z = E [X | G]

On sait que (Xt)t≥0 est Nt−adapté. FX
t est la filtration naturelle de (Xt) donc pour tout t ≥ 0, FX

t ⊂ Nt.
Soit U une v.a. FX

s −mesurable et Xt une v.a. Alors par définition:

E (XtU) = E
(
E
[
Xt | FX

s

]
U
)

mais FX
s ⊂ Ns donc U est aussi une v.a. Ns−mesurable et donc on a:

E (XtU) = E (E [Xt | Ns]U)

De plus, Xt est une Nt−martingale.
Donc:

E [Xt | Ns] = Xs = E
[
Xt | FX

s

]
donc (Xt)t≥0 est aussi une FX

t −martingale.

Correction Exercice 3 : La martingale de Wald.

Item 1
Pour tout t ≥ 0:

Bt ∼ N (0,
√
t) donc Xt ∼ N (µt, σ

√
t).

Item 2
On a que (Zu

t ) est intégrable et Ft−mesurable
Soit s < t:

E [Zu
t | Fs] = E

[
exp

(
uXt − ut

(
µ+

uσ2

2

))
| Fs

]
= exp

(
−ut(µ+

uσ2

2
)

)
E [exp(u(µt+ σBt)) | Fs] = exp

(
− tu

2σ2

2

)
E [exp(uσBt) | Fs]

= exp

(
− tu

2σ2

2

)
exp(uσBs)E [exp(uσ(Bt −Bs)) | Fs]

= exp

(
− tu

2σ2

2

)
exp(uσBs)E (exp(uσ(Bt −Bs)))

= exp

(
− tu

2σ2

2

)
exp(uσBs) exp

(
u2σ2(t− s)

2

)
= exp

(
uσBs −

u2σ2s

2

)
= exp

(
uXs − uµs−

u2σ2s

2

)
= Zu

s
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donc (Zu
t ) est une martingale.

Exercice 4 : Espérance conditionnelle, martingales, temps d’arrêt : rappels du
cas discret

Item 1
Soit k ≥ 0:

Fk = σ(X1, · · · , Xk) ⊂ σ(σ(X1, · · · , Xk), σ(Xk+1)) = Fk+1

Item 2
On utilise les propriétés de l’espérance conditionnelle:

E (E [Y | Xk]) = EY

E [E [Y | Fk+1] | Fk]
Fk⊆Fk+1

= E [Y | Fk]

E [f(Xk)Y | Xk]
f(Xk)⊆Fk

= f(Xk)E [Y | Xk]

E [f(Xk+1) | Fk]
Xk+1⊥⊥Fk

= E (f(XK+1))

Item 3
La filtration Fk−1 représente l’ensemble d’informations qu’on a sur le jeu après k − 1 tirages.

La mise pour le k−ième tirage -Mk- doit être décidée par le joueur avant ce tirage et doit être basée seulement sur
l’information qu’on a sur les tirages 1 à k − 1. Donc la mise Mk est Fk−1−mesurable.

Item 4
Soit k ≥ 1:

E [Zk+1 | Fk] = E [z +M1X1 + · · ·+Mk+1Xk+1 | Fk] = z +M1X1 + · · ·+MkXk + E [Mk+1Xk+1 | Fk]

Mk+1⊆Fk
= Zk +Mk+1E [Xk+1 | Fk]

Xk+1⊥⊥Fk
= Zk +Mk+1EXk+1 = Zk

De la même manière, on montre que E [Zk+n | Fk] = Zk.
On a:

E [Zk+n | Fk] = Zk

donc en passant à l’espérance:

EZk+n = EZk = EZ1 = z + EM1Z1 = z + E (E [M1X1 | F0]) =
M1⊂F0= z + E (M1E [X1 | F0])

X1⊥⊥F0= z + E (M1E (X1)) = z

donc le gain que le joueur peut espérer de gagner est sa mise initiale z.
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Item 5

E
[
ZT∧(k+1) | Fk

]
= E

[
1T≤kZT∧(k+1) | Fk

]
+ E

[
1T≥k+1ZT∧(k+1) | Fk

]
= E [1T≤kZT | Fk] + E [1T≥k+1Zk+1 | Fk]

T est un temps d’arrêt, donc, par définition, {T ≤ k} et {T ≤ k}c = {T > k} = {T ≥ k+ 1} sont Fk−mesurables.
Donc la v.a:

1T≤kZT =

k∑
i=0

1T=kZT =

k∑
i=0

1T=kZk

est Fk− mesurable et E [1T≤kZT | Fk] = 1T≤kZT .
De plus:

E [1T≥k+1Zk+1 | Fk] = 1T≥k+1E [Zk+1 | Fk] = 1T≥k+1Zk

En sommant:

E
[
ZT∧(k+1) | Fk

]
= 1T≤kZT︸ ︷︷ ︸
Fkmesurable

+1T≥k+1Zk︸ ︷︷ ︸
Fkmesurable

= ZT∧k

Donc ZT∧k est Fk−mesurable. En plus, si elle est intégrable:

E |ZT∧k| ≤
k∑

i=1

E (|Mi||Xi|) =

k∑
i=1

E (E [|Mi||Xi| | Fi−1]) =

k∑
i=1

E (|Mi|E [|Xi| | Fi−1])

=

k∑
i=1

E (|Mi|E (|Xi|)) = 2

k∑
i=1

E (|Mi|) ≤ 2kCM <∞

où CM est la borne de la suite (Mk).
On suppose maintenant T borné par N . Alors, pour tout k ≤ 1:

|ZT∧N | ≤
T∧k∑
i=0

|MiXi| ≤
N∑
i=0

|MiXi| ≤ NCM <∞

et P−p.s. limk→∞ ZT∧k = ZT . Donc par le théorème de convergence dominée:

lim
k→∞

EZT∧k = EZt

mais d’après le point précèdent, (ZT∧k) est une martingale donc

EZT∧k = EZ0 = z

donc

EZT = EZ0 = z

EZT∧N = EZT .
si T est un temps d’arrêt bornée.
Remarque: On peut appliquer directement le théorème d’arrêt pour martingales.
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Item 6
Pour montrer que T = inf{k ≥ 1 | Zk = z + 1} est un temps d’arrêt, il faut montrer que {T ≤ k} est dans Fk pour tout
k ≥ 1.

Soit k ≥ 1:

{T ≤ k} =

k⋃
i=1

{Zi ≥ z + 1}

Comme Zi est Fi−mesurable, alors l’événement {Zi ≥ z + 1} est dans Fi. Ensuite, (Fn)n≥1 est une filtration donc
pour tout i ≤ k, Fi ⊆ Fk ce qui montre que l’événement {Zi ≥ z + 1} est dans Fk. On conclu que {T ≤ k} est l’union
finie d’événements dans Fk, donc {T ≤ k} ∈ Fk.

On conclut que T est un Fk−temps d’arrêt.
Supposons que T est bornée. Donc

EZT = EZ0 = z

mais par la définition de T , ZT ≥ z + 1 P−p.s. Donc

EZT ≥ z + 1 6= z = EZT

Contradiction, donc T n’est par bornée.

Correction Exercice 5 : L’intégrale d’Itô pour des processus élémentaires.

Item 1
Soit 0 < u < t:

E
[
Xt | FB

u

]
= E

[∫ t

0

φs dBs | FB
u

]
= E

[∫ t

0

N−1∑
i=0

ci1{s∈[ti,ti+i[} dBs | FB
u

]

= E

[
N−1∑
i=0

ci(Bti+1∧t −Bti∧t) | FB
u

]

Comme 0 < u < t < T , donc il existe un indice j ∈ {1, · · · , N − 1} tel que u ∈ [tj , tj+1[. Donc:

E

[
N−1∑
i=0

ci(Bti+1
−Bti) | FB

u

]
= E

[
j−1∑
i=0

ci(Bti+1
−Bti) | FB

u

]
+ E

[
cj(Btj+1

−Btj ) | FB
u

]
+ E

 N−1∑
i=j+1

ci(Bti+1
−Bti) | FB

u


= E

[
j−1∑
i=0

ci(Bti+1
−Bti) | FB

u

]
+ E

[
cj(Bu −Btj ) | FB

u

]
+ E

[
cj(Btj+1

−Bu) | FB
u

]
+ E

 N−1∑
i=j+1

ci(Bti+1
−Bti) | FB

u



On rappelle que tj ≤ u < tj+1.
On a alors que

∑j−2
i=0 ci(Bti+1

−Bti) + cj(Bu −Btj ) est FB
u mesurable.

De plus, en utilisant l’indépendance des incréments, on a que
∑N−1

i=j+1 ci(Bti+1
−Bti) ⊥⊥ FB

u .
Et aussi, comme tj ≤ u et cj ∈ FB

tj ⊆ F
B
u :

E
[
cj(Btj+1

−Bu) | FB
u

]
= cjE

[
Btj+1

−Bu | FB
u

] ⊥⊥
= cjE

(
Btj+1

−Bu

)
= 0
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Finalement, en utilisant les propriétés de l’espérance conditionnelle :

E
[
Xt | FB

u

]
=

j−1∑
i=0

ci(Bti+1
−Bti) + cj(Bu −Btj )

+ E

 N−1∑
i=j+1

ci(Bti+1 −Bti)


=

j−1∑
i=0

ci(Bti+1 −Bti) + cj(Bu −Btj ) + E

 N−1∑
i=j+1

E
[
ci(Bti+1 −Bti) | FB

ti

]
=

j−1∑
i=0

ci(Bti+1 −Bti) + cj(Bu −Btj ) + E

 N−1∑
i=j+1

ciE
[
(Bti+1 −Bti) | FB

ti

]
=

j−1∑
i=0

ci(Bti+1 −Bti) + cj(Bu −Btj ) + E

 N−1∑
i=j+1

ciE
(
Bti+1 −Bti

)
=

∫ u

0

N−1∑
i=0

ci1s∈[ti,ti+1[ dBs

=

∫ u

0

φs dBs

= Xu

De plus, Xt est FB
t −mesurable est intégrable comme somme de fonctions FB

t −mesurables et intégrables. Donc
(Xt)0≤t≤T est une martingale.

Item 2

EX2
t = E

(
N−1∑
i=0

ci(Bti+1
−Bti)

)2

= E

(
N−1∑
i=0

c2i (Bti+1
−Bti)

2

)
+ 2E

N−1∑
i<j

cicj(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj )


=

N−1∑
i=0

E
(
E
[
c2i (Bti+1

−Bti)
2 | Fb

ti

])
+ 2

N−1∑
i<j

E
(
E
[
cicj(Bti+1

−Bti)(Btj+1
−Btj ) | FB

ti+1

])

=

N−1∑
i=0

E c2iE (Bti+1
−Bti)

2 + 2

N−1∑
i<j

E
(
ci(Bti+1

−Bti)E
[
cj(Btj+1

−Btj ) | FB
ti+1

])

Pour le second terme, si i+ 1 = j, alors on a pour le terme de l’espérance conditionnelle:

E
[
cj(Btj+1

−Btj ) | FB
tj

]
= cjE

[
Btj+1

−Btj | FB
tj

]
⊥⊥
= cjE

(
Btj+1

−Btj

)
= 0

Si i+ 1 < j, alors Fti+1 ⊂ Ftj donc:

E
[
cj(Btj+1

−Btj ) | FB
ti+1

]
= E

[
E
[
cj(Btj+1

−Btj ) | FB
tj

]
| FB

ti+1

]
= E

[
cjE

[
(Btj+1

−Btj ) | FB
tj

]
| FB

ti+1

]
⊥⊥
= E

[
cjE

(
Btj+1 −Btj

)
| FB

ti+1

] EBt = 0
= 0
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Donc finalement, on conclut que:

EX2
t =

N−1∑
i=0

E c2iE (Bti+1 −Bti)
2

=

N−1∑
i=0

E c2i (ti+1 − ti)

= E

(
N−1∑
i=0

c2i (ti+1 − ti)

)
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