IMAFA 2016— Modeles Mathématiques Continus pour la Finance
TD2 — Martingales et filtrations

Correction Exercice 1 : Martingales.
Item 1

E [(Mt - M,)? Ifs} =E [M} + M? = 2M,M, | F] = E [M{ + M? | F] — 2M,E [M; | F]
=E [M{ + M} | F,] —2M? =E [M7 — M? | F]

Item 2
B; + 4t n’est pas une martingale parce qu’elle n’est pas de moyenne constante.
t
E[X; | Fs| =E[tB; | Fs] = tE[B; | Fs] =tBs = - X, # X,
5

Donc ¢t B; n’est pas une martingale.

E[B? —t|F,) =E[B?~B2|F,]+B?~t "' E[(B, - B,)? | Fs] + B2t =E(B, — B,)> + B> —t = B> s

donc B? — t est une martingale.

Item 3

Comme B est une mouvement brownien standard sur R x R alors B! et B2 sont des mouvements browniens par rapport

arb.

Soit s < t:
E[BB | 7P| =E (8] - B)(B! - BY) | 7P| + E[BlB | 7P| + E[B!B! | 7P| - E[B!B?| 7P|

E((B! - BY)(B} - BY) + BE B} | FF| + BIE B} | FF| - B1B?
=E((B; — B))E ((Bf - BY)) + B{B; + B;B; — B, B;
_ 3132

On a aussi que X; est 2 —mesurable et intégrable, donc (X;) est une martingale.

Correction Exercice 2 : Martingales et filtrations.

Item 1

Alors (X)>0 une FX —martingale. Alors, pour tout ¢ > 0, Xo = E [X; | 75| et en prenant I’espérance:

E(Xo) =E (E[X,| F]) =E(X,)



Item 2
Soit X; = tB, avec (By);>0 un mouvement brownien standard.

EX,=tEB, =0=EX,

mais X; n’est pas une martingale.

Item 3

Soit I’espace de probabilité (2, F,P), G C F et X une v.a. Alors, il existe une v.a. Z, G—mesurable tel que pour toute
v.a. U G—mesurable, on a:

EXU=EZU avec Z=E[X|{J]

On sait que (X;);>0 est NV;—adapté. F;X est la filtration naturelle de (X;) donc pour tout t > 0, FX C N;.
Soit U une v.a. FX —mesurable et X; une v.a. Alors par définition:

E (X:U)=E (E[X, | FX]U)

mais ]-'SX C N donc U est aussi une v.a. A;—mesurable et donc on a:

E(XU) =E (E[X: [ N.]U)
De plus, X; est une N —martingale.
Donc:

E[X; | N, = X, =E [X, | F¥]

donc (X¢)s>0 est aussi une F;* —martingale.

Correction Exercice 3 : La martingale de Wald.

Item 1

Pour tout ¢ > 0:
By ~ N(0,v/t) donc X; ~ N (ut, o\/1).

Item 2
On a que (Z}') est intégrable et J; —mesurable
Soit s < ¢
, uo?
E(Z} | F]|=E [exp (uXt — ut (u + 2>> \ .7-'5]
uo? tu?o?
= exp| —ut(p + 7) E [exp(u(ut + 0By)) | Fs] = exp| — 5 E [exp(uc By) | Fs]

tu?o?
=exp| —— exp(uo B;)E [exp(uo(B; — Bs)) | Fs]
t 2 .2
= exp <— u20 ) exp(uo B;)E (exp(uo(B: — Bs)))
t 2 2 2 2 t—
=exp| — va exp(uo Bs) exp worlt—s)
2 2
2 2
= exp(uch‘,. e S)
2
2 2
exp<qu u,usfu g S)



donc (Z}") est une martingale.

Exercice 4 : Espérance conditionnelle, martingales, temps d’arrét : rappels du
cas discret

Item 1
Soit k£ > 0:

Fr=0(X1, -+, Xy) Co(o(X1, -, Xk),0(Xk41)) = Frt1

Item 2

On utilise les propriétés de 1’espérance conditionnelle:

EE]Y | X)) =EY
EE[Y | Foaal | Fe] T EY | F
E[f(X0)Y | Xe] "L p(XOE[Y | X))

E[f(Xps1) | Fo] “ET B (f(Xka))

Item 3

La filtration Fj,_ représente 1’ensemble d’informations qu’on a sur le jeu apres k — 1 tirages.
La mise pour le k—ieéme tirage - M- doit étre décidée par le joueur avant ce tirage et doit &tre basée seulement sur
I’information qu’on a sur les tirages 1 a kK — 1. Donc la mise M}, est F_; —mesurable.

Item 4

Soit k > 1:

E[Zks1 | Fe) =E[z+ My X1+ -+ Mp1 X1 | Fx]) = 2+ MiXq + -+ M Xp + E [My 1 Xpr1 | Fr

M1 CFi Xis1 L F

Zy + My E [ Xpq1 | Fi] Zy + M1 EXjy1 = Zg,

De la méme maniere, on montre que E [Zj 4, | Fir] = Zk.
On a:

E[Zkin | Fi] = 2
donc en passant a I’espérance:

EZin=EZ, =EZ, = 2+EMZ, = 2+ EE[M X, | Fo]) =""<"° 2 + E(ME [X; | Fo))

MLF L L E(ME (X)) = 2

donc le gain que le joueur peut espérer de gagner est sa mise initiale z.



Item 5

E [Zrag+1) | Fr] =E [Lr<eZragrr) | Fi] + B [Lrskt1Zrags1) | Fil
=E[lr<iZr | Fil + E[Lr>k11Zk41 | Fi

T est un temps d’arrét, donc, par définition, {T" < k} et {T' < k}¢ = {T > k} = {T' > k + 1} sont F,—mesurables.
Donc la v.a:

k k

Ur<pZr =Y Ap—pZp =Y A1
i=0 i=0

est F,— mesurable et E [ﬂTngT | ]:k} = ]ngkZT-
De plus:
E[Lr>k1Zk+1 | Ful = Lrsk1 E [ Zygr | Fi] = Lrsk1Zk

En sommant:

E [Zrag+1) | Fr] = Yr<kze + Lrsks1Zk
—
JFi. mesurable JFi. mesurable

= 27Nk

Donc Zraj est F—mesurable. En plus, si elle est intégrable:

k k k
E|Zranl < 3 E(IMIX]) = Y B E[IMi||X| | Fia]) = Y E(Mi[E X | Fioa])
k k
= 2 E(MIE (X)) =23 E(IMi]) < 2kCy < o0

ol Cyy est la borne de la suite (Mj,).
On suppose maintenant 7" borné par N. Alors, pour tout k < 1:

TNk N
| Zran| <Y IMXG| <) IMXG| < NCyy < o0
=0 =0

et P —p.s. limg_00 Z7ax = Z7. Donc par le théoréme de convergence dominée:
lim E ZT/\k =E Zt
k—o00
mais d’apres le point précédent, (Z7 ) est une martingale donc

EZrp =EZyg =2

donc

]EZT:EZOZZ

EZprany =E Zrp.
si T est un temps d’arrét bornée.
Remarque: On peut appliquer directement le théoréme d’arrét pour martingales.



Item 6

Pour montrer que T = inf{k > 1| Z; = z + 1} est un temps d’arrét, il faut montrer que {7" < k} est dans F}, pour tout
k>1.

Soit k > 1:
k

{T <k}= U{Zz >z+1}
i=1
Comme Z; est F;—mesurable, alors I'événement {Z; > z + 1} est dans F;. Ensuite, (F,,),,>1 est une filtration donc
pour tout ¢ < k, F; C Fj, ce qui montre que I’événement {Z; > z + 1} est dans F. On conclu que {7 < k} est I’'union
finie d’événements dans Fy, donc {T" < k} € Fy.
On conclut que 7" est un F;—temps d’arrét.
Supposons que 7" est bornée. Donc

E ZT = EZO =z
mais par la définitionde T', Z7 > z + 1 P —p.s. Donc

EZr>z4+1#2=EZp

Contradiction, donc 7" n’est par bornée.

Correction Exercice 5 : L’intégrale d’It6 pour des processus élémentaires.

Item 1
Soit 0 < u < t:
+ N—1
E[X,|FP] = U b5 dB, | J—'B} — / Z il {seftstini} ABs | F2
0 =0
N-1
=E| ) ci(Buyine = Bind) | ]:uB‘|
=0
Comme 0 < u < t < T, donc il existe un indice j € {1,--- , N — 1} tel que u € [¢;,¢;41][. Donc:

Z L+1 _Bti) |‘FuB

N—-1
E Z Ci(Bti+1 - ‘ FB] = +E [Cj(Btj+1 - Bt]’) | ‘FuB]

1=0
N-1
+E| Y c(Bi,, - Bi) | F?
i=j4+1
J—
=F c,»(BtHl — By,) | FB| +E[¢;(By — By,) | FP]
1=0
N-—1
+E [C](Bf;-H - ") | ‘FB] +E Z Ci(Bti-H - Bh) | ]:f
i=j+1

On rappelle que ¢; < u <tj11.
On a alors que 7 75 ¢i(Bi,., — Bi,) +¢j(By — By,) est F2 mesurable.

CZ(BI‘/11+1 - Btz) 1 ‘/——'uB

i+1
De plus, en utilisant I’indépendance des incréments, on a que Z

Et aussi, comme t; <uetc; € FP C Fp

= ]+1

E[¢j(Bt;y = Bu) | F7] = ¢jE [By,,, — Bu | )] = GE (By,., —



Finalement, en utilisant les propriétés de 1’espérance conditionnelle :

Jj—1
E[Xt |]:uB} = ci(Bt'H»l _Bti)+c.j(Bu_Btj)
=0
N-1
+E Z Ci(Bt11+1 - Bti)
i=j+1
j—1 N-1
= ci(BtH»l _Bti)+cj(Bu_Btj)+E Z E[ci(Bti+l _Bti) |]:t?j|
i=0 1=j+1
j—1 N-1
= Ci(BtH»l - th‘) + Cj(Bu - Btj) +E Z cE I:(BtH»l - Btz‘) | ]:t?jl
=0 1=j+1
j—1 N-1
= ¢(Bi,,, — By,) +¢j(B, — B,) + E Z ¢;E (By,,, — Bt,)
i=0 1=j+1
W N-1
— / Z Ci]lse[ti,ti+1[dBS
0 =0
u
_ / ¢y dBs
0
=X

De plus, X; est FZ —mesurable est intégrable comme somme de fonctions F” —mesurables et intégrables. Donc
(Xt)o<t<T est une martingale.

Item 2
N—1 2
EX?=F ( ¢i(Bt,,, — Bti)>

N-1 N-1
=E ( (B, — Bti)2> +2E | D eicj(Buy, — Bu)(By,y, — By)

i=0 i<j
N—-1 N—1
= Y E(E[(Bu — Bu)* | 7)) +2 Y B (B |eic;(Bus, = Bu)(Buyy, — By) | )
i=0 1<j
N—1 N—1
= Y EGE(Bu,, ~ Bu)* +2 Y E(ci(Bu., — Bu)E (B, — Bi,) | FE, )
i=0 i<j
Pour le second terme, si ¢ + 1 = 7, alors on a pour le terme de I’espérance conditionnelle:
E [Cj(Btj“ - Btj) | ]:tjﬂ =k {Btﬁl - Btj ‘ ‘7:5} = ¢ (Btj+1 - Btj) =0
Sii+1<j,alors Fy,,, C Fy; donc:
E [Cj(Btj+1 - Btj) | ‘F£+1:| =E |:E |:Cj(Btj+1 - Btj) | ]:t?i| | ‘Ft?+1:|
=E[¢E[(By,, - B) | FE| | 72
1 EB, =0
=E [Cj]E (Btj+1 - Btj) | ]:5+1] = 0



Donc finalement, on conclut que:



