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Filtrage et lissage
des systémes implicites discrets (*)

X.-M. WANG ('), P. BERNHARD (')

Résumeé/Abstract

Nous considérons un systeme implicite singulier, c’est-a-dire dont le faisceau de
matrices est singulier. On sait que la solution de tels systémes peut ne pas exister,
ou étre non unique, ou non causale. On résout divers problémes d'estimation, du
type filtrage et lissage, en faisant chaque fois les hypothéses adéquates pour que le
probléme ait un sens. Ainsi, il semble qu'un filtre récursif ne puisse exister que si
les solutions du systéme sont causales. Par contre cette hypothése n'est pas
nécessaire si on se contente d’un filtre implicite de méme structure que le systéme.

We solve various filtering and smoothing problems for implicit systems, including
the case where the matrix pencil is singular (possibly non square). While we provide
an implicit filter, very simular to a Kalman filter, under very general hypothesis, a
recursite explicit filter is given only for the case where there exists caresal solutions to
the dynamic equation.

Introduction

Nous nous intéressons au systéme implicite décrit par
E'\.k+| = F.\'k+vk. (ll)
Yy = H.\'k + Wy, (12)
ou la matrice £ peut étre singuliére.

(*) Regu en aout 1989.
(') Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique, 2004
route des Lucioles, Sophia-Antipolis, 06565 Valbonne Cedex. France.
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De tels systémes ont été largement étudiés depuis quelques années.
Divers articles cités, en particulier [6] et [9], discutent des applications, qui
couvrent la commande P.I.D., les modé¢les économétriques (de Léontief),
la discrétisation d’équations aux dérivées partielles, etc.

Dans le cas régulier (ou det (zE — F) # 0), il existe déja des résultats de
structure intéressants concernant la solvabilité, la conditionabilité ([16]),
la commandabilité, 'observabilité ([4], [9], [15], [25], [26]). I'accessibilité
([15)), la causalité ([25]), la stabilite ([19]) et la canonicité ([21]).

Contrairement a la plupart des auteurs, dans les articles [1], [3], [6], [7],
[8], [13] et [25], on ne suppose pas que le systéeme implicite soit régulier.
On n’impose méme pas que les matrices £ et F soient carrées. Ainsi la
solution du systéme peut ne pas exister, ou si elle existe ne pas étre unique.
Des résultats existent concernant l'existence de solutions (causales ou
pas), les représentations externes, la théorie de la réalisation. L’article [8]
traite de la commande optimale quadratique.

Dans cet article, qui constitue la suite logique de [8], on résout
I'extension naturelle du probléme de filtrage et de lissage aux systémes
implicites singuliers sous des hypothéses duales de celles utilisées en
commande.

Le systéme implicite stochastique est décrit par (1.1), (1.2) ou
v, et w; sont des bruits blancs et gaussiens centrés de covariance Q ct R.
Q est symétrique positive semi-définie, et R est symétrique positive
definie. x; est un vecteur aléatoire gaussien de moyenne ¥, et de

covariance X .
Nous supposerons toujours satisfaite I’hypothése suivante.

HYPOTHESE H)
1) (E Q) est surjective.

2) <}E{> est injective.

1. Filtrage de Ex, par dualité

1.1. PRINCIPE DE DUALITE

e Définition du probléme

L’objectif du filtrage par dualité est de calculer, si elle existe, la
prédiction E%; de Ex;, qui est linéaire en fonction de vy, Vi 415 -0 ¥ &, - 1

et Xy, telle que le critére
J=8la"Ex, —a"E% ), (1.3)
soit minimum quel que soit a (¢« € R").

R.A.LLR.O. APII
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Comme a'E.\"h est linéaire en fonction de i, ¥ 215V k-1 €t
%, nous avons, pour certains coefficients u; et b qu’il faut déterminer,

k-1
a"Ex =— ¥ ul i+ 675, (1.4)
k = ko

PROPOSITION 1.1 : On peut choisir uy. . | et b de fagon linéaire en fonction
k-1

de a, de sorte que Ex, = — AL Ve + Bx,., ou A, et B sont
k, k+1 Yk ko kel
k=ko

indépendants de a.

Cette proposition sera démontrée dans la suite.

e Dualité

Afin de résoudre le probléme du filtrage, nous introduisons une suite
des vecteurs z; décrits par

ET:k_l =Fr:k+Hr"k, (15)
avec la condition initiale

:kl =d. (1.6)

Ainsi

arE.\',‘.l = :,\.rl Ex;,
k-1
:.';:) E.\’/\-0 + Z [:kr+| E'\'k+l - :krE.\'k] . (|7)

k = kg

I

A partir des équations (1.1) et (1.5), nous avons

:kT¢lE'\‘k—|= :A?—‘lp,\'k+:,\.7-_|vk. (18)
zTEx, = 2, Fxp +u]l. | Hx, . (1.9)

En plagant (1.8) et (1.9) dans (1.7), nous obtenons

ky-1
alExy =z Exgo+ ¥ [z v —ui o HY ] (1.10)

k=ko

(1.2) et (1.4) donnent

Ky
llTE.{'kl = — z [llkr’l H.\'k + U,‘.T;l (Ok] +b r.T,\.“ . (ll l)
k=kg
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(1.10) et (1.11) nous donnent
G-

T T e T o 1 T re
a Exy —a' EXy =z Exy + Z [zh o v + gy o] = b7 X s

k= ky
= :[\.7‘; E['\‘k(l - 'TkO] + [:k",(; E—b T] 'Tko
k-1
+ Y vt ulo o (1.12)
k=ko

Le critére (1.3) devient

J = [(:,(TOE -b"h .\_‘kﬂ]2 + :,\.Tﬂ ES, E'z +
+ klz_:] (27 0z v +ul. Ruy . \]. (1.13)
k = kg
Pour minimiser le critére (1.13), nous devons choisir le vecteur b = E 7:,\.".
Le critére devient alors
J=zl EZ, ETz + Z' (z{ Oz + u] Ru). (1.14)

k=kysl
Donc, nous avons le théoréme 1.1 suivant:

THEOREME 1.1 : Le probléme du filtrage par dualité du systéme (1.1) et
(1.2) avec le critére (1.3) est équivalent au probléme de la commande
optimale du systéme (1.5), (1.6) avec le critére quadratique (1.14).

Cela montre aussi I'existence des suites {z;} et {1} dans (1.5) avec le
critére (1.14) par I'application des résultats sur la commande optimale (c/.
[8]). qu’il ne nous reste plus qu’'a utiliser.

e Solution du probléme

[.2. VERSION NON RECURSIVE

En remplagant x par z, E par E', G par H', P par %, k par
k-1, k=0,1,2,.., N—1par k =k, k,—1,.... ky+ 1, nous avons
donc le théoréme dual du théoréme 2.6.1 de [8] pour le probléme de
filtrage.

H
injective, la prédiction de Exi, minimisant (1.3) étant donné (1.1) et (1.2),
s'écrit

P \ o E
THEOREME 1.2: Sous les hypothéses (E Q) swrjective et ( )

kp-1

I e T re

a' EXy == ) up . v+ b Xy
k =k

R.A.LLR.O. AP}
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les vecteurs uy, pour k = ko + 1, ko + 2, ..., k |, sont déterminés en résolvant
le probléme de la commande optimale du systéme (1.5) avec la condition
initiale (1.6) et la fonction-coiit (1.14), et donc

ug =R AN, k=kyki—1, . ko+2, (1.15)
el —M*'(0)~ K=k k=1, onko+2. (116)
()\k =M1\ pr) <k A B yeen Kp T .

avec zy = a, ou My _\ est une matrice symeétrique et inversible, définie par

S E

o HTR-'H)’ k=kyky=1ko+2, (117

M = (
5, est symétrique et positive semi-définie, donnée par
0\ ,, 1 (21 0 —i 0
2:( ) M.ﬁ( M.j( )+Q,
T \pr) T 0 mTR ) I RT
k=kyk =1, .., ko+2. (1.18)
La condition finale pour (1.18) est

Spot1 =0+ F3 FT—F3, H(R+ H, H') 'HZ, FT. (1.19)
U, . Sécrit
g ot = — (R+ HE, HN) 'Sy Flzp . (1.20)

Le vecteur b est

b=E"z, =F Tz +H uy .. (1.21)

Preuve de la Proposition 1.1 :

Par récurrence, il est clair que z, _, et A, donnés par (1.16), pour
k =ky, ky—1, ..,k o+ 2, sont linéaires en fonction de z;, ainsi u; et b

donnés par (1.15) et (1.21), pour k = k, k; — 1, ..., ko + 2, le sont aussi.
La proposition est donc établie, puisque z; = a. H

1.3. VERSION RECURSIVE

La prédiction de Ex; est décrite par (1.4)

ky-1
T e _ T e
a EXy == Y g v+ b7 %,
k= ko

vol. 25, n" 3, 1991
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Si k)= ky+ 1, en écrivant
0 Ag
- = 22
M (FT) (BH) . (1.22)
dans (1.16), nous avons
:k—|=A/\"|:k et )\kZBk_|:k. (123)

Ainsi. nous pouvons écrire u,.,, qui est défini par (l.15) pour
k =ko+ 2, ko + 3, ..., k; — 1, enfonction de z; . Notons que z; = a. Nous
avons

Ugy o1 = — (R+ HE, HYY '3, Flz

|

ky -1
—(R+H2k“I-IT)"Zk"FT( I A,-):kl.

i=kp+
U, o2 = R™VHN
-1 -
= R I—IB’\'u‘l-/\'n’2

ky -1
s R"HBA.‘_,( I A,):kl_

i= kg2

wg, 1 = RTVHN,
= R "HBy 2z,
= R"HBy 1Ay %,
w, = RT"HB; |z . (1.24)

On en déduit
k-1

zl,\.”:R"IIB,‘.( ]'[ A,) Zk, s k=kyg+ 1l ko+2, ...k, —1. (.25
i=k+1

Nous pouvons également écrire b défini par (1.21) en fonction de

:kl :

_ T_ T
b=F 'k(,»l+H llk“$|.

ky- ky-1
FT( I A,-):kI—HT(R+H2,\.“Hr)"2,\.OFT(l"] A,):k,.

i=kg+l ko + 1

ky -1
[/ -H"(R+HS, H') '3, ] Ff( M A,») z, - (1.26)

ko +

R.ALLR.O. API1



Théorie des systémes

211
Donc, a’ EX;, prend la forme suivante
kp—1 T
(lrE-\"kl = (lr( l_[ A') FE/\O(R + szti Hr)ﬁ I 'rkﬂ
i=kg+1
ki1 T
_ur( I—[ AI) B/\.T‘;“II‘IrR_]_V/\'"$]
i=ky+2
- aTA,: o Bk,;,g H'R™ l."k, -2
- (ITB,\.TI GWHTR 'y
Ky -1 T
— (lr < l_I A’) F[I - an(R + sznHr)7[ H] X:k" ’
ko +1
(1.27)

Ainsi
[ k-1

7

i=kp+1

k-1 T
( I1 Ai) BL  H'R 'y .
i-kg+2 .
_AIZ;—I B[I_z HTR‘I.]'L.I72

BIZ;—I HTRAI'I-'/\.I 1

kp+ 1

kp-1 T
( I1 Ai> FUI -3, (R+HZ, H') ' H] %,

ky =1 ky -1 T )
=y [(HA:) Bl \H'R 'y, | +BL_1H 'R "y

i=j

k-1 T
+ ( l_l A,) F[’fkn + Zk"(R + szf) f]r)il (_\'k“ II'TI\'.))] .

i=ko+1

(1.28)

vol. 25, n° 3, 1991



SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS
212 — =

Simultanément, nous avons la prédiction de aTE.\",\,l ol

K T
ufE.\‘-kﬁ._:AH( I1 A,.) FS, (R+ H3 HDY 'y

i=ko+!

K T
:k[;+1( n Ai) BI\?"_-,+IHIR_I.1‘1;0+I

i=hkg+2

[k T
”-"kT,H(]_[Ai) Bl s H'R 'y s

k-1
_T T pT Tp-1.,
Tkt A, B, o HOR™ g

T T T 1.,
ko B, HOR™

+

ky T
:@l(n A,.) FII -3 (R+HS, H'Y"H] 5. (1.29)

ko + 1
Notons que z; ., = @, ainsi nous avons :

k-1 Ky -1 T
E.\':kl+|—A[\.I;{ Z [(n A’) BjT_IHrR*l_l'l-_] +
i=j

J=ko+2

+B{ \H"R 'y, _,

ky -1 T
r ( I1 A,.) FI%, + 2 (R+ HE HY ' (3, — H.Tko)]l

i=kg+ 1
- BkT, HTR_l.l'k,

= A{ E — B{ H'R 'y,

Ex;
~ 4] Bl -
k ky _ HTR_I,"'kI

EX,

_ (0 F)M! “ (1.30)

( MA\_HTR 'y, |-
|

On en déduit le filtre récursif
E% 0 F)M' 3, 1.31
Ny o1 = ( ) My, CHTR 'y, . (1.31)

R.A.LLR.O. APII
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Considérons maintenant k| = kK + 1, en remplagant u; ., par — (R +
Hs, H)' 3, F" z .\ et b par F'z, . ,— H(R+ HX, H) ' 3,

FT-'k0+| dans (1.4), nous avons
Ex .y =F% + FX, (R+ HX HH™! Ok, — HX) - (1.32)

Notons que z; = 2, .| = @.
Donc, on a démontré le théoréme suivant.

THEOREME 1.3 : Sous l'hypothése H), il existe une prédiction linéaire
optimale de E. qui prend la forme récursive suivante :

E%,
E¥.,, = (0 F)M;' . k>ky,
k+1 k (—HTR"_W.) >Ky
Exy .\ = FX + FSo(R+ HE, H) 'O, — HX,) - (1.33)

ott M, est une matrice symétrique et inversible, définie par

5, E
M, — Ck=ky. 1.34)
* (ET HrR"H) —he (

3, est symétrigque et positive définie

0 o 0 (0 o
3= <FT) M, (0 HrR"H)A/Ik (FT)+Q. k=kgy. (1.35)

La condition initiale 3 . | est donnée par

S .1 =FS FT—FS, H'(R+ HZ, H")"'HS, F'+ Q. (1.36)

1.4. CAS £ =1: LE FILTRE DE KALMAN

PROPOSITION 1.4: Si E est la matrice identité, le théoréme 1.3 se ramene
au filtre de Kalman.

Preuve

Comme dans 'équation (2.6.10) de [8] nous avons pour la matrice
M, définie par (1.4)

(1.37)

i H R'H [—HTR "H3,
M =
»

I -3 H'R'"H S, H'R'"HS, -3,

vol. 25, n” 3, 1991
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ot R' = (R+ HZ, H")"'. La prediction de x, ., définie dans le théo-

réme 1.1.3 devient

. . %
S, =0 Fym! el
- H R Vi

~FU -3 H' R'H ZkHTR“HZk—Zk)( % ) .

—H'R 'y,
(1.38)
Notons que
(5, HTR "HZ, ~5,]H R ' =
=3 H R'[HS, H - (R+ HS, H)] R
=S, H'R". (1.39)
On en déduit donc le filtre de Kalman
Yo =FS+ FS(R+ HE, HY ' (3 — HX) . (1.40)

Ainsi, la proposition est établie. W

1.5. RESULTAT ASYMPTOTIQUE

Simultanément, le probléme du filtrage en faisant tendre l'intervalle
k) — ko vers I'infini est résolu par la dualité du probléme de la commande a
temps final infini.

On conclut le théoréme suivant :

THEOREME 1.5: On suppose le systeme dual ETz, | = F'z + H u;
stabilisable et détectable par Q. Alors la solution X, de l'équation (1.35),
initialisée en 2, = Q, converge vers l'unique solution positive semi-définie
de I'équation de Riccati algébrique suivante .

_ T _ S _ T
s - (;}T) M"(i HTIS"H)M_I(I?T) Q. (141)

ou

ﬂ:(z, £ )
E" —H'R'H

Le filtre asympiotique est donné par

_ Ex,
E%, ., = (0 F)M"( HT\A | ) . (1.42)
— R~ Yi

R.A.LLR.O. APII
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2. Filtrage Complet de x,

o Definition du systéme

Pour des raisons de commodité, nous sommes amenés a modifier
legérement les notations. Le systéme implicite stochastique linéaire sera
décrit par

E°Ny ., = F°x)+ Vv, 2.1

= Hx + o), (2.2)

ou, V) et w{ sont des bruits blancs et gaussiens centrés de covariance
(é 12()). R’ est positive définie. L'état initial x, est un vecteur aléatoire
gaussien de moyenne ¥ et de convariance Iy, et indépendant des
vg et mg.

Nous allons présenter la théorie du filtrage complet de x{ sous
I’hypothése H) et I'hypothése complémentaire que le systéme admet des
solutions causales (au sens de [6]), pour toute suite {L?} La technique va
consister a utiliser I'hypothése de causalit¢ pour amener le systéme par
changement de base dans une forme « partiellement explicite ». (Equations
(2.17), (2.18)).

2.1. TRANSFORMATION DU SYSTEME

En faisant des changements de base dans I'espace d’état x) =

4, (.\-l'(k)

'k)) et dans le domaine de I'équation (2.1) et en écrivant
X (

’/
B E"A = ((1) 8) B V= ( 'I) et H A, = (H| Hj) avec A4, et

B, réguliéres, le systéme (2.1) et (2.2) prend la forme suivante :

2

vi(k+1)=Flx/(k)+ Fixik)+ Vv, (2.3)
0=Fx/(k)+ Flxj(k)y+ Viv). (2.4)
vi = Hl x/(k) + Hy x3(k) + ] . (2.5)

. i Vi
Sous I'hypothése (E' V") surjective, c'est-a-dire ( ((I) 8) ( ']) )
y

surjective, nous avons V', surjective, ainsi il existe 4, inversible, telle que

'v}(k))

ViA,= (0 [I). Enécrivant ) = 4, v} et en décomposant v} = ( ;
vy (k)

vol. 25, n° 3, 1991
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et V! A, = (Vi V3) dans (2.3) et (2.4), nous obtenons

ik +1) = Flx](k) + FIxd(k) + Vivi(k) + Vivi(k), (2.6a)
0= Fixl(k)+ Fixi(k)+vi(k). (2.6b)

I 1
Q) Qn

I 1
0y 0

Remarquons que le probléme de filtrage du systéme implicite n'a de
sens que s’il existe des solutions causales au sens de I'article [6].

avec E(vivi)y=4;'477=0"'= ( ) positive définie.

REMARQUE 2.1: Sous ['hypothése (E0 |80 surjective, une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe des solutions causales au systéme
(2.1) quel que soit V'(.) est que F 1 dans (2.6) soit surjective.

PREUVE
La condition nécessaire et suffisante pour cette existence est (voir [6])

ImV°c Ev * 4 FOKer EY, 2.7

ol ¥ * est le sous-espace maximum satisfaisant F" ¥ * « EY ¥ * avec

En=<1 0)’ po_ [FUOF2\ e (VTOVay
0 0 Fl F)| 0 7

Soit (?\//1) une matrice engendrant ¥ *, (2.7) s’écrit

Vi v; M F)
[ - I I 1. 2.
m(o I)cm(o)+m(“) (2.8)

Donc F, surjective est nécessaire.

Réciproquement, si F} est surjective, la forme (2.6) du systéme montre
qu’il existe des solutions causales quel que soit v*(.). W

Ainsi, il existe A, inversible telle que F}A; = (—1 0) car Fj est
surjective.

B o

N (k)
Xk

(Fi F3), F{=Fj H|=H] et HiAy= (H; H3) dans (2.6). (2.7) et
(2.5), nous avons

En écrivant x|(k) = xi(k), ¥i(k) = A;( ., Fl=F], Fil4,=

ik + 1) = Fixi(k) + F3xi(k) + Fixi(k) +

+ Vivi(k) + Vivitk), (2.9)
0 = Fixj(k) — x3(k) + vi(k), (2.10)
v = Hi x}(k) + H3 x3(k) + H} x3(k) + o) . (2.11)

R.A.LLR.O. APII
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I’est, ainsi H7 Iest.

Il existe donc B, inversible, telle que B, Hj = (?)

En multipliant I’équation (2.11) a gauche par B, et en écrivant

y3(k)
I'équation (2.11) devient

1
vi(k ) ) )
Byl =yl = ("("),B.w2=wiet31(ﬂr H: HY) = (H H} HY),

= Hixi(k) + H3 x3(k) + Hi x3(k) + o). (2.12)

ot H = B, Hi= (?) et &(wwlT) =B, R"Bl = R'>0.

En remplagant vi(k) dans (2.9) par son expression, vy(k) =
— Fj} .\',3(/\') + x3(k), prise dans (2.10), (2.9) devient

Gk + 1) = (F{ = VIF) xi(k) + (F3+ V3) x3(k) +
FEIN(k) + Vivi(k) . (2.13)

et en posant Fi— V3F}=F{, Fi+ V3= F3et F{ = F3 nous avons
ik + 1) = Fixp(k) + F3x3(k) + Fix3(k) + Vivik). (2.14)
A Tlinstant k& + 1, I'équation (2.10) s’écrit
ik +1)=Fixik+1)+vi(k+1). (2.15)

En substituant (2.14) dans (2.15) et en écrivant F}F; = F}, F{F3i=
Fi, F}F}=Fet F} Vi = V3 nous obtenons

Wk + 1) = Fixi(k) + F3xj(k) + F{xitk) + Vivi(k) + vik +1).
(2.16)

En regroupant (2.15), (2.16) et (2.12), et en écrivant

(xf(k))
% _ x.*(k)) _ [ \Wtk)
(-"z*(k) X3(k)

1
vl(k) |
vE =), vFE = , of =w.,
Yk Hk k (vé(k+l)) k k

vol. 25, n* 3, 1991
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3 3 3
Fr=rr Fry= (0 2) (30
Fy F; Fy
b v 0y Vi oo
Vi oI Vi oI
H 0
ot - ((H> (1 )):((H? HY) HY,

on en conclut la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1 : Sous I'hypothése H), si le systéeme (2.1)-(2.2) admet
des solutions causales au sens de I'article [6], il peut se mettre sous la forme
suivante :

Xk + 1) = F* x4 V¥, (2.17)
VE = H* XX + of (2.18)

avec

4 ! 0 0 |’
O* =& v = (QO” Q:‘:) . SE=6EWE D = (0 Q()l-) ,

S = i, ,vE) =0, R* =& (ofwf’)=B,R"B],

Ao
_\f:,\—g:( x{(k) >= (1 0 )AI_,_\,O(,()’

Ay ' x)(k) 0 43!
I 0 _rf1 o \T
2*:@9’(.\'*.\'*7):( )z A ( ) ,
0 0 Yo 0 ;! 043\ A5
_ Ve 0 Hf 0
F* = (Ff F§), V*= (Vz* 1) et H* = (Hz* 1).

2.2. REPRESENTATION MARKOVIENNE D'UNE SUITE CORRELEE

e Rappels sur la propriété de Markov

La propriété de Markov pour une suite temporelle ou un processus
stochastique est trés classique, on en rappelle la définition et le théoréme -
sur le caractére markovien d’une suite gaussienne (voir [12]).

DEFINITION 2.2 : La série temporelle x(.) est markovienne si et seulement
si pour toute suite {k;:k>k|>--->k;>.--}, les lois conditionnelles

Ll nxy ) et L{xlx}
sont identigues.
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THEOREME 2.2: La propriété de Markov d'une suite gaussienne
x(.) est caractérisée par chacune des deux propriétés équivalentes suivantes :
l) ép(,\'k | .\'kl, secy .\'k') = g(.\'k I.\‘kl), Vk = kl P ki N
2) la suite x(.) est régie par une équation récurrente de la forme
Xp o) = F.\’A. + Vi

ou v(.) est un bruit blanc idépendant de x.

e Représentation markovienne d’une suite corrélée

On étudie maintenant la représentation markovienne du systéme (2.17)-
(2.18), avec le bruit v(.) corrélé, selon [12].

PROPOSITION 2.2 : Avec des changements de base de I'état x*(.) et du
bruit v*(.) et de notation, le systéeme (2.17)-(2.18) peut se mettre sous la
forme suivante :

Xk +1)=Fx, + Vv, (2.19)
Vi = H.\'k + g, (2.20)
ou v(.) et w(.) sont des bruits blancs et gaussiens centrés de covariance

(g g ) qui est positive définie.

PREUVE

e On écrit I’équation (2.17) sous la forme
xflk+1)=F*x* +p,. (2.21)
Prs1 = Apy + By, (2.22)

ou A4 et B sont des matrices a déterminer, telles que

P=Empl)=8(V*vEvpTV*) = V*Q*V*T, (2.23)
Py=8&@ppl)=EW*vE T vy = yrspy*, (224
Py=6E(pp 200) = EWV*vE ,vpT Ty = pxsxp*T = 0. (2.25)

De plus, I'équation (2.22) nous donne

P=APA"+ BBT, (2.26)
P, = AP, (2.27)
P, = AAP . (2.28)
Ainsi. nous avons
veo* i = qvxQ* v *T 4T BR* | (2.29)
V*SE vl = qy* Q* v *T | (2.30)
AAV*Q*V *T = 0. (2.31)
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A” fll‘)

Ay Ay
Q* par (2.18), (2.19) et (2.20), I'équation (2.30) devient

0 Vol
0 vioh|

ok [E 2 ik |yl
ApVEn Vi + A Vo, Vi

ApVEQLVE + A ViEQL VT + 4,050

e En décomposant 4 = ( ) et en remplagant V* S et

Ay VEQLVE + An VO VT

Ay V¥ Qlll Vz*r+ An V¥ Q) V:*r+ Ay 01

(2.32)
Ainsi, I’équation (2.32) nous conduit a
(ApVi+ ApVH iV =0, (2.33)
(AnVi+ ApVH 0K VT + 4,05 =V Q). (2.34)
(A VE+ An VE)QEVE =0, (2.35)
(Ay Vi + An VE)ORVIT+ An 0% = VF Q. (2.36)

Rappelons que V¥ = V3= F;V{=F; V¥ Iéquation (2.33) s'écrit

(Ay+ApFHVEQRVE =0, (2.37)
nous obtenons
(A + Ap FHVEQRE V(A + A FPT=0. (2.38)
ou Qf =0, donc
(Ay+ AL FHVE=0, (2.39)
soit
Ay ViE+ A4, VE=0. (2.40)

Simultanément, (2.35) implique
A:] I/|*+A:2 1/2*20 (2.41)
Les equations (2.34) et (2.36) deviennent

AnQf =ViQ
AnQ# =VFQ

. (2.42)
L. (2.43)
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Donc, les matrices A, et 4, sont déterminées par (2.42) et (2.43)
An=ViE0h0osn', (2.44)
An=VFQ0hH0n . (2.45)

Les matrices A, et 4, sont données par (2.40) et (2.41).
Remarquons qu’il existe toujours des solutions pour 4, et A, en fait
V¥ = F; V¥, nous pouvons prendre
Ay +ApFi=0, (2.46)
Ay +AnFi=0. (2.47)

dans (2.40) et (2.41), nous avons donc
AIIZ-ADFJ:~ (2.48)
Ay = — Ay Fi, (2.49)

La matrice 4 est déterminée. M

e Nous allons maintenant calculer la matrice B.

B,

En écrivant B =
B,

), I'équation (2.29) devient

veoh vt Vol
vEQh VT ViQhVET+On
(VI*QIIZAIE VI*QIIZAZTZ) (BIBII. BIBZT

. (2.50)
ViQhAh ViQhAd B, BY B:B{)

En remplagant 4, et 4,, par (2.44) et (2.45) dans (2.50), on a

(V{“AV,*T VAt

. (2.51)
VAVt l/z““Al’:'*‘T+Q:'z>

B,B! B,B]

(B. B B, B]

ot A =0/ —0L(0n)" 0.

] |
Remarquons que Q' = (gﬁ' g'lz) =Ad;'4;7=0, donc Q). 0y et
21 2

A sont positives définies, nous pouvons écrire
o,=c,cl, 9h=c,cT et a=ccC’. (2.52)

Ainsi, (2.51) s’écrit

T T
(B' Bi BB . (2.53)

B, B! B,BT

_[vEccTvy! vicctvy!
S A\wvrccTvpT viccTviT+c,cf
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Donc, la matrice B est déterminée par
B, VEC 0
— = . 2.54
b (Bz ) ( FC G, ) @39

e Les équations (2.32) et (2.30) nous conduisent a
0 l/* I‘)
AV*Q* p T i On , (2.55)
0 Vi#oh
notonsque A, Vi + A V¥ =0et A5 V¥ + A5 VF = 0, nous obtenons
Py = AAV*Q* ¥ *T

[0 ViQn
o \o vroh
[0 (A VE+ALVE)Ob
0 (AyViFE+AnVF)Oh
=0. (2.56)
L’équation (2.31) est vérifiée.
(-\‘f“(k)
. _ xi (k) _ Pk -
e En posant X = (-\‘z(k)) = (k) s v = v,
n(k
k= (:IEI‘;) =y o= (0 (k) wy(k)) = of, F=(F F))-=
F¥ I F§ /0 e o _
((0 A) (0)» V_(By Q=0* R=R* e H-=

H, H,) = 0 0 nous aboutissons a la proposition
H , utisso prop
(Hy 2 H¥f 0 (1 )

1.22. 1

2.3. FILTRAGE DE x;

Le systeme (2.19)-(2.20) s’écrit

.\'I(k + 1) = F,\‘k + Vvk N (257(])
k) = Hyx(k) + o, (k) (2.57b)
ya(k) = Hy x1(k) + x3(k) + oy(k) . (2.57¢)
La covariance de v, w (k) et w,(k) est Q (0 0)
(0) Ry Ry
0 Ry Ry

(5 =)
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L’objectif du filtrage est de calculer % = & [x;|yy, ..., y4]. Nous note-
rons X, lerreur x, — X, et 3, sa covariance (voir [7]).

Supposons 3, et X, déja déterminés.

e (2.57a) et (2.57b) nous permettent alors de calculer x;(k + 1) par un
filtre de Kalman classique.

Par contre, I’équation (2.57¢) ne peut pas étre utilisée. En effet, la
connaissance de y,(k + 1) ne donne aucune information supplémentaire
sur %,(k + 1), parce que x,(k + 1) est totalement arbitraire. (Formelle-
ment, nous pouvons lui donner une covariance infinie ce qui annule le
coefficient du terme en y,(k+ 1) — v(k+1).)

Etant donné {»(0), ... ¥c}. les moyennes et les covariances de
xi(k+ 1) ety (k+1) sont

\_|(k + 1 ) = F.\"k s (258(1)
Filk+1)=H, F% . (2.58b)
s i F3, FT+vovT F3, FTHI + voV "H
ST \H FS, FT H, VOQVT H,FS,FTHT+ H VOVTHT 4 R,

_ 2:"n(/\' +1) Zp(k+1) ' (2.59)
Sutk+1) Zp(k+1)

Etant donné {y(0),...y;.,}. la moyenne et la covariance de
X;(k + 1) sont

Y+ 1)y =xk+ 1)+ K Dk + 1) —y(k+1)], (2.60)

Sik+ 1) =3, k+1)=SHtk+ D)L (k+ D) k+ 1), (2.6])
ou

Kioy=Sptk+1)3p'(k+1). (2.62)

S,, est définie positive, puisque R, est définie positive.
® (2.57¢) nous donne % (k +1):
Lk + ) =yv(k+1)—Hy X (k+1). (2.63)

e L'erreur ¥, et sa covariance 3, ,, sont

I
By = (_H2> fk+ 1)+ (_01) oy (k + 1)

Jfk + Evk + 6(1)/\.+| N (2.64)

S..1 =A%, A"+ BQBT + CRCT,
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/ _ /
ot A= (_H’)[I—K“,H]F. B - (_Hw)[I—K“.H] Vet
_ I 0
C - (_ (H) Ke. (_[>).
On en conclut le théoréme suivant.

THEOREME : Sous 'hypothése H), si le systéme (2.1)-(2.2) admet des
solutions causales, il peut se mettre sous la forme (2.57) et nous avons le
filtre suivant

\-.kol = F(A + Kk; I(."k—l - ﬁ'{‘k) s (265)

! . K, 0 - H
- 208k 41

La covariance d’erreur est donnée par
Sp.1 =A%, A"+ BOB" + CRCT, (2.66)
ou
Kio = [FS, FTH] + VOV TH[H FS, FTH] + H VOV "H + R
(2.67)

Les équations du filtre sont recurrenies.
Donc, le probléme du filtrage du systeme implicite est résolu.

3. Lissage de x;

Pour le systéme stochastique tmplicite (1.1)-(1.2), nous considérons les
trois types de lissage classiques : lissage a point fixe, a retard fixe ou a
intervalle fixe.

3.1. LISSAGE A POINT FIXE

e Deéfinition du probléme
Nous étudions I'estimation optimale ¥;, de I'état x; d I'instant j fixé pour
tout k = j, c'est-a-dire

\.‘l‘\ = g {.\_‘i/’_"p Yoy e ¥ k} N Vk >[ et/ ﬁXé .

o Modélisation

Nous utilisons une méthode consistant a créer un nouveau modele d’état
augmenté, qui est aussi un systéme implicite, puis a appliquer les méthodes
du filtrage présentées dans les chapitres précédents.
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X
Notons xj = ( u) le vecteur d’état augmente, de dimension 2n avec
Xk

Vo =X Vh=j et xf =y,
Nous avons donc le systéme augmente

E'x|, = FIx[+ Vv, 3.1a)
Ve = H' X[ + . (3.15)
; _ %
avec £/ = (’g (1)) F! - (g ?) pi = “)) et H' = (H 0).

e

. . L E.\“A 1k
Si nous pouvons calculer I'estimation E/ X ., = . nous
X+ 1k

obtenons ainsi le lisseur X;; pour tout k =j car X ., = 4.
HYPOTHESE Hj)

Nous avons besoin de I’hypothése H appliquée au systéeme augmente
(3.1), que nous appellerons hypothese Hj).

REMARQUE 3.1: L'hypothése H) dans la section 1.1 pour le systéme
(1.1)-(1.2) est identique a l'hypothése Hj) pour le systéme (3.1).. car si
. N i i ’ 3 E .. . E/ ,
(E V) est surjective. (E/ V') l'est, si ( H) est injective. iy l'est
aussi.  Réciproquement, Uhypothése H) est aussi nécessaire pour que
lhypothése Hj) soit satisfaite.
e Solution du probléme

. D Y e
Supposons EX; ;. X,,, X, ., et X, déa détermnés, ainsi que

v
E XjLyet
Ex.  — EX . ¢y — EX T s ;
< P Ex; = EX; ;)\ (Exjo - EX Ly (..._,,,v, [‘E”)
=i+ = . s . = =1s alf A NI
Xi = i Xi = Ny 2 F %)
car EY; ), = FxX;;.

Nous appliquons le théoréme 1.3 au systeme (3.1), la prediction de
E’ xf ., est donnée par

Y
I

E./_{J.’ ;= (0 FI),\/[,\TJ . .
k + 1 1y H_ITR ',.].k

). k=j+1,

d’ou M| est symetrique et inversible, définie par

) E/
My = ) ), k=>=j,
EIT HTR T H
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S/ est symétrique et positive définie

0 > 0 40 )

Les conditions initiales EX; . ; et X, |, peuvent étre déterminées par la
méthode décrite dans la section « 1.1 Filtrage de Ex; par dualité » et
;; et %, ; par celle dans la section « 1.2 Filtrage complet de x; » a partir de

Iinstant k = 0 avec ¥, et .
Ainsi on en conclut le théoréme suivant.

THEOREME 3.1: Le probléme de lissage a point fixe a lUinstant j du
systeme (1.1)-(1.2) est équivalent au probleme de filtrage du nouveau
systeme implicite augmenté (3.1). L’hypothése H) est identique a Uhypothése
Hj). Ainsi le probléeme de lissage peut étre résolu par le théoréme 1.3 pour
k =j. En appliquant la méthode décrite dans la section « 1.2 Filtrage
complet de x;» et de nouveau celle dans le théoréeme 1.3, nous pou-

P . .. S i E'{,.I'+|j
vons  déterminer les  conditions initiales E'¥. .\, = . et
X
.. FXi =
* 1 \ ». e
G = ( J "T Y a partir de Uinstant k = 0 avec %, et 2.

3.2. LISSAGE A RETARD FIXE OU A INTERVALLE FIXE

o Définition des problémes

Le lisseur a retard fixe calcule I'estimation ¥, _ v, de I'état x a I'instant
k — N, ou N est un retard constant.

Le lisseur a intervalle fixe calcule I'estimation optimale X, ,, a 'instant
k(M =k =0) avec M fixe.

On sait que ces deux problémes peuvent encore se ramener a des
problémes de filtrage par introduction d’états augmentés. Ici on obtient
des systémes augmentés implicites. Mais il est facile de vérifier que les
hypothéses sur le systéme d'origine se transportent sur ces systémes
augmentés. La solution de ces problémes s’obtient donc facilement par
application des résultats antérieurs. Finalement, disposant d’une théorie
du filtrage, c’est un exercice désormais classique d’en déduire des lisseurs.

Conclusion

On a pu donner diverses versions des filtres et lisseurs optimaux pour le
systéme implicite standard. Le filtre pour Ex peut étre obtenu comme un
systéme implicite, généralisation assez naturelle du filtre de Kalman. Le
filtre pour x n’a été obtenu que dans le cas ou le systéme satisfait une
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condition de causalité, somme toute trés naturelle pour ce probiéme : si
x, dépend des bruits fururs, quel sens cela a-t-il d’en demander la meilleure
estimée étant données les informations passées ?

Notons que pendant que cet article était en révision, une autre approche
a été proposée dans I'article [29]. La question de la causalité y est résolue
par un parti pris totalement différent : leur estimée ne prend en compte les
observations et les équations dvnamiques que jusqu’au temps présent.
Certes ceci revient a ignorer une information a priori sur le systéme, mais
permet de définir, et résoudre, un probléme d’estimation causale y
compris pour un systéme non causal. Nous ne savons pas, a ce jour, si les
deux estimées coincident quand la notre existe.
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