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18 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

Introduction

Cet article étudic la commande et e filtrage des systémes implicites a
temps discret, c’est-a-dire dc la forme

Ex, .= Fx; + Gu,.

Pour unc motivation et des études de réalisation et d’invariants de tels
systémes, on renvoic le lecteur a 1], [5].

Dans [8], nous avons proposé unc solution au probléme de la commande
optimale quadratique en temps fini d’un systéme implicite linéairc en
temps discret. Notons que, contrairement a la plupart des auteurs, ct pas
plus que dans le présent article, nous ne supposions que le systcme
implicite fat régulier (det (zE — F ) # 0). Nous n’imposons méme pas que
E ct Fsoicnt carrées. Ainsi, la solution du syst¢mc peut ne pas cxister, et si
clle existe n’étre pas unique. Il faut donc faire attention a la fagon méme
dc poser les problemes.

La solution de [8] utilise unc généralisation de la célebre équation dite
de Riccati, les hypothe¢ses sous lesquelles la solution de cette équation, et
du probléme, existent étaicnt, dans les notations du chapitre 2 ci-dessous,

.. F
E G) surjective, (
( ) surj 0

Ajoutons qu'une généralisation de la programmation dynamique y était
utilisée sans justification, faute de place.

Ici, nous justifions cette version de la programmation dynamique, et
I'utilisons a nouveau pour le méme probléme. Mais une manipulation un
pcu plus évoluée des équations nous permet d’établir I'existence et
I'unicit¢ sous des hypoth¢ses moins restrictives, ¢t au demecurant trés
naturelles par leur caractére dual. Ensuite, nous développons la théorie
asymptotique, d’une fagon tres paralléle a la théorie classique pour les
systemes « explicites ». Enfin, pour terminer le paralléle avec la théorie
classique, nous examinons un probl¢me de filtrage qui se traite bien par
dualité avec le probleme de commande.

) injective et S positive définie.

1. Programmation dynamique pour les systemes implicites

1.1. DEFINITIONS

Un systcme implicite est constitué de

— une collection d’ensembles X, k=0,1,..., N, appelés espaces
d’¢tat,

— une collection d’ensembles U;, k = 0,1, ..., N — 1, appelés espaces
de commande,

— une collection de relations F; < X, ., x X; x U,, appelées relations
dynamiques.

R.A.ILR.O. APII



Théorie de la commande 19

Nous appellerons I'indice & le temps, ou le pas de temps.

Une suite {v;}, k=0,..., N est appelée unc trajectoirc d’état (ou
trajectoire). Une suite {u,}, k=0,..., N — 1 est appclée une trajectoire
de commande (ou fonction de commande, ou commande quand aucune
confusion avec un élément u, isolé n’est possible).

Une paire {x;}, {u;} est appelée une bitrajectoire. Elle est dite

admissible si
Yk e {0,...,1\/—1} 5 ('t/\‘+l"\‘k’uk)EFk'
Remarque : Dans les cas classiques, les F; sont données par I'intermé-
diaire de fonctions f;: X, ., x X x U, - R"™, par
('\‘k"rl"\’k’ llk) € Fk <> fk(xk+ 15 Yo Ilk) =0. (1.1)
Un probleme de commande optimale implicite est constitué
— d’un systeme implicite
— d’un état initial &, € X,
— d’un critére spécifié par une collection de fonctions L, : X, x
U.—- R, pour k=0,1,....,N—1, et Ly:Xy—R.

Pour unec bitrajectoire {x,}, {u;}. on pose

N -1

J({xe}s {m} ) = Y Loy u) + Ly(xy)

lc probléme est de trouver une bitrajectoire admissible ({x;}. {u;} ) qui
minimise J parmi toutes les trajectoires admissibles commengant en

Xy = &.
La technique classique de la programmation dynamique se¢ généralisc
immédiatement.

THEOREME 1 : §'il existe une suite de fonctions V ;. de X, dans R et deux
suites de fonctions &, de X, dans U,, b, de X, dans X, , |, telles que

Vke {0,1,..,N -1}, VxeX,, (U(x)x bu(x))eF,. (1.2)

i) Vke {0,1,....,.N-1}, VxelX;, VyelX,,,, VveU, avec
(y,x,v)€ Fy,

Vile) = Vi (U(x)) + Li(x, o (x)) < Vi1 () + Li(x,v) , (1.3a)

“) V.\,' € X‘\' 5 V‘\v (.\') = L‘\' (\‘) 5 (1'3b)
alors, la bitrajectoire engendrée par x, = &,

Vke {0,1,....N -1}, u = d(xy) (1.4a)

Vke {0,1,...,N}, Xpop = Wlxg). (1.4b)

est admissible et résout le probléme.
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20 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

Démonstration : La trajectoire engendrée par (1.4) est admissible du fait
de I'hypothése (1.2). Linégalit¢ dans (1.3a) pecut aussi s'éerire

0= Vk,l(_)')—Vk(.\‘)+Lk(.\'.L‘). V(_\'..\'.U)EF;\.. (1.5)

Soit une bitrajectoirc admissible ({x.}. {u;} ) quelconque avec x = xy,
y =X;_.; et v =u,, mais satisfaisant x, = &, Alors cllc satisfait (1.5) a
chaque pas de temps. En sommant les inégalités (1.5) de k=0 a
N — 1, on obticnt
. V-1
0 = V‘\' (.\'A\') - V()(.\'()) + Z L[\(‘.‘A; “k) N

k=0
soit, en tenant compte de (1.3b)
V()(,\’")S.I({.\'k}. {llk} ). (1.6)

Maintenant, si on prend la suite engendrée par (1.4), 'inégalité dans
(1.5) est remplacée par unc égalité, ct donc aussi dans (1.6). Cela établit le
théorecme 1. B

Supposons par excmple que la dynamique soit de la forme (1.1). On
pourra détecrminer les fonctions V., &, et ¢, par une procédure classique
de programmation dynamique :

1) Partir de Vy = L.

2) Pour V; connue de i = A+ 1 a N, fairc pour tout x € X

Vilx) = min (Vi () + Li(x.v)], (1.7)

v fyove)=0

¢t choisir (W (x ), &, (v)) comme un argument du min. On est donc ramené
a un algorithme de programmation dynamique ou on minimise simultané-
ment par rapport a x; . ct i, sous la contrainte (1.1).

2. Cas général du probleme de la commande optimale quadra-
tique des systémes implicites linéaires stationnaires

2.1. DEFINITION DU PROBLEME

Un systéme implicite discret linéaire ct stationnaire est un cas particulier
de systeme implicite, pour lequel les espaces X, sont tous ¢gaux a
R", les espaces U, sont tous égaux a R ct I'équation (1.1) est de la forme

Ex, ., = Fx, + Gu, (2.1)

ou les matrices £, F et G ont respectivement les dimensions m x n,
mxmnctmxr.
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Théorie de la commande o1

Il faut rappcler que, contrairement au cas classique, la trajectoire
{x} correspondant a une loi de commande {u;} peut ne pas exister, ou si
clle existe ne pas ¢tre unique.

Nous considérerons le critére quadratique suivant :

1 1! T
JO{xe) {w)) = E't‘r Sey+35 Y (x] Ox, +ul Ruy) , (2.2)

T k=0

ou les matrices S ct Q sont symétriques ct positives semi-définies, R est
symétrique et positive définie.

Le¢ probleme de la commande optimale est de déterminer, étant donné
vo (I'état initial) et un entier N (le temps final), deux suites {x,} ct
{u;} minimisant le critére (2.2) ct satisfaisant les équations (2.1) pour
k=0,1,....N-1

2.2. SOLUTION DU PROBLEME

Nous utiliscrons les hypothéses ci-dessous.

Hypothese (H)
(H1) (E G) surjective,

E
(H2 ( ) injective,
) o) M
(H3) (f) injective.
THEOREME 2 : Sous I'hypothése (H), le probleme de commande opumale

a une solution unique, la commande optimale et la trajectoire optimale
associée sont données par

u, = R-'G™x,, k=0,1,....N -1, (2.3)
Y1
Ay

ot M, _, est une matrice symétrique et inversible, donnée par

I

M;}l(g)xk. k=0,1,...N—1, (2.4)

o
N
~

P ET ) )

M,, = ) k=01 N1,
kel ( E _GR'G!

P, est symétrique et positive semi-définie, donnée par

o\, [ Pra 0 1 (0
. = My M, .
Py (F) w"’l( 0 (J'R—IG'/') l""(F) +0
k=0,1,....,.N-1. (2.6)

vol. 24, n" 1, 1990



22 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

La condition finale associée est
P‘z = S .
Cette équation discréte est résolue a partir du temps final N. Le coiit minimal
1
est 3\'07 Po.\'o.
Si I'hypothése (H3) n’est pas sausfaite, le probléme de commande

optimale admet toujours une solution. La bitrajectoire optimale associée est
unique, sauf xy (l'état final) qui est déterminé seulement modulo le noyau de

(g) . Les équations (2.3) a (2.6) restent satisfaites pour k variant de 0 a

N =2, et pour k = N — 1 elles prennent une forme plus compliquée.
Nous commencerons par montrer quelques lemmes.

LEMME 2.1: Si (E G) est surjective, I'équation (2.7) suivante admet
une solution pour tout y, et N est défini de fagcon unique. Si en outre

( P ) est injective, la matrice M, ., est inversible. Ces conditions sont
k+1

aussi nécessaires

p & 0
M“,()\) - (F>y. (2.7)
Preuve : Calculons le noyau de M, , , en écrivant M, ., (;\) =0, donc
Py x+ETA=0 (2.8)
Ex=GR 'G"\. (2.9)

Par (2.8), on obtient
TP yx+xTETN=0.
Par (2.9), on en déduit
xTPe yx+ AN GR'G™x =0,

d’ou
Pioix=0 et G'x=0.

En utilisant (2.8) et (2.9) on en déduit

(PkE+1) x=0 (ﬁ:) A=0. (2.10)

Réciproquement, (2.10) entraine (2.8) et (2.9), et comme M, , | est carrée,
elle est inversible si et seulement si elle est injective. On en déduit la
deuxieme affirmation du lemme.
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Théorie de la commande 23

Supposons maintenant (E G ) surjective. Si (;) est dans le noyau de

M, ., par (2.10) on a A = 0. En particulier (0 FT) (i) =0 dou

Ker M; ., Ker (0 FT)

Im M/, > Im (2) .

On conclut en remarquant que M, ., est symétrique. W
LEMME 2.2 : Sous I’hypothése (H), la matrice P, définie par les équations

(2.5), (2.6) est symétrique, positive semi-définie et ( PA> est injective.

Le lemme est évident pour kK = N et se montre par récurrence sur k.

Supposons P, . ; symétrique, positive semi-définie et ( P > injective.
k+1

Par le lemme précédent, la matrice M, ., est inversible, et ainsi

P, est bien définie. Manifestement elle est symétrique, positive semi-

définie, comme somme d’une matrice symétrique positive semi-définie et

Q. En particulier P,x =0 entraine Qv =0. On conclut grace a

I’hypothese (H2). ®

LEMME 2.3 : Supposons 'hypothése (H1) satisfaite. La quantité
! 1.7 ; T Oy T
fQug x0) = 5 (ko Pror Xy + 4 Oxg + g Rug ), (2.11)

sous la contrainte (2.1) atteint sa valeur nunimale pour tous xi .,
u, satisfaisant

u, =R 1'GTx\, (2.12a)
Peoyxe  +ETN =0 (2.12b)
Ex,.,—GR 'G"\, = Fx,. (2.12¢)

Preuve : Par le lemme 2.1, les équations (2.12) ont au moins une
solution. Prenons-en une, et calculons f(u,x) avec u=u;+v,
X=Xeo1 + ).

La contrainte Ex = Fx; + Gu s’écrit

Ey = Gv
et

2fuv)=x{Ox; +ul Ruy +x], Py . x.,+v  Rv +
+y Py +20T Ry +2yT Py v,y . (2.13)
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24 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

Notons que si Ey = Gv, on a
VT Ruy =v T GTN =y ETNe = —yTP x4,

La quantité vT Rv + yT P, .| y est positive ou nulle. Comme elle s’annule
pour v = y = 0 (qui satisfait la contrainte), sa valeur minimale est nulle.
Prenons y et v satisfaisant la contrainte et tels que cette quantité soit
nulle. Alors v =0 et P, ., y = 0. Tenant compte de la contrainte, on en-
)
déduit Ey = 0. Par conséquent (i) est dans le noyau de M, , et

Ni. X, u vérifient les équations (2.12). B

E
LEMME 2.4 : Si l'hypothése (H1) est satisfaite, et (P/\

) est injective, la
1

valeur minimale de (2.11) est obtenue pour un unique x; . |, uy, satisfaisant
les équations (2.12), cette valeur minimale étant x[ P, x;, oit P est définie

via (2.5) et (2.6).

Notons que les hypothéses faites entrainent que P, est bien définie, et
que x; _,, u; sont définies de fagon unique par les équations (2.12).
Par les calculs précédents, la valeur du minimum est

1
5 (.\'kT ka + llkTRllk + .\'[‘1 1)/\.+ 1 '\‘.\'—rl) .

Notons que u/ Ru, =N GR™'GT\, et que si A = M,\T,ll(g), on a
Yk -
Ax, = ( A > d’ol

P, 0
T T . T 4T k+1 .
“I\'Ruk+"k~lpk+l"kol_"/\'A ( 0 _1 T) A“I\"

L’équation (2.6) s’en déduit. H

Preuve du théoréme 2 : Si I'hypothése (H) est satisfaite, le théoréme est
une conséquence immédiate des lemmes 2.2, 2.4 et du théoréme 1.

Si seules les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites, le théoréme se
montre de la facon suivante,

A VTinstant final N, la valeur minimale du critére est manifestement
xl Py xy avec Py = S. A l'instant N — 1, les lemmes 2.1 et 2.3 montrent
que le probleme de commande optimale admet au moins une solution
Uy _1, Xy, linéaire en fonction de xy_,, uy_, étant définie de fagon
unique. Supposons qu'une de ces solutions soit de la forme uy ;| =
Axy_y, xy = Bxy_;. Le colit optimal est alors .\'JC_I Py _yxy_; avec
Py_,=Q+B7"SB+ ATRA. Remarquant que BT SB + AT RA est posi-
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tive semi-définie, on en conclut que P, _; v = 0 entraine Qx = 0, et par
E S

conséquent, que <P ) est injective.
N-1

Il suffit alors d’appliquer le théoreme 2, avec un instant final
N — 1, et un coat final Py_,. B

PROPOSITION 2 : Si E est la matrice identité, I'hypothése (H) est toujours
satisfaite, et les équations (2.5), (2.6) se raménent a I'équation de Riccati
classique.

En effet, posons P = P, ., A= (GTPG+R) 'et B=GAG". Ona
alors

_ B [ - BP
Ml = ) 2.14
ke (I—PB PBP — P (21

Les équations (2.5), (2.6) deviennent
_ 07 B I - BP ) ( P 0 )
P“‘Q+(F) (I—PB PBP — P 0 Gr-1G67)
B

x (I—PB PIB;€PP> (2) :

En développant, on constate que cette équation prend la forme
P,=Q+F"PF+FTPCPF (2.15)

avec
C=-2B+BPB+GR 'G"-BPGR"'G"-GR 'G"B +
+ BPGR™'GTPB. (2.16)

Ecrivant B en fonction de A. (2.16) s’écrit aussi
C = GADAG'T (2.17)
avec
D=-2A"+G'"PG+A'R'"A'-G"PGR'A"' -
~A'RI'G"PG+G"PGR ' G PG.
Remplagant A~ par G PG + R, et en développant, il reste
D=—-A""1,
On en déduit
C=-GAG"- -G(G"P,.,G+R)'GT

vol. 24, n” 1. 1990



26 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

d’ou
P.=F'P, ,F-F'P,_ ,G(R+G"P,.,G)'x
xG'P, ., F+Q. (2.18)
C’est I’équation de Riccati classique. La proposition 2 est établie. W
L’équation (2.6), qui est un systtme de nx (n+1)/2 équations
récurrentes du premier ordre (P, est symétrique), est résolue a rebours de

N a 0 a partir de la condition Py = §. Ces calculs peuvent donc étre
exécutés avant le démarrage du processus, soit « hors ligne ».

3. Le probleme a temps final infini

Il est souvent naturel de considérer de grands intervalles d’optimisation.

Le cas limite obtenu en faisant tendre le temps final N vers I'infini dans
le systéme classique présente de sérieux avantages qui en font 'une des
techniques les plus fréquemment exploitées dans la pratique.

3.1. DEFINITION DU PROBLEME

Le probléme de la commande optimale & temps final infini du systeme
implicite est la détermination de la paire de trajectoires {u}, {x.},
minimisant la fonction-coiit

J({x}s {w}) =% i (x{ Ox; + uf Ru,) , (3.1)

sous la contrainte (2.1), et sous la contrainte de stabilité suivante

lim x;, =0 lim u, =0.
k- o k=

3.2. HYPOTHESES

Comme dans le cas classique, nous supposerons que le systéme est
stabilisable et détectable par la sortie y, = Ox,.

DEFINITION 3 : Le systeme implicite (2.1) est dit stabilisable si, pour tous
complexes (N, w) non simultanément nuls, la matrice (\E — pF G) est

Lo Y
surjective si | — | = 1.
T

En d’autres termes, si (E G) est surjective, et si (\E—F G) est
surjective si |\| = 1.

R.A.I.LR.O. APII
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Le systéme implicite (2.1) est dit détectable par la sortie y, = Qx si, pour

tous complexes (N, ) non simultanément nuls, la matrice é” ) est

= 1.

injective si
()\E -
Qo

En d’autres termes, si (Q) est injective, el st ) est injective St

IN] = 1.

La signification de cette définition est donnée par les deux propositions
suivantes.

PROPOSITION 3.1 : Si le systéme (2.1) est stabilisable, pour rout état initial
xo, il existe une bitrajectoire stable admissible admettant x, comme état
initial. On peut supposer que létat, de méme que la commande, tendent
géométriquement vers Q.

Par changement de variables sur I'état, et en multipliant I’équation (2.1)
a gauche par une certaine matrice inversible, on peut supposer que E soit

G
de la forme ((1) 8) La matrice G prend alors la forme (03), et
4

I'hypothése (E G) surjective s’écrit alors G, surjective. Par changement
de variables sur la commande, on peut alors supposer que G est de la

< . i )
forme .
0 1

Notons que la définition de stabilisabilité est invariante par feedback.
F, F,
Supposons que F soit de la forme ( L ) , posons K = ( 0 0 ) et
Fy F, Fy F,
faisons le feedback u = Kx + v. Alors

Fi -G, F, Fz—GzF-t)ﬁ(Fs Fo) (3.2)

F_GK:( 0 0 0 0

et le systeme prend la forme

XYppo1= Fsxy o+ Foxo o + G Uy + Gy g
0=1vy,. (3.3)

Ecrivons que le systéme est stabilisable. On obtient que

NM-Fs —Fq G Gg>
(Mo 0t 0

est surjective pour |A|=1, donc que la paire (Fs5, (Fg G,)) est
stabilisable (au sens classique).
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28 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

Uy

Il existe par conséquent un feedback ( ) ‘k) = K, x; ; qui stabilise (3.3)

X2,k
en prenant v, , = 0.

Notons simplement qu'on ne peut appliquer ce feedback que pour
k=1, car x, , est imposé par les conditions initiales. M

PROPOSITION 3.2 : Si le systéeme implicite (2.1) est détectable par la sortie
Vi = Qxy. les hypothéses y, — 0 et u, — 0 entrainent x;, - 0 pour k — oo.

I 0
0 0

prend alors la forme (Q; Q,). et 'hypothese (g) injective s'écrit alors

Comme précédemment, on se raméne a E = ( ) La matrice Q

Q. injective. Par changement de variables sur la sortie on peut alors

0
supposer que Q est de la forme (gl / )
Notons que la définition de détectabilité est invarnante par retour de
F, F,
sortie. Supposons que F soit de la forme ( : - ) posons

Fi F,
k=% T2} de son F — KQ soit de la fi Fs 0
= ) — SO d .
(0 F4) e sorte que soit de la forme (Fn 0
Le systeme prend alors la forme
Ex ., = (F-KQ)x;+ Gu; + Ky,
ou
Vige1= Fsxp o+ G + Ky yy
0 B F(‘ ".l.k + G: “k + K: '\'k (3.4)
avec
Vik = QaXypp +Xoy

Vi = Qx4 (3.5)

Fo
Les conditions de détectabilité disent que la paire ((Q(>,F5) est
1

détectable au sens classique.

Comme u; et y, tendent vers 0, il en est de méme de Fyx; ;. On en
déduit d’abord que x, ; tend vers 0, puis grace a (3.5) que x, ; tend vers
0. m

3.3. SOLUTION DU PROBLEME

PROPOSITION 3.3 : Soit Py, la matrice P définie dans la section 2, pour
le probléme de commande optimale en temps N avec un coiit final Q. On
suppose le systéeme stabilisable.

R.A.LLR.O. APII
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]) OII(IP_\"“—PA\LI' st [\I—l:M—].
2) La matrice P, = P, satisfait I'équation
0NT ., [Px 0 /0
L1 = 3 y ) .
Peor = (p) Mi (o oror) M (r)+2 o

avec la condition initiale P, = Q, la matrice M, étant définie par (2.5).
3) La suite de matrices P, admet une limite P, solution de

_fONT (P 0 1/ 0
P_(F> M <o GR-IGT)M <F>+Q (3.7)
avec
M= (P ET ) . (3.8)
E -GR'GT
Preuve : Les points 1) et 2) sont évidents.
Soit
1 l N-1
InUxeds {w)) = 3.\'{: Qxy +5 Y (xF Ox; +ul Ruy) .
- “ k=0

Si ({x}, {u} ) est une bitrajectoire optimale pour le probléme avec
instant final N + 1, sa restriction a I'intervalle [0, N ] est une bitrajectoire
admissible pour le probléme avec instant final N, et donc

Xg Py xo= Iy ({xe}s {ud) < Jy o ({xd {w}) = %7 Py 1 X

La suite xJ Py x, est donc croissante en fonction de N. Par la proposi-
tion 3.1, il existe une bitrajectoire stable ({x,}, {1} ), et pour celle-ci on
a

Xt Py xosJy({xe), {e)) <J({xe)s {u)) <00

On en déduit que la suite x/ Py x, est majorée, donc qu'elle converge.
Comme Py est positive semi-définie, la suite P est donc convergente. Par
continuité, la limite est solution de (3.7). Notons que si P est la limite de
Py.etsi Prx=0ona0=x"Px=x"TPyx=0, et donc, en particulier
QOx = 0. La matrice M définie par (3.8) est donc bien inversible. W

PROPOSITION 3.4: Si P est une solution positive semi-définic de
I'"équation de Riccati stationnaire (3.7), pour rout état initial x,, il existe une
bitrajectoire associée de fagon canonique a P. Si cette bitrajectoire est stable,
le cout en est x! Px,.

vol. 24, n” 1, 1990



30 SYSTEMES IMPLICITES DISCRETS

X+l

Pour x; donné, on pose ( ) = M“(}_).) xeetu, =R PG ou

)‘k +1
M est définie par (3.8).
Comme Ex; ., = Fx; + Gu,, on a une bitrajectoire admissible. Elle
vérifie manifestement
xIPx, = x{ Oxp +ul Ruy + x{. | Px; ., 3.9)
et donc

NG

T . T . r . T .

Xo P.\O = Z ('\i Q“'i + U; RU,‘) + Xy P"N—vl
i=0

et ceci prouve la proposition. H

THEOREME 3 : On suppose le systéme (2.1) stabilisable et détectable par
Q. Alors le probléme de commande optimale admet une solution unique,

qui est la bitrajectoire associée de facon canonique & P, unique solution
positive semi-définie de I'équation de Riccati (3.7).

Remarquons que pour toute bitrajectoire admissible ({v.}, {u;})ona

J({x}s {m}) = In({x} s {ue}) = xd Py xo
ou P, est définie par la proposition 3.3. Cette proposition affirme que

P, tend vers une limite P solution de (3.7). On en déduit

J({xe)s {w)) = x{ Px,.

Par la proposition 3.4, il existe une bitrajectoire associée de fagon
canonique a P. Admettons un instant que cette bitrajectoire soit stable. Le
colt de cette bitrajectoire est alors x, Px,. On en déduit

min J ({x:}, {ux}) = x{ Px,.

Considérons maintenant une solution quelconque, positive semi-définie
P de I'équation (3.7). La bitrajectoire canonique associée vérifie (3.9) ; en
conséquence la suite x/ Px, est décroissante. Comme elle est positive ou
nulle, elle a une limite, et donc la quantité

X Px —xi . Pxg .,y =xF Oxg + uf Ruy

tend vers 0. Par conséquent, u, et Qx, tendent vers 0. Comme le systeme
est détectable par Q, la proposition 3.2 entraine que la bitrajectoire est
stable.

R.A.I.LR.O. APII



Théorie de la commande 31

Considérons maintenant une bitrajectoire admissible quelconque
({%}. {@} ), et écrivons ity = uy + vy, ¥ = x; + y;. Reprenant les calculs
de la Section 2.2, on a

f{ ka + 17[ Rﬁk + .\'A.T+| P"-k—»] = .\'[ka + y[+ 1 P_)'k,] + U[ RUk

en sommant, on obtient

N )

Y & Q% + ]l Rity) = —xf . Pxy. | +x{Pxy+
k=0

N
T Ty,
+ Z (yk-»]Pyk+l + Uy RLk).
k=0

On en déduit

€ X

=T rs . =T pr T T Ry
Y (% O + g Riy) = xg Pxo + Y k1 Pyxoa+ vi Ruy).
k=0

k=0

La valeur minimale de J est donc x{ Px,, car v, = 0, y, = 0 satisfait la
contrainte.

Remarquons que ceci détermine P de fagon unique. On en déduit
I'unicité de la solution positive semi-définie de I’équation (3.7).

Par ailleurs, la valeur du critére est minimale lorsque Py, ., =0 et
v, = 0. Sachant que Ey,., = Gvy, et Py,.,; =0 entraine Qy, ., =0,
I’hypothése (H2) (qui est satisfaite car le systeme est détectable par Q)
entraine y; . ; = 0. Il en résulte I'unicité¢ de la bitrajectoire optimale. W

4. Dualité du probléeme de la commande optimale et celui du
filtrage

4.1. DEFINITION DU PROBLEME DE LA COMMANDE OPTIMALE

Etant donné le systéme implicite (2.1), le probléme est la détermination
de la commande u, et de la trajectoire d’état x; avec x, donné, en
minimisant la fonction-cot

N -1
xl ETSExy +% S (f Q¢+ uf Ruy) . (4.1)
k=0

9] =

T({xe}s {u}) =

E
n’est pas injective, si E n’est pas injective, ainsi
I’hypothése (H3) n'est pas vérifice.

Notons que (
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4.2. DEFINITION DU PROBLEME DU FILTRAGE

Le syst¢me implicite stochastique est décrit par

Eka = ka + v, (4.2.1)
Yo = Hxp + o, (4.2.2)

ol v, et wy sont des bruits blancs et gaussiens centrés de covariance Q et R.
Q est symétrique et positive semi-définie, et R est symétrique et positive
définie.

Xx;, €st un vecteur aléatoire gaussien de moyenne X, et de covariance
%,

L’objectif du filtrage est de calculer EX; la prédiction de Ex;,, qui est
linaire en fonction de y;, Vi .1, - Yk, -1 €t ¥y, telle que le critere

J = é"[aTE.\‘k‘ - ﬂTEj'k']z N (4.2.3)

soit minimum quel que soit a (a € R™).
Comme aTE.i'k, est linéaire en fonction de y;, yi 15 - Yk, -1 €U

¥y,» nous avons, pour certains coefficients «; et b qu’il faut déterminer,

k-1
aTEx == Y w1y + 07Xy (4.2.4)

k=ko

PROPOSITION 4 : On peut choisir uy , | et b de facon linéaire en fonction
[

de a, de sorte que EX; = — Z Ag 1 Y + By, ou Ay, et B sont
k-~ ko
indépendants de a.
Cette proposition sera démontrée dans la suite.

4.3. DUALITE

Afin de résoudre le probleme du filtrage, nous introduisons le vecteur
z; décrit par

ETz, | =FTz;+H uy, (4.3.1)
avec la condition initiale
Z, =a. (4.3.2)
Ainsi
a' Ex; = z{ Ex,

k-1
=zl Ex + Y (2l Exiyy —2{ Exi]. (4.3.3)

k= ko
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A partir des équations (4.2.1) et (4.3.1), nous avons

T T T
i1 Exp o= zp o  Fxp+ 2 v (4.3.4)
2l Ex, = z], | Fx, +uf, | Hx, . (4.3.5)

Par l'injection de (4.3.4) et (4.3.5) dans (4.3.3), nous obtenons

ky—1
arExkl = ZkI(; Exko + Z [Z/Z+1 Vi — llkT+1 kaj . (43.6)
k=ko

(4.2.2) et (4.2.4) donnent

k-1
a"Exy =— Y [wli Hoe+ul o ] +b7 % 4.3.7)
k=ko

(4.3.6) et (4.3.7) nous donnent
k-1 v
aTExkl — (ITEfkl = Z/{(; Exko + Z [Z;Z.+1 Vv, + ll[+1 (.l)kJ — brfko 5

k = ko
- T T =
= szDE[x,,.O~xk0]+ (24, E— b7] X4, +
Ky -1
t Z [ZkT+1 vk + ll,z-+1 wk] . (4.3.8)
k=ko

Le critére (4.2.3) devient

J=6[a"Ex; —a"Ex, |,

= [(ZA E-bT) fk0]2 +
k-1
Fzf EX ETz 0+ Y [zl Qze oy +ul  Ruy ). (4.3.9)

k=ko

Pour minimiser le critére (4.3.9), nous devons choisir le vecteur
b= ETzko.
Le critere devient alors
ky
J=z{ E3 ETzi + Y (2f Qz + uf Ruy). (4.3.10)

k=kg+1

Donc, le probleme du filtrage du systéme (4.2.1) et (4.2.2) avec le
critere (4.2.3) est équivalent au probléme de la commande optimale du
syst¢tme (4.3.1) avec le critére quadratique (4.3.10).
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L’état initial est z;, I'état final est z; . L’intervalle du critere N est

ky — k.
Il ne nous reste plus qu’a résoudre le probleme défini dans 4.1.

4.4, SOLUTION DU PROBLEME

Nous allons utiliser le théoréme 2, qui nous fournit les équations
valables pour k = 0 a N — 2, et pour ’étape N — 1, utiliser le lemme 3.
Nous allons donc résoudre les équations (2.12), avec k=N —1, et
Py = ETSE.

L’égalité (2.12b) s’écrit

ETSExy + ETAy_; =0, (4.4.1)
et on peut choisir
Ay_1=—SExy. (4.4.2)
Par conséquent, (2.12a) nous donne
uy = — R 'GTSExy,
= —R !'GT"SFxy_,—-R 'G"SGuy _,, (4.4.3)
et donc
Uy 1 =— (R+GTSG) ' GTSFxy _,. (4.4.4)
Le coat optimal est donc

1 1
/\'}z;_l Q"‘N—-] - z “)3_1 Rll,\rr_l “+ i"‘; ETSE,\'N N

1

T .
5‘-“\'_1 Py _yxy_y =

D= N~

xI o Oxy  + % ul | Ruy_, +
+% (Fxy _, + Guy )T S(Fxy_y+ Guy_,) .
(4.4.5)
Cette égalité doit étre vérifiée quel que soit x, _,, ainsi nous avons
Py =Q+FTSF-FT'SG(R+G"SG)Y 'G"SF. (4.4.6)

Nous aboutissons ainsi au théoréme suivant.

THEOREME 4.1: Sous les hypothéses (H1) et (H2), le probléme de
commande optimale admet au moins une solution, décrite par le théoréme 2.
De plus, la condition a l'instant N — 1 pour la matrice P est donnée par

Py ,=Q+FTSF-FTSG(R+GTSGY'GTSF, (4.4.7)
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et la commande uy _, est
Uy _1=— (R+GTSG) 'SFxy _,. (4.4.8)
Nous avons ainsi le théoréme dual du théoréme 4.1 pour le probléeme de
filtrage.
THEOREME 4.2: Sous les hypothéses (E Q) surjective et (11-51)

injective, la prédiction de Ex, , minimisant (4.2.3) et vérifiant (4.2.1) et
] p k,

(4.2.2), s’écrit
k-1
rpe T T
a"EX =~ Y we e+ b X
k = ko

les vecteurs uy, pour k = ko + 1, kg + 2, ..., k|, sont déterminés en résolvant
le probléme de la commande optimale du systéme (4.3.1) avec la condition
initiale (4.3.2) et la fonction-coiit (4.3.10), et donc

u, =R YHN,, k=k,ki—1,... . ko+2, (4.4.9)

Iy 0
( k 1) :MIJI(FT> Zk, k=k1,kl—1,..., k0+2, (4.4.]0)

avec i =a
ou M, _, est une matrice symétrique et inversible, définie par

S E

o1 _H’R-1H>’ k=kiky—1,.... kg+2, (4.4.11)

Mk_,—(

3, est symétrique et positive semi-définie, donnée par

o ONT (2 0 1 (0
% = (FT> Mk—l( 0 HTR“H) Mk—1<FT>+Q,
k = kl’ k] - 1, seey k0+2 y (4.412)

La condition finale pour (4.4.12) est
S,1=Q+F2 FT—FS, H'(R+H2, H'Y 'HZ, F', (4.4.13)
ug, .y S'écrit

w1 =— (R+HE H) '3, Flz .y, (4.4.14)

Le vecteur b est
b=E"z =F'z ,+H w, . (4.4.15)
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Preuve de la proposition 4: Par récurrence, il est clair que z, _; et
A, donnés par (4.4.10), pour k = k,, k; — 1, ..., kg + 2, sont linéaires en
fonction de z;, ainsi w; et b donnés par (4.4.9) et (4.4.15), pour
k=ky, kj—1,..., kg +2, le sont aussi. La proposition 4 est donc établie,
puisque z; =a. H
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