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ETUDE D'UNE FONCTION FREQUENTIELLE
INTERVENANT
DANS UN PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE
AVEC UNE APPLICATION A LA REDUCTION
DE LA TAILLE DE CE PROBLEME

P. BERWH4RD (%) et G. CoHEN{Y)

Reésumé. — On érudie différentes questions relaiives & une certaine fonction fréquentielle T
caleulée 8 partiv des dorndes d'un probléme du régulateny (de dynemigue Hutaire). En particu-
Yier, on cherche les régulateurs de dymamigue donnée conduisant & T, e1 on monire gu'ils ont
méne gain optimal, On éiudie aussi les .sj'srémes de diimension miizimele conduisart 4 T, En

applicaiion, on montre sous guelie condition nécessaire ef suffisante on peut réduive la tzille
gt probléme du régulatenr. Enfin, on met en évidence I'information comerie dans T, rela‘n e
meal gux régulateurs qui y conduisent.

1 - INTRODUCTION
Coursidérons le probiéme de commande optimale swivant, dit « probléeme
du régulateur » (’accent désigne la transposition) :
x=Fx+ Gy, x(0) =x
limx(r} =0 (noté x, = 0)

>+ oo s
00~ [en(2 ()

ot x(t)e B, u{t) e Rm, F, G, O, R, S sont des matrices constanies de dimen-
stons adaptées (0, R syméiriques). Nous ne faisons avecune hvpothése sur la

(5 =

supposant seulement R positive définie (noté R > 0). Cest pourquoi nous
introduwisons la contrainte supplémentaire x_, = 0, pour cous limiter 2ux solu-
tions pratiguement intéressantes.

. positivité de Ia matrice,

Q] Cenire d’Awtomatigue de I"Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris 2 Footai-
nebleau.
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64 P. BERNHARD Ef G, COHEN

En relation avec le probiéme du régulateur, Popov [11] 2 introduit la

fonction & argument complexe s, et 3 valeurs dans un espace de matrices de
fractions rationnelles :

') =R+ §'(sI—F)1G + G (—sI— F)18
‘ + G (— s — F)1Q(s] — F)=G. (1)

On rappelle, en particulier, 'important résultat suivant (¢f. Willems {13,
Théorémes 5 et 7]).

| Sous Phypothése (F, G) complétement commandable, une condition
nécessaire et suffisante pour que V'égquation ds Riceati algébrique :

Fz 4+ aF— (=G + S)R1 (G= + §) + =290 (2)
ait une solution symétrique réelie est que :
FMw) 20, YoeR (I'(iw) semi-définie positive).
De plus si (et seulement si) la condition :
() :3e > 0: ' (Jo) 2 G (— jol — Frl(jol — -G, VeoekR
est realisée, alors il y a une solution et une seule =* telle que :
HZer{F—GRIG =+ 5)}<0

(partie réelle des valeurs propres de la matrice « bouclée » négatives : stabi-
~1ité asympiotique), et le minimum (atteint pour toute condition initiale xo)
est donn¢ par la loi de commande :

u=—RG'"* + §) x. Enfin =* est Ja solution maximale au sens des
mairices définies positives de ]'équation de Riccati (2). '

A propos de la fonction T (dont on supposera toujours qu’elle vérifie (¥))
et pour préciser son role vis-4-vis du probléme du régulateur, on peut se poser
les questions suivantes :

—- Quelle relation y a-#-i entre les problémes conduisant & la méme fonc-
tion I' ?

— Quels sont rous les problémes conduisant 2 la méme fonction T, avec
une dynamique donnée(F, G) 7

— Quelle information est contenue dans la fonction I' 9

Pour répondre 4 ces questions, en utilisant des transformations induites
par le lemme de Yacubovich-Kalman-Popov ou « lemme positif réel » {voir
Faurre [5]), on interpréte I’ comme étant une expression de la forme

ZE)+ Z(—s)
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UNE FONCTION FREQUENTIELLE EN COMMANDE OPTIMALE 65

ol Z(s) est Ja fonction de transfert d'un svsieme dynamigue linéaire. On établit
alors un lien avec le probléme classique de la réalisation d’une fonction de
transfert. Il en résulte }a construction de tous les problémes avant une dyna-
mique (F, G) donrnée, conduisant 3 " donné, et I'on montre que ces problémes
ont en fait la méme sclution optimale. On sinterroge, 4 ce propos, Sur tous
les problémes ayant la méme solution (probléme inverse, ¢f. par exemple
Kalman [97).

Poursuivant alors I'analogie avec la théorie de la réalisation d’une fonction
de transfert, on s'intéresse aux « réalisations minimales» de ' {en un sens
qui sera précisé), ce qui montrera & guelles conditions {nécessaires et suffisantes)
On peut, 4 partir d'un probléme posé dans un espace d’état R», ramener par
des calculs linéaires sa résolution & celle d’un probléme de méme type dans
un espace R™, plus petit, (la résolution, nécessitant elle, des calculs quadra-
tiques). Ce résultat nous paralt le plus important et se généralise au cas d’un
probleme de commande optimale lin€aire-quadratique & horizon fini (non
stationnaire), comme il sera montré dans un article 3 paraitre (Berdﬁrd et
Cohen [3]).

Enfin, en pe s’intéressant qu'aux problémes de dimension minimale,
mais 4 dynamique nor imposée, on montre que tous les problémes (F, G,
Q. R, §) du rézulateur avee Xz =0, et conduisant 4 [ donné, ont méme gain
optimal R-1(G'=* < §"), méme matrice bouclée F —— GRY(G=* + 8,
méme matrice R, mais que pour reconstruire I il faut connaitre, de plus, une
matrice #* dont nous n'avons Pu trouver une interprétation physigue simple,
Avant de poursuivre, on rappelle ici les hypothéses valables pour toute la
suite, méme si I'on omet de Jes rappeler dans certains énoncés :

a} (F, G) complétement commandable (¢f. par exemple Kalman, Falb,
Arbib [8]).

5 R>0<«3IN,N1:R = NN

¢} Les problémes du régulateur sont 3 état final imposé : x, = 0.
d) T vérifie la condition (%) (*). (sauf au paragraphe 5).

e) Hypothése (H) : ¢/ Lemme 1.

Onpotera @1 = (T — F)let . = (— sI — F')~ et de méme pour toute
fonction matriciells A4 (5), 4+ = A(s), 4. = A (— s).

(t} On vérifie (zf. remargue &) du §3) qualors T-1 n'a pas de pdle sur Paxe imaginaire.
Reéciproguement, i} est facile de voir que cette deuxiéme condition est éguivalente 3 la premiére
si le probleme est minimal au sens du § 3. Cetle deuxieme forme ne fait pas intervenir explicite-
ment le couple (£, Gj ee qui est nécessaire pour jes théoremes B et }1.

n? Juillet 1973 - J-2
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65 P, BERNHARD ET G. COHEN

2 - REATISATION DE T

Considérons les équations : :
PP+ FP=—¢ 3)
PG+ 5=H (4

introduites par le lemme positif réel (¢f. par exemple Faurre [5]).

LemmME 1
Supposons vérifiée Phypothése suivanie :

(H): Si % estvaleur propre de F,— x ne Iest pas. Alors Q et S étant doimés,
les équations (3) et (4) définissent une mairice H et une seule et Pon a

P(s)=2Z(@) + Z'(—3)
ou Z(s) = J -+ H(sI — F)'G, avec J + J' = R.

DEMONSTRATION

P’hypothése (H) que nous supposerons toujours réalisée par la suite,
permet d'affirmer qu'il existe une solution et une seule P (symétrique) de
Péquation (3) pour @ donné. (Plus généralement, PA + BP = — Q a une
solution et une seule en P si : A(4) + 2(B) # O pour tout couple de valeurs
propres; ¢f. Gantmacher [6, p. 228]). P reportée dans (4) définit H, S étant
donné.

L'éguation (3) s’écrit aussi
POl 4+ @'P = @ (ajouter et retrancher sP)
dol :
O P+ POy =D 0D,

Considérant 'expression (1) de T substituant & ®_ Q®; Pexpression ci-dessus,
et & S I’expression tirée de (3), on obtient le résultat désiré.

REMARQUES

a) Z(s} peut &tre considéré comme la fonction de transfert du systéme
lindaire :
X =Fx + Gu
o y = Hx 4+ Ju
Onav
¥(8) = Z{s)u(s).

Revue Frangaise &’ Automatique, Informatique er de Recherche opérarionnelle

e ——— -



UNE FONCTION FREQUENTIELLE EN COMMANDE OPTIMALE 67

b) L'hypothése (H) est vérifiée en particulier si F est asymptotiquement
stable (alors Ze A (F) < O pour tout ).

On est maintenant en mesure de résoudre le ;

Probléme 1 :

Etant donné le probiéme (F, G, Qo, R, %) {x, = 0), trouver tous les
critéres {Q, S) qui conduisent au méme I (autrement dit, on garde la méme
dynamique (F, G)).

Théordme 2 :

Toutes les solutions du probléme | sont obtemies en faisant varier P sur
Pensemble des matrices symétriques (réelles) n X n, dans les équations (3) et
{4), en maimtenant H(}), F, G (et R) fixes, ce-qui engendre une famille de couples
@, 5).

DEMONSTRATION

Remarguons préalablement que lim I'(s) = R, donc R est donné par
la donnée de T'. {8l +e

a) Tout couple (0, §) ainsi obtenu est sotution du probiéme 1, car, d'aprés
le lemme 1, T" ne dépend que de H, F, G, R et tout (@, §) conduit par construc-
tion au méme H.

b) Toute solution du probléme 1 est ainsi obtenue. En effet, soit (Qs, Sa)
une telie solution.

Par le lemme 1, on peut construire Ha et I' peut donc s’écriré :
=R+ H®0.G + GO Hy =R + HV:G+ GO_H

gu’on écrit
(H. — H) 0:G = GO_(H — Ho).

Tout pbdle du membre de gauche est une valeur propre de F, touf pdle
du membre de droite est une valeur propre de — F, ces deux ensembles de
valeurs propres sont disjoints par I"hypothése (H). It en résulte que les deux
membres sont analytiques dans tout le plan complexe (y compris le point &
Vinfini oh ils sont nuls). Ce sont donc des constantes nulles.

Mais (Hs — H) ©:G = 0 implique Ha = H par compléte commandabifité
de (F, G) d’aprés le lemme suivant. Il en résulte immédiatement que (Qg,
S.) eppartient & la famille décrite.

) Czleulé comme au lemme I & partir de (Qo, Se).
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68 P. BERNHARD gt G. COHEN

LEMME 3 .

Si (F, G) esr comiplétemen; commandable,

- ' DEMoNsTRATION
La fagon Iy plus simple de le voir est, semble-t-j], de considérer O+ comme
L la transformee de Laplace de la matrice de transition ¢ {t) qui vérifie . ¢ = Fg
et D) = s
Alors

AYG =BG+ 4006 BY(1)G = |
AfT(D(r)GG’CD’(z)df =BfT(D’(f)GG®'(!)dt
0 0

et Pon sajt (¢/. Kalmag et al. [8]) que, par compigte temmandabiljtg, intg- ;;
grale pour tour T 7 0, est une matrice inversibje. | &,

ReMARGUES

a) Compte fenu de PPhypothése (H), il est Possible de $’imposer arbitrajre.
ment @, et de caleyler €nsuite 5, :
&) Les matrices F, G, g Teprésentent en fujy des opérateurs linéaires eptre g- o
espaces vectoriels, et Jag natrices Q, R, S sont deg formes bilinéaires. La matrice 7
P est aussi de Cetle dernitre natyre. I est clair que les résultars obtenus sont
indépendants du choix de Pespace d*¢1at. Soit et &, deux espaces Isomorphes
(isomorphisme T que I'op PeUt interpréter aygs; comme up changement de ' i

,‘ Fe = T9FF, 6, = pag, 5y, _ AT 00 =107, 5. < 15 p, _ TPT. S
Le diagramme suivant commute -

- Fad
B (f; G: Qs R, S) — 0 (F; G: }'11" -R)

TQ oTr , :
v P, v -" |
(Fn, Ga, Qa, .R, Sa) — 0 (Fa, Gu, Ha, R)
¢) Nous avons, par I résolution dy probléme 1, donné upn S€ns aux p
Symétriques quelconques {et non Pas seulement ayx p =0, comme dans
Pénoncé dy lemme positir réel et dans sop utilisation pour g Teprésentation :
markovienne deg Processus Stationnaires, ¢f. Faurre [5]). ’
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UNE FONCTION FREQUENTICLLE EN COMMANDE OPTIMALE 69

3 - EQUATION DE RICCATI,
FACTORISATION DE I
ET LEMME POSITIF REEL -

Dans ce paragraphe, on établit le résultat suivant

Théoréme 4 ;

Tous les couples (O, S) solutions du prebléme | donnent lieu  des problémes
du régulateyr ayant méme solution optimale, caractérisée par le gein constant C
(u = — Cx).

Apres démonstration de ce théoréme par l'intermédiaire d'un lemme, on
fait le lien entre I’écriture de T sous forme d'une somme Z + Z+ comme aun
paragraphe précédent et sous forme d’un produit W W, & partir de I’équation
de Riccati (Willems [13]). Cette juxtaposition nous parait intéressante comme
la suite I'illustrera. (Une utilisation de cette double écriture figure dans Ander-
son [1]).

La démonstration du théoréme 4 passe par le

Lemue 5

Considérons chague couple (Q, S) engendré par P & partir des équations
(3) et (4), er =* la solution maximale de I"éguarion de Riccati (2) correspondante.
Soit P* = P — w*. P* est un invariant de la Jamille (est indépendant de P).

DEMONSTRATION , :
Remplagons = ijar P — P dans (2), ct servons-nous de {3) et (4). On obtient :
FP + PF+ (' — PG)R' (H— G'P) = 0. (5)
Il est clair que P étant fixé, 4 toute solution = de (2) est associée une solution
P de (5) et inversement. En particulier & la solution maximale =% (existante
d’aprés Willems [13] quand I vérifie la condition (€)) est associée la solution
minimale P* de (5).
Mais cette équation est entiérement définie par (F, G, H, R) et par consé-
quent P* est parfaitement définie par ces données et indépendante de P.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4

On a rappelé dans Pintroduction que la solution du probléme du régu-
lateur avec x, = 0 est donnée par le gain :

C =RI(G=* 4 §)
ol 7* est Ia solution maximale de I’équation 2).

~
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D’aprés le lemme S5, C s’€crit encore @
C =R WGP+ 8 — G'P¥) = R(H—GPFP%) .

ce qui montre que le gain optimal est le méme pour tous les problémes de
la familie @,

REMARQUES DIVERSES

@) En reportant dans (3), (4) les solutions P de (5), on engendre des couples
(8, §) de la famille ayant la particularité de vérifier la relation :

0 = SR-§"

facilement établie par (5) {tous Jes couples ayant cette partlculante 50Dt ainst
obtenus). Il en résulte que :

(¢ §=(Ham=c

avec : L = N1 (H' — PG).

En particulier, pour ia solution minimale P* de (5), Q* = C'RC, §% = RC,
et L¥ = N'-1(H' — P*G) = NC.

La matrice bouclée F — GR-(G'n - S’) s’exprime : F— GR-1(H' — PG)
= F — GN-1L. P* est la seule solution de (5) rendant stable cette matrice.
Cette propriété et la minimalité de P* ont €té mises en évidence par Faurre {5]
dans le cas F stable (par le lemme de Lyapounov, on a alors P > 0). On ne
fait ici que montrer que des résultats de Faurre se retrouvent & partir de
résultats de Witlems (et le lemme 5) et inversement (Mais Faurre impose seule-
meat R = 0).

Posons :
W. =N+ LI — F)71G.

Alors T’ s’éerit sous forme d’un produit : I' = W W.. Ce résuitat est
briévement évoqué par Anderson et Moore [2].

b} On établit de méme, par un calcul analogue & celui de la démoanstration
du lemme 1, en se servant ce 1’équation (2), que I' s’écrit encore sous la forme
ci-dessus avec :

W: =N+ NHGr + §)9:G.

(c/- Willems [13]). En particulier, pour 7 = =%,
W, = N[I + CQ.G).

(i) Une autre démonstration repose sdx: le fait que tous les critéres de Iz familie sont
éguivalents au sens de Carathéodory.
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UNE FONCTION FREQUENTIELLE EN COMMANDE OPTIMALE 71

De plus, .
Wil =N1— C(s] — F -+ GC)'GN

ol 'on voit apparaitre la matrice bouclée F— GC (stable). W11 est analytique
dans le dersi-plan droit (He (s) > 0). St F est stable alors W] P'est aussi. On
a alors une factorisation forte de I {¢f. par exemple Davis [4]). Cette factorisa-
tion forte est unique aprés que le choix de N ait été arrété (N'N = R ne definit
N qu’a une matrice orthogonale prés). De cette considération, et de la compléte
commardabilité de (F, &), on fire une autre démonstration de P'invariance de C
(théoréme 4) lorsque F est stable.

4 - QUELQUES CONSIDERATIONS
SUR LE PROBLEME INVERSE
DE LA COMMANDE OPTIMALE

Le théoréme 4 nous améne naturellement, et sans gue cela soit Pobjet
principal de notre propos, & nous poser la question suivante :

Est-ce que fous les problémes du régulateur de dynamique (£, G} donnée,
(avec x, = 0) conduisant au gain optima! C font pariie de la méme famille
(autrement dit, ont le méme I') ? Pour répondre & cette question, nous résoi-
vons le :

Probléme 2 :

"Ftant donné noe dynamique (F, G) (complétement commandable} et
un gain C tel que F — GC est asymptotiquement stable, trouver ious les
critéres (0, R, §) définissant un probléme du régulateur (avec x5, = 0},
ayant u = — Cx pour solution optimale.

REMARQUE

Le probléme 2 différe du probléme généralement appelé « probléme inverse »
par le fait qu’on se limite aux régulateurs avec état final imposé : x», = 0.

Bien siir, la irajectoire optimale vérifiera toujours cette contrainte puisque
F — GC est stable, mais le fait de I'imposer a priori facilite la résolution du
probléme en érendant la classe des critéres (Q, R, §) retenus. Une autre commo-
dité est de s’autoriser des S non nuls. Kalman [9] remarque, qu’alors, tout
gain C est optimal pour une certaine classe de problémes. Mais nous résolvons
ici le probiéme pour un systéme multivariable et pour F non forcément stable
(mais vérifiant 'hypothése (H)).

o Juillet 1973 - J-2

v

Lo



T e

72 P. BERNHARD gt G COHEN

(Solution dy probléme 2)

Toutes Jos solutions gy probléme 2 som, obtenues e appliguant g Solution dy
Probléme | (théoréme 2) au ré

gulateur i (£, G, g%, R, 8*) oi > 0 esy
arbitraire o o* = CRC, 5% = C'R,

Théoréme ¢ :

Dz‘smor\’smnoz\r

a) Les triplets (0, R, ) ainsi éngendrés sopy
En effer, une fois R fixg j suffi

Pour le couple Particulier (Q*, 8%)

J - f Tt oyr (v + Cyar,
0 - -

R étant positif défini, ¥ = __ Cx est bjap
foi anpule s qui est pop négatif, et Tespecte I3 Contrainte x_ —
asymptotiquement stable), Remarguopg alors que I(je) vérige Ia conditiop (%)
parla réciprogue des résultats de Willem, é

Temarque justifie e raisonnement en &),

8) Tout triples (Qa, Ra, 5, solution ‘dy probiéme
Optimmal) est ainsi obtepy. En effer, fixons g = a. Les caloylg faits ay a) des
remarques dy Paragraphe 3 montrent que fe couple (O* = CRC, 8% R.C)
fait partie ge la famille €ngendrée

par les équatjons (3), @3 partir de (Qa, S2).
Inversement (@, S2) aurait pu 8tpe obteny a partir de (Q*, 5%).

£ est e fait assey trivial,

uf, nous donnons jgj une fagop beaucoup
plus Simple et directe de Ie résoudre ! F G, C, étant donné

a) choisir R >0 arbitraire,

) choisir 5 S¥métrique arbirrai're,

¢) de la relation ¢ — R1(G= 1 57, tirer S,
d) de I'équation de Riceat; (2), tirer .

qUoBs au passage Que cette méthode de résol
€as non stationnaire {horizop fini), R( (). &
temps et | "€quation de Riccay ayaat pour sec
réponse i Ja question posée ay début de
les problémes ayant le méme
tous le méme I'; mais cegi est
Sont donnés, T egt donné,

C¢ paragraphe est donc négative:
8ain optima] {et la méme d_vnamique) o’ont pas
Vrai « modylo Ry, ence Sens que s F, G, Cer R

P
£
E;_ -
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5 — REALISATION MINIMALE DE T

Dés Ie lemme 1, on a montré que I' peut s’écrire sous lz forme Z + Z,
ol Z peut étre interprété comme la matrice de transfert d’un systéme linéaire.
B est dés lors loisible d’exploiter tous les résultats connus sur la réalisation
minimale d’une matrice de transfert d’un systéme linéaire stationnaire, en
rapport avec les concepts d’observabilité et de commandabilité, Pour la
commodité de lecture, on rappelle brigvement Pessentiel de ces resultats (une
bonne référence est Kaiman F100.

Au préalable, on remarque que I' étant donné, R I'est par lim T'(s) et
St
on travaillera sur ' — R = z% . Z2 ol Z° (5) sera la matrice de transfert
d’un systéme ;

X = Fx 4+ Gu

y = Hx = y(8) = H(sl — F)"'Gu(s) = Z°(s)u(s)

19 Rappels :
a) Un systéme (H, F, G) étant donné, c'est une réalisation minimale de
Z%(s) = H{sI — Fy1G, si et seulement st :
1 (F, G)est comp}éteﬁnent commandable <« la matrice de commandabilité -
¥ =(G, FG ... 1G) est de rang n
i) et (H, F) est complétement observable <> la matrice d’observabilité :

H

HF
0= - est de rang n.

HF»1
b) Sinon, il existe une décomposition de I'espace d’état en upe somme
ditecte 2: © 22 & s @ &4 (dimensions Tespectives n, nz, ns, na) telle que :

D21 Zsest Iimage de € et constitue le sous-espace (intrinséquement
défini) des états commandables,

i) &2 @ Zaestle noyau de € et constitue le sous-espace (intrinséquement
défini) des états non observabies,

Hi} m, ns, me, ns et Iy = (1@ TN (T B Zs) sont bien définis. En
particulier, m = rang du produit & x C.

" Juillet 1973 - 3.2
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se déduit de (H1, Fu, Gi1) par les formules : ;

74 P. BERNHARD ET G, COHEN

iv) Dans une base formée de la réunion de bases de 2, %o, X3, %o, F,
G, H s'écrivent : : :

Fn 0O 3 0 1
Fouo Foo Fozs Fus G .

) J(H 0 Hs 0O
0 0 Fu 0 o [ U 0
0 0 Fun Fu 0

¥} La paire (Fu, G1) est complétement commandable et la paire (Hi, Fii)
est complétement observable.

vi) De plus : Hi(s] — Fu)-1G: = Z(s) et (M, Fu, Gy} est une réalisation
minimale de Z%(s).

vii) Toute autre réalisation minimale (dimension m) (Ha, Fs, Gg) de Z%(s)

Ho = H\T, Fa = TFuT, Go = TG '

correspondant soit & un changement de base dans £ soit 4 un isomorphisme
dé au choix d’un autre supplémentaire de Z's (bien défini) dans 2, @ Z= (bien
défini) ou encore les deux opérations simultanément.
'c) Etant donné une matrice de transfert, il existe des algorithmes pour
“frouver une réalisation minimale (¢f. Gori-Giorgi et Isodor [7]). Pour une : I
matrice 4 coefficients réels, if existe toujours une réalisation minimale en termes i

de matrices réelles. Scit Z°(s) une matrice de transfert (g X m) de pdles
avec ordre de multiplicité o, i = 1, ..., . Alors Z9(s) s’écrit :

Lo R((s) v

{Ri(s) matrice polynomiale ¢ X m de degré maximal 4i — 1). , ; : i
On démontre que la réalisation minimale de 29 est [a somme directe des - -
réalisations minimales de chaque terme de la somme, c’est-i-dire que si ‘
(Hi, Fi, G\) est upe réalisation minimale de R¢(s)/(s — 5:)%, alors : ' 8
F 0 ‘ Gy :
=(H ..H) F= Lo L e=] . , :

. . I
0 Fi Gi

~

est une réalisation minimale de Z% En particulier, la dzmensxon minimale m
est la somme des dimensions minimales.
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2° Réalisation minimale de I :

Probléme 3 ;

I'(s) étant donnée comme une matrice de fractions rationnelles en 5 &

coefficients réels vérifiant I (5) =D"(—s)etimI(s) =R > 0, trouver les
S-rm
matrices F, G, H, R réelles de dimension minimale qui engendrent " (donc

les probiémes du régulateur de dimension minimale conduisant & n,

REMARGQUE

Pour la premiére fois au cours de cet article, on ne s'impose plus la dyna-
migue.

Disons dés maintenant qu’on ne retiendra bas toutes les réalisations mini-
males (au sens du probléme 3) de la fonction I mais seulement celies qui condui-
sent & des F vérifiant I'hypothése (H).

T étant donnée (donc R). la condition I'(s) = I (— 5} est nécessaire
(évident) et suffisante (Ja suite le prouvera) pour qu’il existe Z9 (s) telle que -

P—R=2¥4 29

On se limitera bien stir aux 29 & coeffcients réels, et il existe alors toujours
aune réalisation minimale réelle {(H, F, G) de Z° considérée comme fonction de
transfert (Tci « réalisation » a le sens classique). Les autres réalisations minj-
males de Z9 se dédujsent par les formules de changement de base et on les
considérera comme des solutions confondues avec I'une d’entre elles (repré-
sentant de la classe d’équivalence). On renvoie Je lecteur any algorithmes de
réalisation d’ure fonction de transfert pour le passage de Z; 4 (H, F,G).

Notre prebléme se réduit alors & définir Zy. 'y a plusienrs facons de Ie faire,
La question est donc : trouver celles qui conduisent & des F de dimension
minimale (chaque F st minimale vis-3-vis de la réalisation du Z, correspondant,
mais pas obligatoirement vis--vis de Ia réalisation de ).

Des hypothéses faites sur T, on déduit que st s: est pdle de I d’ordre de
multiplicité di, — s; ’est auss] et 5 (fa barre dési goe le conjugué) 'est dgalement
(sauf si s; est réel), tous deux avec Iordre d:. On ne traitera pas pour instant le
cas particulier ol — 5, et § sont confondus (s: est imaginaire pur) (se reporter
4 la remarque de la fin du paragraphe).

T s'écrit alors

1"(3)- -y Ri(s)  eRi(s) Ri(— ) eR(— 5)

T (s — 5% - (s —F)% " (—s— 5% (—s5— 5%
(si s est réel, ¢ = 0, sinon = = 1),

£° Juiliet 1973 - J.2
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Ri(s) est une matrice polynomiale m x m de degré maximal d — 1. La
méthode de résolution va consister 4 distribuer de facon cohérente les termes
du développement de I entre Z0 et Z9. Si Ai{5)/(s — s:)? est attribué & Z° le
terme Ax(s)/(s — 5)? lui est obligatoirement attribué aussi pour gque Z° soit
& coefficients réeis. On alligera donc la suite de I'exposé en ne s’intéressant
qu’ay cas des pdles réels (e = 0).

Nous distinguerons deux fagons de procéder, la premiére étant celle que
nous retiendrons finalement, la seconde étant la plas générale (incluant donc
la premicre). Soit s: un pdle réel d’ordre di. I contient les termes :

Ri(s) | Ri(—s)
(s — 50)% v (— 5 — 5%

(R:(s) de degré maximal di — 1).

a) Attribuer le premier terme 4 Z9 et donc le second 4 Z%, ou inversement.
(On qualifiera cette opération de «regroupement des pdles ».)

b} Attribuer A:(s)/(s — s0)e + (— DFB{— s)/(s + s)* 2 Z8 et obligatoi-
rement A, (— s)/(— s — sk + Bi{$)( s — )% & Z. (A4i(s), Bi(s) sont de
degré maximal respectiverent /i — 1 et ki — 1).

a

On a nécessairement ;

Ri(s) A (s) B:(s)

(s — 5%  (5— s (s— sk

On établit alors le

Théoréme 7

i) Toutes les facons de définir Z° suivant la régle du a) conduisent & des F
ayani toutes méme dimension minimale et vérifiant Ihypothése (H).

i) Les autres facons de définir Z° (suivant b)) conduisent a des F de dimension
supérieure ou égale au cas précédent et ne vérifiant jamais Iliypothése (H) (sauf
cas extréme ob 501t ky soit I est nul pour tout i, ce qui revient au o).

DEMONSTRATION

i) Rappelons (¢/. 1° ¢)) que la présence du terme R:(s)/(s — s5:)% apporte
une contribution g+ & la dimension dc Ia réalisation minimale de Z¢. Si ce
terme ne figure pas, ¢’est qu’il est remplacé par Ri{— 5)/(— 5 — 5.)% qui apporte
Ia méme contribution gi. En effet, d*une maniére générale, Z(s) et Z'{— )
ont méme dimension minimale car si (H, F, &) est, une réalisation minimale
de Z(s), (— G', — F', H") en est une de Z’'(— 5). On en déduit donc que la
fagon de procéder en /) conduit a des Z° ayant tous méme dimension minimale.
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De plus, si (H, F, G) est une telle réalisation, toutes les valeurs propres de F
apparaissent comme pdles de Z? (mais pas forcément avec leur ordre de multi-
plicité). Alors F vérifie Phypothése (H) car si 5i et — 5 étaient simultanément
valeurs propres de F, elles apparaitraient comme pdles simultanément dans
Z+, ce qui est exclu par la fagon de procéder.

ii} Par le méme raisonnement, on voit que les Z2 obtenus par le 5) condui-
sent & des F ne vérifiant pas (H) (sauf le cas extréme du a)). I reste & montrer
que les dimensions obtenues en b) sont supérieures ou égales 4 celles du a).
Pour cela, on remarque d’abord que Z(s) et Z(s + s;) ont des réalisations
minimales de méme dimension car si (H, F, G) en est une de Z{s), (&, F—5,1.G)
en est une de Z (s + s5p). Soit

Ri(s) d Ry

(s — s = (5 — sy

ol les Ry; sont des mairices (m X m1) constantes appelées « résidus » (décompo-
sition en €iéments simples). La contribution g; de co terme est la dimension de
sa realisation minimale et donc aussi celle de

4 Ry
i 8
p1 est le rang de la matrice de Hankel (di X 4i) :

Ru R - Ria,
P
-
Riz  _Rn P ’/ /(I}
— - -
Hxz PR - - I
- !
-~ -~
- - l
-~
Rigy 02— — = = = = 0

(¢f. par exemple Rosenbrock [12, p. 120]).

On développe, de méme, les termes Ai(s)/(s — s et Bi(s)/{s — si}* en
éléments sirmples et 'on a

Ry = Ay + By, j =1, ..., max {di, kv, )

(par exemple Riy = 0sij > dy, ce qui revient & agrandir la matrice de Hankel
en la bordant de 0 mais ne change pas son rang). Ha et Hp étant les matrices
de Hankel correspondant au (A4u) et (Bi), on a donc :

Hr = Hs + Hs.

Soit a: et 8¢ les contributions (qui s’additionnent) & la dimension minimale de
Z? des termes qui fui sont attribués.

oy = rg Ha (rang de Hy), etc...
po Juillet 1973 - J-2 ‘
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De la relation ci-dessus, on tire : -

Pt << a4 B
ce qu’il fallait démontrer.

Remarquons que 'égalité est possible (cas ol les images de Ha et Hs
considérés comme opérateurs linéaires sont disjointes). C'est pourquoi en
rejetant la méthode du 29), on perd certaines réalisations minimales de T
(mais dont les F ne vérifient pas (H)).

Enfin, on aurait pu introduire dans Z9 (et Z%7) des pbles qui n’existaient
pas dans I' (cas ot 4y = 0, et k¢ = [y > 0). Manifestement, cela ne faif qu’aug-
menter la dimension de Z¢ ¢’est pourquoi Dous n'avons pas envisagé ce cas
an 20).

REMARQUE : Cas des pdles imaginaires purs

Pour un pble imaginaire pur, le lecteur vérifiera qu’il est impossible d'appli-
quer la méthode a). On obtient donc obligatoirement des F ne satisfaisant pas
& Phypothése (H).

"REMARQUE

Il n’existe qu’une réalisation minimale stable de I' ™ (& un changement de
base pres). Clest celle qui correspond, en a), & atiribuer les pdles & partie réelle

-mégative & Z%

6 - LE REGULATEUR REDUIT

Une application intéressante du paragraphe précédent a pour onging la
réflexion suivante : partons d’un probleme du régulateur (F, G. Oy, R, Sp)
(x, = 0; (F, G} complétement commandable; F vérifie (H), efc...}, et formons
H, ce qui n’implique que des calculs linéaires. (F, G) étant complétement
commandable, (F, F, &) est une réalisation minimzle de I' si et seulement si
(H, F) est complétement observable. Sinon, quelle est la signification de la
non complete observabilité de (H, F) quant au probléme du régulateur initiale-
ment posé 7 Les théorémes 8 et 9 répondent a cette guestion {en introduisant
une hypothése supplémentaire : stabilité de Fz, voir plus loin).

Finalement, il en résultera qu’on peut résoudre le probléme, initialement
posé dans un espace d’¢tat Re, en le ramenant & un probléme dans R™ plus
petit et ce par des calculs linéaires (la résolution nécessitant, elle, des calculs
guadratiques).

@) Supposé pe pas avoir de pdle sur 'axe imaginaire.
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Draprés les rappels du paragraphe 5, 19, si (H, F) n’est pas compiétement
observable, soit £ le noyau de la matrice d’observabilité et soit &, un
supplémentaire. Dans une base convenable, F et H s’écrivent :

(F“ O)tH 0
FTFBe(a’)'

Supposons qu'il existe un sous-espace L de Zg, invariant par F et que
ce sous-espace soit engendré par les derniers vecteurs de base. Alors la sous-
matrice £ prend la forme :

Fs O )
(Fs Fz

Considérons un supplémentaire 2 de &= Relativement 2 cette décompo-
sition de &, F, G, H s'écrivent :

(2 2‘2)' (f,;) (F1, 0).

Nous appelierons la matrice Fo : « restriction de F au sous-espace inva-
riant ». '

)

Théoréme 8 :

Un probleme (F, G, Qo, R, Sy) érant donné et H étant calculé comme au
lemme 1, si la paire (H, F) n’est pas complétement chservable et 5°il existe un
sous-espace des élats non observables invariant par F et tel que la restriction de
F a ce sous-espace soit stable, alors la paire (C, F) (o C désigne le gain optimal
de la famille (F, G, H, R) (%)) n’est pas compléiement observable et son noyau
inclut le sous-espace imvariant,

DEMONSTRATION

Parmi les problémes de la famille (F, G, H, R), choisissons celui engendré
par P = {t (dans (3) et (4)). Alors Q = 0 et S' = H == (Hy, 0). Le probléme
s’€crit :

X = Fixi -+ Giu x1(0) = xy 6
X = Faxi + Foxe + Gau x2(0) = xzp {7
(82) x1() = 0; (88) x2(0) =0 ®)
+eco
min J = j ('Ru + 2 v Hixi)de. ®
0

() C est bien défini grice au théordme 4. Remarguons que ['observabilité de (C, F)
ne dépend donc pas de R, puisque A n'en dépend pas, et bien que € en dépende. Ceei est
@i au fait que Pobservabilité de (C, F) est une propriété de la description interne, alors
que R o¢ fait intervenir que la description externe.

o° Juillet 1973 - J-2
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80 P. BERNHARD ET G. COHEN

On peut résoudre le probléme en x1 donné par les équations (6), (9) et
(8a) (il a la méme foncrion I" que le probléme initial d’aprés § 5, 19, w)). Soit Cy
le gain optimal. La commande v = — Cix1 = — (Cy, O)x est la solution du
piobleme (6}, (7), (8), (9) car v minimise J et la contrainte (858) est satisfaite.
En effet, en reportant u dans (7) :

Iz = Faxo 4 (Fs — G20
et d’aprés (8a) et la stabilité de Fs, xz,, = 0.

Le gain optimal de la famille (F, G, H, R) s’écrit donc (Cy, 0) ce qui établit
le théoréme. De plus la démonstration montre que Ci peut étre obtenu par
résolution d'un probléme de dimenston ni, ce probléme étant obicnu par des
calculs linéaires & partir de (F, G, O, R, So).

Le théordéme suivant établit la réciprogue.

Théoréme 9 :

Si la paire {C, F) n’est pas complétement observable, alors la restriction
de F au sous-espace non observable est stable ; de plus la paire (H, F) w’est pas
complétement observable er son noyau contient celut de (C, F).

DEMONSTRATION

Si (C, F} n'est pas complétement observable, dans une base convenable,
(ol F» désigne la restriction de F av novau de (C, F)) :

F=(F1 0) C ={Cy, 0)

FE F
dol :
Fe GC (Fi —GiC1 O
U (Fa — G201 Fz)

Comme C est le gain optimal, F — GC est (asymptotiquement) stzble et
il est facile de démontrer que Fz i’est nécessairement (F — GC est bloc-triangu-
laire), ce qui établit le premier des deux résultats annoncés. Choisissons main-
tenant P = P* (dans (3), (4)) (¢f. § 3).

*On a vu que : '
§* = RC = (RC1, 0) = (5, 0)

o: 0)
* = *¥*R-1GY —
Q* = S*R-1S (0 0

Ecrivons P* sous la forme :
(7 7)
APy P}
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L’equation (3) se décompose en :

PR+ FP{ + PjFs + F,Py’ = — Q% (10)
PJF; + FPy =10 (n
PFy + FPy + F,P} = 0. (12)

Les valeurs propres de Fi et F: sont celles de F. Donc F; et F» vérifient
Ihypothése (H). De (11), on déduit P, = 0 et de (12) P, = 0 (car
A{Fy) + A(F) # 0). Finalement, en calculant H' = P*G - S*, on voit que
H = (J11,0) ce qui établit le théoréme.

Corollaire des théorémes 8 et 9

Une condition nécessaire et suffisante pour que la paire (C, F) ne soit pas
compléiement observable est que la paire (H, F )} ne le soit pas et qu’il existe
un sous-espace des états non observables de (H, F) invariant par F et tel que
la restriction de F & ce sous-espace soit stable. De Plus, le noyau non observable
de (C, F) est le sous-espace de cette nature de taille maximale.

Cenclusion

§i (C, F) est non observable cela signifie gu'il existe une partie du svstéme
qui n’a pas besoin d'étre commandée et il est naturel gue I'en puisse arriver
au méme résultat en commandant un systéme plus petit. Cette remargue est
intéressante si on peut tester la non-observabilité de (C, F} et trouver la « partie
utile » du systéme avant d’avoir résoltu le probiéme, donc sans disposer de C,
et bien sfir sans faire des calculs équivalents a la recherche de C {calculs qua-
dratiques). On vient de voir que ceci est possible, an moins théoriquement, par
des calculs linéaires. Cela est lié au fait suivant : on sait écrire T sous Jes deux
formes :

R+Z¥ 4+ 2°
et
WIW! (¢f.§3: W* = NI + CO.G)

et pour réaliser I' de fagon minimale, on peut soit réaliser Z?, soit W (qui .

est aussi une matrice de transfert). Mais la recherche de Z? implique des calculs
lin€aires alors que la factorisation est de nature quadratique.

7 - INFORMATION CONTENUE DANS T

On a vu (théoréme 4) que deux problémes du régulatenr ayant méme
fonction T' ef méme dynamigue (F, G) ont méme gain optimal €. Mais on a vu
aussi (regroupement des poles) que plusicurs dynamiques sont possibles pour
réaliser I'. En se limitant aux systémes de dimension minimale, on est amené
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4 se poser la question suivante : quelle information, en termes de probléme
du régulateur, est contenue dans I' ?

Pour apporter une réponse & cette question, nous allons étudier les réalisa-
tions minimales de I{s)-! en nous servant des résultats du paragraphe 5.
Mais pour relier I' et I-1, il est clair que c’est I’écriture de I en produit qui
convient (¢f. § 3). Afin de bien mettre en correspondance les réalisations de T’
et de I'V-?, du point de vue de la base dans laquelle elles sont exprimées, nous
interprétons les matrices en termes d'opérateurs, linéaires :

P{s)=R+ Z¥(—5s) + Z°(@s).

a) Z°(s) applique % (espace des commandes) dans % (espace des sorties
on observations),

b) Z% {— s5) applique donc #* (dual de % )dans 9/*,

Comme Z° et Z% sont additionnés, ils doivent étre de méme nature. On
doit donc identifier % a w*, '

¢} Z°(s) = H(s] — F)G :

G: %> %

I—F):F>TetF . >F

H.Z >

A U) 1 & > U done :
() :U** =% > F* et T1(s) 1 U* > .

e) Soit A, F, G une réalisation de T’-1(s)

G U > '+

(s3] —F)L: T% > T*et F: T% > J*

H:Z* >%.

A tout choix d’une base de 2 dans !aquelle seront exprimés H, F, G, on

associera par l'isomorphisme canonique entre & et Z'* la base correspon-
dante de 2™ pour exprimer H, F, G. (Méme observation pour % et ¥%).

LeMME 10

Les dimensions des réafisations minimales de T" et 12 sont égales.

DEMONSTRATION

Considérons une réalisation minimale particuliére (F, G, H, Ry de . A
partir de ce guadruple, on peut construire ua couple (0, §) par les €équations
(3), (4) en y plagant une matrice P symétrique quelconque. Puls on pent former
I’équation de Riccati (2) du probléme (F, G, @, R, §). Soit » une solution
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UNE FONCTION FREQUENTIELLE EN COMMANDE OPTIMALE g3
quelconque de (2). On a rappelé au paragraphe 3 (¢f. Willems [13]) que T'
peut s'écrire W.W. avec :

W+ =N + N1 (G'Tt -+ S’)QJ+G
De plus :
W= N?1—R¥C'n + SYW.GN2

¥, =[] — (F— GR(G'= + S)]L
D’ot:
V-1 = WlW, 1 = R — RMG'w + §)W.GR™
— RIGY.(=G + S)R + R (G'n + SY-GRAG Y, (RG + SR

-1 est donc engendré en particulier par le probléme (¢f. (1)}

R =R

F =F — (=G + SR
G = (=G + S)R '
0 = GR\¢G’

5 =—GR?

On en déduit que la dimension minimale des réalisations de -1 est infé-
rieure oun égale & celie de F donc de F donc de I'. Comme on peut appliguer
de nouveau le raisonnement & I~! pour retrouver I, le lemme est démontré,

Théordme 11 :
Tous les problémes du régulateur condiisant & une méme Sonction T ont :

— méme maitrice R,
— méme gain optimal C,
— méme marrice bouclée F — GC.

Mais pour reconstituer T' il est nécessaire de connaitre en plus de R, C,

F — GC, une autre matrice H* qui est le quatriéme élément commmm g tous les
problémes.

DEMONSTRATION

I" étant donré, R Vest par lim T (5), et évidemment aussi V-1, On s’inté-
T

resse aux réalisations minimaleslge+F"1 et en particulier & /a réalisation stable

(¢f. remarque de la fin du paragraphe 5) que nous noterons (f1*, F*, G%)

(et B = R™). (F* est méme asymptotiquement stable & cause de ’hypoihése

(%)). Considérons maintenant un quelconque probléme (F, G, Q, R, ) de

dimension minimale conduisant & T' et reprenons les calculs de la démonstra-
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tion du lemme 10, mais en choisissant maintenant la solution maximale i
de (2). Alors, le gain optimal C du probléme est :

C = R1(G'=* 4+ §)

et F = F — C'G, G = C est une réalisation minimale de TV (H étant
obtenu & partir de § et S et les équations (3), (4)). Or F — GC est la matrice
bouclée du probisme et elle est donc stable, donce (7, F, G) est la réalisation
minimale stable de V-1 (définie intrinséquement & partic de I'). On a donc
établit que tout probléme du régulateur conduisant & Fa:

— un R bien défini,
— un gain € = G*' bien défini,
_ une mairice bouciée F — GC = F* bien définie.

Mais pour reconstituer I''~* donc T il faut en plus connaitre A* dont nous
n'avons su donmer une interprétation physique simple.

8 - CONCLUSION

En conmsacrant un long développement, dont Iintérét peut paraitre, &
premiére vue, assez théorique, & 1’étude de la fonction T, les auteurs espérent
avoir atteint les objectifs suivants :

ay mettre en lumiére un certain nombre d'aspects encore pew CORNUS d'une
fonction fréquentielle apparue relativement récemment dans la littérature, et
dont Pimportance n’est pas encor¢ bien mesuiree.

b) contribuer & combler le fossé qui existe peut-Etre entre les techniques
fréquentielles d’une part et les techniques temporelles (par vecteur détat)
d’autre part dans les problémes d’optimisation.

¢) montrer, comme application, un résultat assez important, nous semble-t-
il, qui s’énonce : il est possible par des calculs lindaires de tester I'observabilité
de la paire (C, F) d’un probléme d’optimisation et de trouver le noyau d’états
non observables. Il est alors possible de supprimer la partie « inutile » du
systéme et réduire ainsi la taille du probléme avant de la résondre.

Ce résultat est lié au concept d’observabilité dont on ne peut douter de
Pimportance théorique méme si les paires non observables se renconirent
rarement « dans la nature» (un déterinant n'est presque jamais nul). 11
peut toutefois avoir un intérét pratique dans le cas de grands systémes qui
présentent souvent des matrices assez creuses. Notons, de plus, que le résultat,
suggéré par cette étude, se généralise aux problémes de commande optimale
en temps fini (¢f. Bernbard et Coben 3],

Revite Frangaise d’ Automatique, Informatique et de Recherche opérationnelle

P i e s A

.
o
AN



PSS P

o et

SO V%

UNE FONCTION FREQUENTIELLE EN COMMANDE OPTIMALE 83

d) Suggérer enfin une technique pour I'étude d’autres questions. It est en
particulier souvent utile de pouvoir remplacer un probléme de commande
1

optimale par un autre ayant méme solution. Les auteurs étudient actuellement
une application & la commande hiérarchisée.
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