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La "Conception dans le cas le plus défavorable', encore appelée "Jsu
contre la nature” consiste a concevoir la loi de commande d'un systéme dynamigue
de fagon ad minimiser le coUt garanti contre toute perturbation (admissible).
Cela méne d concevoir le probléme comme un jeu entre les perturbations (ou la
nature) et nous, rejoignant ainsi la théorie des jeux différentiels 3 deux
joueurs et somme nulle. Ce probléme n'a d'intérét, et bien souvent de soluticn,
que si on est autorisé & moduler sa propre réponse en fonction, de ce que fait
1'"adversaire'" et qu'on a pu'oBserver. En termes techniques cela veut dire

qu'on désire autoriser l'utilisation de stratégies causales et non seulement

de lois de commandes en boucle ouverte. Comme en commande optimale stochastiqus,

)
la présence des perturbations, ou du second joueur, fait que l'information
disponible évolue avec le temps, et que la possibilité donnée d'utiliiser les

observations passées change profondément la nature du probléme par rapport

d la boucle ouverte. i

On sait qu'en commande stochastique, la classe des stratégiss a

considérer, et donc la difficulté du probléme, est radicalement réduite par
+3ma

le principe d'optimalité dont la conséquence est que, si 1l'état du sys+téms

est parfaitement connu, les purs feedbacks ou controles markoviens suffisant.

L'objet de cet article est d'dtudier dans quelle mesure cette situaticn s'é&tend

d la recherche d'un point selle dans le cadre défini ici.

Nous allons donc définir une classe aussi large que possitle de
stratégies causales, suppcser que le probléme a une solution dans cette classe,

=

et étudier si cn peut en déduire gu'il existe une solutior en pur fesdback.




1 - Le systéme

Le probléme concerne un systéme dynamique d'état x € X, gouverné

par les commandes u € U et v € V' du minimiseur et du maximiseur respec-

tivement. On appelle commandes en boucle ouverte, ou lois de commande des

fonctions du temps t € R : u(.), et v(.), et deux ensembles de lois de
commandes admissibles sont donnés : u(.) € Qu s, v(.) € QV . Ces deux
ensembles sont supposés clos pour l'opération de concaténation, c'est 3 dire

que si ul(.) € Qu et u2(.) €a alors, quelque soit T € R,

ul(t) si t <7

(1) u,(.) : t =~ ua(t) =
uz(t) si t>1

3

appartient encore 3 Qu.
Dans le future, chaque fois qu'aucune confusion n'est possible, nous
noterons simplement u et v des lois de commandes.

L'évolution du systéme est donnée par une fonction de tramsition

X s XxRx Q xQ xR =» X
u v

x(t) = x(xo,to;u,v;t)
satisfaisant les axiomes habituels
(2a) V(u,v) € Qu x Qv s x(xo,to;u,v;to) =%
(2b) V(u,v) €@ xQ , Vit X(X(X 5T 3u,v3T),t5u,v3T) = X(x 5T 3u,v3T)

(2¢) si ul(t) = u2(t) et vl(t) = vz(t), pour presque tout t < T ,
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alor's

x(xo,to;ul,vl;r) = x(xo,to;uz,v2;r)
(On dit que la relation u,v, = x(.) est causale).

NOTATIONS. On aura constamment besoin par la suite des notations suivantes.
La valeur du critére défini ci-dessous ne dépendra souvent que de la restriction
de u(.) et v(.) & un intervalle [to,tll. Dans ce cas, u(.) et v(.)

n'ont pas besoin d'8tre définis en dehors de cet intervalle, mais nous gardons

les mémes notations. Par contre, d$oit ¢ < Tt deux instants distincts, nous

noterons

T . . N - T

ug la restriction de u a (o,t) , de meéme pour Vg
et nous omettrons les indices, inférieur - o ou t, s et supérieur tl ou
+ o,

De plus l'opération de concaténation définie par (1) sera notée &,

de sorte que (1) s'écrira

De méme, pour une application ¢ de Qv dans Qu s, la notation

désigne l'application qui & v € QV fait correspondre la concaténation de
la restriction de wl(v) 3 [to,r) et de la restriction de w2(v) a [T,tl).
Enfin, par abus de notation, nous écrivons ut € Qu s v' € QV , et

la causalité exprimée par (2b) s'écrira encore




T T
(3) x(T) = x(xo,to;u ,V 3T .
Un critére J est donné :
J:XxRx Q x Q = RU{-e} U+ o} ,
u v

u'on suppose additif dans le sens suivant :
PP

T

VI>t ,30 : XxRxQ xQ = RU{-»} U{+ =}
[e] u v

tel que
_ T Y T LT T, ..
(4) on,to;u,v, J(XO,tOQU,V) =Jd (Xoatosu v ) + J()( (XO,tO’u sV ’T)’T’dT’VT)

Pour le théoréme 3, on suppcsera en outre qu'est donné un scus
ensemble C de X x R, appelé cible, qui intervient dans la définition de J

par le fait que tl dépend de xo,to,u,v et est le premier instant tel que

(x(tl),tl) €C

et J = +eo si X st sU,V  sont tels qu'un tel 1:l fini n'existe pas.

Ce formalisme recouvre le cas classique d'un systéme différentiel
dans R" muni d'un critdre intégral et éventuellement d'une cible. Il recouvre
aussi d'autre cas, quite, si nécessaire, 4 limiter la fonction de transition
d des évolutions en temps croissant. Cependant ce n'est pas par golt de
généraliser que nous choisissons cette forme un peu abstraite, mais pour
simplifier l'analyse en ne gardant que les éléments utiles pour notre propos,
et en éludant les problémes techniques 1ids a un formalisme différentiel par

exenple.

o e s s
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I1 est important de remarquer que dans le cas ol le probléme s'arréte
quand 1'état a atteint une cible, les spécifications J = + @, ou J = - o,
si t) = sont cohérentes avec (4), alors que si on pose dans ce cas
J = une valeur finie fixée, (4) n'est plus satisfait.

L'hypotnése d'additivité de J est un peu plus forte que nécessaire,

comme l'on montré plusieurs auteurs , mais cela ne .nous intéresse pas

ici.

2 - Stratégies et point selle.

Notre objectif est de savoir dans quelle mesure des stratégies plus
générales que des purs feedbacks sont nécessaires pour exhiber un point-selle.

I1 nous faut donc choisir a priori des classes trés larges de stratégies.

Suivant ROXIN [1] et VARAYIA [1], une stratégie ¢ pour le premier joueur

sera une application de X x R x QV dans Qu :
aC.) = ox ,t _5v(.))

2

ayant la propriété de causalité. .
T T T
(5) u =@ (x5 )a

De méme, une stratégie ¢ pour le deuxiéme joueur est une application
causale de X x R x Qu dans QV.

On suppose que des ensembles ¢ et Y de stratégies causales pour

le premier et le deuxilme joueur respectivement, ont &t& choisis, qui

satisfont les conditions suivantes :
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(6a) & et VY contiennent les lois de commandes en boucle ouverte, en ce
sens que quelle que soit la fonction u(xo,to;t) telle que on,to,

(p : X T 3V -> ul X t 5.
O’ O, O, o’

est admissible. De mé€me pour ¥
(6b) Tout couple de stratégies admissibles engendre une trajectoire et une

seule. C'est a dire que V(9,¥) € ¢ x V¥, Vx .t » le systéme d'équations

=
1}

(p(xo3to V)

<
"

w(xo,to;u)

admet toujours un point fixe et un seul. On dit que la paire

(u,v) € R xQ  est engendrée par la paire (®,y) € ¢ x V.
REMARQUE : Soit @,y une paire de stratégies admissible, (xo,to) une
phase initiale, (u,v) la paire de commande engendrée. Au sens de (6a),
v est une stratégie admissible (dans ¥). Alors, (u,v) est encore la paire

de commandes engendrée par (@,v). Elle satisfait en effet les équations de

point fixe de (@,v)

o(¥)

el
n

v

<l
"

dont la solution est par hypothése unique.

Par abus de notation, nous utiliserons les é&critures J(xo,to;w,w)

ou J(xo,togw,v), qui sont non ambigués.



On s'intéresse au cas ou le probléme présente un point selle.
C'est 3 dire qu'il existe une paire de stratégies w*(xo,to;v) et

w*(xo,to;u) telle que V(p,¢) € & x ¥
n¥* wn¥k * = +- . *
(7) J(xoatoa‘-p a‘b) _i J(Xoatoaw »P ) V(XO’tO) i J(Xo,-o,w,w )

(Les quantités ©*,p* et V ne sont pas nécessairement définies ailleurs

\
' \
en X st ).

qu o’ o

Le résultat ci-dessous est une conséquence de (6a) et est

désormais classique.

PROPOSITION. La relation (7) est équivalente &
(8) Vlu,v) €2 xQ , Jlx,t 30%.v) < J(x .t ;0%¢%) < Jlx ,t 5u,9%).

3 ~ Résultats

Nous définissons la procédure de mise 3 jour de la stratégie *

soit (xo,to) une phase initiale pour laquelle un point selle existe. Soit

@ la stratégie ainsi définie

soit Tt > t, w instant tel qu'il existe un point selle depuis la phase

(x(1),7) = 6((xo,to;w*(xo,to;v),v;r),r)
alors

- T T
(8) O(x_,t_3v) = @* (x otV ) & w*(x(r),f;vr)

THEOREME 1. La stratégie mise & jour (8) est optimale.



DEMONSTRATION. Montrons qu'on a nécessairement l'inégalité

(9)  JT(x_,t 0% (x ot 3v1),vi) + V(x(1),7) < V(x ,t )
(@] Q o O [e] [e]

Considérons pour v la stratégie

T

w(xo,to;u) = v & ¢*(x(r),r;u1),

- T I P e .
avec le meme v  que précédemment. Quelque soit ut , on aura

J(x(1),T3u 00 > V(x(1),1)

En ajoutant Jr(xo,to;w*r,wr) aux deux membres, en utilisant (4) et en

choisissant pour u la commande engendrée par w*(xo,to,.) il vient
J(x st 50%,0) > V(x(1),T)

d'od (9) en tenant compte des inégalités de point selle (7).

Vérifions alors que ¢ est optimale, en utilisant la définition (8).
- T T, T
J(xo,to;w,v) =J (xo,to;w*(xo,to;v )ovi) + J(x(r),r;w*(x(r),r;vt),vr)

En utilisant 1'inégalité de point selle pour le dernier terme ci-dessus on

obtient
J(x_,t ;‘Bav) < JT(X st 3% (x ,t ;VT)aVT) + V(x(1),1)
(o] o] - Q (e} (o] (o]

et en utilisant (9) le résultat désiré.

On aurait naturellement le théoréme symétrique pour V.



COMMENTAIRE 1. Ce théoréme est semblable au Principe d'Optimalité de Bellman,

en ce qu'il dit qu'd l'instant T ou il '"remarque" que l'autre joueur l'a
fait passer par x(t) d'ol il connait un point selle, le premier joueur peut
"oublier le passé" et jouer d'aprés le point selle de (x(t),t). Toutes fois,
la trés grande différence avec ce qui se passe en théorie classique de la
commande est qu'on ne peut pas affirmer que w: constitue nécessairement une

stratégie optimale pour le jeu commengant en (x(t),T), quelque soit T.

COMMENTAIRE 2. Un corollaire trivial du théoréme 1 est que, par induction,

on peut remettre sa stratégie 3 jour un nombre arbitraire mais fini de fois.
Cependant, on ne peut pas en déduire qu'une stratégie remise & jour un nombre
infini de fois serait optimale. Nous donnerons un contre exemple,

Le caractére nécessaire de l'optimalité de w: quelque soit T ne
peut etre établi que dant le cas ou le; deux joueurs utilisent leur commande
optimale, hypothése particuliérement irréaliste pour la commande dans le cas

le plus défavorable.

THEOREME 2. S'il existe un point selle pour la phase initiale Xyots alors,
1 2 y % . * - .

quelque soit Tt > t_ , les restrictions mT(xO,to,.), wT(Xo’“o") des

stratégies optimales constituent un point selle pour le jeu 3 phase initiale

(x(1),1) = (xo,to;cp*,lp*;r) 3T

DEMONSTRATION. Soit u*,v* les commandes engendrées par o*,p* depuis

x st . Considérons les stratégies ci-dessous, pour x(1) = X (x_»t_;0*,9*;7)

-

o(x(t)yt3v )
T

T
* t jv¥ & v
(Y (XO’ . T)’

"

" .- W% q--*T
w(x(r),r,ur) U (xo,-o,u 2 ur).




D'aprés (4), on a
. T T T
J(x(1),T39,¥) = V(xo,to) -J (xo,to;u* ,v¥),
Puis regardons, pour Ve quelconque,
- T T T T LT
J(x(T),T;w,vT) = J(xo,to;w*(xo,to;v* ) vr),v* & VT) -J (xo,to;u* S,V D),

Et en utilisant 1'inégalité de point selle pour J(xo,to), on a le résultat

-

souhaité. Il en va de méme pour J(x(t),r;ur,w).

COROLLAIRE 1. Si le point selle est unique depuis toute phase initiale, les

trajectoires bi-optimales (i.e. engendrées par ©*,p*) sont aussi engendrées

par de purs feedbacks @(x,t),P(x,t) :

= @¥F(x,t3Y*)(t)

S

~
b
t

~—
1

VR (x,t;0*)(t)

<
~~
»
v
rt
]

(De plus, si le point selle n'est pas unique en un nombre fini de point sur
toute trajectoire bioptimale, tout choix définissant un tel ©@,) est encore
optimal, d'aprés le théoréme 1). Toutefois, si @,y engendrent bien les
trajectoires bioptimales, et permettent dcnc de calculer Y, ce ne sont pas
nécessairement des stratégies optimales. L'exemple donné plus loin montre ce

phénoméne.

REMARQUE. Le corollaire démontre l'existence d'un point fixe aux équaticns

u(t) = @*(y (xo,to;u,v;t),t;v)

v(t) w*(x(xo,to;u,v;t),t;u)

- 10 -



c'est & dire, dans le cas d'un systéme différentiel par exemple, l'existence
d'une solution a l'équation différentielle initialisée en X stys avec les
commandes en feedback (10).

Dans l'exemple ci-dessous, les difficultés proviennent du fait que
le jeu peut ne pas se terminer. Nous allons montrer que, dans une certaine

mesure, pour un jeu a durée limitée 3 priori, de purs feedbacks suffisent

toujours.
t
Soit [to,tl] un intervalle tel que J ne dépend que de utl et
t [e}
1 P
v s Dotés u et v.
%
Soit {hn} une suite décroissante d'entiers positifs, tendant vers
zéro.

HYPOTHESE : Les stratégies © et ¥ "remises 4 jour'" tous les hn sont

définies (depuis xo,to), et VYu € Qu , Vv E€ Qv s

(11) J(xosto;(pnav) ad J(Xosto;(psv)
<
J(xo,to;u,wn) - J(xo,to;u,W)

On a alors, trivialement, le résultat ci-dessous.

COROLLAIRE 2. Pour un jeu & durée finie, et sous l'hypothése (11), les

stratégies en feedback (9,¢) définies en (10) constituent un point selle

pour le jeu d phase initiale (xo,to).

DEMONSTRATION. D'aprés le théoréme 1, ©, et P étant remises 3 jour un

nombre fini de fois, on a pour tout n

J(xo,to;¢n,v) < V(xo,to) < J(xo,to;u,wn)

- 11 -




d'ol le résultat par application de (11).
On vérifie que pour un jeu défini par un systéme différentiel et

un critére intégral, l'hypothése (11) est satisfaite par exemple si

i) V(u,v) € Ux UV, lIxll <x(1+lizl)

(1'ensemble des trajectoires est compact en convergence uniforme sur tout

intervalle)
ii) I1 existe un ouvert 2 de X x [to,tl] tel que le point selle est
défini depuis toute phase de Z, et en outre, V(x,t) € 3 ,

V(u,v) € Qu x Qv s, VYt € (t,tl) s

X (x,t3;0*%(x,t3v),v,T) € 3

X (x,t3 ,¢*(x,t3u);t) € 2

iii) I1 existe des variétés différentiables de 3J, transverses 3 toutes
trajectoire engendrée par un couple (¥*,v) ou (u,y*), telles qu'en dehors
de tout voisinage de ces variétés il existe un € > O (uniforme en x,t)
tel que @*(x,t;v) et ¢P*¥(x,t;u) soient des fonctions continues du temps

sur l'intervalle (t,t+e).

En effet, la condition ii) garanti que les trajectoires engendrées par
(wn,v) et (u,wn) existent et restent dans 3, et i) et iii) garantissent
que les trajectoires correspondantes convergent uniformément sur [to,tll

vers celles engendrées par (Q,v) et (u,P).

Montrcons enfin que la méthode de la programmation dynamique est
justifiée, quand elle réussit. Nous supposons ici l'existence d'une cible C
(qui peut &tre de la forme X x {T} , ou au contraire impliquer des conditions

sur (x(tl),tl)).

- 12 -




THEOREME 3. Soit X wun espace vectoriel normé dans lequel toutes les
trajectoires (xo,tO;u,v,.) sont continues et S un sous ensemble fermé

de X x R, le séparant en deux parties connexes, l'une contenant (xo,to)

et l'autre C. Si, pour toute phase initiale de S le jeu a un point selle,
l'existence d'un point selle au jeu de phase initiale (xo,to) est équivalente
d l'existence d'un point selle au jeu ayant meme phase initiale et méme

dynamique, et pour critére :
ﬁ(xo,to;u,v) = Jr(xo,to;ur,vr) + V(x(1),T) si T <o, J=+ow sinon,
ol 1 est le premier instant tel que (x(t),T) € S, ol

x(1) = x(xo,to;u,v;T).

~ - .
En outre, les jeux J et J ont la méme valeur, et quand les quantités

ci-dessous existent,

~ T
w(xo,to;v ) & @*(x(t),r;VT)

©*¥(x 4t 3v)
(12) °°

P*(x st su) $(xo,to;uT) & w*(x(r),r;ur).

~ ~ ” . ” . . . ~
ou @ et Y désignent les stratégies optimales du jeu J.

~

DEMONSTRATION. Montrons d'abord que si le jeu J a un point selle, avec des

stratégies optimales @ et § et une valeur V, les stratégies (12)
forment un point selle du jeu initial.

S'il existe une stratégie { telle que l'état ne rencontre jamais
S, alors (g,§) est un point selle dégénéré pour fout s avec valeur + oo.
Dans ce cas, | § v, est 'argument d'un point selle dégénéré du jeu

global, quelque soit v , puisqu'a fortiori l'état n'atteindra jamais C.
T

- 13 -
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Dans le cas contraire, Vv € Qv , la paire (@,v) engendre un instant

t fini, et
~ T ~ T
J(xo,to;w & P*,v) = J (xo,to;m,v ) + J(x(r),r;w*(x(T),T;vT),VT)
soit, en appliquant 1'inégalité de point selle définissant @*(x(t),T1,.)
J(x st 30 & @*,v) < J (x5t 50,V ) + V(x(t),1) = J(xo,to;w(xo,to;v )ov)
~ ~ i * Ky
et par définition de ¢, J(xo,to;w & O*,v) f.V(xo,to).

De méme, pour u € Q, , soit la paire (u,p) donne T = e , soit
J =+ s et a fortiori J = + o > V(xo,to) pour la stratégie ‘$ & P* de
(12), soit T <o , et on a le raisonnement symétrique du précédent. Donc
(12) constitue bien un point selle du jeu d'origine, avec V(xo,to) pour
valeur.

Montrons maintenant que si le jeu global a un point selle, le jeu

Pl Pl

J en a un. Si le point selle global est dégénéré. J(xo,to;u,w*) =+,
et qu'en outre yY* empdche 1'état d'atteindre S, alors @ = w*r est
un argument d'un point selle dégénéré du jeu J, avec la méme valeur + o,

Si non, posons
~ I ¢ T ~ kT T
w(xo,to;v) = (* (xo,to;v ) et w(xo,togu) = y* (xo,to,u )

(Remarquons que dans ces notations, Tt dépend de v dans 23 et de u dans
$ et peut étre + o dans le dernier). Le résultat découle alors de
l'application du théoréme 1. L'inégalité (9) donne directement l'inégalité
de point selle pour le jeu J, et une paire (®,v) quelconque. De méme,
pour une paire (u,$), soit T = + o, et J:te> V(xo,to), soit T

est fini et un calcul en tous peints analogue donne a nouveau la deuxiéme

inégalité de point selle.

- 14 -



COMMENTAIRE 3. A nouveau comme pour le théoréme de mise 3 jour, ce théoréme

ressemble 3 ce qui se passe en théorie classique de la commande. 3 cette
différence essentielle prés que l'existence du point selle au jeu 3 phase
initiale dans S doit &tre supposée a priori et ne peut &tre déduite de

1l'existence du point selle global.

4 - Exemple

Les résultats et certaines difficultés meutionnés ci-dessus
sont mis en évidence par l'exemple ci-dessous. Cet exemple est voisin
d'un probléme prcposé par ELAQUIERE et al.,, dans un autre
contexte, et également d'un probléme discret de MODEL' [1].

.

L'état et les commandes sont scalaires. La dynamique est

La cible est x K 0, et le critére

it

+
8
0
-
ct
I
.3

- J = ftl (1-x)at si  t fini, 7

T Tt g e o



L'utilisation des méthodes classiques (BRECAKWELL [1]) permettent de

trouver des trajectoires candidates optimales et des feedbacks associis

(o si X > 1 ~1 si x > 1
¢(:() = ‘o lIJ(X) =

(—1 si xS 1 0 si x.£1
Vi) = X(l —';i)

-

Toutefois, P n'est pas une stratégie optimale, car pour X0 > 1,

on a
J t.s = ® > b
(X., .'¢,0) + V( .)o

On peut néanmoins exhiber un pont selle en stratéaies ceusales (du

-

J. LEwiNn [ 1 1)

La connaissance de v(.) pour les instants passés permet

d'évaluer & chaque instant

1 A t
I x_stgiuv) = fté(l - x(s))ds.

Le point selle prrnosé par J. LEWIN est alors

. (x - 1) °
0 si »x»(t) >1 et J (x_,t ;0,v)(t) > - ———
F 0 o -
¢{'(>:o:to;‘l) (t) = 2
- (x = 1)
o

. , 1
-1 si x{t) K1 ou J (xo,:o;o,v)(t) < - -

]
[N
[e})]
)
ST AEEDNNE A Co Cr



-1 si x(t) > 1
4, . _ - -
v (holfo,.)(t) . P(x).
t 0 si x(t) < 1

PROPOSITION. La paire (¢ ¢ ), ‘ci-dessus constitue un point selle

du jeu.

PREUVE. Mous esqu.ssons la preuve qui est trés facile

s 1 . . -
i) la condition J < - 1/2(xo-1)2 est satisfaite avant ou a
l'instant t, = st X, ~ 1. En effet le probléme de maximiser
L
Jl(tz) en v, avec u =0, a pour soluticn évidente v = -1,
1 2 s
J (t2) = - 1/2(x°- 1)~. Donc, contre toute autre politique, cette

valeur est atteinte plus toét.

ii) pPonc le jeu se termine en un temps fini, (inférieur & t2 + xo)

iii) Le cotGt encouru de l'instant de commutation & la fin du jeu est
inférieur ou égal & 1/2. En effet, tant que x > 1, 1l'intégrande
est négatif, et le codt encourude x =1 & x =0 avec

u = -1 est maxkimisé par v =0 et vaut 1/2. Pour u > -1,

i

v =10, il est suvpericur a 1/2,

e—————— L g



REVARQUEL o : Ce point selle n'est pas unique. Le point i) ci-dossus

montre qu'on peut remplacer les stratégies ci-dessus par les lois

de commande en boucle ouverte

0 si
u’(x ,t ;t =
( o' Yol )
-1 si
o N = ~11° (%, .
v (xo,to.t) u \xo,to,t).

(En fait la condition sur X est redondante et peut &tre cmise).

. ‘ . 4 *
De .méme, on peut reprendre les stratégises ¢ T et v,

y remplacer -1/2(x°~1)2 par tocute fonction W(xo) inférieure &
celle-la. A l'opposé, en tenant compte du gzin de "U" entre
x>1 et x =1 méme si X = - 2, on voit qu'on peut aussi prindre

comme fonction ae commutation

.

. (x - 1)°
J < -
2
REMARQUE & : Si "U" et

1'une quelconques de celles provosées,

coincident avec celles

" Vl'

jouent leurs stratégies optimales,

et




et les théorémes ci-dessus sont bien vérifiés ici. Mais on voit
: = -. " 2 : " - : #‘
que si "U" décide de "remettre a jour sa stratégie ¢'" tous les
St fixé, inférieur a 1/2(xo~ 1), contre v =0 il obticndra
4 nouveau J = ®, Par contre, s'il limite a priori le nombre de

remises & jour, il a de nouveau un comportcment optimal.

REMARQUE , En introduisant un variable d'état suplémentaire

et en écrivanc le cott comme purement final :
= (Lt
J }(2)1

on a un jeu égquivalent, dont la vzleur est

X
V= Y, + xo(l - —%,) .

En corrigeant ¢ , <ci-dessus en ajcutant yo & la foncticn
de commutation, cn obtient ﬁn point selle ol les stratégies optimales
ne dépendent que de l'état courant et de l'état initial. (C'est-a-dire
un feedback ron uniformément optimal dans la terminclegie de MODEL').
Mais on nc peut obtenir de stratdgie optimale ne dépendant Jue
de l'étau ccurant., (Ce fait est caché si, coume on fait courarnment,

on pose § priori y(to) = 0, ct on omet de falra varicr cettu

composanta de l'état initiel.)



CONCLUSION.

On peut justifier la méthode de la programmation dynamique quand
elle réussit, c'est d& dire quand des points selles existent pour les phases
"intermédiaires" entre la phase initiale et la cible. Toutefois nous n'avons
pu démontrer que tel était toujours le cas. De méme dans une telle situatiocn,
on a montré que la valeur pouvait etre calculée en reconstruisant les
trajectoires bi-optimales d l'aide de purs feedbacks. Mais 1l'utilisaticn de
ces feedbacks comme stratégies revient d remettre d jour sa stratégie continu-
ment, donc un nombre infini de fois, ce qui peut &tre non optimal comme un
exemple 1'a montré. I1 semble bien que cette pgthologie soit liée a la
possibilité qu'a le jeu de ne pas se terminer. Cependant, sauf 3 adopter une
définition plus générale de la solution d'une équation différentielle (cf.

KRASSOVSKI [1]) les hypothéses sous lesquelles nous savons montrer ce résultat

sont impossibles 3 tester a priori.
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ANNEXE : EQUATIONS DE TCHENTSOV - TCHISTYAKOV

Pour nous placer dans le cadre classique, nous commengons par faire
l'extension évidente du concept de valeur du jeu en 1l'absence de point-selle,
cohérente avec notre formalisme. (Cf. VARAIYA[ 1 ], ROXIN[ {1 1)

DEFINITION. On dit que le jeu a une valeur, notée V(xo,to), si

inf sup J(xo,to;w(v),v) = sup inf J(xo,togu,w(u)) = V(xo,to).
peEP vE Qv YpEY ucE Qu

De cette définition, on déduit l'existence de stratégies e-efficaces :
ve >0, 13 we €Ed et we EY
Vv € Qv s J(xo,to;me(v),v) 5-V(xo’to) + e, (A1)
Yu € Qu . V(Xp’to) - € §_J(xo,to;u,w€(u)).
Par commodité, nous introduisons la notation suivante r
NOTATION.
T T T T .T T T T
J (xo,to;u V) + V(X(xo,to;u sV 3T),T) = W (xo,to;u WV ). (A2)
On établit facilement 1l'équivalent du lemme 2 .

LEMME A2, Avec les définitions (Al) et (A2), 'quels que soient

(v,1) € QV x [to,tll tels que V(X(xo,to;wz,vT;r),r) existe, on a
T T, T, T
Wix st 30 (v),v) < Vix_.t)) t e (A3)

et une inégalité symétrique avec (u,we).



DEMONSTRATION. Supposons au contraire qu'il existe ¥ et T tels que
T T oT
W (xo,to;we,v ) = V(xo,to) + e+ 6, § > 0.
Alors, il existe WT = wa/z(X(xO,to;mz,QT;T),T;.) tel que,
Yu € @ J(x(t),t3u ¥ ) > V(x(1),T) -8
u’ ”T’T"" E] 2

(o0 =x(T1) désigne toujours le méme état).
‘T

Considérons alors pour V 1la stratégie w(xo,tog.) =y & $T s et en utilisant

la dernieére inégalité avec u_ engendré par (we,w)( On obtient alors par

sommation des deux derniéres relations une contradiction de la premiére de (Al).
On fait de méme pour 1l'inégalité symétrique.

On en déduit immédiatement le lemme suivant :
LEMME (Al). Si pour T donné, le jeu a une valew pour tout état initial =x, on a

sup inf W (x ,tO;uT,vT)_g V(xo,to) < inf sup W' (x ,t ;uT,vT). (A4).
vEQ uwEQ ° u€Q veEQ °°°

DEMONSTRATION. L'inégalité (A3) donne immédiatement

. T T T
Vv € Qv . inf W (xo,tO;u LV ) S_V(xo,to)

u€ Q
u

d'ou 1'inégalité de gauche, celle de droite s'obtient de la méme fagon.

On en déduit finalement 1'égalité de Tchentsov - Tchistyakov :

THEOREME. Si le jeu a une valeur pour toute phase initiale on a (avec la notation

(A2)).

V(xo,to) = sup sup inf WT(xo,to;uT,vT) = inf inf sup WT(xo,to;uT,vT).
T vE Qv u € Qu T u€ Qu v € Qv

DEMONSTRATION. On a, par définition, Vu, v € Qu x QV :
t

3 . ]
X(xo,to;u,v;to) =X, J (xo,to;u,v) =0,

< o
d'od W = = V(xo,to).



REMARQUE 1. Le théoréme de Tchentsov - Tchistyakov est établit "classiquement"

pour un jeu a cout purement final, i.e. ou J¥ = 0, donc ol
T T T T T
W (xo,to;u WV ) = V(X(xo,togu sV 5T)sT)a

REMARQUE 2. Le théoréme d'origine est assorti d'une nouvelle définition de valeur
inféricure et valeur supérieure, dont on voit immédiatement qu'elles sont encadrées
par celles de FLEMMING (ou FRIEDMANN). Donc quand il existe une valeur en ce
dernier sens, il en existe aussi une, qui coincide, au sens de T & T. DANSKIN a

montré que cette valeur coincide avec celle de ROXIN que nous utilisons ici.

REMARQUE 3. Comme l'équation d'Isaacs, il s'agit d'une équation fonctionnelle sur
la valeur. Elle a en moins qu'elle n'est pas instantanée (les inf et sup sont
pris sur @, et Q@ , etnonpourtout t sur U et V). De ce fait il
n'est pas clair qu'elle ait une utilité... En revanche, elle est nécessaire, et ne

fait que des hypothéses trés faibles sur le jeu. (Aucune sur la régularité de V).



