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SUR LA COMMANDABILITE
DES SYSTEMES LINEAIRES DISCRETS
A DEUX JOUEURS

P. BERNHARD (1)

Résumé. — Etant donné un systéme dynamique sur lequel deux jouenrs agissent, on étudie
dans quelles conditions un état initial peut &tre transféré par le premier joueur, dans un sous-
espace de capture donné, ce contre le gré du deuxiéme joueur. On distingue irois structures
d’information possibles, représentant les cas physiquement les plus intéressants. L'optimalité
des temps de capture qinsi obtenus est établie. On étudie d ‘abord le cas stationnaive puis on
généralise au cas non stationnaire.,

INTRODUCTION

La notion de systéme & deux joueurs est rattachée & la théorie des jeux
dynamiques, qui apparut en 1954 avec les premiers Rand Reports d’Isaacs,
puis en 1965 avec son livre Differential Games [5]. Depuis lors, de nombreux
auteurs ont étudié la théorie sous ses différents aspects, tant pour les jeux a
deux joueurs que pour ceux A plusieurs joueurs, et pour les jeux 3 somme nulle
ou non nulle.

Dans la définition d’un jeu dynamique, 4 deux personnes et & somme
nulle, on donne un systéme dynamique contrdlé par deux antagonistes, un
but, ou ensemble de capture, et un critére de performance qu'un des joueurs
veut minimiser tandis que ["autre veut le maximiser. En plus du probléme
quantitatif ainsi défini, se pose le probléme qualitatif de la possibilité qu’a
un joueur de forcer ’état & atteindre le but, ou forcer la « capture », en un
temps fini.

C’est dans ce type de préoccupation que nous nous plagons en étudiant
la possibilité qu’a un joueur de forcer 1’état d’un systéme linéaire 2 atteindre
sous un espace donné, et ce quel que soit [’action d’une autre commande, et
suivant Pinformation disponible sur cette autre commande. Dans ce probiéme,
la notion d’indice de performance a disparu. Nous étudierons cependant
I’optimalité en termes de temps de « capture ». ‘

(1) Centre d’automatique de 'E.N.S.M.P. - Fontainebleau,
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54 P, BERNHARD

H faut remarquer que la deuxiéme commande peut, bien siir, représenter
un joueur hostile, mais aussi une perturbation inconnue de quelque nature
que ce soit agissant sur le systéme. On se rapproche alors de 1’optique « con-
ception dans le cas le plus défavorable », ou « politique du pire » dont les pos-
sibilités n’ont encore été explordes que trés partiellement. Bien que la considé-
ration de systémes linéaires perturbés soit ancienne, il est remarquable qu’au-
cune étude de leur commandahbilité malgré ces perturbations n’ait été effectuée
jusqu’d présent. C’est ce que cet article se propose de faire.

Nous n’étudierons ici que les systémes discrets. La théorie classique de
la commandabilité¢ (Kalman [6]) nous a habitués i considérer les systémes
discrets et continus comme paralléles. Cependant, I’élément déterminant ici
est la structure d’information. Dans le cas discret, il n’y a pas d’intermédiaire
entre la situation ol le joueur I connait Ia commande du joueur 2 pour le
prochain pas (une sitvation de maximin) et celle ol ne la connaissant pas,
il doit pouvoir commander le systéme quoi que fasse le joueur 2, donc méme
si celui-ci se comporte comme s’il connaissait la commande du joueur 1
(une sitwation de minimax). La trés grande complexité du cas continu par
rapport & celui-ci apparait dans notre référence [1], comme dans les travaux
antérieurs de Flemming [2, 3], de Friedmand [4], de Pschenichnyi [11] et
d’autres.

Nous dégagerons les idées et méthodes essentielles sur le probléme station-
naire, puis nous vérifierons ensuite que les résultats fondamentaux sur la-struc-
ture des propriétés étudides et leurs relations s’étendent aux systdmes non
stationnaires, au prix de calculs légérement plus compliqués qui interdisent
pratiquement ['extension & ces systémes des tests de commandabilité que
nous aurons ¢tablis pour le premier cas.

I - SYSTEMES STATIONNAIRES
1. Le probléme

Nous voulons étudier la possibilité qu’a un joueur agissant sur un systéme
discret de forcer P'état & atteindre un sous-espace donné contre le gré d’un
adversaire, suivant les informations dont dispose chacun des joueurs,

Nous décrivons le systéme :

x(k + 1) = Fx (k) + Guik) + Jv (k).
ke N ecstle temps, L’instant initial sera toujours k = 0.
x € R" est I’état.

u € Rm st la commande du joueur 1, qui veut contrdler le systéme.
v € Rm’est la commande de ’adversaire, le joueur 2.

F est une matrice constante de dimension 2 X n.
G et J sont des matrices constantes de dimension n X m et n X m’
respectivement,
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COMMANDABILITE DES SYSTEMES A DEUX JOUEURS 55

Un sous-espace M dec R* est donné. Il peut étre constitué de 1’origine
seulement, la « capture » est définie par x € M, et est I'objectif du joueur
manipulant »#. Nous introduisons alors un sous-espace L appelé «espace
géométrique », complément (orthogonal par exemple) de M.

, R =M®L,
et I’opérateur 7 projection de R sur L parallélement & M :
axel, ‘x-—mxeM, ¥Yx e R"

de sorte que la capture peut étre caractérisée par
= mx =0

Définitions. Un état est dit u-commandable modulo M (tesp. v-commanda-
ble) en k pas s'il existe une suite u{.) (resp. v(.)) qui le transfére en k pas
en M, I'autre commande restant toujours nulle (c’est-a-dire que si on prend
cet état pour état initial, [’état au temps k : x (k), appartient & M).

Un état est dit commandable modulo M, s’il existe un instant & tel qu’il
soit commandable en k pas. (On sait qu’on pourra toujours considérer k < n).

Un état de l'espace géométrique est dit w-accessible modulo M (resp.
v-accessible) §°il existe une suite u(.) (resp. v(.)) transférant I’origine en un
état dont la projection sur l’espace géométrique soit I’état considéré, 1'autre
commande restant toujours nulle.

Les critéres de commandabilité et d’accessibilité modulo M, dans I’esprit
des critéres traditionnels, ressortiront des calculs que nous allons faire sans
qu’il soit besoin d’y insister.

2. Méthode générale

Nous appliquons  ce probléme une méthode développée par Pontryaguine
[9, 10] pour des problémes continus avec ensembles de commandes compacts
convexes. Pour ce faire, nous introduisons les notations suivantes :

Py = mimage { F*G } = image { nf*G },
Qr = = image { F*J } = image { nF%/J },

ol 7 est considéré comme un opérateur dans la premiére expression et comme
la matrice exprimant cette opération dans la seconde. Remarquons qu’on a
ia relation suivante :

q n-1
Z Py < Z Py, Yq
k=0 k=0
avec 1’égalité pour g =n — 1.
Ceci est une conséquence immédiate du fait suivant :
q
Y Py = image { nG aFG, ..., °F!G } = nimage { G FG, ..., FG},
k=1
et du théoréme de Caley Hamilton.
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11 est utile de remarquer aussi que la condition image 4 - image B peut
tester sur des rangs de matrices : rang 4 = rang (4, B).

Nous introduisons ensuite, en suivant Pontryaguine [8], la o ifférence
géométrique de deux ensembles, notée 4 * B.

Définitions. La différence géométrique D de deux sous-ensembles A4 et B
d’un espace vectorict est le plus grand ensemble tel que

B+ Dc A4
C’est-a-dire qu’on a

A*B=D={x|x+bcd,VYbeB}

Cette différence est dite étre & balayage complet si B + D = A. L’ensemble
D peut étre vide ou non. Les propriétés de cette opération ont été décrites
ailleurs (cf. [1] et [10]), il nous suffit ici de remarquer la forme simple qu’elle
prend pour des sous-espaces vectoriels. On constate en effet immédiaternent
la propriété suivante,

Proposition 1. Etant donnés deux sous-espaces 4 et B d’un espace vecto-
riel X, on a
FsidD B,
AXB =
A avec balayage complet, si 4 - B.

La méthode utilisée va alors consister & utiliser les outils définis ici pour
construire 'ensemble Vi des états initiaux que le premier joueur peut trans-
férer en M en k pas exactement. On définit ¥ par U'intermédiaire d’ensembles
Wy de la fagon suivante :

x € Vi <= nF*x e Wh. )

Ce sont les propriétés de ces ensembles Wy que nous allons étudier maintenant,
afin de les construire, suivant 'information disponible au premier Jjoueur.

3. Commandabilité forte

Définitions. Un état est dit « fortement commandable modulo M » (cf.
‘Kalman [7]) si pour toute suite v(.), il existe une suite #(.) transférant cet
état en M.

L’¢tat sera dit fortement commandable en % pas s’il existe une suite w(.)
le transférant en M 3 I’instant k.

Le systéme (F, G, J) est dit complétement fortement commandable modulo
M si tout état est fortement commandable modulo M.

La formulation ci-dessus correspond donc au cas ol le premier joueur
connait a priori toute la commande du second. C’est le cas, par exemple, de
perturbations arrivant par une ligne & retard, et qui sera1ent observables
suffisamment longtemps 3 I’avance.
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Exprimons donc que x, est fortement commandable modulo A en k pas,

k-1
k) = wFx, + Y "l [Guk—j— 1)+ Mk —j—1)] =0,
1=0
k-1 k-1
— Y nFGuk —j— 1) =nFtxe + Y wFJk —j—1).
4=0 0
L’existence d’une suite 2(.) réalisant cette égalité est équivalente 3
-1 B-1
nFx, + 3 wFMk—j—1De Y P,
$=0 =0
Le fait que ceci soit vrai pour toute sunite v(.) est équivalent 3
k-1 k-1
nFex, + 2 QO = 2 Pi.
i=0 i=0

C’est-a-dire que Pensemble Vi des états fortement commandables modulo M
en k pas est caractérisé par

k-1 k-1
wFx, e W = Y, Pit Y Qs . 3)
j=Q i=0
Deux cas se présentent donc :

E-1 k-1 E-1
Y P Y O Wi=Y P, (4.2)
=0 i=0 =0
k-1 k-1
P by Q;, W. =g, (4.b)
i=0 $=0

d’ou1 le théoréme suivant :

Théoréme 1. A nombre de pas fixé, pour les propriétés module M, ou
bien tous les états de I’espace géométrique v-accessibles sont z-accessibles,
et tous les états w-commandables sont fortement commandables, ou bien
aucun état n’est fortement commandable.

Dot le résultat suivant, conséquence immédiate du Théoréme ci-dessus.

Corollaire. Si le systéme (F, G) est complétement accessible, modulo A,
l¢ systéme (F,G,J) est complétement fortement commandable module M,

On remarquera toute fois qu’un état peut &ire fortement commandable
modulo M en & pas, et ne pas I'étre en k’ pas, k' > k. C’est cette possibilité
qui oblige & la restriction « & nombre de pas fixé ». Elle sera levée, sous les
hypothéses convenables, dans le prochain paragraphe,

4. Cas invariant

Le probléme sera dit invariant si M est invariant par ¥, Un cas particulier
important est celui ot M se réduit A I'origine. Dans ce cas, le théoréme ci-
dessus s’énonce sans la restriction du nombre de pas fixé :

10 Aofit 1972 - J-3



58 P. BERNHARD

Théoréme 2. Si le sous-espace de capture M est invariant par F, alors
pour les propriétés modulo M, ou bien tous les états y-accessibles sont u-acces-
sibles, et alors tous les états w-commandables sont fortement commandables,
ou bien aucun état n’est fortement commandable.

Démonstration. La démonstration se fait & I’aide des deux lemmes suivants,
extrémement simples, avec lesquels nous prouvons que si un état est com-
mandable ou fortement commandable, il I’est en n pas. Ceci prouvera le
théoréme 2, en appliquant le théoréme 1 avec k = n.

Lemme 1. Si un état est commandable en k pas, il I’est en » pas. En effet,
il suffit d’appliquer la comamande 0 de I'instant & A Iinstant n.

Lemme 2. S’il y a des états fortement commandables en k pas, il v en a de
fortement commandables en # pas.

En effet, supposons W," non vide :

-1 k-1
Y Pis ) O
izo i=0

¢’est-a-dire que pour toute séquence vo, vi, ... ¥x-1, il ¥ a une séquence
o, M1, ... up-1 telle que

k-1 k-1

Y wFiGu = Y =FJv,

i=0 i=o
soit encore

k-1 k-1
z Fquj —_ z FjJVj € M,
j=0 i=0
et en multipliant 4 gauche par F», et utilisant ’invariance de M :

i=

k-1 k-1
Z FroGu; — Z FiteJy; e M,
§=0 =k
et que ceci soit possible pour toute suite v est équivalent & :
k+p—1 k+p-1

Z P s Z O,
i=p i=p

ceci pour tout p positif. Ceci joint 4 la relation d’oll nous sommes partis permet
de déduire, en prenant p << k, et en répétant 'opération plusieurs fois si
nécessaire (on remarquera que ce point de la démonstration utilise de maniére
cruciale la stationnarité)

#=1 n—1
Z P; o Z Q;t.
i=0 i=0 _
Alors, si un état est fortement commandable en & pas, et donc #-comman-

dable en & pas, il y a des états fortement commandables en » pas, et ce sont
tous les états u-commandables en » pas, dont ceux u-commandables en k pas.
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Le théoréme est démoniré (ce théoréme a été démontré par Kalman [7] dans
le cas scalaire, et figure dans notre référence [1] sous une forme voisine de
celle-ci).

5. Capturabilité

Définitions. Un état est dit capturable moduio M s’il existe une application
W de R* X R® x N dans Rm» telle que pour toute suite v(i), Ies suites
u(i) = ut(x(@), v(@), i) et v{i) ensemble transférent cet état en M.

L’état est dit capturable modulo M en k pas s’il existe une application
de ce type qui le transfére en M 4 Dinstant k. Le systéme (F,G,J) est dit com-
plétement capturable modulo M si tous les états sont capturables modulo M,

Ce probléme correspond donc au cas ol le premier joueur n’a accés &
la commande de son adversaire que pour le prochain pas. La solution est
obtenue A ’aide de la proposition simple suivante :

Proposition 2. Pour qu’un état xo soit capturable en % pas, il faut et il
suffit que quel que soit v(0), qu’il existe »(0) le transférant en un état x(1)
capturable en k — 1 pas.

Ceci s’exploite en disant que ’on doit pouvoir trouver 1#{0) tel que

nFEl x(1) e Wi,.
W, définissant 1’ensemble V. des états capturables en & pas.
Cette relation s’éerit :
TPl x(1) = wF¥x, + nF*1 Gu(0) + wFe-1 w0y e WL ,. )
Qu’il existe un »(0) réalisant ceci est équivalent a
nFex, + wFE1 Jy(0) € W, + Pr-,
et que cette relation soit vraie pour tout v(0) équivaut 3
wFtxy + Qu-1 = Wi, + Pe-1,
s0it
TFex, € (Wi, + Pe-1) £ Qw-a.
Enfin, ceci étant par définition équivalent &
nFtx, € WL,
on arrive 4 la relation de récurrence suivante ;

WL, -+ Pe-18i Wi, + Pe-1 = Qs

Wi = (Wi + Pe-)® Qo1 = ()
@ $i Wi + Pe-1 D Qw1
Cette relation, avec la remarque que
wE ={0},

permet de construire les W} .
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On voit que la condition pour que W soit non vide est que
k-1
Py DQ0,PU+P1 DQl, P Z .Pj CQk—l,
i=0

condition beaucoup plus restrictive que celle d’existence de W,;°. Toutefois,
quand elle est remplie, on a
k-1
Wi =Wy =) P (8)
i=0
c’est-a-dire que s’il y a des états capturables en k pas, ce sont tous ceux qui
sont w-commandables en k& pas, et ils sont, naturellement, fortement comman-

dables (toujours modulo M). Remarquons que du fait que les P; sont des
espaces vectoriels, la condition (7) est égmivalente 2

g-1
Y P>
i=0

D’oll, en comparant 4 (4.a), le résultat suivant :

g-1
Y, O0,Vg <k (7
i=0

?

Théoréme 3. Il v a des états capturables modulo M en k pas, et ce sont
exactement les états u-commandables modulo M en k pas, si et seulement si
il'y a des états fortement commandables en ¢ pas pour tout g inféricur ouégal 3 k.

De ce résultat et de la relation (8), on déduit le fait suivant :

Corollaire. 5°il y a des états fortement commandables pour tout & et le
systéme (F,G) est complétement commandable, le systéme (F,G,J) est com-
plétement capiurable,

6. Capturabilité idéale

Défimitions. Un état est idéalement capturable modulo M s'il existe une
application u° de R* x N dans Rm telle que, quelle que soit la suite v(7), les
suites u(i) = uo(x(i),{) et v(i) transférent cet état en M.

Un état est dit idéalement capturable modulo M en k pas s’il existe une
application du type ci-dessus qui le transfére en M a I’instant k.

Le systéme (F,G,J) est dit complétement idéalement capturable modulo M
si tous les états sont idéalement capturables modulo M.

Ce probléme correspond donc au cas oll le premier joueur n’a auvcune
information sur la commande de son adversaire, mais ne peut observer que
[’état du systéme. Ici encore on a une proposition simple.

Proposition 3. Pour que x, soit idéalement capturable en k pas, il faut
et il suffit qu’il existe #(0) tel que quel que soit v(0), I’état soit transféré en un
point x(1} idéalement capturable en k-1 pas. Nous exploitons cette remarque
comme précédemment.
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It doit exister un u(0) tel que 1’équation (5) soit vérifiée pour tout v(0).
C’est-a-dire que
TFtxe + wFL Gu(®) + Qw1 W2,

ce que nous interprétons avec une différence géométrique. Puis I’existence
d’un tel u(0) caractérisant W¢, on arrive 4

W}g—l + Pg-a si Wo_l o Qic—l

We = (Wi * Qe-1) + Pr-1 = (8
@ si Wile $ Qi

avec encore W2 = {0}

Donc la condition pour que W7 soit non vide est que

o =10}, s0it : image J = M, et

Bs 9
Pos O, (Po+ Py Qs ..., E Py = Oy,
5=0

On voit immédiatement que la condition (9) est plus restrictive que la
condition {7) d’existence d’états capturables. Toutefois, quand elle est remplie,
on a

k-1
Wy =Wi=W =) P (10)
c’est-a-dire : j=0

Théoréme 4. Il y a des états idéalement capturables modulo M en k pas
si et seulement si la condition (9) est vérifide, et alors ce sont tous les états
u-commandables modulo M en k pas.

Toutefois, la condition citée n’a pas d’interprétation simple. Remarquons
le caractére trés restrictif de cette condition, puisqu’elle impose, en particulier,
S =0

7. Optimalité

Définissons, pour chacune des trois structures d’information considérées,
un temps de capture :
Ki(x) =min {k | x e V}} (11)
keN

ol i prend la valeur co (commandabilité forte), 1 (capturabilité) ou 0 (captu-

rabilité idéale).

Il Iui correspond une loi de commande #¢, qui provoque la capture en
Ki(x) pas. Nous nous proposons d’étudier I’optimalité de cette loi de com-
mande, et du temps de capture associé. Le probléme ne se pose que pour
Ki(x,) fini ce que nous supposerons partout dans ce paragraphe. Nous don-
nons de cette notion la définition suivante, qui correspond 4 la définition
habituelle de la théorie des jeux :
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Définition. La loi de commande #¢, et le temps de capture correspondant
K, seront dits optimaux s’il existe une loi de commande v* pour laquelle, avec
la structure d’information considérée, K constitue le temps de capture mini-
mum possible.

i) Commandabilité forte.

Par construction, si x, n’appartient pas & ¥%, il y a une suite »; telle que x,
ne peut &tre transférée en M au pas k. Donc ici, optimalité de K7 est évidente.

ify Capturabilité et capiurabilité idéale.

Par construction, si x, n’appartient pas a ¥, il existe (0} tel que x(1)

n’appartienne pas & ¥,. (i = 1 ou 0). Toutefois, il nous reste 4 vérifier
que le joueur 2 puissc simultanément assurer que x(1) n’appartienne i aucun
des V', pour ¢ inférieur & k. (Les propositions 2 et 3 écartent ce probléme en
figeant le nombre de pas considéré.) Si la réponse est affirmative ici, ce que
nous démontrons ci-dessous, on verra dans [1] que cela n’est pas vrai pour

des problémes voisins.
La condition est qu’il existe »(() tel que
x(1) = Fx(0) + Gu(0) -+ J«(0) ¢ ¥V} Vg << K(xq) — 1
soit, si image G = P
Fx(0) =J(0) ¢ V; + P VYq < K(xo) — 1.

Du fait que ¥} et P sont des espaces vectoriels, ceci est équivalent & un
systéme de K -— 1 équations linéaires, dont aucune ne doit &tre satisfaite.
Remarquons alors que x, n’appartient & aucun des V1, considérés (méme
si on étudie K°(x.), puisque quand V¢ existe, il est égal 3 V). De ce fait,
aucune de ces équations n’est identiquement vérifiée. L’ensemble sur lequel
chacune est vérifide constitue une variété affine ¥, de R™ (peunt &tre vide).
L’union d’un nombre fini de telles variétés ne peut &tre I'espace R tout entier,
et il est donc possible de choisir W(0) suivant (12). Dol le résultat recherché :

Théoréme 5. Le temps de capture Ki(x) défini en (11) et ia loi de commande
ut correspondante sont optimaux.

II - SYSTEMES NON STATIONNAIRES

1. Le probléme
Nous considérons maintenant un systéme
x(k 4 1) = Fk)x(k) + Gllu(k) + J(kw(k). )]
L’instant initial sera en général noté k..
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Le but est un sous-espace variable M(k) de dimension fixe, et la projection
sur I’espace géométrique L(k) est un opérateur n(k), grice auquel la capturs
est définie par

m(k)x(k) = 0.

Nous allons étendre 4 ce systéme les théorémes antérieurs 3 I’exception,
toutefois, du théoréme 2 qui constitue, nous I’avons souligné, un résultat de
stationnarité,

Nous constaterons cependant que les critéres établis dans la premiére
partie ne gardent pas de forme simple pratiquement utilisable.

2. Commandabilité forte

Définitions. Un état est dit fortement commandable modulo M de %k, 4 K
8’il est fortement commandable modulo M (X) en K — k. pas, D'instant initial
étant ko-

Un état est dit fortement commandable modulo M 3 'instant &, s°il existe
un instant X tel qu’il soit fortement commandable modulo M de k, 4 K.

Nous établissons alors le premier théoréme :

Théoréme 1 (*). modulo M et de k., & K fixés,

1) 8i tous les états de Pespace géométrique v-accessibles sont u-accessibles,
tous les états w-commandables sont fortement commandables,

i) sinon, aucun état n’est fortement commandable.

Démonstration. On introduit les fonctions de transition ¢ et J des systémes
(F,G) et (F,J) telles que la solution du systéme 1 s’écrive :

x(k) = Okko)x(ko) + alku(.);ko) + dlky(.)sk0) @

ce qui est possible par linéarité. Les cartes ¢ et | étant linéaires en u et v,
on a en particulier :
olk,0:ks) = Y(k.0:ks) = 0. (3)

i) La condition exprimée en i) revient a dire que pour tout vi(.), il existe
w(.) tel que
K )p(Kun(.) ko) = (KK () ko)

et si un état x, est y-commandable modulo M, il existe #4(.) :
— TC(K) @(K,ko) Xo = W(Kj (P(K,uo(.);ko)

et par linéarité de o, la commande 2o — 1 transfére I'état en M(K).

(*) Nous adoptons la méme numérotation que pour les théorgémes stationnaires cor-
respondants.
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ii) Supposons au contraire qu’il existe v(.) tel que &3 = n(K) $(K,v1(.};k0)
ne soit pas u-accessible modulo M(K). Soit un état x, quelconque. S’il n’est
pas u-commandable, la commande »(.) = 0 montre qu’il n’est a fortiori pas
fortement commandable. S’il est u-commandable et fortement commandable
modulo M de k, 4 K, alors il existe u, et w1 vérifiant

TC(k) (P(K,uo();ko) = e— TF(K) @(K,ko) Xo,
(K) oK. )sko) = — m(K) O(K ko) xo — E1,
et par différence, en utilisant la lindarité de o en & :

™K) p(Kuol.) — ti(.)ko) = &

contrairement & I’hypothése que & n’est pas u-accessible modulo M. Ce qui
achéve de démontrer le théoréme.

Remarque. La démonstration ci-dessus n’utilise pas le fait que le systéme
soit discret. En effet, nous avons insisté dans notre introduction sur le fait que
cette hypothése n’est cruciale que pour séparer la structure d’information de
Ia capturabilité de celle de la capturabilité idéale. Elle n’a aucune raison
d’intervenir ici.

Le théoréme 2 (de la premiére partie) étant essenticllement un résultat de
stationnarité, il ne peut étre généralisé dans le cadre présent. Des contre-
exemples seraient faciles & construire, avec J(k) nul pour certains & et pas
pour d’autres.

3. Capturabilité

L’extension de la définition de la capturabilité modulo M, de k 3 K, se fait
exactement comme celle de la commandabilité forte.

 Pour étudier la capturabilité, simple oun idéale, on introduit I’équivalent
non stationnaire des espaces Px introduits dans le cas stationnaire :
P(Kk) = image { n(K) Kk + 1) Gk) },
QK k) = image { n(K) DKk + 1) J(k) },
ol PKLk+1D)=FK—UD)FK—2,....Fk+1,®(KK) =1
" Dans le cas stationnaire, P(K.k) = Px-x-1, et de méme pour Q. Intro-
duisons alors ’ensemble F1(K,k) des états capturables de £ 4 K, défini 4 I’aide
d'un ensemble W(Kk) de I’espace géométrique :
VUKK) = { x | m(K) DKK)x € WUKK)},
et exprimons que x appartient a VY(K,k) en écrivant qu’il peut étre transféré
au premier pas en PYKk + 1) :
oK) KAk + Dx(k + 1) e WYKL + 1),
oK) Kk 4 1) x(k + 1) = n(K) DKL) x(k) + =(K) ®(K .k + 1)
[G(k) u(k) -+ J(&) v(&)].
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Quel que soit v(k), on doit donc avoir, pour tout x(k) € W{(Kk)
WYKE + 1) + P(KK) 3 =(K) DKK) x(k) + ~(K) D(KKk + 1) J(k) v(k),
soit WYUKk + 1) + P(KkK) o WYKK) 4+ AKk).
Ce qu’on exprime a I'aide de la différence géométrique,

WYKk) = [WHKK + 1) + P(KK)] 2 Q(K k),
WiKK) = {0}

Ce qui permet d’écrire, W, P et O étant des sous-espaces vectoriels
K1
WYKk) = Y P(Kji)
i=g

ou WYKL = @ _
la condition pour que W{K.k) ne soit pas vide étant

5 P > QKo Vael K—11

On vérifie immédiatement que, les P et Q étant des espaces vectoriels, ceci

" est équivalent 4 la condition

E-1 ) K=1 )
Y PKi) s ), QKD Vg
i=q i=q¢

d’oul Ie théoréme :

Théoréme 3. Modulo M, et de &k, 4 K fixés :

1) soit tout état u-commandable de & 4 K est foriement commandable
de k4 K, pour tout k € [ko, K— 1], et alors ces états sont capturables sur
le méme intervalle, et en particulier les états u-commandables de &, & K sont
capturables (de k. & X),

ii} soit il n’y a pas d’état capturable.
4, Capturabilité idéale
L’expression
=(K) (KL} x(k) + =(K) QKK) [GK) u(k) + Jk) (k)] e WKk + 1)

pour tout x(k) € Wo(K k) doit maintenant &tre vérifiée avec un méme u(k),
quel que soit v(k), soit

Wo(Kk) + m(K) D(KK) G(k) uk) + Q(KK) = WKk + 1.
Dong, il doit exister u(k) tel que

Wo(Kk) < [WoKk + 1) ¥ Q(KE)] + ~(K) DKk) Gk) uk)
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d’ou :
We(Kk) = [W(Kk + 1) E Q(K k)] + P(Kk).
Ce qui permet d’écrire, & nouveau
-1
WoKk) = Y PK.i)

=k

ou
WoKk)= o

la condition pour que #° ne soit pas vide étant maintenant :

Z PK1) > H(Kq).

t=gtl

Nous pouvons donc énoncer le théoréme correspondant :

Théoréme 4, Modulo M, et de &k, 3 K fixés *

1) soit tous les états u-commandables de & 4 K sont idéalement capturables
sur le méme intervalle, pour tout k sur [k, K — 1] (et en particulier pour
k = ko),

ii) soit aucun état n’est idéalement capturable.

Cependant, de méme que dans le cas stationnaire, ce théoréme donne une
propriété remarquable 4 la capturabilité idéale et une caractérisation des
états idéalement capturables, mais pas un critére de capturabilité idéale,
Le seul critére est la relation établie ci-dessus, d*un emploi peu pratique,

5. Optimalité

De méme que dans le cas stationnaire, nous définissons, pour chacune
des trois structures d’information, un temps de capture & partir d’un instant
initial k. par

Ki(x,ko) = min { k | x € Vik, ko) }
k2 Ko
et le temps de capture sera dit optimal, de méme que la loi de commande u*
correspondante, s’il existe une loi de commande v telle que K* soit le temps
de capture minimum possible,

Pour une phase initiale (x,k,) donnée, et une structure d’information
donnée, soit
k= Ki(xko),

K sera optimal si, et seulement si, il existe v(k,) tel que, quel que soit #(ko)
x(ko - 1) & Vitk,ko -+ 1) Ykelko+ 1, K— 1]

Remarque : si & < ko + 1 il est manifestement optimal. La question ne
se pose donc que pour £ > ko + 1,
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Par définition de K, on est siir que pour tout & € [k + 1, K — 1],71l existe
un vr(ko) tel que, quel que soit u(k,) 1’état x;, correspondant verifie

xu(ko 4+ 1) ¢ Vi(k,ko + 1)

cependant, il faut qu’il existe un méme v(k,), indépendant de %, ayant ceite
propriéts.

Les F* étant des espaces vectoriels, chacune des inclusions considérées
est une équation algébrique qui, par hypothése, n’est pas identiquement
vérifiée. Donc ’ensemble de ses solutions est affine, et la réunion finie d’en-
sembles affines ne pouvant constituer ’espace R™ tout entier, il existe un v
pour lequel aucune de ces équations n’est vérifiée.

I - CONCLUSION

On a donc complétement élucidé le probléme de la commande pour cha-
cune des trois principales structures d’information. Si, de méme que pour la
commandabilité ordinaire, les critéres simples en termes de rang de combinai-
sons des. matrices intervenant dans les données ne sont disponibles que pour
le cas stationnaire, les propriétés structurelles caractérisant les états comman-
dables et reliant les diverses propriétés entre elles subsistent inchangées pour
les systémes non stationnaires.

Le fait saillant est contenu dans la relation (1.10), qui reste valide mutatis
mutandis dans le cas non stationnaire, et qui exprime que s’il ¥ a des états
idéalement capturables, par exemple, en k pas, alors augmenter 1’information
disponible ne permet pas d’agrandir ’'ensemble des états initiaux capturables
dans ce méme nombre de pas.

Nous avons par ailleurs démontré ’optimalité des temps de capture obte-
nus, de sorte que la remarque ci-dessus entraine aussi qu’augmenter 1’informa-
tion disponible au premier joueur ne permet pas de réduire le temps de capiure
si celle-ci était possible avec moins d’information.

Un autre fait intéressant est contenu dans le théoréme 3 qui relie simple-
ment les propriétés de commandabilité forte et de capturabilité, donnant
une réponse quant a la deuxiéme quand on a systématiquement testé la pre-
miére pour tout nombre de pas, inférieur ou égal a la dimension du systéme
dans le cas stationnaire, on inférieur au nombre de pas étudié, dans tous les
cas.
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