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Chapitre 1

Convexité

1.0.1 Orientation

Ce chapitre introductif̀a un cours d’optimisation, lui m̂eme ax́e sur les algorithmes, introduit
quelques notions de convexité qui seront utiles pour la suite. Ce n’est en aucun cas un “traité” de
convexit́e. En particulier, nous ignorons —hélas— tout ce qui a trait̀a la transforḿee de Fenchel, et
doncà la dualit́e, et au th́eor̀eme de Von Neumann-Sion.

Nous pŕesentons l’optimisation dans son cadre naturel, c’està dire non diff́erentiable. Mais par
souci de ne pŕesenter que les ḿethodes de base en optimisation, nous nous limiterons pratiquement,
dans les chapitres suivants,à l’optimisation de fonctions d́erivables. Aussi, ce chapitre fera-t-il le lien
entre les deux conceptions, réconciliant la vieille notion qu’une fonction convexe est une fonction
“dont la d́erivée seconde est positive” avec une présentation essentiellement “non différentiable” de
la convexit́e.

On terminera par les applications fondamentales de la convexité au plan th́eorique en optimisa-
tion, culminant avec le th́eor̀eme de Khun et Tucker. Enfin, par souci d’être raisonnablement complet
et de ne pas séparer ce dernier théor̀eme de son contexte naturel, nous terminons par le théor̀eme
des multiplicateurs de Lagrange, dont nous donnons la preuve la plus classique, via le théor̀eme des
fonctions implicites.

La seule ambition de tout cela est d’introduire les chapitres suivants, sur lesalgorithmes.

1.0.2 Le cadre ǵenéral

La variable not́eex, y, etc.,évoluera dans un ensembleX dont onévitera par la suite de préciser
s’il est de dimension finie ou infinie. C’est dire que le lecteur peut toujours choisir de lire ce texte en
consid́erant queX estRn, et alors sip ∈ Rn également, on aura naturellement

(p, x) =
n∑

i=1

pixi , et ‖x‖2 = (x, x)

désignera (le carré de) la norme euclidienne classique.
Par contre, le lecteur plus ambitieux peut choisir de voir enX un espace de Hilbert de dimension

infinie. Nous soulignerons les rares endroits où une d́emonstration doit̂etre modifíee pour ce cas, voire
les deux th́eor̀emes qui ne seront vrais qu’en dimension finie.

Nous choisissons d’appeleru une fonction ŕeelle deX dansR, dont on d́ecrira les propríet́es de
convexit́e, par homoǵeńeité avec la suite òu la fonctionà minimiser s’appellerau, réservantf pour
les contraintes (qui seront elles aussi convexes en géńeral).
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6 CHAPITRE 1. CONVEXITÉ

1.1 Ensembles convexes

1.1.1 Propriétés de base

Premières d́efinitions

La convexit́e est une th́eoriegéoḿetrique, dont l’objet ǵeoḿetrique de base est lesegment:

Définition 1.1 (Segment)Soientx et y deux points deX, on appellesegment[x, y] l’ensemble des
points de la forme

[x, y] = {(1− λ)x + λy | λ ∈ [0, 1]} . (1.1)

(Ici, [0, 1] désigne l’intervalle ferḿe deR), et on dit que ce segmentrelie x ety.
Bien-ŝur, si on est dansR2 ouR3, il s’agit bien ici du segment au sensélémentaire de la ǵeoḿetrie

euclidienne. Il faut toujours voir la convexité comme une extensioǹa X (soit Rn soit un Hilbert) de
concepts ǵeoḿetriques deR2 ouR3.

Une remarque importante (bien que banale) est la suivante :

Remarque 1.1 Le segment d́efini par (1.1) est identiquement décrit par

[x, y] = {λx + (1− λ)y | λ ∈ [0, 1]} .

Il suffit en effet de remarquer queλ de cette dernière formulation est juste(1− λ) de la premìere, qui
parcourt le m̂eme intervalle[0, 1].

Nous introduisons maintenant la convexité :

Définition 1.2 (Ensemble convexe)Un sous-ensembleC de X est ditconvexesi chaque fois qu’il
contient deux points il contient le segment qui les relie.

Cette d́efinition se litégalement

Définition 1.3 (Ensemble convexe)Un sous-ensembleC deX est ditconvexesi

{x ∈ C , y ∈ C} ⇒ [x, y] ⊂ C

ou de manìereéquivalente,

∀x ∈ C ,∀y ∈ C ,∀λ ∈ [0, 1] , λx + (1− λ)y ∈ C .

On dira souvent “un convexe” pour “un sous-ensemble convexe”.
On d́eduit imḿediatement de ces définitions le fait suivant :

Proposition 1.1 L’intersection d’ensembles convexes est convexe.

La démonstration est́elémentaire. On invite seulement le lecteurà vérifier qu’elle ne se limite pas
à une intersection d’un nombre fini d’ensembles.

De cette dernìere remarque d́ecoule la possibilit́e de donner une autre définition. SoitA un sous
ensemble quelconque deX.

Définition 1.4 (Enveloppe convexe)On appelleenveloppe convexedeA, not́ee co(A), l’intersection
de tous les sous-ensembles convexes contenantA.

D’après la propríet́e qui pŕec̀ede, co(A) est un ensemble convexe, et clairement il contientA.
C’estle plus petit convexe contenantA. En effet, il est, par d́efinition, contenu dans tout autre convexe
contenantA.

On devrait logiquement introduire ici la définition d’unpoint extŕemald’un convexe. Mais nous
ne nous en servirons que pour la programmation linéaire, et nous n’introduirons ce concept qu’à ce
moment l̀a.
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Combinaisons convexes

Nous introduisons maintenant un concept quiétend en quelque sorte celui de segment.

Définition 1.5 (Combinaison convexe)On appellecombinaison convexedep points
{x1, x2, . . . xp} deX un point deX de la forme

x =
p∑

i=1

λixi , λi ≥ 0 ∀i ,

p∑
i=1

λi = 1 .

Une combinaison convexe dep points est donc caractériśee, outre cesp points, parun vecteur du
simplexe deRp, c’est à dire parp nombres positifs ou nuls (nécessairement inférieurs ouégauxà
1) sommant̀a 1. On remarque en particulier que le segment[x, y] est l’ensemble des combinaisons
convexes dex ety.

Insistons sur le fait qu’une combinaison convexe n’est définie ici que pour un nombrefini de
points. (Quand nous dirons “combinaisons convexes”, le lecteur peut toujours ajouter “finies”.)

Remarquons alors qu’on a une définition alternative d’un convexe :

Proposition 1.2 (Propriété caract́eristique) Un ensemble est convexe si et seulement si il contient
toutes les combinaisons convexes de ses points.

PreuveC’est manifestement suffisant, car alors il contient les combinaisons convexes de ses paires de
points, les segments.

Quant au caractère ńecessaire, remarquons le tout petit lemme suivant :

Lemme 1.3 Une combinaison convexe dep points peut̂etre repŕesent́ee comme uńelément du seg-
ment joignant lepième point̀a une combinaison convexe desp− 1 premiers.

Preuve du lemmeSoit

x =
p∑

i=1

λixi

une combinaison convexe. Il suffit de remarquer que
∑p−1

i=1 λi = 1− λp et de poser

µi =
λi

1− λp
, x′ =

p−1∑
i=1

µixi .

On laisse le lecteur v́erifier quex′ est bien une combinaison convexe desp− 1 premiersxi, et finale-
ment quex = (1− λp)x′ + λpxp, ce qui prouve le lemme.

Donc, comme le convexe doit contenir les combinaisons convexes de deux de ses points, en pre-
nant l’une d’elle et sa combinaison convexe avec un troisieme, qui doit appartenir au convexe comme
combinaison convexe de deux de ses points, on a toutes les combinaisons convexes de ces trois points,
et ainsi de suite.

Le lemme ci-dessus est préciśe par la propríet́e suivante :

Proposition 1.4 Une combinaison convexe de combinaisons convexes est une combinaison convexe.

On laisse le lecteur faire cette vérification particulìerement fastidieuse. Elle est facile une fois
qu’on a remarqúe que
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– On peut consid́eŕer que toutes les combinaisons convexes dont on fait la combinaison convexe
s’appuient sur le m̂eme ensemble de points (et ont donc la même “longueur”). Il suffit de prendre
l’union de tous les points concernés et de compléter les combinaisons convexes par des coeffi-
cients nuls en tant que de besoin,

– On n’a pas besoin, dans la définition d’une combinaison convexe, que lesxi soient distincts.
Une conśequence importante de cette dernière proposition est la suivante :

Théorème 1.5L’enveloppe convexe d’un ensembleA peutêtre repŕesent́ee comme l’union de toutes
les combinaisons convexes de ses points.

Démonstration Comme convexe contenantA, co(A) doit nécessairement contenir l’ensemble décrit
dans le th́eor̀eme. Gr̂aceà la proposition pŕećedente, cet ensemble est convexe lui-même, et il contient
manifestementA. Donc il contient co(A). Il est doncégalà co(A).

Deux propri étés utiles

On signale ici deux ŕesultats utiles sanŝetre essentiels pour notre propos. Le premier traite des
propŕet́es topologiques des convexes, or nous aurons souventà consid́erer l’intérieur d’un convexe.

Lemme 1.6 SoitC un sous-ensemble convexe. Six ∈
◦
C (l’int érieur deC) ety ∈ C, alors le segment

[x, y] privé dey (que nous noterons[x, y)) est contenu dans
◦
C.

Démonstration La démonstration consistèa placer une petite boule contenue dansC autour dex, et
par homoth́etie de centrey en d́eduire l’existence d’une boule contenue dansC centŕee en tout point
de[x, y).1

Soit doncε un nombre positif tel que la boule de centrex et de rayonε soit contenue dansC. Soit
aussiλ ∈ (0, 1] et x′ = λx + (1 − λ)y. Soit enfinz′ ∈ X dans la boule de centrex′ et de rayonλε.
Nous allons montrer quez′ est dansC, ce qui implique que toute la boule de centrex′ et de rayonλε
est dansC, établissant le lemme.

Construisonsz = y + (1/λ)(z′ − y). Remarquons quex = y + (1/λ)(x′ − y), de sorte que
z − x = (1/λ)(z′ − x′). Comme par hypoth̀ese,‖z′ − x′‖ ≤ λε, il en d́ecoule que‖z − x‖ ≤ ε et
donc quez ∈ C. Remarquons enfin quez′ = λz + (1 − λ)y est une combinaison convexe dez et y
qui sont tous les deux dansC. Doncz′ ∈ C et le lemme est d́emontŕe.

Nous voulons insister sur la nature de cette démonstration. On fait une démonstration ǵeoḿetrique
dansR2, évoqúee en exergue de la démonstration ci-dessus, et on la traduit en un calcul qui en fait
une d́emonstration dansX seulement doté de sa structure d’espace de Hilbert (ou Euclidienne). Cette
démarche sera au cœur de démonstrations de propriét́es plus difficiles.

L’int ér̂et de ce lemme est dans ce corollaire :

Corollaire 1.7 SoitC un convexe d’int́erieur non vide, alors son adhérence est l’adh́erence de son

intérieur : C̄ =
◦̄
C.

PreuveSoity ∈ C̄, prenonsx ∈
◦
C et remarquons quey = limλ→0(λx + (1−λ)y), tous points de

◦
C

aussi longtemps queλ 6= 0 d’apr̀es le lemme.
Nous abordons enfin un des rares théor̀emes de cette théorie qui soit sṕecifiquement en dimension

finie. Il géńeraliseà Rn la remarque que six est dans un polyĝone plan, il est dans un des triangles
que les sommets de ce polygône d́efinissent. Il ne nous servira pas vraiment dans la suite, mais c’est
un classique...

1Il devrait êtreinterdit d’écrire un texte sur la convexité sans figure. L’auteur espère ŕeparer un jour sa transgression.
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Théorème 1.8 (Carath́eodory) Une combinaison convexe dep points deRn, p > n + 1, est combi-
naison convexe den + 1 d’entre-eux.

DémonstrationSoientx0, x1, . . . , xp p + 1 points deRn avecp > n, et

x =
p∑

i=0

λixi (1.2)

une combinaison convexe. Il nous faut exhibern + 1 pointsxik et autant de coefficientsµk d’une
combinaison convexe tels que

x =
n∑

k=0

µkxik .

Puisque nous sommes dansRn et quep ≥ n + 1, les vecteursxi − x0, i = 1, . . . , p sont lińeairement
dépendants. Il existe donc un jeu de coefficientsαi non tous nuls tels que

p∑
i=1

αi(xi − x0) = 0,

équation qui demeure si on multiplie tous lesαi par le m̂eme nombre (non nul)ν.
Nousécrivons (1.2) sous la forme

x− x0 =
p∑

i=1

λi(xi − x0) ,

et nous ajoutons au membre de droite la quantité nulle exhib́ee avant :

x− x0 =
p∑

i=1

(λi + ναi)(xi − x0) . (1.3)

Il retseà montrer qu’on peut ajusterν pour que lesλi + ναi soient tous positifs sauf un qui est nul,
et somment̀a moins que 1. Ainsi ce seront nosµi, i = 1, . . . , p et µ0 sera d́efini par diff́erence de la
sommèa 1.

Ceci est accompli de la façon suivante. Au prix de changer s’il le faut tous lesαi en−αi, assurons
nous que

p∑
i=1

αi ≥ 0 .

Soit j l’indice tel queαj > 0, etλj/αj est minimum parmi tous les rapportsλk/αk positifs (i.e. avec
αk > 0). Prenons alorsν = −λj/αj , et posons

µi = λi + ναi .

On remarque d’abord que lesµi sont tous positifs ou nuls. En effet, soitαi ≤ 0, et alors c’est
évident (ν est ńegatif), soitαi > 0, mais alors

µi = λi + ναi = (
λi

αi
− λj

αj
)αi
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et la parenth̀ese est positive ou nulle par le choix dej, et donc aussiµi.
On remarque ensuite que puisque lesαi ont une somme positive ou nulle, etν est ńegatif, lesµi,

i = 1, . . . , p ont une somme inférieure auxλi pour les m̂emes indices, donc inférieureà 1. (Et m̂eme
à1− λ0.)

Ainsi lesµi avecµ0 = 1 −
∑p

1 µi forment les coefficients d’une combinaison convexe et (1.3)
repŕesentex comme une combinaison convexe desxi avec lesµi pour coefficients. Mais maintenant,
µj = 0, et il n’y a donc plus quep (et non plusp + 1) termes dans cette combinaison. Sip > n + 1
on recommence.

Ce th́eor̀eme classique a des conséquences sur la géoḿetrie des polỳedres, mais nous ne dévelop-
perons pas cette direction. Il montre aussi que l’enveloppe convexe d’un ensemble deRn peutêtre
obtenue comme union de toutes les combinaisons convexes den + 1 (ou moins) de ses points.

1.1.2 Projection sur un convexe

Pour simples que soient les quelques résulats de ce paragraphe, ils sont au centre de ce qui fait la
puissance du concept de convexité. Un concept ǵeoḿetrique qui nous sera très utile est celui d’angle
aigu ou d’angle obtu. Nous l’introduisons formellement ici pour insister sur son utilité :

Définition 1.6 (Angle obtu) Deux vecteurs (autrement appelés “points”, mais la ŕef́erenceà un vec-
teur est plus intuitive ici)u et v de X seront dits former un angle obtu si leur produit scalaire est
négatif ou nul,être orthogonaux si leur produit scalaire est nul, et former un angle aigu si leur pro-
duit scalaire est positif ou nul.

(On remarque donc que, par commodité, on a admis les angles droits parmi les angles obtus et les
angles aigus.)

Le théorème de projection

Nous rappelons la d́efinition de la distance d’un pointà un sous-ensemble :

Définition 1.7 (Distanceà un sous-ensemble)On appelle distance d’un pointx de X à un sous-
ensembleA, et on noted(x, A),

d(x,A) = inf
y∈A

‖y − x‖ .

On fait remarquer en outre quex ∈ Ā (et donc siA est ferḿex ∈ A) si et seulement sid(x,A) = 0.

Théorème 1.9 (Projection sur un convexe ferḿe) Soit C un sous-ensemble convexe fermé deX.
Soit x ∈ X. Il existe un et un seul point̂x de C tel qued(x,C) = ‖x − x̂‖. Ce point est appelé
projection dex surC et not́ePC(x).

DémonstrationFaisons d’abord remarquer que six ∈ C, le résultat est banal, avecPC(x) = x. Nous
nous int́eressons donc au cas où x /∈ C. La d́emonstration d́epend du lemme ǵeoḿetrique suivant :

Lemme 1.10 SoitC convexe ferḿe,x /∈ C, y1, y2 ∈ C, l’un desyi, pour i = 1 ou2 satisfait

‖x− yi‖2 ≥ d(x,C)2 +
1
4
‖y1 − y2‖2 (1.4)
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Preuve du lemmeIntroduisons le milieuy0 = (y1 + y2)/2 du segment[y1, y2]. Alors, y2 − y0 =
−(y1 − y0). Donc l’un au moins de ces deux vecteurs forme un angle obtu avecx − y0, soit (x −
y0, yi − y0) ≤ 0. (Puisque ces produits scalaires sont opposés pouri = 1 et i = 2.) On a ainsi

‖x− yi‖2 = ‖(x− y0)− (yi − y0)‖2 = ‖x− y0‖2 − 2(x− y0, yi − y0) + ‖yi − y0‖2 .

Mais, par la convexit́e deC, y0 ∈ C. Donc‖x−y0‖2 ≥ d(x, C)2. On a choisii pour que(x−y0, yi−
y0) ≤ 0, et manifestement‖yi − y0‖2 = (1/4)‖y1 − y2‖2. Le lemme en d́ecoule.

Revenons̀a la preuve du th́eor̀eme. Soit{yk} une suite de points deC telle que‖x − yk‖ →
d(x,C). Grâce au lemme, on peut affirmer que cette suite est de Cauchy. En effet, soitε > 0, on peut
choisirN suffisamment grand pour que, pour toutn et m suṕerieurà N , ‖x − yn‖2 et ‖x − ym‖2

soient inf́erieursàd(x,C)2 + ε2/4. En appliquant le lemme, il en découle que‖yn − ym‖ ≤ ε.
Donc la suite converge vers un pointx̂. CommeC est ferḿe,x̂ ∈ C. Comme la norme est continue,

‖x− x̂‖ = d(x,C). Le lemme appliqúe à deux points qui satisferaient cette propriét́e implique qu’ils
sont confondus. Le th́eor̀eme est d́emontŕe.

Remarque 1.2 On caract́erisePC(x) comme le point deC le plus proche dex.

Une importante caractérisation de la projection est donnée par le ŕesultat suivant

Théorème 1.11 (Angle obtu)Soit C un convexe ferḿe deX et x /∈ C. Alors x̂ = PC(x) si et
seulement sîx ∈ C et

∀y ∈ C , (x− x̂, y − x̂) ≤ 0 . (1.5)

DémonstrationLa condition est suffisante. Supposons en effet (1.5) vérifié. Prenonsx′ ∈ C diff érent
de x̂. Comme dans le lemme, onécrit ‖x − x′‖2 = ‖(x − x̂) − (x′ − x̂)‖2 et on d́eveloppe le carré.
Le fait que(x− x̂, x′ − x̂) ≤ 0 implique que‖x− x′‖2 ≥ ‖x− x̂‖2 + ‖x′ − x̂‖2, établissant bien̂x
comme le point deC le plus proche dex.

Réciproquement, supposons que pour un certainx̂ ∈ C, il existey ∈ C tel que(x− x̂, y− x̂) ≥ 0.
Consid́erons les pointsxt de la formext = x̂+t(y−x̂). Par la convexit́e deC, pourt ∈ [0, 1], xt ∈ C.
Mais par le m̂eme calcul que préćedemment on a

‖x− xt‖2 = ‖x− x̂‖2 − 2t(x− x̂, y − x̂) + t2‖y − x̂‖2 .

Pourt suffisamment petit positif, le terme ent domine celui ent2 et impose son signèa la différence,
de sorte qu’alors‖x−xt‖2 < ‖x− x̂‖2. Doncx̂ ne saurait̂etre la projection dex surC. Ce qui ach̀eve
de d́emontrer le th́eor̀eme.

Remarquons que six /∈ C, nécessairementPC(x) ∈ ∂C. (exercice). Ceci m̀eneà l’important
concept suivant :

Définition 1.8 (Normale ext́erieure) SoitC un sous-ensemble convexe etx un point de∂C. On ap-
pellenormale ext́erieureàC enx tout vecteurν deX tel que

∀y ∈ C , (ν, y − x) ≤ 0 . (1.6)

Au vu de cette d́efinition, le th́eor̀eme de l’angle obtu, ou l’ińegalit́e 1.5, se dit aussi : six /∈ C̄,
x−PC(x) est une normale extérieureàC. D’où on peut d́eduire que par toutx ext́erieurà un convexe
passe une normale extérieureà ce convexe. La réciproque,̀a savoir qu’en tout point de∂C il existe au
moins une normale extérieure, sera une conséquence du deuxième th́eor̀eme de śeparation ci-dessous.

Une propríet́e importante de la projection sur, ou des normales extérieuresà, un convexe est la
propríet́e de contraction suivante :
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Théorème 1.12 (“Pont suspendu”)SoientC un convexe ferḿe,x1 etx2 deux points deRn, et x̂1 et
x̂2 leurs projections respectives surC. On a

‖x̂2 − x̂1‖ ≤ ‖x2 − x1‖ . (1.7)

DémonstrationOn applique la propriét́e de l’angle obtu aux deux projections, avec chaque fois l’autre
projet́e pour point “y” de C :

(x̂2 − x̂1, x1 − x̂1) ≤ 0 ,

(x̂1 − x̂2, x2 − x̂2) ≤ 0 .

En changeant le signe des deux membres du deuxième produit scalaire ci-dessus, et en ajoutant, il
vient

(x̂2 − x̂1, x1 − x2 + x̂2 − x̂1) ≤ 0 .

(On a ŕeordonńe le terme de droite du produit scalaire.) Onécrit cela

(x̂2 − x̂1, x̂2 − x̂1) ≤ (x̂2 − x̂1, x2 − x1) ,

soit en utilisant Cauchy-Schwarz pour majorer le terme de droite

‖x̂2 − x̂1‖2 ≤ ‖x̂2 − x̂1‖‖x2 − x1‖ .

Soit ‖x̂2 − x̂1‖ = 0, et alors l’ińegalit́e (1.7) est v́erifiée, soit on peut diviser de part et d’autre par
‖x̂2 − x̂1‖, et il reste pŕeciśement l’ińegalit́e (1.7).

Théorèmes de śeparation

Grâceà la notion de projection, nous obtenons facilement les théor̀emes de śeparation ci-dessous.
Ces th́eor̀emes, ćelèbres, sont encore vrais dans un cadre non hilbertien (espaces de Banach, c’està
dire sans produit scalaire), mais alors ils sont difficiles, etéquivalents au ćelèbre th́eor̀eme de Hahn
Banach.

Nous avons besoin d’un autre concept géoḿetrique, celui d’hyperplan et de demi-espaces délimités
par un hyperplan. Cecíetend aux hilberts la remarque simple qu’une droite deR2 ou un plan deR3

séparent l’espace où ils vivent en deux demi-espaces disjoints.

Définition 1.9 (Hyperplan, demi-espace)On appellehyperplandéfini par un vecteurp ∈ X et un
réel a l’ensemble des points{x ∈ X | (p, x) = a. On appelle demi-espaces fermés les deux sous
ensembles{x ∈ X | (p, x) ≥ a} et{x ∈ X | (p, x) ≤ a}.

Les demi-espaces ouverts sont définis de la m̂eme façon, mais avec des inégalit́es strictes.
On laisse le lecteur v́erifier la proposition suivante :

Proposition 1.13 On a les propríet́es suivantes, òu H désigne l’hyperplan(p, x) = a :
– les hyperplans sont des convexes fermés,
– en tout point deH, p et−p sont les deux seules normales extérieuresà H,
– ∀x ∈ X, ∀y, z ∈ H, (x− PH(x), y − z) = 0,
– la projection sur un hyperplan est linéaire.

Théorème 1.14 (Śeparation stricte) Étant donńes un sous-ensemble convexeC de X et un point
x /∈ C, il existe un hyperplan quiséparestrictementx etC, c’està dire tel quex etC soient contenus
dans les deux différents demi-espaces ouverts définis par cet Hyperplan.
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Démonstration Il suffit de prendre un hyperplan orthogonalàx− PC(x) passant par le point milieu,
soit, avec les notations de la définition ci-dessus,p = x− PC(x), a = (1/2)(‖x‖2 − ‖PC(x)‖2). On
laisse le lecteur v́erifier, en se servant de l’inégalit́e‖x‖2 + ‖x̂‖2 ≥ 2(x, x̂) pour toutx 6= x̂.

On laisse en exercicedémontrer qu’un sous-ensemble compact convexe et un convexe fermé dis-
joints peuvent̂etre śepaŕes strictement par un hyperplan.

Un théor̀eme plus difficile est le suivant :

Théorème 1.15 (Śeparation large) SoitC un sous-ensemble convexe (non vide)ouvert, soitx /∈ C.
Il existe un hyperplan qui contientx et laisseC dans un demi-espace ouvert.

Remarque 1.3 Remarquons que cette affirmation n’est intéressante que six est sur la frontìere deC.
En effet, si-non il suffit de projeterx sur C̄, et d’utiliserx − PC(x) pour normaleà l’hyperplan. La
normaleà l’hyperplan sera une normale extérieureà C (exercice). Donc ce th́eor̀eme est́equivalent
à la proposition suivante :

Proposition 1.16 En tout pointx̄ de la frontìere d’un convexe d’intérieur non videC, il y a au moins
une normale extérieure, c’est̀a dire un vecteurν ∈ X tel que

∀y ∈ C (ν, y − x) ≤ 0 .

Démonstration La démonstration pŕesente une difficulté particulìere dans le cas où X est de dimen-
sion infinie. Nous la donnons dans le cas où X = Rn, puis nous indiquerons ensuite où se situe la
difficulté et comment la contourner siX est un Hilbert quelconque.

Soit doncC un sous-ensemble convexe ouvert non vide, etx ∈ ∂C. CommeC est ouvert, on peut
prendre unz à l’intérieur deC. En particulier, il existe unε > 0 tel que la boule (ferḿee) de centrez
et de rayonε soit contenue dansC. Soit

x1 = 2x− z , soit x =
1
2
x1 +

1
2
z .

Alors,x1 /∈ C. Car six1 était dansC, commez y est et queC est convexe,x y serait, ce qui contredit
l’hypothèse.

Consid́erons les pointsxt = x + t(x1 − x), pourt > 0 (destińe à tendre vers źero). On a

Lemme 1.17 La boule de centrext et de rayontε n’intersecte pasC.

Preuve du lemmeEn effet, supposons au contraire quey ∈ C avec‖y − xt‖ ≤ tε. Consid́erons le
point homoth́etique dey dans l’homoth́etie de centrex et de rapport−1/t. Soity′ = x−(1/t)(y−x).
En remarquant quez = x− (x1 − x), il vient y′ − z = x1 − x− (1/t)(y − x) tandis quey − xt =
y−x−t(x1−x). De sorte que comme l’homothétie devait l’entrainer,y′−z = −(1/t)(y−xt). Donc
‖y′− z‖ ≤ ε, ety′ ∈ C. Enfin, commex = [1/(1 + t)]y + [t/(1 + t)]y′ est une combinaison convexe
dey ety′ (y′ a ét́e construit pour ça) et que dans notre hypothèsey ety′ sont tous les deux dansC, x
devrait yêtre aussi, contredisant l’hypothèse de d́epart. Doncy /∈ C, et le lemme est d́emontŕe.

Ceciétablit que pour toutt > 0, lesxt ne sont pas dans̄C, puisqu’ils sont centres d’une boule de
rayon positif qui n’intersecte pasC.

Ainsi, on peut consid́erer leur projection̂xt sur C̄ et le vecteur normaliśe correspondantpt =
(xt − x̂t)/‖xt − x̂t‖. Quandt → 0, xt → x, et par le th́eor̀eme 1.12,̂xt → x (carx est sa propre
projection surC̄). Les pt parcourent la sph̀ere unit́e, qui est compacte. (C’est ici que la preuve en
dimension infinie diverge.) Ils ont donc au moins un point d’accumulationp non nul (de norme 1).
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Soit tk une suite tendant vers 0 quandk →∞, et telle queptk → p. Prenons uny fixe dansC. On a,
par le th́eor̀eme de l’angle obtu,

0 ≥ (y − x̂tk , ptk) → (y − x, p) (1.8)

(par continuit́e du produit scalaire par rapportà ses arguments, continuité que l’ińegalit́e de Cauchy-
Schwarźetablit) ce quíetablit que(y − x, p) ≤ 0, ou(y, p) ≤ (x, p).

Il resteà obtenir l’ińegalit́e stricte. CommeC est ouvert, en touty deC on peut centrer une boule
de rayonα, dépendant dey mais strictement positif, contenue dansC. Ainsi, y + αp ∈ C (rappelons
que‖p‖ = 1). En appliquant l’ińegalit́e largeà ce point deC on obtient l’ińegalit́e stricte sury,
comme d́esiŕe.

Complément Pour les espaces de Hilbert. La boule unité est seulementfaiblementcompacte, donc
on peut seulement assurer l’existence d’une suitetk telle que lesptk tendent faiblement vers unp. La
limite (1.8) reste correcte, la convergence dex̂tk versx étant forte. Mais il restèa d́emontrer quep
n’est pas nul. Ceci est la conséquence du lemme suivant, qui garde son intér̂et en dimension finie :

Lemme 1.18 On a pour toutt > 0
(pt, x− z) ≥ ε .

Par passagèa la limite (faible), on en d́eduira que(p, x− z) ≥ ε et donc quep 6= 0.

Preuvedu lemme. On appellēxt la projection dex sur la droite support dept passant par̂xt (et xt

donc) :x̄t = xt − (pt, xt − x)pt. La propríet́e de l’angle obtu donne(pt, x) ≤ (pt, x̂t). On a ainsi (la
premìere ińegalit́e ci-dessous est Cauchy-Schwarz)

‖xt − x̄t‖ ≥ (pt, xt − x̄t) = (pt, xt − x) ≥ (pt, xt − x̂t) = ‖xt − x̂t‖ .

D’après le lemme pŕećedent, la dernière distance ci-dessus n’est pas moindre quetε puisquex̂t ∈ C̄.
Or ‖xt − x̄t‖ = (pt, xt − x) par construction. Le lemme est démontŕe en remarquant quext − x =
t(x− z).

Complément math́ematique

Pour les amateurs de mathématiques, voici quelques compléments culturellement essentiels, mais
pas indispensables pour un cours d’optimisation dansRn. Ce sont deux conséquences du th́eor̀eme de
projection.

Le premier ŕesultat concerne lesformes lińeairesde X. On appelle “forme lińeaire” une appli-
cation lińeaire continue deX dansR. Dans le cas de dimension finie, disonsn, on sait bien qu’une
forme linéaire est d́efinie par sa “matrice”, une ligne den coefficients. On peut donc la voir comme
un vecteur deRn. En dimension infinie,̀a tout vecteur, disonsy de X on peut encore faire corres-
pondre une forme lińeaire parx 7→ a(x) = (y, x). Ce que dit le th́eor̀eme qui suit est qu’il n’y a pas
d’autres formes lińeaires que celles obtenues de cette façon. On va voir que c’est encore une propriét́e
géoḿetrique.

Théorème 1.19 (Riesz)Toute forme lińeaire (continue)a surX peut s’́ecrire comme le produit sca-
laire par unélément fixep deX. En outre,‖a‖ = ‖p‖.

Démonstration Soit donca une forme lińeaire continue suX. Il faut montrer qu’il existe un vecteur
p ∈ X tel que∀x ∈ X, a(x) = (p, x). Si a est identiquement nulle, le problème est banal : on
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prendp = 0. Supposons donc quea est non identiquement nulle. Le noyauK dea est un sous espace
vectoriel, ferḿe parce quea est continue, non réduit à źero puisque pourx1 et x2 non colińeaires
d’image non nulle,0 6= a(x2)x1 − a(x1)x2 ∈ K.

Prenons unx tel quea(x) 6= 0, ety = x/a(x) de sorte quea(y) = 1, et appelonŝy = PK(y) la
projection dey surK. Alors, nous savons quey − ŷ est non nul et orthogonalàK, et donc aussi

p =
1

‖y − ŷ‖2
(y − ŷ) .

Insistons sur le fait que par définition ŷ ∈ K de sorte quea(ŷ) = 0, oua(y − ŷ) = 1.
Soitx ∈ X quelconque. Nous affirmons quePK(x) = x̂ avec

x̂ = x− a(x)(y − ŷ) .

En effet, l’expression ci-dessus donne par linéarit́ea(x̂) = a(x)− a(x)a(y − ŷ) = 0. En outrex− x̂
est parall̀eleàp donc orthogonal̀aK, ce qui caract́erise bienPK(x).

Donc(p, x̂) = 0, soit, puisque par construction(p, y − ŷ) = 1, (p, x) = a(x). L’affirmation sur
les normes d́ecoule de Cauchy-Schwarz. Le théor̀eme est d́emontŕe.

Nous pouvons commenter un peu plus ce résultat. L’ensemble des formes linéaires surX est
appeĺe l’espacedualdeX, souvent not́eX ′. Notre remarque liminaire indiquait donc qu’en dimension
finie, le dual deRn peut être identifié à Rn lui-même si on accepte de lire lesn éléments de la
matrice de la forme lińeaire comme les coordonnées d’un vecteur. Donc entransposantcette matrice.
Et la forme lińeaire est bien le produit scalaire de ce vecteur obtenu par transposition etx. Nous
remarquions ensuite qu’en dimension quelconqueX peutêtre identifíe au moins̀a un sous-ensemble
deX ′ via le produit scalaire. Ce que nous dit le théor̀eme de Riesz, dans ce langage, est queX peut
être identifíe à son dual.

Remarquons queX peut donc aussîetre identifíe au dual de son dual, appelé sonbidual. les
espaces qui ont cette propriét́e sont appelés “reflexifs”.

Voici enfin un th́eor̀eme qui m̀eneà une conclusion topologique.

Théorème 1.20Tout sous-ensemble convexe fermé estégalà l’intersection de tous les demi-espaces
fermés qui le contiennent.

Démonstration Qu’il soit contenudans cette intersection estévident. Mais comme pour tout point
qui n’est pas dans le convexe on peut trouver un demi-espace qui contient le convexe et pas ce point,
aucun point ext́erieur au convexe n’est dans cette intersection.

Ce th́eor̀eme serait de peu d’intér̂et si ce n’́etait pour son corollaire. Celui-ci concerne la topologie
faible, dont il aét́e question dans le complémentà la d́emonstration du th́eor̀eme de śeparation large.
Rappelons qu’on dit que qu’une suitexk tendfaiblementversx̄ si pour toutp ∈ X, (p, xk) → (p, x̄).
Cette topologie ne présente d’int́er̂et qu’en dimension infinie, parce que les fermés borńes n’y sont
plus compacts en topologie ordinaire —ou forte—, mais le sont encore en topologie faible. (Pour tous
les espaces reflexifs, donc notamment les Hilbert. On voit le rôle du th́eor̀eme de Riesz.)

Corollaire 1.21 Les convexes ferḿes d’un espace de Hilbert sont faiblement fermés.

DémonstrationRemarquons d’abord que l’affirmation n’est pas banale. En effet, la convergence forte
entraine la convergence faible mais pas le contraire, donc il y a “plus” de suites convergentes faibles
que fortes, donc la propriét́e de contenir les limites de ses suites convergentes (caractère ferḿe) est
plus contraignante en topologie faible qu’en topologie forte. Mais la définition même de la topologie
faible implique banalement que les demi-espaces fermés sont ferḿes pour la topologie faible. Et
la repŕesentation du convexe fermé comme une intersection de fermés faiblesétablit son caractère
faiblement ferḿe.
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1.2 Fonctions convexes

Nous examinons maintenant des fonctions deX dansR. Le meilleur moyen de visualiser la pro-
priét́e de convexit́e est de se référer au graphe de la fonction, ce que nous ferons rapidement. Une
fonction convexe a son graphe dont la concavité est tourńee vers le haut.

1.2.1 Propriétés de base

Il sera utile dans la suite de considérer desfonctionsétenduescomme des fonctions deRn dans
R ∪ {∞}. Ce dernier espace sera noté R̄.

Cel̀a nous forcèa donner une d́efinition pŕealable :

Définition 1.10 (Domaine) On appelledomained’une fonctionétendue l’ensemble sur lequel elle
prend des valeurs finies :

D(u) = {x ∈ X | u(x) < ∞} .

Définition 1.11 (Fonction convexe)Une fonctionu d’un sous-ensemble convexeC ⊂ X dansR̄ est
dite

– convexesi

∀x, y ∈ X , ∀λ ∈ [0, 1] , u(λx + (1− λ)y) ≤ λu(x) + (1− λ)u(y) , (1.9)

– strictement convexesi l’in égalit́e dans (1.9) est stricte dès quex 6= y etλ /∈ {0, 1},
– fortement convexes’il existe un nombre ŕeel positifα tel que

∀x, y ∈ X , ∀λ ∈ [0, 1] , u(λx + (1− λ)y) ≤ λu(x) + (1− λ)u(y)−α
λ(1− λ)

2
‖x− y‖2 .

(1.10)

L’in égalit́e (1.9) dit quele graphe deu est sous la corde. En effet, le graphe de la fonction affine
λx+(1−λ)y 7→ λu(x)+(1−λ)u(y) est la corde reliant les points(x, u(x)) et(y, u(y)) du graphe de
u. L’in égalit́e (1.10) renforce cette propriét́e en demandant que le graphe deu soit même en dessous
d’une parabole de paramètreα/2 passant par ces points.

D’une fonction v́erifiant l’inégalit́e (1.10) on dit qu’elle estα-convexe. Érigeons en remarque
formelle la banalit́e suivante :

Remarque 1.4 La propriét́e de convexit́e estéquivalentèa la 0-convexit́e.

Ceci nous permettra d’énoncer des résultats et de faire des démonstrations pour l’α-convexit́e, et de
trouver les propríet́eséquivalentes pour la convexité simple en mettantα = 0 dans les ŕesultats.

De même que pour les sous-ensembles, on peuténoncer la convexité en termes de combinaison
convexe d’un nombrem de points. On aura :

Proposition 1.22 Une fonctionu d’un convexeC dansR̄ est convexe si et seulement si, quelques
soient les pointsxi, i = 1, . . . ,m deC et lesλi réels positifs ou nuls sommantà un, on a

u(
∑

i

λixi) ≤
∑

i

λiu(xi) . (1.11)

Pour retrouver des propriét́es ǵeoḿetriques, nous avons besoin du concept suivant :
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Définition 1.12 (Épigraphe) On appelle
– épigraphedeu, qu’on noteraE(u), le sous ensemble deX ×R situé “au dessus du graphe” de

u, c’està dire d́efini par

E(u) =
{(

x
r

)
∈ X × R | r ≥ u(x)

}
,

– épigraphe strictdeu le sous ensemble deX × R défini par une ińegalit́e stricte ci-dessus.

Donnons tout de suite une définition équivalente de la convexité, en termes d’ensemble convexe :

Proposition 1.23 Une fonction est convexe si et seulement si sonépigraphe est (un sous-ensemble)
convexe.

On laisse le lecteur v́erifier cette assertion essentielle (mais facile).
Ces deux d́efinitions de la convexité seront utiles. Remarquons par exemple deux propriét́es qui

découlent imḿediatement de la première. La premìere est une banalité :

Proposition 1.24 Le domaine d’une fonction convexe est convexe.

On peut en outre faire remarquer qu’une fonction convexe deC ⊂ X peut toujourŝetreétenduèa tout
X en posantu(x) = ∞ en dehors deC. Nouséviterons pourtant cet artifice.

La deuxìeme proposition, pour facile qu’elle soit, n’en est pas moins importante :

Proposition 1.25 Si une fonction convexe atteint son minimum, l’ensemble des points où il est atteint
est convexe. Si une fonction strictement convexe atteint son minimum, c’est en un point unique.

La preuve est imḿediate en utilisant (1.9).
Au contraire, le ŕesultat suivant, tout aussi facile mais tout aussi important, est une conséquence

immédiate de la caractérisation en termes d’épigraphe :

Proposition 1.26 Le sup d’une famille (finie ou infinie) de fonctions convexes est convexe.

En effet, l’épigraphe du sup d’une famille de fonctions est l’intersection desépigraphes des fonc-
tions de la famille.

Enfin une propríet́e utile qui compl̀ete le lien entre fonctions convexes et ensembles convexes :

Proposition 1.27 Sif est une fonction convexe deC ⊂ X dansR̄, l’ensemble

K = {x ∈ C | f(x) ≤ 0}

est convexe.

La démonstratiońelémentaire est laissée au lecteur. En corollaire, notons qu’en conséquence, l’en-
semble desx qui satisfontsm inégalit́es de cette forme estégalement convexe, comme intersection de
m ensembles convexes.
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1.2.2 Ŕegularité des fonctions convexes

On d́emontre l’important ŕesultat suivant, que nousénonçons dans une forme spécifique au cas
de la dimension finie, c’est̀a dire pour une fonctionu d’un sous-ensemble convexeC de Rn dans
R̄. Nous verrons dans la démonstration ce qui s’étend aux cas òu C ⊂ X un espace de Hilbert (de
dimension infinie).

Théorème 1.28Les fonctions convexes deRn sont continues̀a l’int érieur de leur domaine.

Démonstration La preuve utilise deux lemmes dont le premier, de nature géoḿetrique, demeure en
dimension infinie :

Lemme 1.29 Une fonction convexe localement bornée au voisinage d’un pointx de l’intérieur de son
domaine y est continue.

Preuve du lemmeLa preuve qui suit a un support géoḿetrique qu’on renoncèa indiquer ici, mais le
lecteur est invit́e à le retrouver.

Soit x un point int́erieur au domaineD de la fonction convexeu, ε > 0 le rayon d’une bouleB
(fermée) centŕee enx et contenue dansD, etM un majorant deu sur cette boule. Soity un point de
B. On introduit les extŕemit́esz etz′ du diam̀etre deB passant pary :

z = x + ε
y − x

‖y − x‖
, z′ = x− ε

y − x

‖y − x‖
.

On a doncu(z) ≤ M etu(z′) ≤ M . On a

x =
‖y − x‖

ε + ‖y − x‖
z′ +

ε

ε + ‖y − x‖
y ,

d’où, par la convexit́e deu

u(x) ≤ ‖y − x‖
ε + ‖y − x‖

M +
ε

ε + ‖y − x‖
u(y) ,

que nous ŕe-́ecrivons

u(y) ≥ u(x)− ‖y − x‖
ε

(M − u(x)) . (1.12)

De même, on a

y =
‖y − x‖

ε
z +

(
1− ‖y − x‖

ε

)
x

d’où

u(y) ≤ ‖y − x‖
ε

M +
(

1− ‖y − x‖
ε

)
u(x)

que nous ŕe-́ecrivons

u(y) ≤ u(x) +
‖y − x‖

ε
(M − u(x)) . (1.13)

Les deux ińegalit́es (1.12) et (1.13)́etablissent la continuité deu enx.
Et voici où nous utilisons la dimension de l’espace :
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Lemme 1.30 Une fonction convexe deRn est localement borńee en tout point int́erieur à son do-
maine.

PreuveSoitu une fonction convexe d’un convexeC deRn dansR̄ etD son domaine. Soitx ∈
◦
D. On

note qu’il existe un hypercube d’arrête positive dontx est le centre. Touty de cet hypercube est (de
plusieurs façons) une combinaison convexe de ses sommetsxk, k = 1, . . . , 2n. Par la relation (1.11),
on en d́eduit queu(y) ≤ maxk u(xk), ce quiétablit le ŕesultat.

Indiquonsà titre de compĺement ce qui se passe si la dimension n’est pas finie :

Théorème 1.31Une fonction convexe localement bornée en un point int́erieur de son domaine est
continue sur tout l’int́erieur de son domaine.

Ceci est une conséquence du lemme 1.29 ci-dessus, et du suivant :

Lemme 1.32 Une fonction convexe localement bornée en un point int́erieur à son domaine est loca-
lement borńee en tout point int́erieur de ce domaine.

Preuve du lemmeSoit doncu une fonction convexe d’un convexeC ⊂ X dansR̄ etD son domaine.

Soit x ∈
◦
D, B ⊂

◦
D une boule de rayonε > 0 centŕee enx et M un majorant deu(x) surB. Soit

aussiy ∈
◦
C un autre point de l’int́erieur deD. Il existe un nombrea > 0 tel que la boule de rayona

centŕee eny soit contenue dansD. Consid́erons le pointz = y+a(y−x)/‖y−x| qui appartient donc
àD etu(z) = N . La boule de rayonaε/(‖y − x‖+ a) centŕee eny est homoth́etique deB dans une
homoth́etie de centrez. Nous allons montrer que dans cette bouleu est majoŕee parmax{M,N}, ce
qui établira le lemme. Soit en effety′ dans cette boule, etx′ = (1 + ‖y − x‖/a)y′ − (‖y − x‖/a)z et
remarquons quex = (1+‖y−x‖/a)y−(‖y−x‖/a)z, de sorte quex′−x = (1+‖y−x‖/a)(y′−y)
et que donc‖x′ − x‖ ≤ ε soit x′ ∈ B doncu(x′) ≤ M . Par construction,y′ est une combinaison
convexe dex′ etz, préciśementy′ = (a/(a+‖y−x‖))x′+(‖y−x‖/(a+‖y−x‖))z. En conśequence,
u(y′) ≤ max{M,N}.

Il est utile de remarquer que si la fonction est continue, l’épigraphe est ferḿe et l’épigraphe strict
ouvert (exercice). La réciproque est plus délicate. Nous donnons̀a titre de compĺement d’information
le résultat qui est correct :

Proposition 1.33 Une fonctionu est
– semi-continue inférieurement (s.c.i) si et seulement si sonépigraphe est ferḿe,
– semi-continue supérieurement (s.c.s) si et seulement si sonépigraphe strict est ouvert.

Rappelons qu’une fonctionu est dite s.c.i. si, pour toute suite de points{xk} tendant vers un̄x on
a

u(x̄) ≤ lim inf u(xk) ,

au contraire, la fonction est s.c.s. si

u(x̄) ≥ lim supu(xk) .

Une fonction s.c.i. et s.c.s. est donc continue.
On laisse en exercicede montrer la version fine du théor̀eme de Weierstrass, qui explique pourquoi

ce concept est important en optimisation :

Théorème 1.34Une fonction s.c.i. atteint sonmin sur un compact, une fonction s.c.s sonmax.
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En conśequence, on a le théor̀eme suivant, valide en dimension infinie :

Corollaire 1.35 Une fonction convexe continue sur un fermé borńe y atteint son minimum.

Démonstration En effet, continue sońepigraphe est ferḿe. Mais convexe ferḿe, cetépigraphe est
aussi ferḿe en topologie faible, par le corollaire 1.21, donc la fonction est s.c.i. en topologie faible,
topologie dans laquelle le ferḿe borńe est compact.

1.2.3 Sous-diff́erentiel

Nous avons indiqúe en pŕeliminaire que l’analyse convexe aét́e consid́eŕee comme le point de
départ de l’analyse non différentiable. Le concept qui vient est une espèce de sucćedańe de gradient,
et est pour beaucoup dans cette appréciation.

Théorème 1.36Soitu une fonction convexe (continue) deC ⊂ X dansR̄. En tout point int́erieur à
son domaine il existe au moins un vecteurp deX tel que

∀y ∈ C , u(y) ≥ u(x) + (p, y − x) . (1.14)

Démonstration Soit x intérieur au domaineD de notre fonction convexeu. Le point (x;u(x)) de
C × R est sur la frontìere de l’́epigraphe deu. Commeu est continue, l’́epigraphe strict est ouvert,
et peut donĉetre śepaŕe de son point frontière, au sens òu il doit exister unélément(q; θ) ∈ C × R
non nul tel que pour tout point(y; r) de l’épigraphe strict, donc tel quer > u(y), on ait (la premìere
parenth̀ese de l’ińegalit́e ci-dessous d́esigne bien un produit scalaire deX, dont la somme avec le
produit des composantes dansR est le produit scalaire deX × R)

(q, y − x) + θ(r − u(x)) < 0 .

Notons d’abord queθ est ńecessairement négatif. En effet, il ne saurait̂etre positif, car l’ińegalit́e
ci-dessus doit̂etre satisfaite pour toutr > u(y), donc on peut y faire tendrer vers+∞. Mais θ ne
peut non pluŝetre nul parce quex étant int́erieurà C, on n’a surement pas(q, y − x) < 0 pour tout
y ∈ C. Posons donc

p =
1
|θ|

q .

L’in égalit́e ci-dessus devient (après division par|θ|) :

∀r > u(y) , (p, y − x) < r − u(x) .

Il suffit de faire tendrer versu(y) par valeurs suṕerieures dans cette inégalit́e, et le th́eor̀eme en
découle.

On introduit alors une d́efinition, qui subsiste queu soit continue ou non

Définition 1.13 (Sous-diff́erentiel) On appelle sous-différentiel deu en x, et on note∂u(x), l’en-
semble desp deRn qui satisfont (1.14).

Le théor̀eme 1.36 se lit alors : en tout point où une fonction convexe est continue (en dimension finie,
en tout point int́erieurà son domaine) son sous-différentiel est non vide.

Une propríet́e facile est

Proposition 1.37 Le sous diff́erentiel est convexe fermé en toutx.
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Et une autre banalité mérite d’̂etre souligńee :

Théorème 1.38Une fonction convexe atteint son minimum en un pointx∗ de son domaine si et seule-
ment si0 ∈ ∂u(x∗).

L’ α-convexit́e permet de renforcer l’ińegalit́e (1.14) comme suit :

Théorème 1.39Pour une fonctionu α-convexe surC, on a :

∀p ∈ ∂u(x) , ∀y ∈ C , u(y) ≥ u(x) + (p, y − x) +
α

2
‖y − x‖2 . (1.15)

DémonstrationL’in égalit́e d’α-convexit́e s’́ecrit, apr̀es division parλ,

u(y) ≥ 1
λ

u((1− λ)x + λy)− 1− λ

λ
u(x) + α

1− λ

2
‖y − x‖2 .

En outre, par l’ińegalit́e du sous-diff́erentiel

u((1− λ)x + λy) ≥ u(x) + λ(p, y − x) ,

de sorte que l’ińegalit́e pŕecedente donne

u(y) ≥ u(x) + (p, y − x) + α
1− λ

2
‖y − x‖2 .

Il suffit de faire tendreλ vers 0 dans cette dernière ińegalit́e pour obtenir le ŕesultat annonće.
En particulier, en utilisant le th́eor̀eme 1.38, on voit que

Corollaire 1.40 Siu α-convexe atteint son minimum enx∗, alors

∀x ∈ C , u(x) ≥ u(x∗) +
α

2
‖x− x∗‖2 (1.16)

On voit aussi facilement que le sous-différentiel est un oṕerateurmonotone, c’està dire que (rap-
pelons que le casα = 0 donne la convexit́e simple)

Théorème 1.41Pour une fonctionu α-convexe deC dansR̄, on a

∀x, y ∈ X , ∀p ∈ ∂u(x) , ∀q ∈ ∂u(y) , (p− q, x− y) ≥ α‖x− y‖2 . (1.17)

Démonstration Il suffit décrire (1.15) enx et eny et d’ajouter.
À nouveau, gr̂ace au th́eor̀eme 1.38, on a

Corollaire 1.42 Siu α-convexe atteint son minimum enx∗, alors

∀x ∈
◦
C , ∀p ∈ ∂u(x) , ‖p‖ ≥ α‖x− x∗‖ (1.18)

DémonstrationOn a en effet0 ∈ ∂u(x∗), donc

(p, x− x∗) ≥ α‖x− x∗‖2 ,

et en utilisant l’ińegalit́e de Cauchy-Schwarz l’ińegalit́e annonćee.
Indiquons enfin une variante de l’inégalit́e d’Euler, mais cette fois sous la forme d’une condition

suffisante, et concernant un minimum atteint en un point quelconque deC (il étend donc le th́eor̀eme
1.38) :

Théorème 1.43Soitu une fonction convexe deC dansR̄. Si enx̄, il existep ∈ ∂u(x) tel que−p soit
une normale extérieureà C, alorsu atteint son minimum surC enx̄.

Démonstration Il suffit de mettre ensemble les inégalit́es (1.14) et celle de la définition 1.16.
Le caract̀ere ńecessaire de cette affirmation est une question un peu plus délicate que nous n’exa-

minerons pas.
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1.2.4 D́erivées et convexit́e

Dérivées et d́erivées partielles

Soit une fonctionu(·) : Ω ⊂ Rn → R d’un ouvertΩ deRn dansR. Le lecteur connâıt la notion
de d́erivée partielle. Formellement, on peutécrire que∂u/∂xi est la d́erivée de l’application partielle

xi 7→ u(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn).

La notation
∂u

∂xi
, que nous utiliserons, présente un gros inconvénient qu’il faut souligner ici. C’est

l’usage dunom donńe à l’argument(ici xi) dans lenom de la fonctiondérivée partielle. Ainsi, com-
ment doit-ońecrire l’accroissement au premier ordre deu entre les points

y1

y2
...

yn

 et


y1 + z

y2
...

yn

 ?

Nous le noterons (en appelante1 le vecteur(1, 0, . . . , 0)t)

u(y + ze1) = u(y) +
∂u

∂x1
(y)z + o(z) ,

et surtout pas

u(y + ze1) = u(y) +
∂u

∂y1
(y)z + o(z) .

Car on ne saurait changer le nom d’une fonction (ici la dérivée partielle par rapport̀a la premìere
variable)à chaque fois qu’on change le nom de son argument. Si on faisait ainsi, que deviendrait cette
dérivée partielle au point(1, 1, . . . , 1)t ?

Pour cette raison, Dieudonné propose de noter les dérivées partiellesDiu(·) pour la d́erivée par
rapportà la variable de rangi. En cas de besoin, on invite le lecteurà avoir recours̀a cette notation
qui évite les ambig̈uités.

Nous placerons d’habitude les vecteurs en colonne, et les dérivées partielles par rapport aux coor-
donńees d’un vecteur en ligne, réservant la notationu′(x) à cette pŕesentation :

u′(x) =
(

∂u
∂x1

∂u
∂x2

· · · ∂u
∂xn

)
.

Ainsi nous aurons, utilisant un produit matriciel ordinaire, la formule fondamentale préserv́ee :

u(x + h) = u(x) + u′(x)h + o(‖h‖) . (1.19)

Nous utiliserons la notation∇u pour d́esigner le vecteur colonne des dérivées partielles, donc le
transpośe deu′. Ainsi (1.19) s’́ecrit aussi

u(x + h) = u(x) + (∇u(x), h) + o(‖h‖) ,

où (y, z) désigne le produit scalaire des vecteursy etz.
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Si la fonctionu est elle m̂eme vectorielle :

u(x) =


u1(x)
u2(x)

...
um(x)

 ,

on fera desu′i(x) les lignes de la matrice de typem× n :

u′ =


∂u1
∂x1

∂u1
∂x2

· · · ∂u1
∂xn

∂u2
∂x1

∂u2
∂x2

· · · ∂u2
∂xn

...
∂um
∂x1

∂um
∂x2

· · · ∂um
∂xn

 ,

et la formule fondamentale (1.19) reste correcte.
Dans la notation de Dieudonné,

u′ =


D1u1 D2u1 · · · Dnu1

D1u2 D2u2 · · · Dnu2
...

D1um D2um · · · Dnum

 .

Dérivation en châıne et d́erivées directionnelles

Dérivées en châıne Avec les choix de notation ci-dessus, on préserve aussi la formule des “dérivées
en châıne” : six = v(y) etw(y) = u(x) = u(v(y)), avecu et v continuement d́erivables (on dit “de
classeC1),

w′(y) = u′(v(y))v′(y)

quelques soient les dimensions des vecteurs en cause. Par exemple, Siv : Rp → Rn etu : Rn → Rm,
alorsu′ est de typem × n et v′ de typen × p, de sorte que le produit matriciel peut bienêtre fait, et
w′ est de typem× p. Tout ceci d́ecoule ńecessairement de la formule (1.19).

Dérivée directionnelleAppliquons celàa la d́erivée de la “coupe” d’une fonction le long d’une droite.
Soit ξ(t) = x + th une droite deRn. Ici, x et h sont fix́es dansRn, et t varie dansR. Posons
U(t) = u(ξ(t)). C’est donc la restriction de la fonctionu à la droite de directionh passant parx. On
a en appliquant les règles ci-dessus :

U ′(t) = u′(ξ(t))h ,

et nous l’utiliserons surtout ent = 0 :

U ′(0) = (∇u(x), h) . (1.20)

Exercice 1.1 (important) : En déduire que
– la ligne de plus grande penteest parall̀eleà∇u (et oppośee pour descendre),
– cette direction estorthogonalèa la courbe de niveauqui est la courbe{y | u(y) = u(x)}.

.
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Deuxième ordreRappelons enfin la forme du développement au deuxième ordre d’une fonction sca-
laire den variables :

u(x + h) = u(x) + u′(x)h +
1
2
htD2u(x)h + o(‖h‖2) , (1.21)

ou encore, avec le reste de Lagrange

u(x + h) = u(x) + u′(x)h +
1
2
htD2u(x + θh)h , (1.22)

pour unθ ∈ [0, 1].
Comme toujours, ces formules se déduisent de celles du cas scalaire en regardant la fonction

U(t) = u(x + th).

Dérivées des fonctions convexes

Bien que la convexit́e soit une th́eorie fondamentalement “non différentiable”, les fonction con-
vexes une ou deux fois dérivables ont des propriét́es importantes. Les premières se d́eduisent du fait
suivant :

Théorème 1.44Si la fonction convexeu deC ⊂ X est d́erivable enx ∈
◦
C, alors∂u(x) = {∇u(x)}.

Démonstration Aussi simple que soit ce théor̀eme, nous en indiquons la démonstration : prenons un
p 6= ∇u(x), et h ∈ X tel que(p, h) > (∇u(x), h). Alors, nous savons queu(x + th) = u(x) +
t(∇u(x), h)+o(t), de sorte que pourt suffisamment petit positif, on aurau(x+ th) < u(x)+(p, th),
doncp /∈ ∂u(x).

Une conśequence importante, quoique facile, est la suivante :

Théorème 1.45Soit u une fonction convexe dérivable deC dansR. Elle atteint son minimum en
x∗ ∈ C si et seulement si

∀x ∈ C , (u′(x∗), x− x∗) ≥ 0 . (1.23)

En reconnaissant dans le gradient unélément du sous-différentiel, de (1.15) et (1.17), on obtient

Théorème 1.46Soitu une fonctionα-convexe d́erivable deC ⊂ X, on a

∀x, y ∈ C , u(y) ≥ u(x) + u′(x)(y − x) +
α

2
‖y − x‖2 , (1.24)

∀x, y ∈ C , (∇u(x)−∇u(y), x− y) ≥ α‖x− y‖2 . (1.25)

Enfin, la deuxìeme ińegalit́e ci-dessus permet de montrer le caractère ńecessaire de l’affirmation
suivante :

Théorème 1.47Une fonctionu deC convexe deRn deux fois continuement dérivable estα-convexe
si et seulement si

∀x ∈
◦
C , D2u(x) ≥ αI (1.26)
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où l’in égalit́e est bien ŝur au sens des matrices définies positives.

DémonstrationNous avons d́ejà indiqúe que le caractère ńecessaire d́ecoule facilement de l’ińegalit́e
(1.25). Le caract̀ere suffisant s’obtient eńevaluant

u′(x + θh)h = u′(x)h +
∫ θ

0
htD2u(x + th)h dt ≥ u′(x)h + α‖h‖2θ

puis

u(x + h) = u(x) +
∫ 1

0
u′(x + θh)h dθ ≥ u(x) + u′(x)h +

α

2
‖h‖2 ,

On utilise cette estimation de la facon suivante. On se met enxλ = λx + (1 − λ)y, on écrit x =
xλ +(1−λ)(x− y) ety = xλ−λ(x− y), et on utilise la formule ci-dessus avech = (1−λ)(x− y)
puis avech = −λ(x− y). Cela donne

u(x) ≥ u(xλ) + (1− λ)u′(xλ)(x− y) +
α

2
(1− λ)2‖x− y‖2 ,

u(y) ≥ u(xλ)− λu′(xλ)(x− y) +
α

2
λ2‖x− y‖2 .

En multipliant la premìere ińegalit́e parλ, la seconde par(1−λ) et en ajoutant, il vient exactement
l’in égalit́e d’α-convexit́e, ce qu’il fallait d́emontrer.

Complément

À titre de compĺement math́ematique, indiquons la relation plus fine qui lie le sous différentiel
d’une fonction convexe et ses dérivées.

Étant donńe un convexeD ⊂ X, on appellefonction supportdeD la fonctionσD(p) deX dans
R définie par

σD(p) = sup
x∈D

(p, x) .

On montre facilement queσD est une fonction convexe, et que

D̄ = {x ∈ X | ∀p ∈ X, (p, x) ≤ σD(p)} .

Donc la fonction support caractérise compl̀etement un convexe ferḿe.
Étant donńee une fonctionu deX dansR, on appelledérivée directionnelle dans la directionh,

not́eeDu(x;h), la d́erivéeà droite en źero de la fonction deR dansR définie part 7→ u(x + th).
Il est facile de voir que pour une fonction convexe, le quotient différentiel

u(x + th)− u(x)
t

,

la pente de la corde du graphe deu entrex etx+ th, est croissant avect, donc d́ecroit quandt décroit
vers 0, et est minorée par la pente d’une corde pourt < 0. Donc la d́erivéeà droite existe et est finie.

On vérifie le fait suivant :

Proposition 1.48 En tout point int́erieur à son domaine,une fonction convexe continue admet des
dérivées directionnelles dans toutes les directions, et

Du(x;h) = σ∂u(x)(h) .
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Ainsi, le sous-diff́erentiel et l’ensemble des dérivées directionnelles sont deux donnéeséquivalen-
tes. Cette propriét́e peut servir̀a compĺeter ĺetude des conditions nécessaires d’optimalité.

Indiquons enfin une conséquence facile, qui concerne la dérivée deu —sa d́erivée de Ĝateaux si
X est de dimension infinie— et qui précise la proposition 1.44 :

Proposition 1.49 Une fonction convexe continue est dérivable enx si et seulement si son sous diffé-
rentiel enx est un singleton.

1.3 Optimisation sous contraintes

1.3.1 Le th́eorème de Kuhn et Tucker

On va utiliser l’arsenal d́evelopṕe ici pour établir un des th́eor̀emes fondamentaux de l’analyse
convexe et de l’optimisation sous contraintes, d’où nous d́eduirons un algorithme important dans le
chapitre consacré aux algorithmes.

Le probl ème consid́eré

Le probl̀eme standard que nous considérons ici est d́efini par une fonctioǹa minimiser et des
contraintes.

La fonctionà minimiser est une fonction convexeu deRn dansR, ou d’un sous-ensemble convexe
C ⊂ Rn dansR. Mais la question du domaine de définition deu sera reprise avec les contraintes.

Si nous souhaitons bien nous intéresser au cas d’une fonction den variables ŕeelles, il n’en reste
pas moins que toute la théorie de l’analyse convexe ne doit rienà la dimension finie. Aussi nous
appellerons comme ci-dessusX l’espace òu vit la variable d’optimisationx, et le lecteur int́eresśe
pourra lire la suite en pensant queX est un espace de Hilbert quelconque.

Dans les’algorithmes du chapitre 3,u sera toujours supposée d́erivable (mais la notion de gradient
demeure dans un Hilbert quelconque) et géńeralement fortement convexe pour que les algorithmes
convergent. Nous n’avons besoin d’aucune de ces hypothèses ici.

Examinons maintenant les contraintes, qui font l’intér̂et de ce paragraphe. L’ensemble desx ad-
missibles sera un sous-ensemble convexe, mais nous distinguons deux façons de le spécifier, deux
familles de contraintes.

D’une part, les contraintes que nous nedualiseronspas, qui restent expriḿees de façon que nous
qualifierons d’abstraiteparx ∈ C pour un certain convexeC dont on ne dit pas plus comment il est
sṕecifié. D’autre-part des contraintes que nous dualiserons, spécifiées de manièreconcr̂eteà l’aide de
m fonctionsfi(·) deRn (ou simplementC) dansR, par les ińegalit́es

fi(x) ≤ 0 , i = 1, . . . ,m . (1.27)

Deux remarques̀a ce propos.

1. En application de la proposition 1.27 (et du commentaire qui la suit), l’ensemble desx deC qui
satisfont ces contraintes est bien convexe.

2. Le choix des contraintes qu’on traite de façon concrête ou abstraite est géńeralement offert̀a
l’utilisateur. Son choix peut̂etre guid́e par les algorithmes qu’il entend mettre en œuvre.

On peutécrire les contraintes (1.27) sous la forme

f(x) ≤ 0 (1.28)
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pourvu qu’on convienne de la signification def ≤ 0 dansRm comme voulant direfi ≤ 0, i =
1, . . . ,m. C’est ce que nous ferons par la suite, utilisant aussi la notationp ≥ 0 pour un vecteurp de
Rm avec la significatiońevidente.

De même qu’on a appelé X l’espace òu vit x, appelonsF celui òu vit f(x). On a en fait d́efini
une relation d’ordre partiel surF , et (1.28) ne fait que l’utiliser. On aurait pu utiliser une autre relation
d’ordre partiel, d́efinie de la façon classique pour un espace vectoriel. On choisit uncone—c’està dire
un sous-ensemble invariant par multiplication par un scalaire positif— convexe fermé qu’on appelle

P . Alors, f ≥ 0 si f ∈ P , bien-ŝur f ≤ 0 si−f ≥ 0, etf > 0 si f ∈
◦
P et f < 0 si−f ∈

◦
P . Si on

fait ainsi, on ne peut plus identifierF à son dual. Il faut en effet appelerp du dual deF , non-ńegatif :
p ≥ 0, si pour toutf ≥ 0 on a(p, f) ≥ 0. On v́erifie facilement que l’ensemble deséléments positifs
du dual est encore un cone convexe fermé, ditcone polairedeP .

Le cas (1.27) reste notre référence, mais on peut lire toute la suite avec une relation d’ordre
plus ǵeńerale, et m̂eme avec un espaceF de dimension infinie. On peut́ecrire la convexit́e def
en termes de cette relation d’ordre. Le caractère convexe de l’ensemble (1.28) demeure grâce au ca-
ract̀ere convexe deP (exercice). Seule la discussion de la signification détaillée de la condition des
écarts compĺementaires ci-dessous sera spécifique au cas de référence.

Théorème de Kuhn-Tucker

On rappelle que les fonctionsu etf sont supośees convexes (continues). On posera

K = C ∩ {x | f(x) ≤ 0} . (1.29)

On appelle probl̀emeP le probl̀eme
min
x∈K

u(x) . (1.30)

On suposera en outre que pour tout réelr, l’ensemble{x ∈ K | u(x) ≤ r} est ferḿe borńe.
On fait enfin l’hypoth̀ese dequalificationdes contraintes dite de Slater :

HypothèseIl existe unx0 ∈ C tel quef(x0) < 0, c’està dire (dans le cas de référence) que toutes
lesfi(x0) sont strictement ńegatives.

On peut affaiblir cette hypoth̀ese en supposant qu’enx0 une certain nombre desfi affinessont
nulles, et les autres strictement négatives. On laissera le lecteur faire cette extension, importante pour
la programmation lińeaire.

Introduisons leLagrangiendu probl̀emeP. C’est une fonction deX × F ′ dansR (où F ′ désigne
le dual deF , Rm dans le cas de référence) :

L(x, p) = u(x) + (p, f(x)) . (1.31)

Théorème 1.50Le probl̀emeP admet (au moins) une solutionx∗. En toute solution il existe un
vecteur du dual deF p∗ ≥ 0 tel que l’inégalit́e de point-selle ci-dessous soit satisfaite :

∀x ∈ C ,∀p ≥ 0 , L(x∗, p) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(x, p∗) , (1.32)

et en outre,
(p∗, f(x∗)) = 0 . (1.33)

Réciproquement, six∗ ∈ C etp∗ ≥ 0 satisfont (1.32), alorsx∗ est optimal (en particulierx∗ ∈ K) et
satisfait (1.33).
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Les variablesp sont appeĺees les variables duales, et lesp∗i les multiplicateurs de Kuhn et Tu-
cker assocíes aux contraintes correspondantes. Les contraintes “concrêtes” (1.27) ont́et́e dualiśees:
l’in égalit́e de droite de (1.32) se lit comme un problème d’optimisation enx sous les seules contraintes
x ∈ C.

DémonstrationLa démonstration va reposer sur une idée fondamentale de l’analyse : on vaperturber
le probl̀emeP, et étudier l’influence de cette perturbation sur le résultat. Soit donc, pour uńelément
a ∈ F ,

K(a) = {x ∈ C | f(x)− a ≤ 0} .

Nous allonśetudier la fonction
V (a) = min

x∈K(a)
u(x) ,

et appeleronsP(a) ce probl̀eme d’optimisation. Notons que le problème a bien une solution par la
compacit́e suppośee des ensembles de niveau et la continuité deu (faibles si ńecessaire), et l’hypothèse
de Slater qui nous affirme au moins queK n’est pas vide. Notons aussi queK = K(0) et u(x∗) =
V (0).

Nous allons proćederà 9 affirmations successives :

1. La fonctionV est convexe.́Etudier la convexit́e deV c’estétudierV (λa + (1− λ)b). Soient donc
xa ∈ K(a) et xb ∈ K(b) des solutions deP(a) et P(b) respectivement. Le point important est le
suivant : par la convexité def , on voit facilement que

λxa + (1− λ)xb ∈ K(λa + (1− λ)b) ,

et donc, par un argument récurrent dans cette démonstration, que

u(λxa + (1− λ)xb) ≥ V (λa + (1− λ)b) .

Par d́efinition,u(xa) = V (a) etu(xb) = V (b), de sorte que par la convexité deu on a bien

λV (a) + (1− λ)V (b) ≥ u(λxa + (1− λ)xb) ≥ V (λa + (1− λ)b) .

2. La fonctionV est continue en0, et y a donc un sous-différentiel non vide. C’est ici qu’est réllement
utilisée l’hypoth̀ese de Slater : elle garantit que poura dans un voisinage de 0, ce mêmex0 ∈ K(a),
de sorte que

u(x0) ≤ V (a) .

DoncV est localement borńee au voisinage de0.

3. Soit p∗ ∈ F ′ tel que−p∗ ∈ ∂V (0). Nous affirmons quep∗ ≥ 0. Soit en effeta ≥ 0 dansF . Par
définition du sous-diff́erentiel on a

V (a) ≥ V (0)− (p∗, a) .

Mais commea ≥ 0, on aK(a) ⊃ K(0), et doncV (a) ≤ V (0). Donc(p∗, a) ≥ 0 pour touta ≥ 0. Si
la positivit́e à bienét́e d́efinie comme en (1.27), il suffit de faireai > 0 et tous les autresaj nuls pour
en d́eduire quep∗i ≥ 0. Ceci pour touti. (Dans le cas d’une relation d’ordre plus géńerale, la propríet́e
préćedente est ladéfinitiondep∗ ≥ 0.)

4. On a
∀x ∈ C , u(x∗) ≤ u(x) + (p∗, f(x)) . (1.34)
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Notons que trivialement, pour toutx ∈ C, x ∈ K(f(x)). Donc

∀x ∈ C , u(x) ≥ V (f(x)) .

En utilisant la d́efinition du sous-diff́erentiel

V (f(x)) ≥ V (0)− (p∗, f(x)) .

En mettant ensemble ces inégalit́es et la remarque faite plus haut queV (0) = u(x∗), il vient l’in égalit́e
annonćee.

5. On a l’égalit́e deśecarts compĺementaires(1.33) :(p∗, f(x∗)) = 0. Mettons en effetx∗ pourx dans
(1.34). Il vient(p∗, f(x∗)) ≥ 0. Mais par d́efinition, x∗ ∈ K(0) de sorte quef(x∗) ≤ 0. Et nous
avons montŕe quep∗ ≥ 0. Donc(p∗, f(x∗)) ≤ 0. Ces deux ińegalit́es confront́ees donnent le résultat.

6. On a donc le caractère ńecessaire de (1.32). En effet, d’une part, on peut rajouter(p∗, f(x∗)) au
terme de gauche de (1.34) donnant l’inégalit́e de droite de (1.32). D’autre-part, il découle bien de
(1.33) et def(x∗) ≤ 0 que pour toutp ≥ 0, (p, f(x∗)) ≤ 0, donnant l’ińegalit́e de gauche de (1.32).

Réciproquement, supposons (1.32) satisfaite par unx∗ ∈ C et unp∗ ≥ 0.

7. En conśequence de l’ińegalit́e de gauche de (1.32), on a (1.33). En effet, prenons successivement
p = 2p∗ et p = (1/2)p∗, qui sont tous les deux non-négatifs. On en conclu successivement que
(p∗, f(x∗)) ≤ 0 et que(p∗, f(x∗)) ≥ 0.

8. L’in égalit́e de gauche de (1.32) implique aussi quef(x∗) ≤ 0 (doncx ∈ K). En effet, pour tout
p ≥ 0 on doit avoir(p, f(x∗)) ≤ 0. Si un desfi(x∗) était positif, on prendrait cette coordonnée dep
égaleà 1 et toutes les autres nulles, contredisant l’inégalit́e. (Dans le cas d’une relation d’ordre plus
géńerale, ceci vient du fait que le cone dual du cone positif deF ′ est bien le cone positif deF .)

9. x∗ est la solution du problèmeP. En effet, sachant que(p∗, f(x∗)) = 0, et en se souvenant que
p∗ ≥ 0, il sufit de mettre unx ∈ K dans l’ińegalit́e de droite pour conclureu(x∗) ≤ u(x).
Le théor̀eme est d́emontŕe.

Une remarque importante porte sur la condition desécarts compĺementaires (1.33). Elle dit que
pour chaquefi qui n’est pas nulle enx∗, le multiplicateurp∗i assocíe est nul. En effet, sifi(x∗) < 0,
localement la contraintei n’intervient pas, elle n’est pas limitante, il est donc logique qu’elle n’inter-
vienne pas dans la condition nécessaire. Elle est absente du lagrangien.

Insistons aussi sur l’interprétation “́economique” des variables duales optimales, les multiplica-
teurs de Kuhn et Tucker. Puisque−p∗ ∈ ∂V (0), c’est une mesure de lasensibilit́e du ŕesultat optimal
au niveau des contraintes. Si u est un côut encouru,fi(x) à une constante près la quantit́e d’une
denŕeei consomḿee par la d́ecisionx, etfi(x) ≤ 0 l’expression du fait que la denréei est disponible
en quantit́e limitée, (c’est une denrée rare), alorsp∗i repŕesente le prix unitaire maximum auquel on est
prêt à acheter un petit surcroit de cette denrée pour diminuer ses coûts. Et alors, le lagrangien apparaı̂t
comme un côut total encouru si on nous faisait payer chaque denrée rarèa ce prix.

On obtient facilement le corollaire suivant. (Remarquons que la notation(p, f ′(x)) est abusive,
carf ′(x) n’est pas uńelément deX, mais deL(X, F ), une matricem × n dans le cas de référence.
Il faut donc comprendre(p, f ′(x)) comme l’application deX dansR : h 7→ (p, f ′(x)h), ou comme
l’expression matricielleptf ′(x).)

Corollaire 1.51 Si en outre des hypothèses faites,u etf sont d́erivables, alors une condition nécessaire
pour quex∗ ∈ K soit optimal est qu’il existe un vecteurp∗ ≥ 0 tel que

u′(x∗) + (p∗, f ′(x∗)) = 0 .

Si en outre(p∗, f(x∗)) = 0, la condition est aussi suffisante.
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La condition ńecessaire est́evidente. Pour la condition suffisante on rappelle seulement que
commep∗ ≥ 0, le lagrangien est convexe enx, donc la condition de d́erivée nulle implpique que
le lagrangien est minimisé enx∗.

1.3.2 Le th́eorème de Lagrange

Position du problème, conditions du premier ordre

Pour terminer, nous examinons le cas de contrainteségalit́e. Nous abandonnons toute hypothèse
de convexit́e. Nous supposons au contraire queu est continuement d́erivable, de m̂eme que lesm
fonctions scalairefi. Le probl̀eme consid́eŕe est de minimiseru sous les contraintesf(x) = 0.

Le théor̀eme suivant est d̂u à Lagrange (et donc plus ancien que l’analyse convexe !)

Théorème 1.52Six∗ est une solution du problème pośe, et sif ′(x∗) est surjective, alors il existe un
vecteurλ deRm tel que

u′(x∗) + (λ, f ′(x∗)) = 0 . (1.35)

(Pour la notation abusive(λ, f ′(x∗)), voir la remarque pŕećedent le corollaire 1.51 ci-dessus.)
Ce th́eor̀eme d́epend traditionnellement du théor̀eme des fonctions implicites. Cette preuve clas-

sique s’́etend en dimension infinie aussi, avec quelques précautions. (Nous ne le ferons pas ici.) Si-
gnalons pourtant que l’analyse non lisse moderne permet de donner une preuve dans le même esprit
que la preuve ci-dessus du théor̀eme de Kuhn et Tucker. On s’affranchit alors du “gros” théor̀eme des
fonctions implicites. Nous donnons pourtant ci-dessous la preuve traditionnelle.

Démonstration Supposons donc quef ′(x∗) est surjective. (Ce qu’on appelle encore la condition de
qualification.) Il existe doncm(< n) colonnes def ′(x∗) linéairement ind́ependantes. Imaginons un
moment que nous avons modifié la nuḿerotation des coordonnées dex dansRn pour regrouper en
têtem d’entre-elles correspondantà m colonnes ind́ependantes def ′(x∗). (Insistons sur le fait qu’il
s’agit là d’une d́emarche conceptuelle, qui ne sera pas nécessaire pour appliquer le théor̀eme.) Nous
découpons la matricef ′(x) = [f ′1 f ′2] pour exhiber lesm colonnes ind́ependantes dans la sous-matrice
f ′1(x

∗), etx conforḿement, en

f ′(x)x = [ f ′1 f ′2 ]
(

x1

x2

)
= f ′1x1 + f ′2x2 .

La matricef ′1 évalúee enx∗ est inversible, et le demeure par continuité dans un voisinage dex∗.
Par le th́eor̀eme des fonctions implicites, la contraintef(x) = 0, qui est satisfaite enx∗, définit dans
ce voisinage une fonction implicitex1 = ϕ(x2), dérivable et de d́erivée

ϕ′(x2) = −(f ′1)
−1f ′2 . (1.36)

Pour desx satisfaisant la contrainte, le critèreu s’écrit donc (avec un tout petit abus de notations)

u(x) = u(x1, x2) = u(ϕ(x2), x2) .

Nous noterons aussiu′1 etu′2 les d́erivées deu par rapport̀ax1 erx2 respectivement. Maintenant,x2

varie librement dans un voisinage ouvert de sa valeurx∗2 enx∗. Donc en un minimum, on doit avoir

u′1(x
∗)ϕ′(x∗2) + u′2(x

∗) = 0 ,
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soit, en tenant compte de (1.36),

−u′1(x
∗)f ′1(x

∗)−1f ′2(x
∗) + u′2(x

∗) = 0 . (1.37)

Décidons de noter
λt := −u′1(x

∗)f ′1(x
∗)−1 ,

soit encore
u′1(x

∗) + λtf ′1(x
∗) = 0 , (1.38)

L’ égalit́e (1.37) devient
u′2(x

∗) + λtf ′2(x
∗) = 0 ,

qui avec l’́egalit́e pŕećedente donne exactement (1.35).
Pour utiliser ce th́eor̀eme, on cherche donc̀a calculer lesn + m inconnuesx (n inconnues) etλ

(m inconnues)̀a l’aide desn + m équations (1.35) (n équations) etf(x∗) = 0 (m équations). Il est
classique, dans une solution “à la main” de proćeder paŕelimination en utilisant (1.35) pour calculer
x∗ en fonction deλ, puis de reporter dansf = 0 pour calculerλ, qu’on reporte enfin dansx∗. Mais
cette d́emarche n’est pas toujours celle qui s’impose. Et nous serons plus intéresśe par les ḿethodes
numériques que nous discuterons au chapitre 3.

Soulignons une remarque qui peutêtre utile. La condition de qualification proposée,à savoir que
f ′(x∗) soit surjective, est peu satisfaisante en ce qu’elle s’appliqueà x∗, qui est inconnu a priori, ce
qui rend le test implicite. On peut s’en dégager, au moins en apparence, grâceà la versiońequivalente
suivante du th́eor̀eme :

Théorème 1.53Si x∗ est une solution du problème pośe, alors il existe un nombreλ0 et un vecteur
λ ∈ Rm non tous les deux nuls, tels que

λ0u
′(x∗) + (λ, f ′(x∗)) = 0 . (1.39)

DemonstrationSupposons quef ′(x∗) soit surjective. Il suffit de prendreλ0 = 1 et (1.39) est́etablie.
Si au contrairef ′(x∗) n’est pas surjective, il existe unλ ∈ Rm non nul tel que(λ, f ′(x∗)) = 0. Il
suffit alors de prendre ceλ etλ0 = 0 dans (1.39). Le th́eor̀eme est donc d́emontŕe.

On voit que cette version du théor̀eme n’apporte pas grand choseà la version originale. pour
s’en convaincre d’avantage, montrons que réciproquement, si la nouvelle version est démontŕee elle
implique l’ancienne. En effet, supposons donc qu’on ait (1.39) et qu’en outref ′(x∗) est surjective.
Alors λ0 ne peut paŝetre nul, parce que (1.39) impliquerait alors(λ, f ′(x∗)) = 0 avecλ 6= 0,
contredisant l’hypoth̀ese quef ′(x∗) est surjective. Il sufffit alors de diviserλ parλ0 pour retrouver
(1.35).

Conditions du second ordre

Il faut enfin se donner un tout petit peu de mal pour exploiter la condition du second ordre sur
U(x2) = u(ϕ(x2), x2), en d́erivant deux fois aussi l’égalitef(ϕ(x2), x2) = 0. Mais on arrive au
théor̀eme suivant, qui sera utile dans l’algorithme de la programmation quadratique séquentielle que
nous d́eduirons du th́eor̀eme de Lagrange :

Théorème 1.54Sous la condition de qualification, une condition nécessaire d’optimalit́e dex∗ est
que la restriction au noyau def ′(x∗) de la matrice des d́erivées secondes du lagrangien soit semi-
définie positive. Une condition suffisante locale est que, outre la contraintef(x∗) = 0 et les conditions
du premier ordre (1.35), cette m̂eme restriction soit positive définie.
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C’està dire que siλ∗ est celui donńe par le th́eor̀eme de Lagrange, on ait en outre

∀y : f ′(x∗)y = 0 , (y, D2
xxL(x∗, λ∗)y) ≥ 0 , (1.40)

ou> 0 suivant la conditiońevoqúee.
Notons enfin la remarque suivante, utile dans les algorithmes :

Proposition 1.55 La propriét́e “Df surjective etD2
xxL définie sur le noyau deDf ” est équivalente

au fait que la matrice (
D2

xxL (Df)t

Df 0

)
soit inversible.
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Chapitre 2

Recherche unidimensionnelle

2.1 Introduction

2.1.1 Objectif

Ce bref chapitre examine une question qui pourrait sembler bien naı̈ve. Elle ḿerite qu’on s’y
attarde un peu parce qu’elle intervient comme technique intermédiaire dans de nombreux algorithmes
que nous d́ecouvrirons ensuite, c’est la “boucle intérieure” de boucles imbriquées, donc celle qu’il
faut soigner le plus.

Soit doncu(·) une fonction d’une seule variable réelle (nous disons “deR dansR”), dont nous
recherchons le minimum sur un intervalle[a, b]. Nous supposons

– que le minimumt∗ recherch́e està l’intérieur du segment
– que la fonctionu estunimodalesur le segment, c’est̀a dire d’abord d́ecroissante jusqu’à t∗,

puis croissante.
Dans la pratique, choisira et b pourra poser des problèmes, que nous n’examinons pas ici.
Le probl̀eme est de d́eterminer des algorithmes permettant de trouvert∗ efficacement, c’est̀a dire

avec une bonne précision mais “pas trop” de calculs.

2.1.2 Pente et d́erivée nuḿerique

Suivant les algorithmes proposés, on peut ou non avoir besoin de la “pente” de la fonction, ou
plus pŕeciśement du signe ou de la valeur de sa dérivée. Dans bien des cas, la dérivée est aussi facilèa
calculer que la fonction elle-m̂eme, et ceci ne pose pas de problème. Mais il y a aussi des problèmes
pour lesquels le calcul de la dérivée demande significativement plus de calculs que celui de la fonction.
Remarquons que pour une fonction deRn dansR, la d́erivée consiste enn nombres, soitn fois plus
que la fonction.

Il y a aussi des situations pour lesquelles la dérivée en tant que telle n’est pas connue. Typique-
ment, la fonctionu peut n’̂etre donńee que comme un gros programme informatique auquel on fournit
t et qui rendu(t). Il est utile de savoir que sont en train d’apparaı̂tre des outils informatiques —
tels Odyssée— qui prennent en entrée le source d’un programme (FORTRAN pourOdyssée) et
produisent en sortie le source (dans le même langage) d’un programme qui calcule les dérivées par-
tielles de la fonction que d́efinit le programme donńe. Mais ces outils sont encore du domaine de la
recherche, ne marchent que sous certaines conditions sur la façon dont estécrit le programme donné,
etc. Supposons, par exemple, que la fonctionu soit calcuĺeeà l’aide de fonctions interḿediaires ta-
bulées et non disponibles sous forme de combinaison d’opérations et de fonctions “élémentaires”. Il

35
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n’y a aucune chance qu’on puisse en calculer formellement la dérivée.
Dans ces cas, on peut avoir recoursà la “dérivation nuḿerique”, un grand mot pour quelque chose

de bienélémentaire. Il s’agit tout simplement d’approximeru′(t) par(u(t+δ)−u(t))/δ. La difficulté
est de choisirδ, assez petit pour que ceci soit une approximation “raisonnable” de la dérivée, mais
assez grand pour que la différenceu(t + δ)− u(t) soit calcuĺee de façon significative. On voit que le
bon choix deδ dépend de la précision avec laquelle sont faits les calculs. Il faut parfois tatonner pour
choisir ce param̀etre.

Chaque fois qu’on veut seulement le signe de la dérivée (la ŕeponsèa la question “la fonction est-
elle croissante ou d́ecroissante ent ?”), pour savoir de quel ĉoté du minimum on se trouve, le “risque”
est que ce minimum soit entret et t + δ , et qu’on ne le remarque pas. Notonsà ce propos qu’il
est de toutes façons illusoire de chercher le minimumt∗ avec une pŕecision meilleure que celle avec
laquelle on sait distinguer deux valeurs det par la valeur qu’elles donnentà u(t). (Sauf si la d́erivée
est calculable, et avec une meilleure précision que la fonction, cas toutà fait inhabituel.) Mais ceci
impose de choisirδ suffisamment petit.

2.2 Méthodes directes

On appelle “ḿethodes directes” celles qui ne font pas appel au calcul de la dérivée. Nouśetendrons
celaà celles qui ne demandent que lesignede la d́erivée.

2.2.1 Dichotomie

La méthode la plus simple, et pas forcément la plus mauvaise, consiste moralementà ŕesoudre
u′ = 0 par dichotomie. On arrive ainsià l’algorithme suivant :

Algorithme Dichotomie

1. a0 := a, b0 := b

2. n = 1

3. m := (an−1 + bn−1)/2

4. Évaluer u′(m)

5. si u′(m) < 0 , an := m , bn := bn−1,
si u′(m) > 0 , an := an−1 , bn := m,

6. Incrémenter n de 1 et retourner au pas 3

On a omis dans l’algorithme ci-dessus le test d’arrêt, qui est un ingŕedientnécessairede tout
algorithme. C’est qu’ici, on sait exactement la précision obtenue au pasn : on peut affirmer que
t∗ ∈ [an, bn], donc on a une précision de(b − a)/2n. On peut donc d́eterminera priori le nombre
de pas̀a effectuer en fonction de la précision souhait́ee. On comparera doncn à ce nombre avant de
l’incr émenter.

On a choisi, dans la description de l’algorithme ci-dessus, une version compréhensible du point de
vue math́ematique, et les mathématiques n’aiment pas donner le même nom̀a des variables différentes.
Un informaticien aurait́ecrit l’algorithme de la façon pluśeconome suivante :

Algorithme Faire N fois

1. m := (a + b)/2

2. Si u′(m) < 0 a := m,
si u′(m) > 0 b := m
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3. Recommencer au début

Où N est choisi en fonction de la précision souhait́ee. Si cette pŕecision estε, N croit comme le
logarithme (̀a base 2) de1/ε (exercice: calculerN ). Chaque pas demande un calcul deu′, ou, si on
doit utiliser des d́erivées nuḿeriques, deux calculs deu. Le nombre de calculs deu à effectuer croit
donc comme2 log2(1/ε) = 2 ln(1/ε)/ ln 2.

2.2.2 Suites de Fibonacci

Par une ḿethode directe, on peut faire mieux que la dichotomie, soit une croissance moins rapide
que2 log2(1/ε). Le principe de la ḿethode, dite dessuites de Fibonacci(on verra pourquoi), est le
suivant.

On part du segment[a0, b0], et on suppose qu’on a calculé u(a0) et u(b0). On choisit deux point
intérieursc0 < d0. On calcule encoreu(c0) etu(d0). La proposition de base est la suivante :

Proposition 2.1 Si u(c0) < u(d0), alors t∗ ∈ [a0, d0], si au contraireu(c0) > u(d0), alors t∗ ∈
[c0, b0].

En effet, en parcourant le segment[a0, b0], dans le premier cas, la fonctionu a ńecessairement
commenće à croitre avantd0, et donct∗ < d0, et au contraire dans le deuxième cas, elle a continué à
décroitre audel̀a dec0, donct∗ > c0.

L’algorithme s’en d́eduit dans son principe : prendre pour[a1, b1] le nouveau segment contenant
sûrementt∗, [a0, d0] ou [c0, b0] suivant le cas, et recommencer. Mais au pas suivant, on connait déjàu
en un point int́erieur,c0 dans le premier cas etd0 dans le deuxìeme. Donc on n’aura plus qu’à choisir
un seul autre point intérieur, et calculeru une seule fois, pour itérer.

La difficulté qui subsiste est dans le choix judicieux des points intérieursà chaque pas. Le premier
choix, naturel, est d’imposer qu’ils soient symétriques par rapport au milieu du segment, ainsi la
longueur du segment restant après l’évaluation deu et application de la proposition sera indépendante
du ŕesultat du test. En outre, le calcul du deuxième nouveau point intérieur à chaque pas est alors
trivial, puisqu’il suffit de prendre le syḿetrique de celui d́ejà connu.

Mais cette politique fait d́ependre toute la suite des points utilisés du choix des deux premiers (en
fait d’un des deux premiers, l’autréetant fix́e par syḿetrie), et cette d́ependance peut menerà des
blocages. Par exemple, le point intérieur connu au pasn (soit cn−1 oudn−1 suivant le cas) pourrait se
retrouver au milieu, ou tout près du milieu, du segment, une situation qui empêche d’appliquer notre
méthode.

Pour analyser cette question, il faut rentrer un peu dans le détail de cette suite de points.
On supposera qu’on s’est arrangé pour qu’̀a chaque pas,cn soit plus grand que le milieu(an +

dn)/2 de[an, dn], etdn soit plus petit que le milieu(cn + bn)/2 de[cn, bn]. Ainsi, l’algorithme peut
être pŕeciśe ainsi :

Algorithme Fibonacci (pas n + 1)

1. Évaluer u au point intérieur manquant (symétrique de celui déjà connu),

2. si u(cn) < u(dn),
faire an+1 := an, bn+1 := dn, dn+1 := cn, cn+1 := an+1 + bn+1 − dn+1,
si u(cn) > u(dn),
faire an+1 := cn, bn+1 := bn, cn+1 := dn, dn+1 := an+1 + bn+1 − cn+1.

Appelonsl0 := b0 − a0 la longueur du segment initial, et de mêmeln la longueur du segment
[an, bn]. Du fait de la syḿetrie, nous avons déjà remarqúe que la longueur des segments successifs
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ne d́epend pas du résultat du test. Examinons donc deux pas consécutifs en supposant queu(cn−1) <
u(dn−1) et u(cn) < u(dn). Ainsi, [an, bn] = [an−1, dn−1], et dn = cn−1, puis [an+1, bn+1] =
[an, dn] = [an−1, cn−1]. Ainsi, ln+1 = cn−1− an−1, tandis queln = dn−1− an−1 qui, par syḿetrie,
est aussiln = bn−1− cn−1. On est donc arriv́e à la relation de ŕecurence fondamentale de cetteétude :

ln−1 = ln + ln+1 . (2.1)

En faisant tourner cette récurencèa l’envers, c’està dire en posantfk = lN−k pour un nombreN
suffisamment grand, on voit qu’on arriveà la ŕecurrence

fk+1 = fk + fk−1 , (2.2)

qui initialisée enf0 = 0, f1 = 1 donne la suite des nombres de Fibonacci. (exercice: faire un peu de
bibliographie pour retrouver quiétait Fibonacci, et pourquoi il s’est intéresśe à cette suite.)

On peut facilement calculer les premiers termes de la suite de Fibonacci :

f0 = 0
f1 = 1
f2 = 1
f3 = 2
f4 = 3
f5 = 5
...
f16 = 987
f21 = 10946
f26 = 121393

À l’ évidence, la ŕecurrence de Fibonacci géǹere une suite de nombres entiers positifs qui croit très vite
et tends vers l’infini. On peut montrer, et c’est important, qu’elle croit commeρk

+ où ρ+ = (
√

5+1)/2
est connu comme lenombre d’or, et est la racine positive de l’équation caractéristique de la ŕecurrence
(2.2) :

ρ2 = ρ + 1 .

On aura aussi besoin der+ = 1/ρ+ = (
√

5− 1)/2, qui satisfait, lui

r2 = 1− r ,

dont on voit qu’elle est l’́equation caractéristique de la ŕecurence (2.1)́ecriteln+1 = ln−1 − ln, et des
racines ńegatives des m̂emeśequationsρ− = (1−

√
5)/2 et r− = (−1−

√
5)/2.

La politique “optimale” consistèa avoir au dernier pas une distanceδ entre les deux points
intérieurs, pour̂etre aussi pr̀es que possible de diviser le dernier intervalle par deux. Et le résultat
de ce test doit laisser une longueurε. (Où δ est celuiévoqúe au titre de la d́erivation nuḿerique, etε
la pŕecision souhait́ee.)

On en d́eduit

lN = ε = lN−1/2 + δ/2 ,
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soit lN−1 = 2ε− δ. À partir de l̀a, on peut remonter la suite en utilisant la récurrence (2.1) :

lN = ε = f2ε
lN−1 = 2ε− δ = f3ε− f1δ
lN−2 = 3ε− δ = f4ε− f2δ
lN−3 = 5ε− 2δ = f5ε− f3δ
...
l0 = fN+2ε− fNδ

On doit donc

Algorithme Fibonacci (complet)

1. Déterminer le plus petit entier N tel que fN+2ε− fNδ > l0 = b0 − a0,

2. calculer ε′ = (l0 + fNδ)/fN+2,

3. choisir d0 = a0 + fN+1ε
′ − fN−1δ et c0 = b0 − fN+1ε

′ + fN−1δ,

4. dérouler l’algorithme de Fibonacci ci-dessus, de n = 0 à N − 1. (Soit N pas)

Dans cet algorithme, on áevalúeu enN + 3 points, pour ŕeduire le segment contenantt∗ dans un
rapport de l’ordre de1/(ρ+)N . Il est prudent de suivre la suite des nombres de Fibonacci pour placer
les points interḿediairesà chaque pas plutôt que de se fier au “syḿetrique”, ce quíevite de laisser
s’accumuler de petites erreurs. En effet, cette procédure esttrès sensiblèa de petites erreurs sur la
position des points intérieurs, comme la suite de l’analyse va nous le montrer.

2.2.3 Section doŕee

La suite de Fibonacci “à l’envers” engendrée par (2.1) est de la forme

ln = α+rn
+ + α−rn

−

où α+ et α− dépendent des deux termes initiaux. Commer+ est de module inf́erieurà 1, le terme
enrn

+ tend rapidement vers 0. Par contre,r− est de module supérieurà 1, et m̂eme plus pŕeciśement
r− < −1, de sorte que le terme enrn

− diverge rapidement avec des signes alternés. C’est ce qui
explique la grande sensibilité de l’algorithme “de Fibonacci” au choix dec0 etd0.

La seule façon de pouvoir poursuivre l’algorithme un nombre arbitraire de pas est de s’assurer que
α− = 0, c’està dire de choisirl1 = r+l0. Ainsi, l2 = (1− r+)l0 = r2

+l0, . . ., ln = rn
+l0.

On a ainsi un algorithme bien plus facileà mettre en œuvre, qui consisteà appliquer l’algorithme
de Fibonacci ci-dessus, en plaçantà chaque pasdn à une distancer+ln dean, et cn à une distance
(1− r+)ln = r2

+ln, où on rappelle que

r+ =
√

5− 1
2

' 0, 618 ,

1− r+ = r2
+ =

3−
√

5
2

' 0, 382 .

Cet algorithme est̀a tr̀es peu de chose près aussi efficace que le préćedent et beaucoup plus simple.
On n’a pas besoin de déterminerà l’avance le nombre de pas qu’on va effectuer, il suffit de mettre
un test d’arr̂et en comparant la longueur du segment[an, bn] restant apr̀es le pasn à la pŕecisionε
désiŕee. Aussi le ŕecapitulons-nous̀a fin de ŕeférence.

Algorithme Section dorée
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1. Faire [a0, b0] = [a, b] , l0 = b− a , c0 = a + r2
+l0 , d0 = a + r+l0.

2. Évaluer u en a0, b0, c0, d0.

3. Faire n := 0.

4. Calculer ln+1 = r+(bn − an).

5. Si u(cn) < u(dn),
faire an+1 := an, bn+1 := dn, dn+1 := cn, cn+1 := an+1 + r2

+ln+1,
si u(cn) > u(dn),
faire an+1 := cn, bn+1 := bn, cn+1 := dn, dn+1 := an+1 + r+ln+1.

6. Si ln+1 < ε ou (
√

5− 2)ln+1 < δ, donner an+1 < t∗ < bn+1 et arrêter,
si non, évaluer u en celui des points cn+1 ou dn+1 où elle n’est pas encore connue,
incrémenter n de 1 et retourner en 4.

exercice: Pourquoi le deuxìeme crit̀ere dans le test d’arrêt ? (Qui limite la pŕecision qu’il est possible
d’obtenirà un peu plus de4δ. On peut, si vraiment ńecessaire, ajouter trois pas de dichotomie.)

2.3 Méthodes indirectes

Comme nous l’avons dit, nous regroupons sous ce titre douteux les méthodes qui reposent de
façon plus essentielle sur le calcul de dérivées. Rappelons que dans bien des cas, la recherche uni-
dimensionnelle est effectuée dans un algorithme de minimisation dansRn pour trouver le meilleur
point dans unedirection de rechercheh choisie par ailleurs. Dans ces cas, notre fonctionu(t) de ce
chapitre est en fait de la formeu(x + th), et ce qui joue le r̂ole deu′(t) est la d́erivée directionnelle
(∇u(x + th), h).

2.3.1 “Backtracking”

Sous ce vocable anglosaxon, nous visons une méthode simplissime dont l’objectif n’est pas vrai-
ment de trouver le minimum ent de u(t), mais un point “suffisamment bon”. Cette méthode sera
recommand́ee dans l’algorithme de Newton “protéǵe” de l’optimisation multivariable.

On est au voisinage d’unt donńe, et on a calculéu′(t). On cherche un nouveaut′ = t + θ. L’id ée
est de partir avec une estimée trop lointainet + θ0, avecθ0u

′(t) < 0, et de reculer jusqu’à ce que la
pente(u(t + θ)− u(t))/θ soit suffisamment grande en valeur absolue, comparéeàu′(t). On va donc
choisir deux nombres positifsr < 0, 5 etρ < 1 (en pratique on prendρ vers0, 8) et de faire

Algorithme

1. choisir θ0 “siffisamment grand”

2. faire n := 0,

3. itérer jusquà ce que u(t + θn) ≤ u(t) + ru′(t)θn : θn+1 = ρθn.

2.3.2 Méthode de Newton

La méthode de dichotomie présent́ee comme ḿethode “directe” consiste en faità ŕesoudre l’́equa-
tion u′(x) = 0 par une ḿethode de dichotomie. On peut bien sûr résoudre cette m̂emeéquation par
la méthode de Newton. On rappelle que cette méthode it́erative consistèa prendre comme prochaine
estiḿee de la solution d’unéequation le point qui serait la solution si la fonctionà annuler cöıncidait
avec son approximation au premier ordre.
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On verra la ḿethode de Newton dans un cas un peu plus géńeral au chapitre suivant, nous nous
contentons ici d’́ecrire l’algorithme auquel elle m̀ene pour l’application présente :

Algorithme Newton unidimensionnel

1. Choisir t0 suffisamment proche de t∗,

2. faire n := 0,

3. itérer jusqu’à ce que |u′(tn)| ≤ ε

tn+1 = tn − u′′(tn)−1u′(tn) .

(Ajouter une clause limitant le nombre total d’itérations permis serait une prudenceélémentaire.)
On sait que l’algorithme de Newton converge quadratiquement (on le reverra au chapitre suivant),

ce qui esttrès rapide. Sa grande faiblesse est qu’il est très sensible au choix de la condition initiale, et
peut facilement̂etre mis en d́efaut si elle est troṕeloigńee de la solution recherchée. Aussi, on sugg̀ere
fréquemment de ne l’utiliser que pour affiner une solution approchée obtenue avec une méthode plus
rustique.

On voit aussi sur la formule que cet algorithme aura des problèmes siu′′(t) est trop proche de0
au voisinage det∗. Il est toujours plus difficile de trouver un minimum très “plat” (avec une tr̀es petite
dérivée seconde) qu’un minimum bien marqué. Mais cet algorithme, utilisant explicitement la dérivée
seconde, peut ŷetre plus sensible qu’un autre. Il peutêtre prudent de tester le module de cette dérivée
seconde (qui devrait rester positive en toutétat de cause).

2.3.3 Approximation polynômiale

Approximation parabolique

Dans beaucoup d’applications, notamment celles liées au gradient “à pas optimal” ou “conjugúe”,
on connaitu et sa d́erivée ena. Si dans le cas du gradient conjugué il est important de trouver le
minimum avec une certaine précision, il n’en va pas de m̂eme pour le gradient̀a pas optimal, et
pour quelques autres algorithmes où une approximation moyenne de l’optimum suffità chaque pas.
(Relaxation,...) Dans ces cas, on peut utiliser la méthode suivante.

Supposons que nous connaissionsu et sa d́erivée ena. On choisitb tel que[a, b] ait une bonne
chance d’encadrer le minimumt∗ (mais ce n’est pas critique dans cette méthode), ońevalueu(b), on
approximeu(t) par la parabole qui aurait m̂eme valeur ena et b et même d́erivée ena. Et on prend
comme estiḿee det∗ le point t̂ où cette parabole atteint son minimum.

Ceci m̂eneà l’estimée suivante :

u(t) ' u(a) + (t− a)u′(a) + α
(t− a)2

2
,

soit

t∗ ' t̂ = a− u′(a)
α

,

où α est estiḿee par

u(b) = u(a) + (b− a)u′(a) + α
(b− a)2

2
ce qui conduit finalement au choix

t̂ = a− u′(a)(b− a)2

2[u(b)− u(a)− (b− a)u′(a)]
.
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On ne traite pas cette ḿethode comme un algorithme au sens propre du terme, car l’idée n’est pas
de l’appliquer it́erativement, mais une seule fois dans un algorithme englobant qui requiert d’aller au
minimum dans une direction donnéeà chacun de ses pas. Onévite ainsi des it́erations emboit́ees, au
prix d’une approximation parfois ḿediocre de ce minimum.

Au fur età mesure que l’algorithme englobant se rapproche du minimum recherché, cette ḿethode
approxime de mieux en mieux let∗ du pas en cours, comme l’indique le résultat ci-dessous.

Théorème 2.2Si la fonctionu est trois fois continument différentiable,α-convexe sur[a, b], et si ce
segment contientt∗ et a une longueurb−a qui tend vers źero commeh, |t̂− t∗| tend vers źero comme
h2. (Donc l’erreur relative|t̂− t∗|/h tend vers źero commeh.)

Démonstration Nous donnons une preuve directe de ce résultat, mais il peut aussi se déduire de la
preuve plus simple que nous donnons du théor̀eme suivant.

Développonsu au voisinage det∗, en notantu∗ = u(t∗) etu′′∗ = u′′(t∗) > α :

u(t) = u∗ +
1
2
u′′

∗(t− t∗)2 + ε(h3)

où ε(z) désigne une quantité qui tend vers źero commez. On a aussi

u′(t) = u′′
∗(t− t∗) + ε(h2) .

Reportons ces expressions dans la formule pourt̂. On trouve facilement

u′(a)(b− a)2 = u′′
∗(a− t∗)(b− a)2(1 + ε(h))

et

u(b)− u(a)− u′(a)(b− a) =
1
2
u′′

∗(b− a)2(1 + ε(h)) ,

soit

t̂ = a− u′′∗(a− t∗)(b− a)2(1 + ε(h))
1
2u′′∗(b− a)2(1 + ε(h))

= a− (a− t∗)(1 + ε(h)) = t∗ + ε(h2) .

Donc, si cette proćedure est utiliśee, par exemple, dans un algorithme de gradient, au début,t̂ est
une approximation grossière dut∗ du pas en cours, mais on sait que cela suffit, et au fur età mesure
que l’algorithme progresse, l’erreur relative tend vers zéro, permettant une bonne convergence de
l’algorithme global.

Approximations cubiques

En fait, la ḿethode la plus fŕequemment utiliśee est celle de l’approximation cubique, où la fonc-
tion u est approxiḿee par une cubique, donc. En effet, sa dérivée est alors un polynôme de degŕe deux,
et on a encore une formule explicite pour son minimumt̂. Ainsi, au prix de calculs gùere plus lourds,
on a une estiḿee meilleure d’un ordre (une erreur relative d’ordre deux), ce qui est excellent.

On prendra donc pour approximation deu

u(t) ' αt3 + βt2 + γt + δ ,

et donc
u′(t) ' 3αt2 + 2βt + γ ,
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ce qui m̀eneà l’approximationt∗ ' t̂ avec

t̂ =

√
β2 − 3αγ − β

3α
.

(On a suppośe queγ = u′(0) < 0 etβ = u′′(0) > 0.)
Il resteà calculerα, β et γ. Plusieurs ḿethodes sont possibles (d’où le pluriel dans le titre de ce

sous-paragraphe).
Soit, en calculantu(b), on a facilement aussi la dérivéeu′(b), et cela fait assez d’information, soit

on consid̀ere que calculer une dérivée est plus difficile que la fonction elle même, et on peut alors
préférer calculeru(c) en un point interḿediairec ∈ [a, b].

Dans le premier cas, on peutévaluer les constantes par les formules suivantes :

α =
2(u(b)− u(a))− (b− a)(u′(b) + u′(a))

(b− a)3
,

2β =
u′(b)− u′(a)

b− a
− 3α(b + a) ,

γ = u′(a)− 3αa2 − 2βa ,

voire, pour pŕeserver la syḿetrie (ce qui peut̂etre nuḿeriquement utile) la formule syḿetriśee pourγ
en faisant1/2 de cette expression plus la même enb.

Dans le deuxìeme cas, nous introduisons les quantités

∆(a, b) =
u(a)− u(b)− u′(a)(a− b)

(a− b)2

et de m̂eme pour∆(a, c), et on peut montrer les formules suivantes :

α =
∆(a, c)−∆(a, b)

b− c
,

β =
c∆(a, b)− b∆(a, c)

b− c
− 2aα ,

γ = u′(a)− 3αa2 − 2βa .

On a le ŕesultat logique :

Théorème 2.3Si la fonctionu est quatre fois continument différentiable,α-convexe sur[a, b], et si
ce segment contientt∗ et a une longueurb − a qui tend vers źero commeh, |t̂ − t∗| tend vers źero
commeh3. (Donc l’erreur relative|t̂− t∗|/h tend vers źero commeh2.)

DémonstrationAppelonsû(t) notre approximation polyn̂omiale deu, etε(t) = u(t)− û(t) l’erreur
d’approximation. Le fait essentiel est le suivant :

Proposition 2.4

∀t ∈ [a, b] , ε′(t) → 0 commeh3 .
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En effet, le d́eveloppement de Taylorà l’ordre 3 ena avec reste exact nous apprend queu peut śecrire

u(t) = ū(t) +
(t− a)4

24
u(4)(t′) , t′ ∈ [a, t]

où ū est un polyn̂ome de degŕe 3. Si, dans les formules servantà calculer̂u on remplaceu(b) etu(c)
par ū(b) et ū(c), on obtient exactement̄u à la place dêu. Mais on peut v́erifier queû(t) sécrit aussi
(exercice)

û(t) = ua(t) +
(t− a)2(t− c)
(b− a)2(b− c)

u(b) +
(t− a)2(t− b)
(c− a)2(c− b)

u(c)

où ua(t) est un polyn̂ome de degŕe 3 qui ne d́epend que deu(a) etu′(a), mais pas deu(b) etu(c). (ua

et sa d́erivée coincident avecu(a) etu′(a) ena, etua s’annulle enb et enc, ce qui au vu des formules
ci-dessus le d́efinit compl̀etement.) Les quantitésu(b) et u(c) interviennent (lińeairement) dans la
formule ci-dessus avec des coefficients uniforméments borńes quandh → 0. Donc les coefficients du
polynômeû approchent ceux dēu commeū approcheu enb et enc, c’està dire commeh4. Donc leur
diff érenceet sa d́erivéeapprochent źero commeh4. Ainsi û′ approchēu′ enh4 uniformément ent.
Mais le d́eveloppement de Taylor deu′ ena nous apprend quēu′ approcheu′ commeh3 uniformément
ent. La proposition est d́emontŕee.

Par d́efinition det̂ on aû′(t̂) = 0, et doncu′(t̂) = ε′(t̂). En outre,u′(t∗) = 0, et donc, commeu
est suppośeeα-convexe, par (1.25)u′(t̂) ≥ α|t̂− t∗|. Soit bien

|t̂− t∗| ≤ 1
α

ε′(t̂)

d’où, avec la proposition, le résultat annonće.
On remarque que cette méthode de preuve,élémentaire si nońelégante, s’́etendà un ordre quel-

conque.
Il reste une question ouverte : celui du meilleur choix dec dans la dernìere ḿethode. Y a-t-il

un choix dec qui annule le terme d’ordre 3 dans l’erreurt̂ − t∗ ? C’est peu probable, parce que ce
terme est un polyn̂ome de degŕe trois ent∗, et fait donc intervenir quatre coefficients. Maisà notre
connaissance, cette question n’a jamaisét́e regard́ee. Il faut dire que les calculs demandentà être faits
à la machine, car ils sontgros! (Il faut développeru au moins̀a l’ordre cinq.)



Chapitre 3

Optimisation dansRn

3.1 Bonnes fonctions

Nous pŕesentons ci-dessous divers algorithmes de recherche de minimum dont certains, tel le
gradient̀a pas optimal, sont très robustes, i.e. convergent dans bien des situations délicates. Cependant,
tant parce qu’on ne peut pas toujours faire beaucoup mieux que par souci de simplicité math́ematique,
nous ne d́emontrerons jamais la convergence que pour une classe de fonctionsu assez restreinte, que
nous appellerons lesbonnes fonctions(appellation totalement indigène).

Définition 3.1 (Bonnes fonctions)Nous appelleronsbonnes fonctionsles fonctionsu(·) deRn dans
R α convexes et de dérivée premìereβ-Lipshitz-continue :

∀x, y ∈ Rn, ‖u′(y)− u′(x)‖ ≤ β‖y − x‖ . (3.1)

Si nous d́efinissons la convexité via la positivit́e de la d́erivée seconde, —mais la définition ci-
dessus est plus géńerale— c’est dire queu(·) doit être deux fois continument dérivable, et qu’il doit
exister deux ŕeels positifsα etβ tels que

∀x ∈ Rn, αI ≤ D2u(x) ≤ βI ,

ou encore que les valeurs propres deD2u sont comprises pour toutx entreα etβ.
Rappelons queu(·) étantα-convexe, elle satisfait outre (3.1) les inégalit́es (1.25), (1.24), (1.18) et

(1.16), et son minimum est atteint surRn.

3.2 Optimisation non contrainte

3.2.1 Relaxation

Nous commençons par un algorithme “direct”, c’està dire qui ne ńecessite pas le calcul des
dérivées deu. Il n’est à recommander que si ce calcul est vraiment difficile, et (si possible) seulement
en petite dimension.

L’algorithme est excessivement simple (voire simpliste), et consisteà faire des minimisations
unidimensionnelles en chacune des variablesxi successivement. Un test d’arrêt raisonnable porte sur
la décroissance deu apŕes qu’on ait fait cette minimisation sur chacune des coordonnées.

Soit doncxk une estiḿee de la solution. Nous introduisons les “pas fractionnaires”xk+i/n, que
nous noteronsxk,i pour simplifier, de la façon suivante :xk,1 ne diffère dexk que par sa première

45
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coordonńee obtenue en minimisantu(·) par rapportà cette premìere coordonńee toutes les autres
étant fiǵeesà leur valeur dansxk. On passe ensuitèa xk,2 en figeant toutes les coordonnéesà leur
valeur dansxk,1, sauf la deuxìeme par rapport̀a laquelle on minimiseu, et ainsi de suite. Et on posera
xk+1 = xk,n. Nous d́ecrivons formellement cet algorithme. Nous notonsei le vecteur de base numéro
i deRn.

Algorithme Relaxation

1. Choisir une estimée initiale x0 et faire k := 0

2. faire xk,0 := xk.

3. pour i = 1 . . . n, calculer xk,i par

u(xk,i) = min
θ

u(xk,i−1 + θei) .

4. faire xk+1 := xk,n

5. si u(xk)− u(xk+1) < ε, stop, sinon incrémenter k de 1 et retourner en 2.

Théorème 3.1 (Convergence de l’algorithme de relaxation)Siu(·) est une
bonne fonction (au sens de la définition ci-dessus), l’algorithme de relaxation converge vers l’argu-
mentx∗ du minimum.

Démonstration On remarquera d’abord que par l’α-convexit́e, età cause de (1.16) par exemple, la
suite{xk} est borńee.

Par construction, on au(xk,i) < u(xk,i−1), et donc aussiu(xk+1) < u(xk). Comme parα-
convexit́e,u est borńee inf́erieurement,‖u(xk)− u(xk+1)‖ → 0 quandk →∞. Plus pŕeciśement, la
définition dexk,i implique queu′(xk,i)ei = 0, de sorte que l’ińegalit́e (1.24) donne

u(xk,i−1)− u(xk,i) ≥ α

2
‖xk,i−1 − xk,i‖2 .

En sommant ces ińegalit́es dei = 1 àn, il vient

u(xk)− u(xk+1) ≥ α

2
‖xk − xk+1‖2 .

Donc, en particulier,‖xk−xk+1‖ tend vers źero, et donc aussi chacune de ses composantes‖xk,i−1−
xk,i‖.

La deuxìeme ińegalit́e d’α-convexit́e (1.25) donne, en utilisant∇u(x∗) = 0 :

α‖xk − x∗‖2 ≤ (∇u(xk), xk − x∗) =
n∑

i=1

u′i(x
k)(xk

i − x∗i ) ,

où u′i = u′(x)ei désigne bien sur la d́erivée partielle enxi. Mais à nouveau, par la définition dexk,i,
u′i(x

k,i) = 0. De sorte que l’ińegalit́e (3.1) donne

‖u′i(xk)‖ ≤ β‖xk − xk,i‖ .

Nous utilisons cettéevaluation dans l’ińegalit́e pŕećedente, pour obtenir

α‖xk − x∗‖2 ≤ β

n∑
i=1

‖xk − xk,i‖ ‖xk
i − x∗i ‖ .
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Nous savons que les‖xk−xk,i‖ tendent vers źero et que les‖xk
i −x∗i ‖ sont borńes. Donc‖xk−x∗‖ →

0, ce qu’il fallait d́emontrer.
Cette preuve ne dit pas que la méthode converge “bien”. Elle converge même souventtrès mal, et il

n’est gùere ŕealiste d’en esṕerer une bonne approximation dex∗. Tout au plus permet-elle d’aḿeliorer
parfois significativement la performanceu(x) d’une estiḿee initialeà moindre frais. Les ḿethodes
qui suivent sont presque toujours préférables.

3.2.2 Gradientà pas optimal

L’algorithme

L’algorithme de gradient̀a pas optimal consistèa se d́eplacer “dans la direction de plus grande
pente”, c’està dire dans la direction opposée au gradient, jusqu’au point “le plus bas” dans cette
direction. On a ainsi la description formelle suivante :

Algorithme Gradient à pas optimal

1. Choisir une estimée initiale x0, faire k := 0.

2. Calculer ∇u(xk). Si ‖∇u(xk)‖ < ε stop. Si non,

3. Calculer xk+1 := xk − θk∇u(xk) où le pas θk > 0 est déterminé par

u(xk+1) = min
θ

u(xk − θ∇u(xk))

4. incrémenter k de 1 et retourner en 2

Théorème 3.2 (Convergence de l’algorithme du gradient̀a pas optimal)
Soitu(·) une bonne fonction. L’algorithme du gradientà pas optimal converge vers l’argumentx∗ du
minimum deu.

Demonstration Nous d́ecomposons cette preuve pour souligner ce que nous apporte chaque hy-
poth̀ese.

1. La fonctionu décroit à chaque pas, mais comme elle estα-convexe, elle est bornée inf́erieure-
ment. Donc‖u(xk)− u(xk+1)‖ → 0.

2. Commeu′′ est borńee parβI, et plus pŕeciśement gr̂aceà l’inégalit́e (3.1), la d́ecroissance au pas
k est d’au moins‖∇u(xk)‖2/2β, comme l’indique le lemme que nous démontrons śepaŕement
ci-dessous, utiliśe aveĉh = −g/‖g‖, et doncγ = 1. En conśequence, en tenant compte du (1)
ci-dessus,∇u(xk) → 0.

3. Par l’α-convexit́e, et plus pŕeciśement par l’ińegalit́e (1.18), on en d́eduit quexk → x∗, ce qu’il
fallait démontrer.

Remarque 3.1 On remarque qu’on n’a pas vraiment besoin de l’α-convexit́e deu. Il suffit (exercice)
de supposer queu est strictement convexe et tend vers l’infinià l’infini.

Il reste à d́emontrer le lemme. Nous le démontrons dans un cadre un peu plus large, qui nous
servira par la suite.
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Lemme 3.3 Soitg = ∇u(x), et ĥ un vecteur deRn de norme unit́e, satisfaisant l’ińegalit́e

(g, ĥ) ≤ −γ‖g‖ (3.2)

avec0 < γ ≤ 1.
Soitt+ ∈ R+ détermińe par

u(x + t+ĥ) = min
t∈R+

u(x + tĥ) ,

et soitx+ = x + t+ĥ.
Sous l’hypoth̀ese (3.1), on a

u(x)− u(x+) ≥ γ2

2β
‖g‖2 (3.3)

Démonstration Introduisons la fonctionU(t) = u(x + tĥ). Notons que

U ′(t) = (∇u(x + tĥ), ĥ)

et donc queU ′(0) ≤ −γ‖g‖.
Par (3.1), nous avons

‖∇u(x + tĥ)− g‖ ≤ βt ,

soit, avec l’ińegalit́e de Cauchy-Schwarz,

(∇u(x + tĥ)− g, ĥ) ≤ βt

soit encore
U ′(t) = (∇u(x + tĥ), ĥ) ≤ (g, ĥ) + βt ≤ −γ‖g‖+ βt .

On utilise cette minoration pourévaluerU(τ) :

U(τ) ≤ U(0) +
∫ τ

0
(βt− γ‖g‖) dt = u(x) + β

τ2

2
− γ‖g‖τ .

Enfin, on utilise cette minoration enτ = γ
β‖g‖ pour obtenir

u(x+) = min
τ

U(τ) ≤ U(
γ

β
‖g‖) ≤ u(x)− γ2

2β
‖g‖2 ,

ce qu’il fallait démontrer.

Cet algorithme est très robuste, et beaucoup plus efficace que l’algorithme de relaxation. On
démontre sa convergence pour les “bonnes fonctions”, mais c’est un “bon algorithme” au sens où
“une bonne th́eorie est une th́eorie qui continuèa donner de bons résultats quand on l’utilise en de-
hors des hypoth̀eses sous lesquelles elle aét́e établie”1. Naturellement, en l’absence de convexité, il
converge vers le minimum local dans le “bassin d’attraction” duquel on est parti. Il convient donc
éventuellement de refaire fonctionner l’algorithme avec divers conditions initiales.

Par contre, on ne doit pas attendre une bonne convergenceprès de l’optimum. C’est à dire que
l’algorithme est efficace pour faire décroitre rapidement la fonction, mais pas pour avoir une bonne
approximation dex∗. Au point que Claude Lemaréchal a púecrire dans un autre cours “on devrait
interdire cette ḿethode”. C’est un peu... totalitaire !. Mais pour approximer finementx∗, il vaut mieux
finir avec une ḿethode du second ordre comme celle de l’algorithme que nous présenterons ensuite.

1Holt Ashley



3.2. OPTIMISATION NON CONTRAINTE 49

Préconditionnement

On remarque que la preuve de convergence demeure si la direction de descente choisie “fait un
angle aigu” avec−∇u, comme le lemme le montre. Cette remarque a de nombreuses applications,
qui tournent autour de ce qu’on appelle le “préconditionnement”.

Supposons qu’on fasse un changement de variablex = Aξ, avec une matrice de changement de
variableA non singulìere. On est conduit̀a consid́erer la fonctionv(ξ) = u(Aξ). On peut montrer
(exercice) que c’est une “bonne fonction”, et qu’on peut donc lui appliquer l’algorithme du gradient.
Cela donne-t-il la m̂eme suite de points que l’algorithme initial ? La réponse est non comme nous
allons le voir.

Nous avonsv′(ξ) = u′(Aξ)A, soit en transposant∇v(ξ) = At∇u(Aξ) et donc,v(ξ − θ∇v) =
u(Aξ− θAAt∇u). On a donc comme direction de descente−AAtg. SiA est ŕegulìere,AAt est posi-
tive définie, et il existe doncγ > 0 tel que(g,AAtg) ≥ γ‖g‖2. (γ est le carŕe de la plus petitevaleur
singulìeredeA.) Donc, de la façon dont áet́e faite la preuve ci-dessus, on déduit imḿediatement que
l’algorithme converge encore. Mieux ?, moins bien ? Cela dépendévidemment du choix deA, ou de
la matrice syḿetriqueAAt, qui est appelée matrice depréconditionnement.

Les algorithmes de gradient conjugué, par exemple, peuventêtre vus come des algorithmes de
gradientà pŕeconditionnement soigné, et la ḿethode de Newton protéǵee ci-dessous comme un pré-
conditionnement “optimal”.

Plus simplement, on recommande en géńeral d’utiliser au moins un préconditionnement diagonal
de la formeξi = xi/x̄i où lesx̄i jouent le r̂ole de facteur d’́echelle, rendant en quelque sorte lesξi

sans dimension, et doiventêtre choisis de façon que la sensibilité dev(ξ) aux différentsξi soit à peu
près la m̂eme. Ce qui est obtenu en prenant desx̄i inversement proportionnels aux (ordre de grandeur
des)∇iu.

3.2.3 Méthode de Newton

La méthode “pure”

Nous pŕesentons maintenant une méthode “du second ordre”, en ce qu’elle utilise les dérivées
secondes deu, mais aussi en ce qu’elle converge (plus vite que) quadratiquement. C’est dans cette
famille de ḿethodes qu’il faut chercher si on veut approximer finement l’argument du minimumx∗.

Le principe est simple, il consistèa ŕesoudre l’́equationu′(x) = 0 par la ḿethode de Newton.
Nous la rappelons d’abord pour la solution d’uneéquationg(x) = 0 où g(·) : Rn → Rn.

La méthode de Newton consisteà approximerg au premier ordre autour du dernier point connu,
et à prendre comme prochaine estimée de la solutionx∗ deg(x) = 0, le point òu cette approximation
linéaire s’annule. Ceci m̀eneà

g(x) ' g(xk) + g′(xk)(x− xk) ,

soit
xk+1 = xk − [g′(xk)]−1g(xk) (3.4)

Cette ḿethode converge quadratiquement comme le montre le résultat suivant :

Théorème 3.4 (Convergence de la ḿethode de Newton)Si la fonctiong est deux fois continument
différentiable au voisinage dex∗, avec une d́erivée premìere inversible enx∗, il existe un voisinage de
x∗ dans lequel la ḿethode de Newton converge quadratiquement.



50 CHAPITRE 3. OPTIMISATION DANS RN

Démonstration Par continuit́e deg′, il existe un voisinage deV dex∗ dans lequel la matriceg′(x)
est inversible, et plus préciśement a une plus petite valeur singulière borńee inf́erieurement par un
nombre positifα, de sorte que[g′(x)]−1 existe et a une norme bornée suṕerieurement par1/α. De
même, dans ce voisinage,g′′(x) existe et a une norme bornée par un nombre positifγ.

Écrivons l’itération de Newton comme

xk+1 − x∗ = [g′(xk)]−1[g′(xk)(xk − x∗)− g(xk)]

Par le d́eveloppement limit́e (1.22), et en se souvenant que par définitiong(x∗) = 0, le dernier crochet
ci-dessus peut se ré-́ecrire comme ci-dessous, coordonnée par coordonńee :

g′i(x
k)(xk − x∗)− gi(xk) =

1
2

(
(xk − x∗), D2gi(xk + θ(x∗ − xk))(xk − x∗)

)
,

de sorte que ce crochet est borné en norme par

‖g′(xk)(xk − x∗)− g(xk)‖ ≤ γ

2
‖xk − x∗‖2 .

Donc, en utilisant la borne sur‖(g′)−1‖,

‖xk+1 − x∗‖ ≤ γ

2α
‖xk − x∗‖2 .

Il resteà s’assurer que si on part suffisamment prés dex∗, la suite engendrée ne sort pas deV, ce qui
se fait en bornant la somme des‖xk − x∗‖ pour‖x0 − x∗‖ suffisamment petit. Ainsi, le th́eor̀eme est
démontŕe.

On voit que sig(x) = ∇u(x), nous avons donné un algorithme de recherche de minimum dans
un ouvert,̀a savoir

xk+1 = xk −
[
D2u(xk)

]−1
∇u(xk) , (3.5)

et montŕe sa convergence quadratique siu est trois fois continument différentiable. La grande faiblesse
de cet algorithmetrès rapideest satrès grande sensibilité aux conditions intiales. C’est pourquoi on
conseille souvent de commencer la recherche du minimum avec une méthode plus robuste comme
celle du gradient, et de finir avec la méthode de Newton.

Remarque 3.2 Une remarque importante est que dans cette version “pure”, on n’a pas besoin d’in-
verserD2u(xk) en d́epit de ce que semble indiquer la formule (3.5). En effet, il suffit de résoudre le
syst̀eme lińeaire

D2u(xk)(xk+1 − xk) = −∇u(xk) , (3.6)

ce qui peut̂etre significativement moins long. Cela n’évite pas le calcul de la matrice des dérivées
secondesD2u(xk) à chaque pas.

La méthode de Newton “prot́eǵee”

Une ḿethode recommandée consistèa consid́ererh = −[g′(xk)]−1g(xk) comme unedirection
de descente, et, comme pŕećedemment effectuer une recherche unidimensionnelle de minimum dans
cette direction, sachant que l’optimum devrait se trouver près de 1. Le caractère positif d́efini de
g′(x) = D2u(x), si u estα-convexe, garantit la convergence de cet algorithme en vertu de la preuve
de convergence de l’algorithme de gradient. En pratique, la direction de recherche est si bonne qu’il
suffit de faire du “backtracking” (cf. le paragraphe 2.3.1) depuis le “pas de Newton” 1.
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Il n’est pas tr̀es ŝur que le poids du calcul de[D2u(xk)]−1 en vaille la peine si on est vraiment trop
loin de l’optimum. Divers aḿenagement de la ḿethode de Newton visentà alĺeger cettéetape. Avant
de lesévoquer, notons que, toujours si la fonctionu est convexe, la matrice∇g = D2u à inverser est
positive d́efinie, de sorte qu’on dispose pour cette inversion de la très efficace ḿethode de Cholesky.

Les méthodes de Newton modifíees, quasi-Newton

Le côut principal en calcul dans la ḿethode de Newton est dans l’inversion deD2u(xk) à chaque
pas. Remarquons que la preuve de convergence demeure inchangée si on remplaceD2u(xk) par
D2u(x∗), qui lui, est constant, et ne demanderait donc qu’une inversion unique. Bien sûr, on ne connait
pasx∗, et donc pas non plusD2u(x∗) (sauf siD2u(x) est constante, mais alorsu est une simple
fonction quadratique, et l’algorithme de Newton converge en un pas !) Par contre, la preuve demeure
encore si on remplaceD2u(xk) par une matriceHk telle que

‖Hk −D2u(x∗)‖ ≤ η‖xk − x∗‖ .

On aura en effet,
xk+1 − x∗ = H−1

k [Hk(xk − x∗)− g(xk)] ,

et le crochet s’́ecrit maintenant

Hk(xk − x∗)− g(xk) = D2u(x∗)(xk − x∗)− g(xk) + (Hk −D2u(x∗))(xk − x∗)

dont le module est encore majoré par un terme quadratique en‖xk − x∗‖.
On va donc chercherà avoir,à moindre prix, une suiteHk tendant versD2u(x∗) avecxk. Une id́ee

simplissime, mais assez efficace si elle est utilisée avec doigt́e, consistèa ne remettrèa jourD2u(x),
et doncD2u(x)−1, que de temps en temps. Typiquement tout les deuxà cinq pas.

Des ḿethodes plus sophistiquées existent, sous le nom de méthodes de “quasi Newton”, qui s’ap-
parentent au gradient conjugué, et cherchent une formule itérative pour approximerH−1

k . Nous n’en
parlerons pas plus ici.

3.3 Optimisation sous contraintes ińegalité

3.3.1 Position du probl̀eme

La plupart des problèmes d’optimisation, notamment en théorie de la d́ecision, (contr̂ole,économie
théorique, recherche opérationnelle, etc.) se présentent avec des contraintes sur les variables de décision
x. D’une manìere abstraite, ces contraintes se traduisent par l’existence d’un ensembleC ⊂ Rn de
variables admissibles. On cherche doncx∗ ∈ C tel que

∀x ∈ C u(x) ≥ u(x∗) .

L’algorithme du gradient projeté ci-dessous considère le probl̀eme sous cette forme, et utilisera la
projection surC en le supposant convexe fermé. Ceci suppose que cette projection soit facileà faire,
ce qui est rarement le cas.

En pratique, le cas le plus courant est celui où l’ensemble des variables admissibles est défini
indirectement par des contraintes de la forme

C = {x ∈ Rn | fi(x) ≤ 0 , i = 1, 2, . . . , p} ,
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qu’on écrira aussif(x) ≤ 0. Les ḿethodes int́eressantes sont alors celles qui sont explicites en fonc-
tion def .

La théorie de la dualit́e (multiplicateurs de Lagrange, de Kuhn et Tucker, etc) està la base de
plusieurs algorithmes visantà ŕepondreà ce type de problème. Nous ne présenterons, dans cette
famille, que l’algorithme d’Uzawa, réput́e le plus robuste.

Enfin, par souci de présenter les ḿethodes les plus employées, nous donnerons des méthodes de
pénalisation, quíechangent une plus grande simplicité th́eorique contre une efficacité douteuse.

3.3.2 Gradient projeté

Projection sur un convexe simple

On a rappeĺe dans le chapitre premier l’existence de la projectionPC(x) d’un vecteurx sur un
convexe ferḿeC. Cette projection est une opération simple dans un petit nombre de cas. Typiquement
trois cas :

– C est un pav́e, de la formeai ≤ xi ≤ bi, où lesai et bi sont donńes. Alors la projection se fait
coordonńee par coordonńee et consiste simplementà “ramenerxi dans[ai, bi]”. On peutécrire
cela comme

(PC(x))i = max{ai, min{xi, bi}} .

– C est une boule, de la forme‖x− ξ‖ ≤ ρ où le vecteurξ deRn et le ŕeel positifρ sont donńes.
Alors la projection consistèa ramenerx dans la boule le long du rayon, soit

PC(x) = ξ + min{1,
ρ

‖x− ξ‖
}(x− ξ) .

– C est un demi-espace, de la forme(p, x) ≤ a, où le vecteurp deRn et le ŕeela sont donńes. La
projection consistèa ramenerx dans le demi espace parallèlement̀ap :

PC(x) = x−max
{

0,
(p, x)− a

(p, p)

}
p .

Exercice 3.1 Vérifier les formules ci-dessus.

L’algorithme

L’algorithme du gradient projeté d́ecrit ci-dessous n’existe que dans cette versionà pas fixe. A
notre connaissance, il n’y a pas de version “à pas optimal”.

Naturellement, si le convexe des contraintes sur lequel on projette est toutRn, la projection est
l’identité, et donc la preuve ci-dessous montre la convergence de l’algorithme de gradientà pas fixe
sans projection, pour le problème sans contraintes. (Pourvu, toujours, qu’on ait choisi le pas convena-
blement.) En fait, dans le cas sans contrainte, l’algorithmeà pas fixe n’estvraiment pas̀a recomman-
der.

L’algorithme de gradient projeté est fond́e sur la remarque suivante. L’inégalit́e d’Euler pour l’op-
timisation dans un convexe (1.23) nous dit que six∗ fournit le minimum deu surC, alors

∀t > 0 PC(x∗ − t∇u(x∗)) = x∗ . (3.7)

En effet, soitx∗ est int́erieur à C, et alors∇u(x∗) = 0, ce qu’implique (3.7) car pour un point
intérieur, et si∇u(x∗) 6= 0, il existet suffisamment petit pour quex∗ − t∇u(x∗) ∈ C, de sorte qu’il
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serait sa propre projection. Soitx∗ est un point frontìere, et (3.7) est́equivalentà l’affirmation que
−∇u(x∗) est une normale extérieureàC, ce que dit (1.23).

L’algorithme s’́ecrit comme une ḿethode de recherche du point fixe dans (3.7) :

Algorithme Gradient projeté

1. Choisir une éstimée initiale x0, un pas t > 0, faire k := 0,

2. calculer xk+1 = PC(xk − θ∇u(xk)),

3. si ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε stop, si non, incrémenter k de 1 et retourner en (2)

On a le ŕesultat de convergence suivant :

Théorème 3.5 (Convergence de l’algorithme du gradient projet́e) Siu(·)
est une bonne fonction, et si0 < θ < 2/β, l’algorithme de gradient projeté converge vers le minimum
x∗ deu surC.

Remarque 3.3 Le test d’arr̂et ne peut pas porter sur le module du gradient deu, dont on ne sait pas a
priori s’il sera grand ou petit. Le test proposé ici vérifie donc qu’il soit “bien orthogonal” au bord de
C si xk est sur ce bord, et petit si-non. En fait, pour l’utilisation avec une fonctionu dont la convexit́e
est douteuse, il vaut mieux faire porter ce test sur la différence‖xk+1 − xk−4‖ par exemple, c’est̀a
dire prendre en consid́eration l’évolution de l’algorithme surplusieurspas.

Démonstration Puisque nous avons reconnu dans l’algorithme une itération de point fixe (aussi dite
de Picard), montrons que la fonctionx 7→ PC(x− θ∇u(x)) est une contraction pourθ choisi comme
dans le th́eor̀eme. On sait (th́eor̀eme 1.12) que la projection surC est une contraction au sens large.
Il suffit donc de montrer queϕθ(x) := x − θ∇u(x) est une contraction stricte. On a∇ϕθ(x) =
I − θD2u(x). Cette matrice est syḿetrique. Sa norme est donc son rayon spectral, le module de sa
valeur propre de plus grand module. Or ses valeurs propres sont de la forme1− θλ(D2u(x)), où les
λ(D2u(x)) sont les valeurs propres deD2u(x). Par hypoth̀eses, celles-ci sont comprises entreα et
β. Il suffit donc de choisirθ de façon que|1 − θα| < 1 et |1 − θβ| < 1, soit θ > 0 et θ < 2/β
respectivement. (Cette dernière condition assurant aussiθ < 1/α.) Ce quiétablit la convergence de
l’algorithme sous la condition annoncée.

On peut se demander quel est leθ “optimal”, ou au moins celui pour lequel le module de Lipshitz
deϕθ est minimal. On voit assez facilement qu’il est tel que1 − θα = θβ − 1, soitθ = 2/(α + β).
Et alors, le module de Lipshitz deϕθ est1− 2α/(α + β).

On voit que ce nombre est d’autant plus proche de 1 queα est petit. C’est une constante des
probl̀emes d’optimisation que trouver le minimum est d’autant plus difficile que le module d’alpha
convexit́e est petit.

En fait, ce th́eor̀eme souligne surtout la principale difficulté liéeà l’utilisation de cet algorithme.
C’est celle du choix du pasθ. En effet, en ǵeńeral,α et β ne sont pas connus —bien heureux s’ils
existent—, et il faut donc des heuristiques d’adaptation du pasθ.

Remarquons d’abord qu’à en croire le calcul préćedent, un pas trop petit peut ralentir considéra-
blement la convergence, pas l’empécher comme peut le faire un pas trop grand. Il faut quand même
trouver un moyen d’apprécier le pas qu’on peut se permettre. Une règle qu’on peut proposer est la
suivante. Comparer la décroissance deu obtenue,u(xk)−u(xk+1), à son estimation au premier ordre
u′(xk)(xk − xk+1) = θ‖∇u(xk)‖2 (qui doit être plus grande). Si ces deux quantités coincident “tr̀es
bien”, disons̀a 10% pr̀es, on peut sans doute doubler le pas. Si elles coincident mal, disons plus mal
que dans un rapport deux, il faut sans doute diviser le pas par deux.
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Cet algorithme n’est sans doute pas très performant par rapportà ceux que nous avons vus jus-
qu’ici. Il faut bien comprendre que la minimisation sous contrainte est un problème plus difficile que
la minimisation sans contrainte, et qu’on ne peut espérer trouver des algorithmes aussi efficaces.

3.3.3 Algorithme d’Uzawa

L’algorithme d’Uzawa exploite le point selle du théor̀eme de Kuhn et Tucker. Il va donc chercherà
minimiser le lagrangien par rapportàx et à le maximiser par rapportà la variable duale, disonsp. Plus
préciśement, il consistèa remettrèa jour l’estiḿee courante de la variable duale par un pas de gradient
—et le gradient du lagrangien par rapportà p est particulìerement simple—, puis̀a p fixé, à aller
jusqu’au minimum enx. Ce sera donc un “ḿeta algorithme”, puisque nous ne dirons pas comment
effectuer la minimisation enx. Observons pourtant, —et c’est tout ce que la dualité fait pour nous—,
que dans cette minimisation, les contraintesf(x) ≤ 0 ont disparu.

Comme dans le th́eor̀eme 1.50, nous permettons icià certaines contraintes de rester “abstraites”
sous la formex ∈ C tandis que d’autres sont rendues “concretes” sous la formef(x) ≤ 0. La mini-
misation du lagrangien est alorsà effectuerdansC. Si C est toutRn, on a alors affairèa un probl̀eme
de minimisationsans contrainte. Donc un algorithme de gradientà pas optimal, par exemple, est pos-
sible. La dualit́e a ainsi rameńe un probl̀eme de minimisation sous contraintesà une suite de problèmes
de minimisation sans contrainte.

On noteP+ la projection sur le ĉone positif deRn, qui consiste justèa ramener̀a źero toute
composante ńegative du vecteur̀a projeter.

Algorithme Uzawa

1. Choisir une estimée initiale p0 ≥ 0 Faire k := 0.

2. Calculer xk par
u(xk) + (pk, f(xk)) = min

x∈C
[u(x) + (pk, f(x))] .

3. faire
pk+1 = P+[pk + ρf(xk)] .

Si ‖pk+1 − pk‖ ≤ ε, stop. Sinon, retourner en 2

Cet algorithme est en fait un algorithme de gradient (enp) projet́e (sur le ĉone positif). On
démontre sa convergence d’une façon analogueà la preuve de convergence de cet algorithme. (Cf
théor̀eme 3.5)

Théorème 3.6 (Convergence de l’algorithme d’Uzawa)Si u(·) est une bonne fonction, etf(·) est
Lipshitz-continue de coefficientγ, pourρ < 2α/γ2, la suite{xk} engendŕee par l’algorithme d’Uzawa
converge vers l’optimumx∗.

Démonstration Remarquons d’abord que la condition desécarts compĺementaires entraine que pour
toutρ > 0,

p∗ = P+[p∗ + ρf(x∗)] .

Ainsi, par le th́eor̀eme 1.12, on a

‖pk+1 − p∗‖ ≤ ‖pk − p∗ + ρ(f(xk)− f(x∗))‖ .

En élevant au carré, il vient

‖pk+1 − p∗‖2 ≤ ‖pk − p∗‖2 + 2ρ(pk − p∗, f(xk)− f(x∗)) + ρ2‖f(xk)− f(x∗)‖2 (3.8)
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Nous allons majorer le double produit (le terme central du deuxième membre). Remarquons que, grâce
au fait que lespi sont positifs,u + (p, f) est encore convexe, et mêmeα-convexe, enx. Par (1.23), la
minoration (1.16) reste valide pour la minimisation dans un convexe fermé. On a donc

u(xk) + (pk, f(xk)) ≤ u(x∗) + (pk, f(x∗))− α

2
‖xk − x∗‖2 ,

u(x∗) + (p∗, f(x∗)) ≤ u(xk) + (p∗, f(xk))− α

2
‖xk − x∗‖2 .

Sommons membrèa membre et faisons passer ce qu’il fautà gauche, pour obtenir

(pk − p∗, f(xk)− f(x∗)) ≤ −α‖xk − x∗‖2 .

Ensuite, l’hypoth̀ese quef est Lipshitz de coefficientγ donne

‖f(xk)− f(x∗)‖ ≤ γ‖xk − x∗‖ .

En reportant ces deux majorations dans (3.8), il vient

‖pk+1 − p∗‖2 ≤ ‖pk − p∗‖2 + (ρ2γ2 − 2ρα)‖xk − x∗‖2 .

Si on a choisiρ < 2α/γ2, il existeδ > 0 tel queρ2γ2 − 2ρα < −δ, d’où

‖pk+1 − p∗‖2 ≤ ‖pk − p∗‖2 − δ‖xk − x∗‖2

qu’on peut ŕe-́ecrire
δ‖xk − x∗‖2 ≤ ‖pk − p∗‖2 − ‖pk+1 − p∗‖2 .

Donc, la suite‖pk−p∗‖2 est d́ecroissante. Comme elle est composée d’́eléments positifs, elle converge,
donc la diff́erence du deuxième membre ci-dessus tend vers zéro. Donc‖xk − x∗‖ tends vers źero, ce
qu’il fallait démontrer.

Terminons eńevoquant l’interpŕetation “́economique” du th́eor̀eme de Kuhn et Tucker, et donc de
l’algorithme d’Uzawa. Si les containtesfi(x) ≤ 0 repŕesentent des ressources “rares” dont on ne peut
utiliser que la quantit́e disponible, et lesp∗i assocíes en sont les prix unitairesà l’équilibre, on voit que
le lagrangien est un coût économique total prenant en compte le “prix” des denrées rares utiliśees, et
que l’algorithme consiste tout simplementà diminuer le prix des ressources qu’on n’utilise pas jusqu’à
saturation, et̀a augmenter le prix de celles pour lesquelles la demande dépasse la disponibilité. Rien
que de tr̀es naturel.

Dualisation partielle Une remarque importante doitêtre faiteà ce stade. On áenonće le th́eor̀eme de
Kuhn et Tucker pour un problème de la forme

∀x ∈ K u(x) ≥ u(x∗) .

avec
K = C ∩ {x ∈ Rn | f(x) ≤ 0} ,

et on a “dualiśe” —c’est à dire introduit dans le lagrangien— les seules contraintes “concretes”
f(x) ≤ 0. Les autres sont restées “abstraites” et prises en compte par la conditionx ∈ C dans
les ińequations du point selle (1.32) et l’algorithme d’Uzawa.

Si C n’est en effet pas toutRn, i.e. une partie des contraintes est restée non dualiśee, l’étape de
calcul dexk dans l’algorithme est un problème de minimisation sous ces contraintes. Cette minimisa-
tion peutêtre faiteà l’aide d’un autre algorithme qu’Uzawa et la dualité, menant̀a une “hybridation
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d’algorithmes”. SiC est un convexe simple, cette minimisation peutêtre effectúee par un algorithme
de gradient projeté par exemple.

Bien ŝur, le choix des contraintes̀a exprimer d’une façon ou de l’autre (à dualiser oùa ne pas
dualiser) est laisśeà l’utilisateur, et il n’est efficace d’utiliser une dualisation partielle qu’en ne laissant
non dualiśees que des contraintes simples. Typiquement, si on a un nombre important de contraintes
de borneai ≤ xi ≤ bi, qui impliqueraient deux fois plus de multiplicateurs. On peut alors préférer
renoncer̀a les dualiser et les prendre en compte directement dans la minimsation du lagrangien par
projection.

3.3.4 Ṕenalisation

Les ḿethodes pŕesent́ees ici essayent de ramener le problème contraint̀a un probl̀eme non contraint
de façon plus “näıve”, mais qui peut marcher. En particulier, on les utilise de façon non itérative,
contrairement̀a Uzawa. On ne résoudra donc qu’un, ou quelques, problème(s) de minimisation sans
contrainte. L’id́ee est la suivante : on va “faire payer” au critère le fait pourx de sortir deC. Et si ce
“prix” est trèsélev́e, l’optimum se trouvera dansC.

Pénalisation ext́erieure quadratique

Supposons donc que l’ensemble desx admissibles est donné par

fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , p

que nouśecrivons aussif(x) ≤ 0, où f : Rn → Rp. Introduisons en outre la fonctionf+(x) appeĺee
partie positivedef , définie par

fi(x) = max{0 , fi(x)} , i = 1, . . . , p .

Notons la proposition :

Proposition 3.7 Sif est d́erivable,‖f+‖2 l’est aussi, et on a

d‖f+(x)‖2

dx
= 2(f+(x))tf ′(x)

Démonstration Notons d’abord que la proposition n’est pas (entièrement)évidente, carf+, elle,
n’est en ǵeńeral pas d́erivable aux points òu f(x) = 0, donc notamment enx∗. Prenons le cas d’une
fonctionf scalaire. Il suffira ensuite d’appliquer le résultatà chaque composante def .

Remarquons d’abord que sif(x) > 0 ou f(x) < 0, par continuit́e l’inégalit́e reste vraie dans
un voisinage dex. Dans le premier casf+ = f et dans le deuxièmef+ = 0 dans ce voisinage. La
formule[(f+)2]′ = 2(f+)f ′ est alorśevidemment v́erifiée.

Soit doncx un point òu f(x) = 0 (c’està dire un point frontìere deC). Soitei un vecteur de base
deRn. On a donc dans le “quotient différentiel”

1
t
[(f+(x + tei))2 − (f+(x))2] =

1
t
(f+(x + tei))2

et

0 ≤
∣∣∣∣1t (f+(x + tei))2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1t (f(x + tei))2
∣∣∣∣ ,
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la dernìere ińegalit́e parce que dans tous les cas,|f+(x)| ≤ |f(x)|. Dans les ińegalit́es ci-dessus,f
étant d́erivable, le terme de droite tends vers2|f(x)f ′(x)| = 0, et donc le terme central a une limite,
qui est źero. On a donc d́emontŕe que(f+)2 a enx une d́erivée partielle enxi, qui est nulle. Ceci
ach̀eve de d́emontrer la proposition.

Nous consid́ererons lecritère augment́e

uε(x) = u(x) +
1
ε
‖f+(x)‖2 .

La méthode de ṕenalisation consistèa utiliser la solutionxε du probl̀emesans contrainte:

uε(xε) = min
x∈Rn

uε(x)

comme approxiḿee de la solutionx∗ du probl̀eme contraint. Cette ḿethode est justifíee par le ŕesultat
suivant :

Théorème 3.8Siu(·) est une bonne fonction, etf(·) est continue,xε → x∗ quandε → 0.

DémonstrationOn a manifestement

uε(xε) ≤ uε(x∗) = u(x∗) ,

la dernìereégalit́e parce que par définition,f+(x∗) = 0. Si u estα-convexe, elle est bornée inf́erieu-
rement. Donc l’ińegalit́e

u(xε) +
1
ε
f+(xε)2 ≤ u(x∗)

implique quef+(xε) → 0 quandε → 0. A fortiori, elle implique aussi queu(xε) reste borńee, donc,
toujours avec l’α-convexit́e, quexε reste borńe. Ainsi, pour toute suite d́ecroissante deεk tendant vers
zéro, lesxεk

ont des points d’accumulation. Soitx̄ un tel point etε′ une suite telle que lesxε′ → x̄.
Par continuit́e def+, f+(x̄) = 0, et x̄ est donc admissible.

On a aussi
u(xε) ≤ uε(xε) ≤ u(x∗) .

Donc par passagèa la limite, (u est continue),u(x̄) ≤ u(x∗). Commex̄ est admissible, il en d́ecoule
queu(x̄) = u(x∗) et x̄ est optimal. Par l’α-convexit́e deu, l’optimum est unique. Donc c’est toute la
suite qui converge versx∗.

On d́emontre aussi que, si la matricef ′(x∗) est injective, ce qui est une hypothèse naturelle, le
produit(1/ε)f+(xε) tend vers un vecteurλ deRp, de sorte qu’̀a l’optimum on au′(x∗)+λtf ′(x∗) =
0. Ceλ est lemultiplicateur de Lagrange(ou de Kuhn et Tucker) associé au probl̀eme d’optimisation
sous contraintes.

Cette ḿethode reste d́elicate d’emploi pour plusieurs raisons. D’abord, on ne va pas résoudre
beaucoup de fois le problème ṕenaliśe : c’est un travail potentiellement important. Donc quelε choisir
est non trivial. De plus, siu est trop “plat” au voisinage deC, son r̂ole dansuε va être masqúe par le
terme de ṕenalisation, nuisant̀a la pŕecision de l’estimation dex∗. (Certes, l’hypoth̀ese d’α-convexit́e
limite ce risque en bornant inférieurement la courbure deu. Mais ceci souligne la d́ependance de la
méthodèa cette hypoth̀ese qui est d’habitude difficilèa tester.)

Autres pénalisationsOn a ṕenaliśe le crit̀ere avec la fonction de pénalisation‖f+‖2. Ceci pour avoir
un crit̀ereuε dérivable. Le prixà payer est que, géńeriquement, si le minimum recherché est sur la
frontière deC, on l’approchera par des points extérieurs. Lesxε sontnon admissibles.
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On aurait pu prendref+(x) tout simplement. Alors le critère n’est plus d́erivable, mais il est
possible qu’unε fini permette d́ejà d’obtenir le minimum exact. Le caractère non diff́erentiable du
critère enx∗ est ńeanmoins une grave difficulté. En fait, il vaut mieux se référer alors̀a la th́eorie de
la dualit́e.

Pénalisation intérieure

Une autre approche possible est d’utiliser comme fonction de pénalisation une fonction “barrière”,
ϕ(x), qui tend vers l’infini quandx tend vers la frontìere deC par l’intérieur. On pourrait penserà
ϕ(x) = −

∑
i 1/ϕi(x) par exemple, mais nous verronsà la section suivante qu’un meilleur choix est

ϕ(x) = −
∑

i ln(−fi(x)). Puis on va consid́ereruε(x) = u(x) + εϕ(x), avecε assez petit pour que
ceci ne change guère le comportement du critère tant que lesfi sont tous loins d’̂etre nuls. On parle
alors d’algorithmes de “points intérieurs”, parce qu’on aborde l’optimum recherché par des points
intérieursàC.

Soit donc d’une manière un peu plus ǵeńerale, un crit̀ere perturb́euε(x) = u(x) + εϕ(x) ouϕ(·)
est d́efinie pour lesx intérieursau domaine des contraintesC (c’est à dire lesx tels quefi(x) < 0

pouri = 1, . . . p), convexe (continue) positive dans
◦
C, et tend vers l’infini quandx → ∂C.

Alors, pour toutε positif, uε atteint son minimum dans
◦
C, en un unique pointxε dès lors queu

est strictement convexe.
On a alors le ŕesultat attendu :

Théorème 3.9Sous les hypoth̀eses ci-dessus, et siu est une bonne fonction,xε → x∗ quandε → 0.

Demonstration Il faut faire attention qu’on ne peut pas manipuleruε(x∗) parce quex∗ peutêtre (est
géńeralement) sur la frontière deC et doncϕ peut n’yêtre pas d́efinie. Soit doncδ un nombre positif
(arbitrairement petit) etxδ un point itérieur à C tel queu(xδ) ≤ u(x∗) + δ. La suite d’ińegalit́es
ci-dessous est facilèa établir :

u(xε) ≤ uε(xε) ≤ uε(xδ) = u(xδ) + εϕ(xδ) ≤ u(x∗) + δ + εϕ(xδ) .

En prenantε ≤ δ/ϕ(xδ) on en d́eduitu(xε) ≤ u(x∗) + 2δ. Et commeδ était arbitraire, on en d́eduit
queu(xε) tend versu(x∗) quandε tend vers źero. Siu estα-convexe, on en d́eduit par utilisation de
(1.16) quexε tend versx∗.

Cette id́ee est̀a la base d’une ḿethode qui est aujourd’hui la meilleure connue si le problème est
réellement convexe et si les dérivées secondes sont facilesà calculer. Nous la présentons ci-dessous.

3.3.5 Méthode du chemin central

Avant d’exposer cette utilisation de la pénalisation int́erieure, montrons un résultat qui constitue
la partie facile de la th́eorie de la dualit́e. Le probl̀eme consid́eŕe est toujours le m̂eme. Posons comme
préćedemmentL(x, p) = u(x) +

∑
i pifi(x).

Lemme 3.10 Soitx∗ la solution du probl̀eme d’optimisation sous contraintes inégalit́e. Soitp ∈ Rm.
On a

∀p ≥ 0 , min
x
L(x, p) ≤ u(x∗) . (3.9)
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Démonstration On a la suite suivante d’ińegalit́es faciles (la seconde vient de ce que pourx ∈ C,∑
i pifi(x) ≤ 0) :

min
x
L(x, p) ≤ min

x∈C
L(x, p) ≤ min

x∈C
u(x) = u(x∗) .

Nous utilisons la ḿethode de ṕenalisation int́erieure avec les fonctions barrières− ln(−fi(x)).
Posons donc

uε = u− ε
∑

i

ln(−fi(x)) .

C’est une fonction fortement convexe. Notonsxε son unique minimum surRn. Nous affirmons le
théor̀eme facile, mais surprenant :

Théorème 3.11On a
u(xε)− pε ≤ u(x∗) ≤ u(xε) .

(Où p est ici le nombre de contraintes scalaires :i = 1, . . . , p.)

DemonstrationLe pointxε est caract́eriśe par

∇uε(xε) = ∇u(xε)− ε
∑

i

1
fi(xε)

∇fi(xε) = 0 .

Posons alorspi = −ε/fi(xε). Ce sont des nombres positifs. L’égalit́e ci-dessus s’écrit

∇u(xε) +
∑

i

pi∇fi(xε) = ∇xL(x, p) = 0 .

Maintenant, ceL(x, p) est une fonction convexe dex. Donc la condition ci-dessus implique qu’elle
atteint son minimum enxε. Utilisons alors le petit lemme préćedent, en remarquant en outre que
pifi(xε) = ε. Le th́eor̀eme en d́ecoule imḿediatement.

Ainsi non seulementxε approchex∗ quandε → 0, mais en outre on sait avec quelle précision
u(x∗) est atteint.

Voici quel est l’usage qu’on fait de ce résultat dans la ḿethode du chemin central. On commence
typiquement avecε = 1 (bien qu’une autre valeur soit bien sûr possible, et peut-être pŕeférable dans-
certains cas.) On résoud le probl̀ememinuε sans contrainte par la ḿethode de Newton. La première
application de cette ḿethode peut présenter ses difficultés habituelles et demander un peu de soin.
Ensuite, on fait d́ecrôıtre ε, typiquement d’un ordre de grandeurà chaque fois, et on résoudà nou-
veau le probl̀eme sans contrainte en prenant la solutionà l’étape pŕećedente comme initialisation de
la méthode de Newton. Cette fois on a une convergence très rapide de cette ḿethode. Et on continue
à faire d́ecrôıtre ε jusqu’̀a ce qu’on ait la pŕecision d́esiŕee. (On peut m̂eme aḿeliorer le choix dux
initial dans la ḿethode de Newton en extrapolant la courbe desxε ant́erieurs.)

On sait que le problème d’optimisation sans contrainte résoluà chaque it́eration par la ḿethode
de Newton est de plus en plus mal conditionné au fur et̀a mesure queε décrôıt. Mais pour une raison
pas totalement expliquée, il semble que le choix d’initialisation de la méthode de Newton suggéŕe
naturellement immunise l’algorithme contre les effets négatifs de ce mauvais conditionnement.

Cette ḿethode, duèa Nesterov et Nemirovsky sur une idée de Karmarkar, puis aḿeliorée par
S. Boyd, a donńe, entre les mains de ce dernier, des résultats spectaculaires sur de très nombreux
probl̀emes. Elle estla méthodeà appliquer . . .quand elle s’applique. (La convexité deu et desfi est
essentielle, et il faut que le calcul des dérivées secondes soit raisonnablement simple.)
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3.4 Optimisation sous contrainteśegalité

On consid̀ereà pŕesent le cas òu les contraintes sont de la forme

C = {x ∈ Rn | fi(x) = 0 , i = 1, . . . , p} . (3.10)

Il n’y a plus lieu de supposer une quelconque convexité pour lesfi ni u parce qu’on sort de toutes
façons du cadre convexe. (C’est pour rappeler cela que nous n’avons pas utilisé la notationC —mais
C— pour l’ensemble desx admissibles.)

A quelques indications près, on laissera le soin au lecteur d’imaginer comment hybrider les algo-
rithmes que nous allons discuter avec ceux du cas inégalit́e si une partie des contraintes est d’un type
et une partie d’un autre.

3.4.1 Contraintes affines

On consid̀ere donc maintenant le cas où lesfi dans (3.10) sont affines, ou, de manièreéquivalente,
il nous est donńe une matriceF de typep × n et un vecteurf de dimensionp, qui d́efinissent lesx
admissibles comme devant vérifier

Fx = f (3.11)

En outre, on supposera toujours queF est de rangp, donc surjective, ce qui impose en particulier que
p < n. En effet, si ce n’est pas le cas, soitf est dans l’image deF , mais alors une partie des contraintes
est redondante : on peut supprimer des lignes qui sont linéairement d́ependantes des autres, soitf n’est
pas dans l’image deF , et alors il n’y a pas dex admissible.

Algorithmes de gradient

La varíet́e affine admissible est convexe. Donc l’algorithme de gradient projeté peut̂etre conserv́e
à l’identique. Il reste justèa faire remarquer que la projection est facileà calculer, au moins s’il n’y a
pas trop de contraintes, et s’exprime par

PC(x) = (I − F †F )x + F †f (3.12)

où
F † = F t(FF t)−1

est une inversèa droite (l’inverse de Penrose) de la matrice surjectiveF .
En fait on peut faire mieux. En effet, la projection sur KerF du gradient deu est alors le gradient

de la restriction deu à C. On peut donc appliquer un algorithme de gradientà pas optimal̀a cette
restriction :

Algorithme Gradient projeté à pas optimal

1. Choisir une estimée initiale x0, faire k := 0.

2. Calculer ∇u(xk) et hk := (I − F †F )∇u(xk)

3. Si ‖hk‖ < ε stop. Si non,

4. Calculer xk+1 := xk − θkhk où le pas θk > 0 est déterminé par

u(xk+1) = min
θ

u(xk − θhk)
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5. incrémenter k de 1 et retourner en 2

Remarque 3.4 Il est prudent d’ajouter une correction pour s’assurer que lesxk calcuĺes restent bien
dans la varíet́e admissible, ce qui peutêtre perdu autrement en raison des erreurs d’arrondi. On
peut intercallerà une fŕequencèa choisir un pas de projection surC entre deux pas de gradient, soit
le faire syst́ematiquement̀a tous les pas, remplaçant la formulexk+1 := xk − θkhk par xk+1 :=
(I − F †F )(xk − θkhk) + F †f .

Les propríet́es de convergence de cet algorithme se déduisent de son interprétation comme algo-
rithme de gradient̀a pas optimal sur la restriction deu àC.

Algorithme d’Uzawa

On a indiqúe plus haut que le th́eor̀eme de Kuhn et Tucker demeure pour des contrainteségalit́e
affines,à ceci pr̀es que le signe des multiplicateurs n’est plus fixé.

En conśequence, l’algorithme d’Uzawa demeure, en supprimant l’opération de projection sur le
cone positif. La preuve de convergence est inchangée.

Programmation quadratique

Un probl̀eme classique, dont on verra qu’il joue un rôle par la suite, est le problème d’optimiser
une forme quadratique sous des contraintes affines. Il s’agit donc de minimiser

u(x) =
1
2
xtQx + qtx

où Q est une matrice syḿetrique positive d́efinie etq un vecteur deRn, sous les contraintes (3.11).
On laisse le lecteur d́emontrer (exercice) que la solution s’obtient conjointement avec le multipli-

cateur de Lagrangep en ŕesolvant le système lińeaire

Qx + F tp = −q ,
Fx = f

(3.13)

Théorème 3.12Le syst̀emes d’́equations (3.13) a une solution unique quelque soitF si et seulement
si F est surjective et la restriction deQ au noyau deF est d́efinie (positive ou ńegative).

Preuve Il suffit de vérifier si le syst̀emehomog̀ene, c’està dire obtenu en remplaçantq et f par 0, a
zéro pour seule solution. Soit donc(x, p) satisfaisant le système homog̀ene. Multiplions la première
équatioǹa gauche parxt et tenons compte de la deuxième pour constater qu’on doit avoirxtQx = 0.
Mais cex appartient ńecessairement au noyau deF . DoncxtQx = 0 impliquex = 0 si et seulement
si la restriction deQ à ce noyau est d́efinie. Mais dans ce cas, on doit aussi avoirF tp = 0, qui implique
p = 0 si et seulement siF est surjective.

Si Q est inversible, le système (3.13) admet la solution

x∗ = Q−1F t(FQ−1F t)−1(FQ−1q + f) + Q−1q .

Cependant, demander l’inversibilité deQ est trop, puisque seule doitêtre positive d́efinie sa restriction
au noyau deF . On peut donner une formule explicite qui n’utilise que cette hypothèse, en fonction de
la décomposition en valeurs singulières deF :

F = UΣV = U [Σ1 0]
[

V1

V2

]
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(où U etV sont des matrices orthogonales de typep× p etn× n respectivement etΣ1 est la matrice
diagonale des valeurs singulières,V t

2 engendre KerF ) comme

x∗ = (I − V t
2 (V2QV t

2 )−1V2Q)V t
1 Σ−1

1 U tf − V t
2 (V2QV t

2 )−1V2q .

En pratique, on a construit des algorithmes d’élimination tr̀es sṕecialiśes, plus rapides que le calcul
d’une d́ecomposition en valeurs singulières suivi de l’inversion deV2QV t

2 .

3.4.2 Contraintes nonlińeaires

Nous sommes maintenant dans les notations de (3.10).

Algorithme à la Uzawa

Le théor̀eme de Kuhn et Tucker n’est plus valide si les contraintes ne sont pas affines. On peut
tenter d’appliquer encore l’algorithme d’Uzawa. On n’est assuré ni de sa convergence, ni du fait que
s’il converge ce soit vers l’optimum. Voici une brève analyse de cette question.

Remarquons que la fonctionétendue

ϕ(x) = sup
λ

(λ, f(x))

vaut 0 si x est admissible, et+∞ si non. Ainsi le probl̀eme pośe, de minimiseru(x) sous les
contraintesf(x) = 0, estéquivalent au problème de minimiseru(x) + ϕ(x), soit encore de cher-
cher

min
x∈Rn

sup
λ

(u(x) + (λ, f(x))) .

On a encore un minsup, et ceci justifie qu’on fasse un algorithme de type gradient ascendant enλ.
Mais ce que calcule l’algorithme d’Uzawa, c’est le

max
λ

min
x∈Rn

(u(x) + (λ, f(x))) .

En ǵeńeral, ces deux quantités sont diff́erentes, la deuxième inf́erieureà la premìere, ce qu’on appelle
le “saut de dualit́e”.

Cette ḿethode ne doit donĉetre tent́ee qu’avec circonspection, et si elle converge il convient de
vérifier si f s’annulle au point trouv́e. (Ce qui n’est garanti dans le cas convexe que par le fait que
minx supp = maxp minx.)

Programmation quadratique séquentielle

Si les conditions requises sont satisfaites, c’està dire si les∇fi(x∗) sont lińeairement ind́ependants,
le point recherch́e est caractériśe par le th́eor̀eme de Lagrange. C’està dire qu’il est, avec le multipli-
cateur (vectoriel) de Lagrangeλ, solution du syst̀eme

∇u(x) +∇f(x)λ = 0 ,
f(x) = 0 .

(3.14)

Ici, ∇f(x) désigne la matrice jacobienne def transpośee(f ′(x))t, de m̂eme que∇u(x) désigne le
transpośe deu′(x).
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Une id́ee naturelle, et fructueuse, consisteà essyer de résoudre ce système d’́equations non lińeaires
par la ḿethode de Newton.

Nous introduisons quelques notationsà cet effet. On noteraQ := D2
x(u(x)+(λ, f(x))) la matrice

symétrique des d́erivées secondes enx du lagrangien, etF := f ′(x) la matrice jacobienne def . En
outre, pour alĺeger encore les notations, on noterafk := f(xk) et de m̂eme pour toutes les fonctions
dex etλ.

Avec ces notations, l’algorithme de Newton s’écrit

Qkxk+1 + (F k)tλk+1 = Qkxk −∇uk ,
F kxk+1 = F kxk − fk .

On remarque que ce système, òu les membres de droite sont connusà l’étapek, et les inconnues sont
xk+1 etλk+1, a exactement la m̂eme forme que le système (3.13). Il peut donĉetre ŕesoluà l’aide un
algorithme de programmation quadratique —d’où le nom de cette ḿethode.

Ajoutons que la th́eorie de la seconde variation montre que les conditionsénonćees au th́eor̀eme
3.12 sont excatement ici la condition de qualification des contraintes d’une part, et la condition suffi-
sante du deuxième ordre pour un minimu local sous contraintes d’autre part.

On peut donćenoncer le th́eor̀eme :

Théorème 3.13Si l’optimumx∗ recherch́e existe, et si la condition de qualification des contraintes
y est satisfaite ainsi que la condition suffisante locale du deuxième ordre, il existe un voisinage dex∗

dans lequel l’algorithme de programmation quadratique séquentielle converge.

Bien ŝur, avec ses qualités —tr̀es grande vitesse de convergence—, cet algorithme partage les
défauts de la ḿethode de Newton : faible robustesse, et nécessit́e de ce fait de partir avec une assez
bonne estiḿee dex∗.
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Chapitre 4

Programmation lin éaire et
programmation dynamique

Les deux sujets qu’effleure ce chapitre,à titre d’introduction, ont en commun de se situerà la
frontière de l’optimisation continue et de l’optimisation combinatoire.

La programmation lińeaire parle de variables continues sous des contraintes continues, mais le
premier pas dans l’étude de ce problème est de montrer qu’un nombre fini de points sont candidats
à être optimaux, et l’algorithme du simplexe peutêtre vu comme une façon habile de parcourir cet
ensemble fini.

De son ĉoté, la programmation dynamique sera d’abord présent́ee comme un problème de re-
cherche du plus court chemin dans un graphe, donc fondamentalement combinatoire. Mais on verra
ensuite qu’un proćed́e classique ram̀ene un probl̀eme en variable d’espace continue (et variable de
temps discr̀ete)à un tel graphe.

4.1 Programmation linéaire

4.1.1 Position du probl̀eme

Bien des mod̀eles en inǵeníerie et enéconomie m̀enentà consid́erer des problèmes òu critère
et contraintes sont lińeaires (donc pasα-convexe) et les variables positives. Ces problèmes ont reçu
le (vieux) nom de “programmes linéaires”. Ils ontét́e étudíes d̀es les origines de ce qu’on devait
appeler la “recherche opérationnelle”, notamment par G.B. Dantzig dès le d́ebut des anńees 1950 (le
plus ancien article cité remontèa 1951), et le d́eveloppement des ḿethodes nuḿeriques aff́erentes est
contemporain de l’apparition des ordinateurs.

Comme mod̀eles simplifíes tr̀es naturels de situations concrètes (côuts et ressources consommées
proportionnels aux quantités), ces problèmes ont justifíe un effort algorithmique considérable, et ce
jusque dans les années plus ŕecentes, comme le bruit fait par les Bell labs autour de la “méthode de
Karmarkar” l’a montŕe.

Nous nous contenterons ici de donner un aperçu des résultats de base et des idées sous-jacentes
à l’algorithme du simplexe, comme introductionà l’utilisation des programmes existants. En effet,
écrire un nouveau programme de programmation linéaire, que ce soit par l’algorithme du simplexe
ou une autre ḿethode, est un exercicestrictement ŕeserv́e aux professionnelsde la chose, tant les
“packages” qui existent sont (nombreux et) perfectionnés.

65
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On utilisera les ińegalit́es entre vecteurs

x ≥ y ⇔ xi ≥ yi , i = 1, . . . ,

x > y ⇔ x ≥ y etx 6= y ,

x >> y ⇔ xi > yi , i = 1, . . . .

Le probl̀eme peut en ǵeńeralêtre formuĺe de la façon suivante.

Le crit ère à minimiser est d́etermińe par un vecteurc deRn, et est donńe par

u(x) = (c, x) =
n∑

i=1

cixi

Les contraintessont d’une part

x ≥ 0 ,

et d’autre part deux jeux de contraintes définies par deux matricesA etB, de dimensions respectives
p×n etq×n, et deux vecteursa etb de dimensionp etq définissant les contrainteségalit́e et ińegalit́e
par

Ax = a , Bx ≤ b .

Dans les discussions qui suivent, il faut avoirà l’esprit quen, p et q peuventêtre de l’ordre de
plusieurs milliers, voire dizaines de milliers.

La premìere remarque est qu’au moins au plan théorique, on peut remplacer les contraintes iné-
galité par des contrainteśegalit́e et inversement par les artifices suivants. En introduisantq variables
suppĺementairesy ∈ Rq, on peut remplacerBx ≤ b par

Bx + y = b , y ≥ 0 .

Au contraire, si on veut privilégier les contraintes inégalit́e, on peut remplacerAx = a par

Ax ≤ a etAx ≥ a .

Bien sur, la premìere de ces oṕerationsaugmente deq le nombre de variables, tandis que la deuxième
augmente dep le nombre de contraintes. Deux oṕerations qui ne sont pas souhaitables au vu des
dimensions que nouśevoquions. Ce sont par contre des artifices utiles pourétudier les propríet́es
théoriques du problème.

Nous utiliserons dans l’étude th́eorique laforme standard́egalit́e caract́eriśee parm contraintes
égalit́esigńees:

Ax = b , b ≥ 0 ,

ce qui est toujours possible, quitteà multiplier certaines contraintes par−1, et toujours les contraintes
de positivit́e

x ≥ 0 .
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4.1.2 Étude du polyèdre

Pour comprendre le problème de programmation linéaire, il fautétudier l’ensemble des points
défini par les contraintes lińeaires et de positivité, appeĺe polyèdre, que nous prenons sous la forme
standard́egalit́eAx = b. Nous noteronsP cet ensemble.

Nous appelons encoren la dimension dex, sachant qu’elle a pûetre augmentée pour donner cette
forme aux contraintes. Nous appelonsm le nombre de contraintes, et supposons quem < n. Nous
supposons m̂eme plus que cela,à savoir que

rangA = m . (4.1)

En effet, si-nonA a des lignes lińeairement d́ependantes d’autres, et soit la même d́ependance lińeaire
se retrouve dans les coordonnées deb, et cette ligne est surnuḿeraire, et peut̂etre omise sans rien
changer au problème, soit les coordonnées deb n’exhibent pas la m̂eme d́ependance, et le polyèdre
est vide.

Nous introduisons̀a cette fin la terminologie suivante :

Définition 4.1 (Direction deRn) Nous appelonsdirection l’ensemble des vecteurs portés par une
même demi-droite, c’est̀a dire multiples positifs d’un d’entre-eux.

Ainsi, soith ∈ Rn, il définit une direction{θh | θ ∈ R+}, et tout vecteur de cette direction définit
la même direction.

Une direction sera réput́ee “admissible” si elle est composée de vecteurs̀a coordonńees positives
(ce qui est le cas d̀es qu’un de ses vecteurs l’est) et si elle appartient au noyau deA. Ainsi, si x ∈ P,
x + w ∈ P pour toutw dans cette direction. Ce sont des directions dans lesquellesP est non borńe.
(Très pŕeciśement, ces directions définissent des “points̀a l’infini” du polyèdre au sens de la géoḿetrie
projective.)

Le résultat essentiel que nous visons est le suivant :

Théorème 4.1Les points d’un polỳedre peuvent touŝetre obtenus comme combinaison convexe d’un
nombre fini de ses points (appelés sommets) plus une somme d’éléments d’un nombre fini de di-
rections (appeĺeesdirections admissibles extrêmalesou sommets̀a l’infini ). Réciproquement, toute
combinaison de cette forme appartient au polyèdre.

Ainsi tout polỳedre est caractériśe par un nombre fini de sommets,à distance finie oùa l’infini, et
est constitúe par l’ensemble de leurs combinaisons convexes. En particulier, s’il est borné, un polỳedre
se ŕeduit aupolytôpede toutes les combinaisons convexes de ses sommets (en nombre fini).

Pour d́emontrer ce ŕesultat, nous introduisons la définition suivante :

Définition 4.2 (Points extŕemaux) Étant donńe un ensemble convexeC, on appellepoints extŕemaux
deC les points deC qui ne peuvent̂etre repŕesent́es comme une combinaison convexe propre d’autres
points deC.

Ainsi, si x̂ est un point extŕemal deC, et six1 etx2 sont deux points deC tels quêx = λx1 +(1−
λ)x2, alors ńecessairementλ = 0 ouλ = 1, et x̂ coincide avecx1 oux2.

La même d́efinition s’appliquera aux directions admissibles, sachant que deux vecteurs colinéaires
et de m̂eme sens (proportionnels dans un rapport positif) représentent la m̂eme direction.
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Lemme 4.2 Un point admissible (i.e. tel quex ≥ 0 etAx = b) [resp une direction admissibleh, i.e.
telle queh ≥ 0 et Ah = 0] est extŕemal[e] si et seulement si les colonnes deA correspondant aux
coordonńeesnon nullesdex [resp h] sont linéairement ind́ependantes [resp. ont un défaut de rang
égalà 1].

Les coordonńees non nulles dex sont dites “de base”. On notera que la propriét́e ci-dessus im-
plique notamment qu’un point extrémal a au plusm coordonńees de base.

Démonstration du lemmePour simplifier l’́ecriture, nous supposons que ce sont lesp premìeres
colonnes deA qui sont concerńees, et donc lesn − p dernìeres coordonńees dex qui sont nulles.
Nous partitionnonsA etx en

A = [Ā Ã] ,
(

x̄
x̃

)
Soit un point deP qui satisfait la conditiońenonćee, c’est̀a dire quex = (x̄ 0), et doncĀx̄ = b.

Si ce point est combinaison convexe propre de deux autres points deP alors, il est int́erieur au segment
joignant ces deux points, ce qui veut dire qu’il existe un vecteurw 6= 0 tel quex + w et x − w
appartiennent̀a C. En particulier, ceci implique que les composantes dew hors base soient nulles (si
non, soitx+w soitx−w aurait des composantes négatives), et donc aussi quēAw̄ = 0, où w̄ désigne
bien ŝur lesm premìeres coordonńees dew. Mais par hypoth̀ese,Ā est injective, doncw = 0, ce qui
contredit l’hypoth̀ese.

Réciproquement, soitx un point deP, x̄ l’ensemble de ses coordonnées non nulles, que nous
regroupons au d́ebut de la nuḿerotation, etĀ la matrice des colonnes corrsepondantes. Si les colonnes
de Ā ne sont pas lińeairement ind́ependantes (A n’est pas injective), il existe un vecteur̄w non nul
tel queĀw̄ = 0. Comme les coordonnées dēx sont toutes strictement positives, il existeε assez petit
pour que, en choisissant‖w̄‖ ≤ ε ce qui est toujours loisible, les coordonnées dēx + w̄ et dex̄ − w̄
soient encore toutes positives. Alors, en complètantw = (w̄ 0), on voit queAw = 0, et quex + w
et x − w appartiennent tous les deuxà C. Doncx = 1/2(x + w) + 1/2(x − w) n’est pas un point
extŕemal deP.

On laisse le lecteur réṕeter la m̂eme preuve pour les directions admissibles extrémales, en se sou-
venant que la diff́erence entre le nombre des vecteurs considéŕe et le rang du système qu’ils forment,
oudéfaut de rang, est la dimension du noyau de la matrice dont ils sont les colonnes.

Cette caract́erisation montre qu’il ne saurait y avoir qu’un nombre fini de points extrémauxà
P. Il suffit de tester tous les ensembles dem colonnes deA, et pour ceux qui sont lińeairement
indépendants, de verifier siA−1b est positif. On fera de m̂eme avec les ensembles dem + 1 colonnes
de rangm pour chercher les directions admissibles optimales.

Démonstration du théorèmeSoitx un point deC, et supposons que ce ne soit pas un point extrémal.
Comme pŕećedement, il existe un vecteurw du noyau deA ayant les m̂emes coordonńees nulles que
x, et tel quex−w etx + w appartiennent̀aC. Regardonsx + tw, t > 0. Si w n’est pas une direction
admissible deC (il a des coordonńees ńegatives), pour un certaint+ une des coordonnées de ce vecteur
s’annule, les autreśetant encore positives. On peut faire de même avecx− tw. (Siw est une direction
admissible deC, −w ne l’est pas, et ŕeciproquement.) Donc, soitt+ et t− sont tous les deux définis,
et x peutêtre repŕesent́e comme une combinaison convexe de deux vecteurs qui ont une coordonnée
de plus nulle chacun :x = t−/(t+ + t−)x+ + t+/(t+ + t−)x−, soit on a une représentation comme
une sommex = x− + t−w où w est une direction admissible, etx− a une coordonńee nulle de plus
quex. En ŕeṕetant ce processus pour leséléments de cette représentation ŕecursivement, on obtient le
théor̀eme. (On ne fait qu’un nombre fini de fois cette opération, puisque le nombre de coordonnées
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non nulles diminue chaque fois, et la construction s’arrête quandA n’a plus de noyau —ou un noyau
de dimension 1 pour les directions admissibles—.)

On d́eduit de ce th́eor̀eme le corollaire fondamental suivant :

Corollaire 4.3 Si le polỳedre des contraintes n’est pas vide, soit le critère n’a pas d’infimum fini, soit
un des points extrémaux (ou sommets) du polyèdre est solution.

Démonstration Soit il existe une direction admissiblew telle que(c, w) < 0. Alors, comme on peut
ajoutertw, t positif arbitraire,̀a tout point du polỳedre sans en sortir, clairement, le critère(c, x) peut
être rendu arbitrairement grand négatif. Soit, pour toute direction admissiblew, (c, w) ≥ 0. Alors, si
un point du polỳedre aw dans sa d́ecomposition comme au théor̀eme ci-dessus, on peut retirer cette
composante. On reste dans le polyèdre, et on aḿeliore le crit̀ere. Nous ne considérons donc que des
points combinaison convexe des sommetsx1 àxN :

x =
N∑

i=1

λixi, λi ≥ 0,

N∑
i−1

λi = 1 .

Alors,

(c, x) =
N∑

i=1

λi(c, xi) .

Si le crit̀ere(c, x) est minimum surC, tous les(c, xi) sont suṕerieurs oúegauxà (c, x). Donc seuls
peuvent̂etre non nuls lesλi pour lesquels on a l’égalit́e, et ce sont là des sommets solution. Ou bien —
et c’est le cas ǵeńerique— un seul sommet est solution, et il ne peutêtre repŕesent́e comme ci-dessus
de manìere non d́eǵeńeŕee.

4.1.3 L’algorithme du simplexe

Nous ne donnons ici qu’un bref aperçu du principe de l’algorithme le plus célèbre pour ŕesoudre
numériquement le programme linéaire, l’algorithme du simplexe. Il en existe d’autres aujourd’hui,
plus rapides ... dans la plupart des configurations.

Remarquons d’abord qu’en principe, puisque le nombre de sommets est fini et qu’on sait les
déterminer tous, il suffit de comparer la valeur du critèreà tous ces sommets et prendre le meilleur.
Ce qui s’opposèa cette approche naı̈ve est le nombre potentiellement très grand de sommets du
polyèdre. On consid̀ere couramment des problèmes òu n et m sont tous les deux en milliers. Or il
y an!/m!(n−m)! combinaisons dem colonnes̀a tester. C’est̀a dire, sin = 2000 et m = 1000, un
nombre de l’ordre de10600 combinaisons.

Il faut faire autrechose. L’algorithme du simplexe va explorer des sommets d’une façon moins
näıve, et d’habitude plus efficace. On sait malheureusement exhiber des problèmes pour lesquels cet
algorithme exploretous les sommets. Mais on sait que ce n’estgéńeriquementpas le cas, et que le
simplexe est ǵeńeriquement polynomial enm + n.

Le principe de l’algorithme est donc le suivant.Étant donńe le choix d’une “base”, c’est̀a dire de
m colonnes ind́ependantes deA formantĀ, de sorte queA = [Ā Ã], et un d́ecoupage correspondant
des coordonńees de toutx en coordonńees en basēx et hors basẽx, on a ńecessairement

Āx̄ + Ãx̃ = b ,

soit encore
x̄ = −Ā−1Ãx̃ + Ā−1b . (4.2)
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Donc, en paraḿetrisantx via x̃ :

(c, x) = (c̃t − c̄tĀ−1Ã)x̃ + c̄tĀ−1b ,

que nous ŕeecrivons avec une notationévidente

(c, x) = (w̃, x̃) + c̄tĀ−1b .

Si l’it éŕeexk de l’algorithme est un sommet correspondantà cette base, soit̃xk = 0, on va chercher
à aḿeliorer le crit̀ere en reṕerant la coordonńee dew̃ la plus ńegative, disons̃wM et en donnant une
valeur positivèa la coordonńeex̃M correspondante dex. Soit donceM le vecteur de base numéroM
deRn, et essayons desx de la forme

x = xk + teM .

On est ŝur de faire d́ecroitre le crit̀ere ce faisant. Let maximum permis est atteint la première fois
qu’une autre coordonnée dex̄, tel que calcuĺe par (4.2) passe par zéro. On s’arr̂eteà cette valeur det,
on fait ainsi rentrer la coordonnéeM dans la base et sortir celle qui s’est annulée. Et on it̀ere.

L’algorithme s’arr̂ete quand toutes les coordonnées dew̃ sont positives : on ne peut plus améliorer
le critère.

Il resteà dire commentinitialiser l’algorithme. En effet, nous avons indiqué comment passer d’un
sommet du polỳedreà un autre, mais comment trouver un premier sommet ? Nous allons indiquer
comment utiliser le m̂eme algorithme pour trouver un sommet initial, et en même temps d́eterminer
s’il existe un tel sommet, c’està dire si l’ensemble deśetats admissibles est non vide. Il peut en effet se
faire que les contraintesAx = b, x ≥ 0 soient incompatibles, mais ceci même est difficilèa d́ecouvrir.

La méthode va consisterà examiner un autre problème lińeaire qui pŕesente la particularité d’avoir
un sommet́evident, et de chercher, s’il existe, un sommet du problème d’origine.

Supposons qu’on s’est ramené à b ≥ 0, ce qu’on peut toujours faire en changeant le signe des
lignes deA si nécessaire. Considérons le probl̀eme de programmation linéaire portant sur les variables
(positives)(x, w), x ∈ Rn, w ∈ Rm, dont les contraintes sont

Ax + w = b

et le crit̀ere

u(x,w) =
m∑

i=1

wi .

Comme promis, les contraintes admettent une solutionévidente, qui est un sommet :x = 0, w = b.
Et comme ce crit̀ere est toujours positif ou nul, son optimum sera zéro si et seulement s’il existe
une solution des contraintes avecw = 0, soit un point admissible du problème d’origine. En outre,
évoluant de point extrémal en point extŕemal, le simplexe nous donnera un point extrémal, qui pourra
à son tour servir d’initialisation pour le problème d’origine.

Il y a beaucoup̀a direà partir de l̀a (on aécrit des livres entiers). Que faire dans le simplexe si
la nouvelle base n’est pas indépendante ? si deux coordonnées s’annulent en m̂eme temps ? etc. On
laisse le lecteur imaginer des parades simplesà ces questions.

Plus int́eressant : comment simplifier le calcul dēA−1 pour la nouvelle base en utilisant le fait
qu’on connaissait cette inverse pour une matrice ne différant que par une colonne ?

Pour toutes ces questions, nous renvoyons le lecteur aux livres spécialiśes.
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4.1.4 Rudiments de dualit́e

On ne peut pas parler de programmation linéaire sanśevoquer la dualit́e, qui constitue, comme on
va le voir, un outil tr̀es utile.

Dans ce nuḿero, et pour l’́elégance des formules obtenues, nous allons supposer qu’on chercheà
maximiserun crit̀ere lińeaireu = (c, x). Cela revient́evidemment̀a changerc en−c, mais comme
nous n’avons jamais fait d’hypothèse sur le signe deséléments dec, cela est sans conséquence.

Partons donc d’un problème standard, que nousécrivons

max
x

ctx , x ≥ 0 , Ax = b ,

en notant de façon explicitectx le produit scalaire(c, x). Supposons que nous connaissions un vecteur
y deRp (p est le nombre de contraintes) tel que

ytA ≥ ct .

Alors, pour toutx ≥ 0, on actx ≤ ytAx. Mais par ailleurs, pour toutx admissible,Ax = b, de sorte
que l’inégalit́e ci-dessus donne

ctx ≤ ytb . (4.3)

Avant d’aller plus loin, supposons que la contrainteAx = b provient en fait d’une contrainte
inégalit́e, et qu’on a augmenté l’état de “variables d’écart” pour en faire des contrainteségalit́e, c’est
à dire, avec un abus de notationsévident, que le vecteurx ci-dessus est en fait de la forme

x =
(

x
ξ

)
,

queA est donc de la forme
A = [ A I ] ,

de sorte que la contrainte est

Ax + ξ = b, ξ ≥ 0, x ≥ 0 ,

doncéquivalentèa
Ax ≥ b , x ≥ 0 . (4.4)

La “contrainte” sury se lit alors
yt[ A I ] ≥ [ ct 0 ]

soit
ytA ≥ ct , y ≥ 0 (4.5)

Ainsi, pour toutx admissible au sens de (4.4) et touty admissible au sens duproblème dualdont
l’admissibilité est d́efinie par (4.5), on a (4.3). Le problème

min
y

(b, y)

soumis aux contraintes (4.5) est appeléproblème dualde celui d’origine (rappelons que nous en avons
ici fait un probl̀eme de maximisation sous contraintes inégalit́e).

On remarque la parfaite symétrie entre probl̀eme primal et dual, de sorte que toute affirmation
concernant leur intéraction peut̂etreénonćee dans un sens ou dans l’autre.
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On voit que si on trouvex et y admissibles pour les problèmes primal et dual tels que(c, x) =
(b, y), alors ils sont ńecessairement solution de ces problèmes. Cette remarque est la base de méthodes
efficaces pour ŕesoudre le problème de programmation linéaire, visant̀a minimiser la diff́erence, tou-
jours positive ou nulle,(b, y)− (c, x) parmi lesx ety admissibles.

On voit aussi aiśement que si le problème dual a un ensemble d’états admissibles non vide, le
probl̀eme primal a son critère borńe suṕerieurement (et mutatis mutandis pour le problème dual si le
probl̀eme primal admet deśetats admissibles).

Ces constatationśelémentaires ont des réciproques, que nous ne démontrerons pas :

Théorème 4.4Chacun des deux problèmes, primal et dual, a un ensemble d’états admissibles non
vide et un supŕemum fini (donc une solution) si et seulement si il en va de même de l’autre. Si un des
deux probl̀emes a un extremum infini, l’autre n’a pas d’état admissible.

Donc les deux problèmes ont une solution ou n’en ont pas simultanément, l’absence de solution
pouvant provenir de l’absence d’états admissibles, ou du fait que le critère n’est pas borńe.

Théorème 4.5Si les probl̀emes de programmation linéaire primal et dual ont une solution, il existe
x∗ et y∗ tels que(c, x∗) = (b, y∗). Réciproquement, toute paire admissible(x∗, y∗) satisfaisant cette
égalit́e est optimale.

Enfin, faisons remarquer que la connaissance dey∗, par exemple, permet de trouverx∗. En effet,
remarquons qu’on a donc toujours, pour toutx ety admissibles

ctx ≤ ytAx ≤ ytb ,

de sorte que sictx = ytb, non seulementx et y coincident avec les optimums, mais aussi, toutes les
inégalit́es ci-dessus sont deségalit́es. Or, l’́egalit́e

(y∗, Ax∗ − b) = 0

alors quey∗ ≥ 0 etAx−b ≤ 0 montre que pour toute coordonnée dey∗ non nulle, la contrainte corres-
pondante enx est “satuŕee” enx∗ (satisfaite avec l’́egalit́e). De m̂eme, l’́egalit́e (ct − (y∗)tA)x∗ = 0,
que nous pouvons réécrire

(Aty∗ − c, x∗) = 0

alors queAty∗− c ≥ 0 etx∗ ≥ 0 implique que pour toute contrainte duale non saturée, la coordonńee
corrsepondante dex∗ est nulle. Comme nous l’avons vu plus tôt, connâıtre les contraintes saturées
(lesξi nuls) et lesxi nuls suffità d́eterminerx∗ par l’équation lińeaire qu’on en d́eduit.

L’utilit é de cette th́eorie est double. D’une part, comme nous l’avons indiqué, elle est le fondement
de ḿethodes nuḿeriques efficaces, ou d’aḿeliorations de l’algorithme du simplexe. D’autre part,
elle permet toujours de choisir si l’on préfère ŕesoudre le problème primal ou dual. L’un a plus de
contraintes (ińegalit́e) que de variables, et l’autre plus de variables que de contraintes. Suivant les
packages de résolution disponibles, l’un peutêtre pŕeférableà l’autre.

4.2 Programmation dynamique

Nous allons partir d’une vision combinatoire de la programmation dynamique, pour aboutirà une
utilisation dans des problèmes authentiquements “dynamiques” en variables continues, donc voisins
des pŕeoccupations du reste de ce cours.
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FIG. 4.1 – Graphe et “poids” des arcs

4.2.1 Plus court chemin dans un graphe orient́e

Le probl ème le plus simple

Nous consid́erons un graphe orienté, ici de gauchèa droite, comme celui de la figure 1, dont
chaque arc est muni d’une “longueur” ou “poids”.

Le probl̀eme pośe est de trouver le chemin de “longueur” ou “poids” minimum du nœud initial, le
plusà gauche, au nœud terminal, le plusà droite. C’est manifestement un problème “fini” : le graphe
ne comporte qu’une vingtaine de chemins. On pourrait donc tous les lister et choisir le plus court.
Mais on voit bien que le nombre de chemins croit combinatoirement avec la taille du graphe, et une
proćedure aussi rustique ne s’étendra pas̀a des situations beaucoup plus complexes. (Le seul travail
de ŕepertorier tous les chemins devient exorbitant.)

Nous allons indiquer une procédure qui ne croit que lińeairement avec le nombre de nœuds, ou
plus pŕeciśement comme le produit du nombre de nœuds par le nombre moyen d’arcs par nœud.

Le principe de la ḿethode est de marquer chaque nœud avec la longueur du chemin minimal de
ce nœud jusqu’à la fin. Cette proćedure sera rapide en raison de la remarque banale mais essentielle
qui suit :

Proposition 4.6 (Principe de Bellman)Le chemin optimal a la propriét́e (dite “principe d’optima-
lit é” de Bellman)1 qu’entre tout nœudN par où il passe et la fin du chemin, il est optimal pour le
problème d’aller de ce nœudN jusqu’à la fin. (Ce que nous appellerons lesous-probl̀eme initialiśe
enN .)

DémonstrationComme la longueur totale du chemin est la somme de la longueur parcourue du nœud
initial au nœudN plus la longueur deN jusqu’̀a la fin, si on pouvait trouver un chemin plus court
pour cette dernière longueur, —le sous problème initialiśe enN— on pourrait, en le concaténant avec

1Il s’agit de Richard Bellman, dont on peut contester qu’il ait inventé la programmation dynamique, pas qu’il en ait
compris le premier toute la puissance et toute la géńeralit́e.
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le chemin optimal entre le début etN , trouver un chemin global plus court que le chemin optimal, ce
qui est une contradiction.

Cette d́emonstration semblêetre une tautologie tant la propriét́e est́evidente. Pourtant, nous allons
nous servir de ce “principe de Bellman” en le reformulant un peu.

Pour tout nœud,si le chemin optimal passe par ce nœud, de ce nœud jusqu’à la fin, il utilise le
chemin optimal pour ce sous problème. En particulier, depuis un nœudN , si la longueur du che-
min optimal jusqùa la fin —c’està dire lavaleur optimale des sous problèmes si non leur solution
compl̀ete— est connue pour tous les nœuds immédiatement aval (c’està dire śepaŕes par un seul arc),
alors ŕesoudre le sous problème initialiśe enN est imḿediat. En effet,si le chemin optimal (depuis
N ) passe par un certainN ′ aval, la longueur en est la somme de la longueur de l’arc séparantN de
N ′ ajout́eeà la valeur optimale du sous-problème initialiśe enN ′. Ainsi, depuisN il suffit de com-
parer ces valeurs, et de retenir la meilleure (la plus petite). On aura ainsià peu de frais la valeur du
sous-probl̀eme initialiśe enN .

On obtient ainsi l’algorithme suivant :

Algorithme Programmation dynamique simple

1. Marquer le nœud terminal avec la valeur 0.

2. En tout nœud dont tous les nœuds immédiatement aval sont déjà marqués, faire :
– pour chaque nœud immédiatement aval, calculer la somme de la longueur de l’arc

vers ce nœud et de la valeur de ce nœud.
– Prendre la plus petite de ces sommes pour valeur du nœud courant, et le marquer.
– Marquer le, ou les, arc(s) donnant la valeur retenue.

3. Retourner en (2) jusquà ce que tous les nœuds soient marqués

4. depuis le nœud initial, (comme depuis tout nœud du graphe) tout chemin n’empruntant
que des arcs marqués est optimal, et a une longueur égale à la valeur marquée à ce
nœud.

À titre d’exemple, nous avons dans la figure 2 marqué à chaque nœud sa valeur, et renforcé les
arcs optimaux. On voit que le problème pośe n’avait pas une solution unique, mais cette procédure
n’en est nullement affectée.

Extensions du probl̀eme du plus court chemin

On peutétendre de nombreuses façons cet algorithme. La plusélémentaire est la suivante. On
peut consid́ererplusieursnœuds terminaux et plusieurs nœuds initiaux possibles. De plus, on peut
supposer qu’un “poids” est attaché à chacun des nœuds en plus des arcs.

Dans ce dernier cas, on pourrait aussi bien attacher ce poids du nœudà tout arc qui le rejoint, se
ramenant de manière triviale au probl̀eme òu seuls les arcs ont un poids. On préfère, pour des raisons
qui apparâıtront plus loin, consid́erer d’une part le poids attachéà chaque nœud terminal, et considérer
que c’est lavaleurde ce nœud pour l’algorithme de programmation dynamique, et associer les poids
des autres nœuds aux arcs qui les quittent.

On aboutit ainsìa l’algorithme suivant.

Algorithme Programmation dynamique

1. Marquer les nœuds terminaux avec leur valeur donnée.

2. En tout nœud dont tous les nœuds immédiatement aval sont déjà marqués, faire :
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FIG. 4.2 – Le graphe de la figure 1 avec les valeurs et les arcs optimaux

– pour chaque nœud immédiatement aval, calculer la somme de la longueur de l’arc
vers ce nœud et de la valeur de ce nœud.

– Prendre la plus petite de ces sommes pour valeur du nœud courant, et le marquer.
– Marquer le, ou les, arc(s) donnant la valeur retenue.

3. Retourner en (2) jusquà ce que tous les nœuds soient marqués

4. Tout chemin partant d’un nœud initial de valeur minimum et n’empruntant que des arcs
marqués est optimal, et a une longueur égale à la valeur marquée à ce nœud.

Dans l’exemple de la figure 3, qui a deux nœuds initiaux possibles et trois nœuds terminaux, on
a seulement attaché des poids aux nœuds terminaux, puisque des poids sur les nœuds intermédiaires
auraient seulement augmenté d’autant le poids de chaque arc les quittant, sans augmenter la géńeralit́e
de l’exemple.

On donne directement le graphe marqué avec les valeurs et les chemins optimaux. On conseille
au lecteur de refaire l’algorithme lui-m̂eme pour constater combien il est simple et rapide. Pourtant ce
graphe a plus de 110 chemins possibles.

De tr̀es nombreux problèmes combinatoires peuvent se ramenerà un probl̀eme de recherche de
chemin de poids minimal dans un graphe. La caractéristique essentielle pour mettreà jour une telle
structure, et l’exploiter, est le sens de parcours unique. En géńeral il provient de ce que le problème
peutêtre organiśe en “́etapes” dont l’ordre est imposé par la nature du problème, ou immat́eriel quant
à la solution cherh́ee de sorte qu’il peut̂etre fix́e arbitrairement. Cet aspect d’étapes successives, ou
dynamique, vâetre examińe maintenant.

4.2.2 Syst̀eme dynamique et programmation dynamique

Syst̀eme dynamique

Nous examinons maintenant un cas particulier extrêmement important. Supposons que les nœuds
du graphe, appelés ici états, peuventêtre reṕeŕes par un nuḿero d’́etapek ∈ 0, 1, . . . , N , et pour
chaquéetapek soit Xk l’ensemble deśetats possibles̀a cetteétape. L’hypoth̀ese ici est que les arcs
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FIG. 4.3 – Un graphèa plusieurs nœuds initiaux et terminaux

relient toujours uńetat d’unéetapèa un de l’́etape suivante, et que ceci correspond au sens de parcours
impośe du graphe. Indiçons les arcs issus d’un nœud(k, x(k)) —où x(k) ∈ Xk est un nœud de l’étape
k— par un indiceu ∈ U(k, x(k)) appeĺe commande. U(k, x(k)) est simplement un ensemble dont
le cardinal est́egal au nombre d’arcs quittant le nœud(k, x(k)). On voit que le graphe définit une
équation dynamiquede la forme

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)) (4.6)

puisque pour chaque nœud(k, x(k)) et chaque commandeu ∈ U(k, x(k)), il définit à quel nœud ou
état conduit cet arc,́etat toujours sitúe à l’étapek + 1.

Un chemin dans le graphe est une suite d’états{x(k), k = 0, . . . , N}, appeĺee trajectoire. Une
trajectoire peut aussîetre caract́eriśee par l’́etat initial x(0) et une suite de commandes{u(k), k =
0, . . . , N − 1}, qui, via l’équation (4.6), engendre une trajectoire unique.

Notons encoreL(k, x, u) le “poids” ou la longueur —nous dirons ici lecoût— de l’arc issu du
nœud(k, x) indicé paru, et pour tout nœud terminalx ∈ XN , K(x) le côut attach́e à ce nœud. Ainsi,
le côut d’une trajectoire, qu’il s’agit de minimiser, est donné par

J = K(x(N)) +
N−1∑
k=0

L(k, x(k), u(k)) . (4.7)

Il y a équivalence complète entre un graphe structuré comme on l’a dit et unéequation de la
forme (4.6), et donc entre un problème de plus court chemin dans un tel graphe et le problème de
minimisation deJ donńe par (4.7) avec la dynamique (4.6). Bien des problèmes seront formulés sous
la forme (4.6),(4.7). Un bon moyen de les résoudre est de faire l’analogie avec le graphe, et de faire
l’algorithme de programmation dynamique sur ce graphe.

Le terme m̂eme de “programmation dynamique” vient de là. L’équation (4.6) d́efinit ce qu’on
appelle unsyst̀eme dynamique. L’indice k est ǵeńeralement interprét́e comme repŕesentant le temps.
L’ équation (4.7) d́efinit une fonctionnelle additive de la trajectoire. On recherche la commande, et
éventuellement l’́etat initial, qui minimise ce critère ou côut.
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Une forme équationnelle de la programmation dynamique

Ayant d́ecrit le graphe et le critère par deśequations, on peut décrire dans ce langage l’algorithme
de la programmation dynamique. NotonsV (k, x) le “marquage” associé au nœud(k, x). On l’appelle
plutot ici la fonction “performance”, ou “de Bellman”. L’algorithme que nous avons décrit s’́ecrit
alors :

∀k ∈ {0, . . . , N − 1} ,∀x ∈ Xk , V (k, x) = min
u∈U(k,x)

[L(k, x, u) + V (k + 1, f(k, x, u))] , (4.8)

∀x ∈ XN , V (N,x) = K(x) . (4.9)

L’algorithme de la programmation dynamique consiste doncà appliquer la formule (4.8) pour
calculerV de proche en proche, en commençant par initialiserV avec (4.9), puis en reculant enk. Il
faut avoir deux tableaux des valeurs deV (k, ·) en ḿemoire, celui qu’on est en train de remplir et celui
qui est utiliśe dans le deuxième membre de (4.8). In fine, le tableau desV (0, x) donne pour tout́etat
initial possible le côut minimum possible.

Il faut aussi en m̂eme temps remplir un grand tableau des valeurs deu qui donnent le minimum
à chaque(k, x). Ce tableau donne lastrat́egie(ou commande en boucle fermée) optimale, en ce que
pour chaquéetat (k, x) il donne la commande optimale si on se trouve en cetétat. Cet aspect est
particulìerement utile si l’́equation (4.6) constituait une approximation d’un phénom̀ene physique, de
sorte qu’on est susceptible de constater au cours de la mise en œuvre qu’on est dans unétat(k, x(k))
diff érent de ce quèa quoi on s’attendait. L’algorithme ci-dessus a donné une commande conseillée
pour tout état dans le graphe. Certes, l’écart entre le ph́enom̀ene ŕeel et le mod̀ele fait que cette com-
mande n’est plus tout̀a fait optimale, mais si cetécart est faible, elle a toutes les chances de rester une
“bonne” commande.

Syst̀emeà état et continu

Tout le d́eveloppement de la programmation dynamique aét́e fait en termes de graphe, avec donc
l’hypothèse constante que dans l’équation (4.6),x etu prennent leurs valeurs dans des ensemblesXk

et U(k, x) finis. Cependant, ceśequations ainsi que (4.7) gardent un sens si ces ensembles sont des
sous ensembles deRn et Rm, disons, respectivement. C’està dire qu’alors l’́etat est constitúe den
nombres ŕeels et la commande dem nombres ŕeels, les uns et les autreséventuellement borńes.

Les équations de la programmation dynamique (4.8)(4.9) gardentégalement un sens. Et on va
démontrer le ŕesultat suivant :

Théorème 4.7S’il existe une fonction rélleV (·, ·) satisfaisant leśequations (4.8) et (4.9), en désignant
par ϕ(k, x) un argument du minimum dans (4.8), si la commandeu(k) = ϕ(k, x(k)) est admissible
pour x0 (au sens òu elle engendre une trajectoire qui respecte les contraintesx(k) ∈ Xk, ce dont
on peut s’assurer par un choix convenable desU(k, x)), alors cette commande est optimale pour le
problème d́efini par (4.6)(4.7) initialiśe enx(0) = x0.

Démonstration Soit {u(0), u(1), . . . , u(N − 1)} une commande admissible, engendrant une trajec-
toire{x0, x(1), . . . , x(N)}. En tout point de cette trajectoire, d’après (4.8), on a

V (k, x(k)) ≤ L(k, x(k), u(k)) + V (k + 1, f(k, x(k), u(k))) ,

ou encore
V (k, x(k))− V (k + 1, x(k + 1)) ≤ L(k, x(k), u(k)) .
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Sommons cette ińegalit́e dek = 0 àN − 1, il vient

V (0, x0)− V (N,x(N)) ≤
N−1∑
k=0

L(k, x(k), u(k)) .

Utilisons alors (4.9) pour exprimerV (N,x(N)), que nous faisons repasserà droite, il reste

V (0, x0) ≤ K(x(N)) +
N−1∑
k=0

L(k, x(k), u(k)) ,

soit
V (0, x0) ≤ J(x0, {u}) . (4.10)

Maintenant, si la suite des{u(k)} coincide pour toutk avecϕ(k, x(k)), les ińegalit́es dans les calculs
ci-dessus sont toutes remplacées par deśegalit́es, et on conclu que

V (0, x0) = J(x0, ϕ) . (4.11)

La comparaison des relations (4.10) et (4.11)établit le th́eor̀eme.

Syst̀eme en temps continu

Dans la pratique, le système (4.6) est souvent issu de la discrétisation en temps d’un système en
temps continu, ou système diff́erentiel, de la forme

ẋ = F (t, x, u) .

Si on discŕetise ce système avec un pas de tempsh, en notantxk = x(kh) et uk = u(kh), on a au
premier ordre

xk+1 = xk + hF (kh, xk, uk)

qui est bien unéequation de la forme (4.6), avec

f(k, x, u) = x + hF (kh, x, u) .

De même, le syst̀eme diff́erentiel peut̂etre muni d’un crit̀ere int́egralà minimiser, de la forme

J = K(x(T )) +
∫ T

0
l(t, x(t), u(t)) dt

qui peutêtre approxiḿe au premier ordre par une somme finie (où T = Nh)

J = K(xN ) +
N−1∑
k=0

hl(kh, xk, uk)

qui est bien de la forme (4.7).
Ainsi, la programmation dynamique apparait comme un moyen d’aborder l’optimisation d’un

critère int́egral pour un système diff́erentiel, un probl̀eme connu sous le nom de “commande optima-
le”, ou en Franglais de “contrôle”.
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L’approximation au premier ordre proposée ci-dessus n’est convenable que si on choisit un pas
de temps “assez petit”. De m̂eme, l’application pratique demandera souvent qu’on discrétise aussix
etu, se ramenant en faità un probl̀eme fini. Et encore, cette discrétisation elle-m̂eme demandèa être
faite avec soin. Enfin, ces discrétisations ne m̀enerontà un probl̀eme faisable en pratique que si les
dimensions des espaces d’état et de commandes sont assez petites pour que le nombre de “nœuds” du
graphe soit raisonnable.

En fait, ce que nous obtenons ici estunediscŕetisation de l’́equation de Hamilton Jacobi Bellman,
l’ équation aux d́erivées partielleśequivalente pour ce problème continùa l’équation de Bellman pour
le probl̀emeà temps discret. Une analyse plus approfondie des schémas nuḿeriques ńecessiterait
beaucoup plus de mathématiques. Nous nous limitons doncà cette aproche naı̈ve.

Mais quelles que soient les limitations de cette méthode, elle reste extrêmement utile dans des
cas òu elle s’applique. En particulier par le fait qu’elle se prête à prendre en compte toutes sortes
de contraintes sur leśetats admissibles, et des données sans bonnes propriét́es math́ematiques. (Par
exemple, les donńees peuvent d́ependre de fonctions tabulées, etc.)


