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Chapitre 1

Convexite

1.0.1 Orientation

Ce chapitre introductifi un cours d’optimisation, lui Bme ak sur les algorithmes, introduit
quelques notions de convexifui seront utiles pour la suite. Ce n’est en aucun cas uné&tred
convexié. En particulier, nous ignorons -elas— tout ce qui a trad la transforrée de Fenchel, et
donca la dualig, et au tBoeme de Von Neumann-Sion.

Nous pésentons l'optimisation dans son cadre naturel, Gedire non dif€rentiable. Mais par
souci de ne m@senter que les @hodes de base en optimisation, nous nous limiterons pratiquement,
dans les chapitres suivanés| optimisation de fonctionsétivables. Aussi, ce chapitre fera-t-il le lien
entre les deux conceptiongconciliant la vieille notion qu’une fonction convexe est une fonction
“dont la cerivee seconde est positive” avec unégamtation essentiellement “non dientiable” de
la convexie.

On terminera par les applications fondamentales de la coiveniiplan teorique en optimisa-
tion, culminant avec le #oeme de Khun et Tucker. Enfin, par soucgtte raisonnablement complet
et de ne paséparer ce dernier #oeme de son contexte naturel, nous terminons pardemime
des multiplicateurs de Lagrange, dont nous donnons la preuve la plus classique, é@dmehdes
fonctions implicites.

La seule ambition de tout cela est d'introduire les chapitres suivants, lgteghmes

1.0.2 Le cadre greral

La variable notez, y, etc.,evoluera dans un ensembiedont onévitera par la suite de gciser
s’il est de dimension finie ou infinie. C’'est dire que le lecteur peut toujours choisir de lire ce texte en
consicerant queX estR”, et alors sp € R™ également, on aura naturellement

n
(p,IE) = sz$17 et Htz = (Q?,SC)
i=1

désignera (le caérde) la norme euclidienne classique.

Par contre, le lecteur plus ambitieux peut choisir de voiXean espace de Hilbert de dimension
infinie. Nous soulignerons les rares endroiisioe @&monstration doitre modifee pour ce cas, voire
les deux tkoemes qui ne seront vrais qu’en dimension finie.

Nous choisissons d’appelerune fonction eelle deX dansR, dont on @&crira les propétes de
convexik, par homogreité avec la suite o la fonctiona minimiser s'appellera, réservantf pour
les contraintes (qui seront elles aussi convexeseeargl).
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6 CHAPITRE 1. CONVEXITE

1.1 Ensembles convexes

1.1.1 Propriétés de base
Premieres cefinitions
La convexié est une teoriegéonétrique dont I'objet geonetrique de base est gsgment

Définition 1.1 (Segment) Soientz ety deux points deX, on appellesegmeniz, y] 'ensemble des
points de la forme
[z,y] ={(1 =Nz + Ay [ A €[0,1]}. (1.1)

(Ici, [0, 1] désigne I'intervalle ferra deR), et on dit que ce segmerdlie x ety.

Bien-dir, si on est danR? ouR3, il s’agit bien ici du segment au se@émentaire de lagpmétrie
euclidienne. |l faut toujours voir la conve&icomme une extensianX (soitR™ soit un Hilbert) de
concepts gonetriques deR? ouR3.

Une remarque importante (bien que banale) est la suivante :

Remarque 1.1 Le segmenté&fini par (1.1) est identiquemenéckit par
[z,y] ={Az + (1 =Ny | A€ [0,1]}.

Il suffit en effet de remarquer quede cette dergire formulation est justél — \) de la premére, qui
parcourt le i@me intervallg0, 1].
Nous introduisons maintenant la conveéxit

Définition 1.2 (Ensemble convexe)Jn sous-ensembl€ de X est ditconvexesi chaque fois qu’il
contient deux points il contient le segment qui les relie.

Cette cfinition se litégalement
Définition 1.3 (Ensemble convexe)Jn sous-ensembl€ de X est ditconvexesi
{reC,yeC} =[x,y CC
ou de margre équivalente,
Vee C,Vye C,VAe[0,1], Mx+(1-NyeC.

On dira souvent “un convexe” pour “un sous-ensemble convexe”.
On déduit immédiatement de ce<finitions le fait suivant :

Proposition 1.1 L'intersection d’ensembles convexes est convexe.

La démonstration egtlementaire. On invite seulement le lectauerifier qu’elle ne se limite pas
a une intersection d’'un nombre fini d’ensembles.

De cette derrire remarque&toule la possibilé de donner une autréfinition. SoitA un sous
ensemble quelconque dé.

Définition 1.4 (Enveloppe convexe)On appelleenveloppe convexde A, notte cd A), I'intersection
de tous les sous-ensembles convexes contehant

D’apres la propete qui pecede, cdA) est un ensemble convexe, et clairement il contiént
C’estle plus petit convexe contena#t En effet, il est, par éfinition, contenu dans tout autre convexe
contenantA.

On devrait logiguement introduire ici leéfinition d’un point extémald’un convexe. Mais nous
ne Nous en servirons que pour la programmatiogdire, et nous n’introduirons ce conceptaae
moment &.
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Combinaisons convexes

Nous introduisons maintenant un conceptegeind en quelque sorte celui de segment.

Définition 1.5 (Combinaison convexe)On appellecombinaison convexéep points
{z1,22,...2,} de X un point deX de la forme

P p
=1 i=1

Une combinaison convexe depoints est donc caraatisee, outre ceg points, parun vecteur du
simplexe deRP, c’esta dire parp nombres positifs ou nuls écessairement iafieurs ouégauxa
1) sommant 1. On remarque en particulier que le segnieny] est I'ensemble des combinaisons
convexes de ety.
Insistons sur le fait qu’'une combinaison convexe n'eésinde ici que pour un nombréni de
points. (Quand nous dirons “combinaisons convexes”, le lecteur peut toujours ajouter “finies”.)
Remarquons alors qu’on a unéfthition alternative d’un convexe :

Proposition 1.2 (Propriété caraceristique) Un ensemble est convexe si et seulement si il contient
toutes les combinaisons convexes de ses points.

Preuve C’est manifestement suffisant, car alors il contient les combinaisons convexes de ses paires de
points, les segments.
Quant au caraéte recessaire, remarquons le tout petit lemme suivant :

Lemme 1.3 Une combinaison convexe gepoints peuitre repésenke comme udlément du seg-
ment joignant lesieme poin& une combinaison convexe ges 1 premiers.

Preuve du lemmeSoit

p
xr = E )\ixi
=1

une combinaison convexe. Il suffit de remarquer &, \; = 1 — A, et de poser

A p—!

1 /

Wi = , X = E i -
1— A, £

On laisse le lecteurarifier quex’ est bien une combinaison convexe ges 1 premiersz;, et finale-
ment quer = (1 — \,)z’ + \pzp, C€ qui prouve le lemme.

Donc, comme le convexe doit contenir les combinaisons convexes de deux de ses points, en pre-
nant I'une d’elle et sa combinaison convexe avec un troisieme, qui doit appartenir au convexe comme
combinaison convexe de deux de ses points, on a toutes les combinaisons convexes de ces trois points,
et ainsi de suite.

Le lemme ci-dessus estgmi€ par la prop@t suivante :

Proposition 1.4 Une combinaison convexe de combinaisons convexes est une combinaison convexe.

On laisse le lecteur faire cetteenification particuerement fastidieuse. Elle est facile une fois
gu’on a remargé que
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— On peut consi@rér que toutes les combinaisons convexes dont on fait la combinaison convexe
s’appuient sur le ame ensemble de points (et ont donc Eme “longueur”). Il suffit de prendre
I'union de tous les points concers et de comgter les combinaisons convexes par des coeffi-
cients nuls en tant que de besoin,

— On n'a pas besoin, dans l&fthition d’'une combinaison convexe, que gssoient distincts.

Une congquence importante de cette dénei proposition est la suivante :

Théoreme 1.5L’enveloppe convexe d’'un ensemiigeutétre repesenée comme l'union de toutes
les combinaisons convexes de ses points.

Démonstration Comme convexe contenadt co(A) doit necessairement contenir 'ensembécdt
dans le téoeme. Gacea la proposition grcédente, cet ensemble est convexe l@rme, et il contient
manifestementl. Donc il contient c@A). Il est doncégala cd A).

Deux propriétés utiles

On signale ici deuxésultats utiles saristre essentiels pour notre propos. Le premier traite des
propiétes topologiques des convexes, or nous aurons soaearisi@rer I'intérieur d’'un convexe.

Lemme 1.6 SoitC' un sous-ensemble convexezSi C (I'intérieur deC) ety € C, alors le segment
[z, y] privé dey (que nous noteronig;, y)) est contenu dans'.

Démonstration La demonstration consiste placer une petite boule contenue déhautour der, et
par homotktie de centrgy en ceduire I'existence d’'une boule contenue déhsentée en tout point
defz,y).}

Soit doncs un nombre positif tel que la boule de centret de rayore soit contenue dans. Soit
aussi\ € (0,1] etz = Az + (1 — \)y. Soit enfinz’ € X dans la boule de centrg et de rayon\e.
Nous allons montrer qué est dang”, ce qui implique que toute la boule de centfet de rayome
est dang’, établissant le lemme.

Construisons = y + (1/)\)(2' — y). Remarquons que = y + (1/\)(«’ — y), de sorte que
z—1x = (1/N)(2' — 2’). Comme par hypotse, |z’ — 2/|] < Ae, il en découle qud|z — z|| < ¢ et
donc quez € C. Remarquons enfin qué = \z + (1 — A\)y est une combinaison convexe dety
qui sont tous les deux das Doncz’ € C et le lemme est&émonte.

Nous voulons insister sur la nature de cetendnstration. On fait uneéehonstration gonetrique
dansR?, évoguee en exergue de ls&thonstration ci-dessus, et on la traduit en un calcul qui en fait
une cemonstration danX seulement d& de sa structure d’espace de Hilbert (ou Euclidienne). Cette
démarche sera au coeur denabnstrations de pro@tes plus difficiles.

L'int érét de ce lemme est dans ce corollaire :

Corollaire 1.7 SoitC un convexe d’irérieur non vide, alors son aénence est I'adérence de son

o

intérieur : C = C.

Preuve Soity € C, prenonse € 5 et remarquons que = limy_,g(Az + (1 — \)y), tous points dce%’
aussi longtemps que # 0 d’apres le lemme.

Nous abordons enfin un des raresdtlemes de cette #orie qui soit spcifiquement en dimension
finie. Il géréralisea R™ la remarque que st est dans un polyine plan, il est dans un des triangles
que les sommets de ce podme cfinissent. Il ne nous servira pas vraiment dans la suite, mais c’est
un classique...

11l devrait étreinterdit d’&crire un texte sur la convegisans figure. Lauteur ege Eparer un jour sa transgression.
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Théoreme 1.8 (Caratleodory) Une combinaison convexe gegoints deR™, p > n + 1, est combi-
naison convexe de + 1 d’entre-eux.

Démonstration Soientxg, 1, . .., z, p + 1 points deR™ avecp > n, et
p
Tr = Z )\ixi (12)
=0

une combinaison convexe. Il nous faut exhibe# 1 pointsz;, et autant de coefficients;, d’'une
combinaison convexe tels que
n
r = Z HETq,, -
k=0

Puisque nous sommes ddR% et quep > n + 1, les vecteurs; — g, i = 1, ..., p sont linrkairement
dépendants. Il existe donc un jeu de coefficientaon tous nuls tels que

p

Zaz‘(ﬂfi — 1) =0,

i=1

équation qui demeure si on multiplie tous tespar le neme nombre (non nub).
Nousécrivons (1.2) sous la forme

p
Tr — Xy = Z)\Z("Ih —$0),
i=1

et nous ajoutons au membre de droite la quamtitlle exhileée avant :

p
r—xp = Z(/\i + vag) (w; — x0) - (1.3)

i=1

Il retsea montrer qu’on peut ajusterpour que les\; + va; soient tous positifs sauf un qui est nul,
et sommen& moins que 1. Ainsi ce serontnpg i = 1,...,p et ug sera @&fini par difference de la
sommea 1.

Ceci est accompli de la fagcon suivante. Au prix de changer s'il le faut tous ks—a«;, assurons

nous que
P
Z (67 Z 0.
1=1

Soit j l'indice tel quea; > 0, et);/«; est minimum parmi tous les rappoits/ o, positifs (i.e. avec
ay, > 0). Prenons alors = —\; /o, et posons

Wi = A +va;.

On remarque d’'abord que lgg sont tous positifs ou nuls. En effet, sait < 0, et alors c’est
evident ¢ est regatif), soito; > 0, mais alors
Xi A

i =N +ra; =(—— =)oy
(674 a4
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et la parentbse est positive ou nulle par le choix fleet donc aussi;.

On remargue ensuite que puisquedg®nt une somme positive ou nulle,eest regatif, lesy;,

1 =1,...,pontune somme i@rieure aux\; pour les némes indices, donc iafieurea 1. (Et néme
al—\g.)

Ainsi les u; avecuy = 1 — >} u; forment les coefficients d’'une combinaison convexe et (1.3)
repiesente: comme une combinaison convexe desvec lesu; pour coefficients. Mais maintenant,
w; = 0, etil n’y a donc plus que (et non plugp + 1) termes dans cette combinaisonpSi n + 1
on recommence.

Ce treome classique a des c@ugiences sur laggnetrie des polgdres, mais nous né&delop-
perons pas cette direction. Il montre aussi que I'enveloppe convexe d’'un ensenitlepgetétre
obtenue comme union de toutes les combinaisons convexes-de(ou moins) de ses points.

1.1.2 Projection sur un convexe

Pour simples que soient les quelquesulats de ce paragraphe, ils sont au centre de ce qui fait la
puissance du concept de convéxitn concept gonetrique qui nous serads utile est celui d'angle
aigu ou d’angle obtu. Nous l'introduisons formellement ici pour insister sur soreutilit

Définition 1.6 (Angle obtu) Deux vecteurs (autrement appsl‘points”, mais la €ferencea un vec-
teur est plus intuitive icix etv de X seront dits former un angle obtu si leur produit scalaire est
négatif ou nul,étre orthogonaux si leur produit scalaire est nul, et former un angle aigu si leur pro-
duit scalaire est positif ou nul.

(On remarque donc que, par commeédion a admis les angles droits parmi les angles obtus et les
angles aigus.)

Le théoréme de projection

Nous rappelons la&finition de la distance d’un poiatun sous-ensemble :

Définition 1.7 (Distancea un sous-ensemble)On appelle distance d’'un point de X a un sous-
ensembled, et on notel(x, A),
d(z,A) = inf ||y — ]| .
(2, A) ;IelAHy x|

On fait remarquer en outre quec A (et donc sid est ferngéz € A) si et seulement si(x, A) = 0.
Théoreme 1.9 (Projection sur un convexe feri@) Soit C' un sous-ensemble convexe férde X.

Soitz € X. Il existe un et un seul poirt de C tel qued(z,C) = ||z — ||. Ce point est appél
projection der surC et noé Pc(z).

Démonstration Faisons d’abord remarquer querseé C, le résultat est banal, avéé:(z) = x. Nous
nous inéressons donc au cag © ¢ C'. La démonstration épend du lemmeé&pnétrique suivant :

Lemme 1.10 SoitC convexe fer,x ¢ C, y1,y2 € C, I'un desy;, pouri = 1 ou 2 satisfait

1
|z = will* > d(z, C)* + Ly = a|* (1.4)
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Preuve du lemmelntroduisons le miliewy = (y1 + y2)/2 du segmenty;, y2|. Alors, yo — yo =
—(y1 — yo). Donc I'un au moins de ces deux vecteurs forme un angle obtuaveg, soit (x —
Yo, ¥i — yo) < 0. (Puisque ces produits scalaires sont oppg®ouri = 1 eti = 2.) On a ainsi

lz = will* = 1I(z = y0) = (vi = y0)I* = llz = woll* = 2(= — 0,4 — wo) + llys — woll*-

Mais, par la convexé deC, yo € C. Donc|lz —yol|* > d(z, C)?. On a choisi pour que(z —yo, y; -
yo) < 0, et manifestemerity; — vol|?> = (1/4)|ly1 — y2||*>. Le lemme en écoule.

Revenonsa la preuve du tBoeme. Soit{y,} une suite de points d€' telle que|z — yi| —
d(z,C). Grace au lemme, on peut affirmer que cette suite est de Cauchy. En effet;s0jton peut
choisir N suffisamment grand pour que, pour teuet m sugerieura N, ||z — y,||? et ||z — ym||?
soient inBrieursad(z, C)? + 2 /4. En appliquant le lemme, il erédoule quély,, — ym|| < e.

Donc la suite converge vers un pointCommeC' est ferng,z € C. Comme la norme est continue,
|z — z|| = d(x, C). Le lemme appligé a deux points qui satisferaient cette préfiimplique qu'ils
sont confondus. Le #oeme est @monté.

Remarque 1.2 On caracérise P-(z) comme le point d€’ le plus proche de:.

Une importante caragtisation de la projection est dommpar le ésultat suivant

Théoréme 1.11 (Angle obtu)Soit C' un convexe ferlnde X etx ¢ C. Alorsz = Pg(x) si et
seulement si € C et
VyeC, (z—z,y—2)<0. (1.5)

Démonstration La condition est suffisante. Supposons en effet (1e6fie. Prenons’ € C différent
dez. Comme dans le lemme, @trit ||z — 2/||?> = ||(z — 2) — (2’ — £)||? et on céveloppe le caé.
Le fait que(z — #,2' — ) < 0 implique queljz — 2'[|? > ||z — 2| + ||z’ — ||?, établissant bien
comme le point d€” le plus proche de.

Réciproquement, supposons que pour un cetitanC', il existey € C'tel que(x —z,y—2) > 0.
Consicerons les points; de la former;, = z+t(y—z). Par la convexé& deC, pourt € [0, 1], z; € C.
Mais par le néme calcul que @edemment on a

lz — 2| = llo — 2|* = 2t(x — &,y — &) + ||y — 2]

Pourt suffisamment petit positif, le terme eémomine celui ert? et impose son sigré la difference,
de sorte qu'alor§z — 2||? < ||z — 2||?. Doncz ne sauraitre la projection de surC. Ce qui ackve
de cemontrer le teoeme.

Remarquons que si ¢ C, necessairemen®o(z) € JC. (exercicg. Ceci menea l'important
concept suivant :

Définition 1.8 (Normale exérieure) SoitC' un sous-ensemble convexerein point dedC. On ap-
pellenormale extrieurea C' enx tout vecteur de X tel que

VyeC, (v,y—z)<0. (1.6)

Au vu de cette dfinition, le tteoeme de I'angle obtu, ou l'iegali& 1.5, se dit aussi: si ¢ C,
x — Po(x) est une normale egtieurea C'. D’ou on peut @duire que par tout exterieura un convexe
passe une normale &iteurea ce convexe. Laciproquea savoir qu’en tout point deC' il existe au
moins une normale e&tieure, sera une codguence du deugime tleoeme de 8paration ci-dessous.
Une propréete importante de la projection sur, ou des normalegreediresa, un convexe est la
propriete de contraction suivante :
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Théoreme 1.12 (“Pont suspendu”)SoientC' un convexe ferfn z; etzo deux points d&®”, etz et
I leurs projections respectives sGf. On a

|2 — 21| < [lz2 — 21| (1.7)

DémonstrationOn applique la propéité de I'angle obtu aux deux projections, avec chaque fois I'autre
proje& pour point %" de C':

0,

0.

(T2 — 21,21 — 21) <
(1 — 22,22 — T2) <
En changeant le signe des deux membres du dewxiproduit scalaire ci-dessus, et en ajoutant, il
vient

(:i‘g — 21,21 *$2+£i‘2*i71) <0.

(On a eordoni le terme de droite du produit scalaire.) &arit cela
(B2 — 21,22 — 21) < (22 — 21,22 — 21),
soit en utilisant Cauchy-Schwarz pour majorer le terme de droite
&2 — #1]1% < (|22 — &1|[|lw2 — 1| -

Soit |22 — #1|| = 0, et alors l'iregalie (1.7) est @rifiee, soit on peut diviser de part et d’autre par
|Z2 — 1], et il reste peci€ment l'irégalie (1.7).

Théoremes de gparation

Gracea la notion de projection, nous obtenons facilement lesiimes de&paration ci-dessous.
Ces tleoemes, élebres, sont encore vrais dans un cadre non hilbertien (espaces de Banaéh, c’est
dire sans produit scalaire), mais alors ils sont difficileaiivalents aué&ebre tleoeme de Hahn
Banach.

Nous avons besoin d'un autre concepbgeétrique, celui d’hyperplan et de demi-espacglauités
par un hyperplan. Ceétend aux hilberts la remarque simple qu’une droit@®deu un plan deR?
séparent I'espacetnils vivent en deux demi-espaces disjoints.

Définition 1.9 (Hyperplan, demi-espace)On appellehyperplandéfini par un vecteup € X et un
réela 'ensemble des pointsz € X | (p,z) = a. On appelle demi-espaces fémles deux sous
ensemblegx € X | (p,z) > a}et{x € X | (p,z) < a}.

Les demi-espaces ouverts soéfidis de la néme fagon, mais avec de€mli€és strictes.
On laisse le lecteurarifier la proposition suivante :

Proposition 1.13 On a les proprétées suivantes,0H désigne I'hyperplanip, x) = a :
— les hyperplans sont des convexes &sm
— en tout point d&, p et —p sont les deux seules normaleségiduresa H,
- Ve e X,Yy,z€ H, (x — Py(z),y —z) =0,
— la projection sur un hyperplan est Baire.

Théoréme 1.14 ($paration stricte) Etant donies un sous-ensemble conveXale X et un point
x ¢ C, il existe un hyperplan qugéparestrictement: etC, c'esta dire tel quer etC soient contenus
dans les deux diéfents demi-espaces ouvertfidis par cet Hyperplan.
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Démonstration Il suffit de prendre un hyperplan orthogoreat — Po(x) passant par le point milieu,
soit, avec les notations de l&fihition ci-dessusy = = — Po(x), a = (1/2)(||z]|? — || Po(x)||?). On
laisse le lecteurérifier, en se servant de lagali€ ||z||> + ||2|?> > 2(x, &) pour toutr # 3.

On laisse en exercicdemontrer qu’un sous-ensemble compact convexe et un convexe fesm
joints peuvenétre €paés strictement par un hyperplan.

Un theoeme plus difficile est le suivant :

Théoreme 1.15 (8paration large) SoitC' un sous-ensemble convexe (non vimejert soitz ¢ C.
Il existe un hyperplan qui contientet laisseC' dans un demi-espace ouvert.

Remarque 1.3 Remarquons que cette affirmation n’eségssante que siest sur la frontere deC.
En effet, si-non il suffit de projeter sur C, et d'utiliser > — Po(z) pour normalea I'hyperplan. La
normalea I'hyperplan sera une normale @tteurea C' (exercicd. Donc ce t@oreme eséquivalent
a la proposition suivante :

Proposition 1.16 En tout pointz de la frontere d’un convexe d’irieur non videC', il y a au moins
une normale edrieure, c’est dire un vecteur € X tel que

Vye C (r,y—x)<0.

Démonstration La demonstration @sente une difficuét particulere dans le casioX est de dimen-
sion infinie. Nous la donnons dans le casX = R", puis nous indiguerons ensuité se situe la
difficulté et comment la contourner i est un Hilbert quelconque.

Soit doncC un sous-ensemble convexe ouvert non vide, etoC. CommeC' est ouvert, on peut
prendre ur: a I'intérieur deC'. En particulier, il existe us > 0 tel que la boule (feri@e) de centre
et de rayore soit contenue dans. Soit

. 1 1
T =2r — 2z, soit x:§x1+§z.
Alors, x1 ¢ C. Car siz; était dans”, commez y est et que&' est convexey y serait, ce qui contredit
I'hypothese.
Consicerons les pointg; = = + t(x; — ), pourt > 0 (destiré a tendre vers&o). On a

Lemme 1.17 La boule de centre; et de rayone n’'intersecte pag’.

Preuve du lemmeEn effet, supposons au contraire que C avec|ly — x;|| < te. Considrons le
point homotletique dey dans 'homotiétie de centre et de rapport-1/t. Soity’ = = —(1/t)(y —x).
En remarquantque = = — (1 — x), ilvienty’ — z = 21 — x — (1/t)(y — =) tandis quey — z; =
y—x —t(x1 —x). De sorte que comme I'homadttie devait I'entrainer)’ —z = —(1/t)(y —x). Donc
|y — 2| < e, ety € C.Enfin, commer = [1/(1+t)]y+[t/(1+1)]y’ est une combinaison convexe
dey ety (y/ aété construit pour ¢ca) et que dans notre hypsty ety sont tous les deux dais, =
devrait yétre aussi, contredisant I'hyp@tbe de @part. Dongy ¢ C, et le lemme est&monté.

Ceciétablit que pour tout > 0, lesz; ne sont pas dans, puisqu’ils sont centres d’une boule de
rayon positif qui n’intersecte pas.

Ainsi, on peut consiérer leur projectioni; sur C et le vecteur normalés correspondant; =
(x¢ — Z¢)/||ze — #¢||- Quandt — 0, z; — x, et par le tikoeme 1.12;#, — = (carz est sa propre
projection surC). Les p; parcourent la spgire uni€, qui est compacte. (C'est ici que la preuve en
dimension infinie diverge.) lls ont donc au moins un point d’accumulatioon nul (de norme 1).
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Soitt;, une suite tendant vers 0 quahd- oo, et telle quep,, — p. Prenons ury fixe dansC. On a,
par le treoeme de I'angle obtu,

0> (y - ‘%twptk) - (y - $ap) (18)

(par continuié du produit scalaire par rappartses arguments, continigue I'iregalie de Cauchy-
Schwarzétablit) ce quitablit que(y — =, p) < 0, ou(y,p) < (x,p).

Il restea obtenir I'iregali stricte. Commé' est ouvert, en touj de C on peut centrer une boule
de rayono, dépendant dg mais strictement positif, contenue datisAinsi, y + ap € C (rappelons
que||p|| = 1). En appliquant l'iegali€ largea ce point deC' on obtient I'iregali&é stricte sury,
comme @sire.

Complément Pour les espaces de Hilbert. La boule ardst seulemerfaiblementcompacte, donc
on peut seulement assurer I'existence d’une syitelle que leg,, tendent faiblement vers yn La
limite (1.8) reste correcte, la convergenceide versz étant forte. Mais il resta cemontrer que
n'est pas nul. Ceci est la catguence du lemme suivant, qui garde soar@tten dimension finie :

Lemme 1.18 On a pour tout > 0
(pt,z—2) > €.

Par passage la limite (faible), on en @duira qudp, x — z) > ¢ et donc que # 0.

Preuve du lemme. On appellg; la projection der sur la droite support dg; passant paf; (et x;
donc) :z; = x; — (pt, x — x)pe. La propréte de I'angle obtu donn@y, ) < (p, ). On a ainsi (la
premere iregali€ ci-dessous est Cauchy-Schwarz)

|z — Ze|| > (pr,xe — Tt) = (P, 2 — ) > (pr, T — Tt) = || — || -

D’apres le lemme @cédent, la dersire distance ci-dessus n’est pas moindretgumiisques; € C.
Or ||xy — Z¢|| = (pt, x — x) par construction. Le lemme eskmhonté en remarquant qug — x =
t(x — z).

Complément mathematique

Pour les amateurs de mathatiques, voici quelques coréphents culturellement essentiels, mais
pas indispensables pour un cours d’optimisation d&h<e sont deux coisjuences du #oeme de
projection.

Le premier ésultat concerne le®rmes lireairesde X. On appelle “forme ligaire” une appli-
cation liréaire continue d& dansR. Dans le cas de dimension finie, disanson sait bien qu’'une
forme linéaire est dfinie par sa “matrice”, une ligne decoefficients. On peut donc la voir comme
un vecteur deR™. En dimension infiniea tout vecteur, disong de X on peut encore faire corres-
pondre une forme ligaire parr — a(z) = (y,x). Ce que dit le thoeme qui suit est qu’il n’y a pas
d’autres formes ligaires que celles obtenues de cette facon. On va voir que c’est encore uneropri
géonetrique.

Théoreme 1.19 (Riesz)Toute forme ligaire (continue): sur X peut sécrire comme le produit sca-
laire par unélement fixeo de X. En outre,||a|| = ||p]|.

Démonstration Soit donca une forme lirgaire continue siX . Il faut montrer qu'il existe un vecteur
p € X tel queVz € X, a(z) = (p,x). Sia est identiquement nulle, le prashe est banal : on
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prendp = 0. Supposons donc gueest non identiquement nulle. Le noy&udea est un sous espace
vectoriel, ferng parce quer est continue, nonéduita z2ro puisque pouf; et zo non colirtaires
d’image non nulle)) # a(xz2)x; — a(x1)xs € K.
Prenons un: tel quea(z) # 0, ety = x/a(x) de sorte que(y) = 1, et appelong = Px(y) la
projection dey sur K. Alors, nous savons que— ¢ est non nul et orthogonal K, et donc aussi
1
Ol PR
Insistons sur le fait que pagééinitionj € K de sorte que(y) = 0, oua(y — y) = 1.
Soitz € X quelconque. Nous affirmons qui& () = & avec

<>

(y —

t=z—a(x)(y—19).
En effet, 'expression ci-dessus donne paeéiré a(z) = a(z) — a(r)a(y —y) = 0. En outrex — &
est parakleap donc orthogonah K, ce qui caraérise bienPx (x).

Donc(p, ) = 0, soit, puisque par constructidp,y — y) = 1, (p, z) = a(z). L'affirmation sur
les normes écoule de Cauchy-Schwarz. Leetieme est @montgé.

Nous pouvons commenter un peu plus ésultat. Lensemble des formesémires surX est
appet I'espacalualde X, souvent nat X'. Notre remarque liminaire indiquait donc qu’en dimension
finie, le dual deR™ peutétre identifié & R™ lui-méme si on accepte de lire leséléments de la
matrice de la forme lidéaire comme les coordo@es d’un vecteur. Donc éransposantette matrice.
Et la forme lirgaire est bien le produit scalaire de ce vecteur obtenu par transpositiorNeus
remarquions ensuite qu’en dimension quelcongupeutétre identife au moins un sous-ensemble
de X’ via le produit scalaire. Ce que nous dit I&€deme de Riesz, dans ce langage, est &ygeut
étre identife a son dual.

Remarquons qu& peut donc aussitre identife au dual de son dual, appetonbidual. les
espaces qui ont cette propitd sont appés “reflexifs”.

Voici enfin un tleo®me qui nénea une conclusion topologique.

Théoreme 1.20Tout sous-ensemble convexe femstégala l'intersection de tous les demi-espaces
fermés qui le contiennent.

Démonstration Qu'il soit contenudans cette intersection estident. Mais comme pour tout point
qui n’est pas dans le convexe on peut trouver un demi-espace qui contient le convexe et pas ce point,
aucun point eXrieur au convexe n’est dans cette intersection.

Ce tteoreme serait de peu d'iaiet si ce nétait pour son corollaire. Celui-ci concerne la topologie
faible, dont il aété question dans le conghenta la cemonstration du #oeme de gparation large.
Rappelons gu’on dit que qu’une suitg tendfaiblementversz si pour toutp € X, (p, xx) — (p, T).

Cette topologie ne pisente d'ingret qu’en dimension infinie, parce que les fé@srbories n'y sont
plus compacts en topologie ordinaire —ou forte—, mais le sont encore en topologie faible. (Pour tous
les espaces reflexifs, donc notamment les Hilbert. On voél&edu tteoeme de Riesz.)

Corollaire 1.21 Les convexes fer®s d'un espace de Hilbert sont faiblement féan

Démonstration Remarquons d’abord que I'affirmation n’est pas banale. En effet, la convergence forte
entraine la convergence faible mais pas le contraire, donc il y a “plus” de suites convergentes faibles
que fortes, donc la pro@ de contenir les limites de ses suites convergentes (cagdetne) est

plus contraignante en topologie faible qu’en topologie forte. Maigfandion néme de la topologie

faible impligue banalement que les demi-espaces ésrsont ferrés pour la topologie faible. Et

la repesentation du convexe fercomme une intersection de feégmfaiblesétablit son caraére
faiblement ferné.



16 CHAPITRE 1. CONVEXITE

1.2 Fonctions convexes

Nous examinons maintenant des fonctionsXddansR. Le meilleur moyen de visualiser la pro-
priete de convex# est de seéféerer au graphe de la fonction, ce que nous ferons rapidement. Une
fonction convexe a son graphe dont la con@eist tourge vers le haut.

1.2.1 Propriétes de base

Il sera utile dans la suite de consigr dedonctionsétenduesomme des fonctions d@” dans
R U {oo}. Ce dernier espace sera atx.
Cela nous forceéx donner une &finition péalable :

Définition 1.10 (Domaine) On appelledomained’'une fonctionétendue I'ensemble sur lequel elle
prend des valeurs finies :
D(u) ={z € X | u(z) < oo} .

Définition 1.11 (Fonction convexe)Une fonctionu d’un sous-ensemble convexec X dansR est

dite
— convexesi

Ve,ye X, VA€ [0,1], u(Az+ (1—Ny) < u(z) + (1 — Nu(y), (1.9)

— strictement convexsi I'inégalite dans (1.9) est strictedd quer # y et ¢ {0,1},
— fortement convexeg'il existe un nombreéel positifa tel que

A=A e
(1.10)

Ve,ye X, VA e [0,1], u(Az+(1-N)y) < Au(z)+(1—-Nu(y) —«

L'in égalie (1.9) dit qude graphe de. est sous la cordeEn effet, le graphe de la fonction affine
Az+(1=N)y — Au(z)+(1—X)u(y) estla corde reliant les points, u(z)) et(y, u(y)) du graphe de
u. L'inégalie (1.10) renforce cette propte en demandant que le graphewdsoit méme en dessous
d’'une parabole de paranrea/2 passant par ces points.

D’une fonction \erifiant I'inégali€ (1.10) on dit qu’elle est-convexe Erigeons en remarque
formelle la banali¢ suivante :

Remarque 1.4 La propriéte de convexi estequivalentex la 0-convexit.

Ceci nous permettra @dhoncer desésultats et de faire de€ohonstrations pourd-convexig, et de
trouver les propéteséquivalentes pour la convegisimple en mettant = 0 dans lesé&sultats.

De méme que pour les sous-ensembles, on paonhcer la convexéten termes de combinaison
convexe d'un nombre: de points. On aura :

Proposition 1.22 Une fonctionu d’'un convexeC' dansR est convexe si et seulement si, quelques
soient les points;, i = 1,...,m deC et les); réels positifs ou nuls sommagun, on a

w(d_ Niws) < 3 (i) (1.11)

Pour retrouver des projtes geonetriques, nous avons besoin du concept suivant ;
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Définition 1.12 Epigraphe) On appelle
— épigraphelew, qu’on notera&(u), le sous ensemble dé x R situé “au dessus du graphe” de

u, c'esta dire c&fini par
5(u):{< ;N ) eXxR|r2u(x)},

— épigraphe strictleu le sous ensemble d€ x R défini par une iegalite stricte ci-dessus.
Donnons tout de suite uné&finition équivalente de la convegiten termes d’ensemble convexe :

Proposition 1.23 Une fonction est convexe si et seulement sigggigraphe est (un sous-ensemble)
convexe.

On laisse le lecteurarifier cette assertion essentielle (mais facile).

Ces deux éfinitions de la convexa seront utiles. Remarquons par exemple deux pE@sriqui
découlent imnediatement de la pregiie. La pren@re est une banadit

Proposition 1.24 Le domaine d’'une fonction convexe est convexe.

On peut en outre faire remarquer qu’une fonction convex€ de X peut toujouretreétenduex tout
X en posanti(x) = oo en dehors d€’'. Nouséviterons pourtant cet artifice.
La deuxime proposition, pour facile qu’elle soit, n’en est pas moins importante :

Proposition 1.25 Si une fonction convexe atteint son minimum, I'ensemble des paiiitesi atteint
est convexe. Si une fonction strictement convexe atteint son minimum, c’est en un point unique.

La preuve est imidiate en utilisant (1.9).
Au contraire, le esultat suivant, tout aussi facile mais tout aussi important, est unéquersce
immédiate de la caragtisation en termes épigraphe :

Proposition 1.26 Le sup d'une famille (finie ou infinie) de fonctions convexes est convexe.

En effet, I'epigraphe du sup d’'une famille de fonctions est I'intersectiorégégraphes des fonc-
tions de la famille.

Enfin une prop@t€ utile qui compéte le lien entre fonctions convexes et ensembles convexes :
Proposition 1.27 Si f est une fonction convexe dec X dansR, 'ensemble

K ={zeC|f(z) <0}

est convexe.
La demonstratiorelementaire est laiég au lecteur. En corollaire, notons qu’en damsence, I'en-

semble des qui satisfontsn inégaligs de cette forme egpgalement convexe, comme intersection de
m ensembles convexes.
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1.2.2 Regularité des fonctions convexes

On demontre l'important &sultat suivant, que nownoncons dans une formeégjifique au cas
de la dimension finie, c’esi dire pour une fonctiom d’'un sous-ensemble convexéde R™ dans
R. Nous verrons dans laédhonstration ce qui 8tend aux castoC' C X un espace de Hilbert (de
dimension infinie).

Théeoreme 1.28Les fonctions convexes & sont continues l'intérieur de leur domaine.

Démonstration La preuve utilise deux lemmes dont le premier, de natéa@trique, demeure en
dimension infinie :

Lemme 1.29 Une fonction convexe localement béemau voisinage d’un pointde I'intérieur de son
domaine y est continue.

Preuve du lemmela preuve qui suit a un supporégnetrique qu’'on renonca indiquer ici, mais le
lecteur est invié a le retrouver.

Soitz un point inérieur au domainé de la fonction convexa, £ > 0 le rayon d’une bould3
(fermée) centee enr et contenue danB, et M un majorant de; sur cette boule. Soij un point de
B. On introduit les ex@&mitesz et 2’ du dianetre deB passant pay :

y—z ’ y—x

Z=x+E¢€ , 2 =x—¢€ .
ly — || ly — ||

Onadonau(z) < M etu(z’) < M.Ona

— T 9
_ dy-al .
+ly—al " e+ ly—al

d’'ou, par la convexé deu

ly — = €
u(zr) < M + u(y) ,
@ =™ e e W
gue nousé&-ecrivons
— T
u(y) > u(e) - L= 0 — ). (1.12)

e

y= el (o oo,

9 9

De méme, on a

d’ou

3
gue nousé&-ecrivons

u(y) < uw) + =T (ar i) (1.13)

Les deux iegalies (1.12) et (1.133tablissent la continw@tdeu enz.
Et voici ol nous utilisons la dimension de I'espace :
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Lemme 1.30 Une fonction convexe dR™ est localement boée en tout point irdrieur a son do-
maine.

Preuve Soitu une fonction convexe d’un convexédeR" dansR et D son domaine. Soit € lo) On
note qu’il existe un hypercube d'&te positive dont: est le centre. Touy de cet hypercube est (de
plusieurs fagons) une combinaison convexe de ses sommets= 1,...,2n. Par la relation (1.11),
on en cduit queu(y) < maxy u(zy), ce quiétablit le ésultat.

Indiquonsa titre de comg@ment ce qui se passe si la dimension n’est pas finie :

Théoreme 1.31Une fonction convexe localement bémen un point iftrieur de son domaine est
continue sur tout I'inérieur de son domaine.

Ceci est une comsjuence du lemme 1.29 ci-dessus, et du suivant :

Lemme 1.32 Une fonction convexe localement béenen un point ifirieur a son domaine est loca-
lement borie en tout point ireirieur de ce domaine.

Preuve du lemmeSoit doncu une fonction convexe d’un convexé C X dansR et D son domaine.
(o] o]
Soitxz € D, B C D une boule de rayoa > 0 centée enz et M/ un majorant de:(x) sur B. Soit

aussiy € 5’ un autre point de I'iriérieur deD. Il existe un nombre: > 0 tel que la boule de rayom
centée ery soit contenue dan®. Consicrons le point = y+a(y —x) /||y — x| qui appartient donc
aD etu(z) = N. Laboule de rayons/(|ly — x| + a) centée eny est homotktique deB dans une
homottetie de centre. Nous allons montrer que dans cette baukest majoee pamax{M, N}, ce
qui établira le lemme. Soit en effgt dans cette boule, et = (1 + ||y — z||/a)y’ — (||ly — z||/a)z et
remarquons que = (1+ |y~ /a)y — (|ly — || /a)z, de sorte que’ —z = (1+ |ly —z|| /a)(y' —y)
et que dond|2’ — z|| < e soitz’ € B doncu(z’) < M. Par constructiony’ est une combinaison
convexe de’ etz, preciementy = (a/(a+||ly—x|))z'+(|ly—=||/(a+]|ly—z]||))z. En congquence,
u(y') < max{M, N}.

Il est utile de remarquer que si la fonction est continuapifjraphe est ferénet I'epigraphe strict
ouvert (exercicg La reciproque est pluséadicate. Nous donnorestitre de comp@ment d’information
le résultat qui est correct :

Proposition 1.33 Une fonctionu est
— semi-continue idfrieurement (s.c.i) si et seulement si épigraphe est feré
— semi-continue s@rieurement (s.c.s) si et seulement si 8pigraphe strict est ouvert.

Rappelons gu’une fonctiomest dite s.c.i. si, pour toute suite de poifis, } tendant vers um on
a
u(Z) < liminf u(xg),

au contraire, la fonction est s.c.s. si
u(z) > limsup u(zy) .

Une fonction s.c.i. et s.c.s. est donc continue.
On laisse en exerciae montrer la version fine duébeme de Weierstrass, qui explique pourquoi
ce concept est important en optimisation :

Théoreme 1.34Une fonction s.c.i. atteint samin sur un compact, une fonction s.c.s soax.
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En cong€quence, on a le #oeme suivant, valide en dimension infinie :

Corollaire 1.35 Une fonction convexe continue sur un férborre y atteint son minimum.

Démonstration En effet, continue so@pigraphe est feren Mais convexe fer@ cetépigraphe est
aussi ferne en topologie faible, par le corollaire 1.21, donc la fonction est s.c.i. en topologie faible,
topologie dans laquelle le fe@borre est compact.

1.2.3 Sous-diférentiel

Nous avons indigél en péliminaire que I'analyse convexe&é consi@ree comme le point de
départ de I'analyse non défentiable. Le concept qui vient est uneespde suddare de gradient,
et est pour beaucoup dans cette &gfation.

Théoréme 1.36Soitu une fonction convexe (continue) @eC X dansR. En tout point inérieur &
son domaine il existe au moins un vectgute X tel que

VyeC, u(y) >u(z)+ (py—x). (1.14)

Démonstration Soit = intérieur au domainé de notre fonction convexe. Le point (x; u(z)) de
C x R est sur la frongére de IEpigraphe de:.. Commeu est continue, Epigraphe strict est ouvert,
et peut don@tre £paé de son point frondire, au senstoil doit exister unélement(q; ) € C x R
non nul tel que pour tout poirfy; r) de I'épigraphe strict, donc tel que> u(y), on ait (la premére
parentkese de l'iregali€ ci-dessous @signe bien un produit scalaire dé, dont la somme avec le
produit des composantes ddR®st le produit scalaire d&¥ x R)

(¢, y —x)+0(r —u(x)) <O0.

Notons d’abord qué est recessairementagatif. En effet, il ne sauratitre positif, car l'iregali€
ci-dessus doiétre satisfaite pour tout > u(y), donc on peut y faire tendnevers+oo. Mais 6 ne
peut non plugtre nul parce que étant inérieura C', on n'a surement pag, y — x) < 0 pour tout

y € C. Posons donc
1
P= 74
4

L'in égalité ci-dessus devient (&3 division paif)|) :
vr>u<y)7 (p,y—l‘)<’f’—U($)

Il suffit de faire tendrer versu(y) par valeurs sugrieures dans cetteégalig, et le tleoeme en
découle.
On introduit alors une&finition, qui subsiste que soit continue ou non

Définition 1.13 (Sous-diférentiel) On appelle sous-diéfentiel deu en z, et on notedu(x), I'en-
semble dep deRR" qui satisfont (1.14).

Le theoeme 1.36 se lit alors : en tout poini ane fonction convexe est continue (en dimension finie,
en tout point inérieura son domaine) son sous-@ifentiel est non vide.
Une proprete facile est

Proposition 1.37 Le sous difrentiel est convexe feen toutz.
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Et une autre banaétnérite détre souligée :

Théoreme 1.38Une fonction convexe atteint son minimum en un poirde son domaine si et seule-
ment si0 € du(x*).

L’ a-convexie permet de renforcer I'égali€ (1.14) comme suit :
Théeoreme 1.39Pour une fonctiorw a.-convexe su€’, on a :
«

Démonstration L'in égali€ d’'a-convexie secrit, apes division par,

A 1—A
u(@) + o=y - |

1 1-—
u(y) 2 yu((l = Az + Ay) -
En outre, par l'iegali& du sous-di#érentiel
u((1 =Nz + Ay) > u(@) + Ap,y — 2),
de sorte que l'ibgalie precedente donne
2

Il suffit de faire tendre\ vers 0 dans cette depre iregali€ pour obtenir le&sultat annori.
En particulier, en utilisant le 'oreme 1.38, on voit que

u(y) > u(z) + (p,y — ) + « )\Hy —z|?.

Corollaire 1.40 Siu a-convexe atteint son minimum eh, alors
VeeC, wu(x)>u(z")+ %Hm —z*|? (1.16)
On voit aussi facilement que le sous-éiféntiel est un agrateurmonotonec’esta dire que (rap-
pelons que le cas = 0 donne la convexé simple)
Théoreme 1.41Pour une fonction: a-convexe d€' dansRR, on a
Vr,y € X, Vpedu(x),Vgeouly), (p—qz—y) >alz—yl. (1.17)
Dén]onstration Il suffit décrire (1.15) erx et eny et d’ajouter.
A nouveau, giice au tkoeme 1.38, on a
Corollaire 1.42 Siu a-convexe atteint son minimum ef, alors
Ve e, Vpedu), |p|>allz—2| (1.18)
Démonstration On a en effed € du(z*), donc
(p.a —a*) > allz — 2|,
et en utilisant I'iregali®e de Cauchy-Schwarz I'egalié annonée.
Indiquons enfin une variante de l8gali€ d’Euler, mais cette fois sous la forme d’'une condition

suffisanteet concernant un minimum atteint en un point quelconqué€ ¢ié étend donc le thoeme
1.38):

Théoréme 1.43Soitu une fonction convexe de dansR. Si enz, il existep € Ju(z) tel que—p soit
une normale exdrieurea C, alorsu atteint son minimum suf’ enz.

Démonstration Il suffit de mettre ensemble leségaliés (1.14) et celle de la&dfinition 1.16.
Le carackre recessaire de cette affirmation est une question un peu glicsté que nous n'exa-
minerons pas.



22 CHAPITRE 1. CONVEXITE

1.2.4 [erivées et convexg
Dérivées et @rivées partielles

Soit une fonctionu(-) : @ € R™ — R d’un ouvert(2 deR" dansR. Le lecteur conri&la notion
de cerivee partielle. Formellement, on peadrire quedu/Ox; est la @rivee de I'application partielle

i u(T, o, Xy X))

La notatlona—, gue nous utiliserons, gsente un gros incoamient qu'il faut souligner ici. C'est
x

g 7 Y [ . - - ya - e . . .
'usage dunom dongé a I'argument(ici x;) dans lenom de la fonctiorérivée partielle. Ainsi, com-
ment doit-onécrire I'accroissement au premier ordrewentre les points

Y1 Y1+ 2
y,2 et y,2 ?
" "
Nous le noterons (en appelantle vecteur(1, 0, ..., 0))
uly + ze1) = uly) + 5 ()= + ofz).
et surtout pas
uly+ 2e1) = uly) + Ho(5)z + o).

Car on ne saurait changer le nom d’une fonction (ici &ivke partielle par rappoé la premére
variable)a chaque fois qu’on change le nom de son argument. Si on faisait ainsi, que deviendrait cette
dérivée partielle au pointl, 1, ..., 1)t ?

Pour cette raison, Dieudo@rpropose de noter leedvées partielled;u(-) pour la cerivee par
rapporta la variable de rang En cas de besoin, on invite le lectéuavoir recours cette notation
qui évite les ambigités.

Nous placerons d’habitude les vecteurs en colonne, etlegés partielles par rapport aux coor-
donrees d’un vecteur en lignegservant la notation’(x) a cette pesentation :

Ainsi nous aurons, utilisant un produit matriciel ordinaire, la formule fondamentagepee :
u(z + h) = u(z) + ' (z)h + o(||h]]) . (1.19)

Nous utiliserons la notatiol« pour cesigner le vecteur colonne desrivees partielles, donc le
transpoé deu’. Ainsi (1.19) sécrit aussi

w(@ + h) = u(z) + (Vu(z), h) + o(||p])

ou (y, z) désigne le produit scalaire des vecteyet z.
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Si la fonctionu est elle néme vectorielle :

on fera des/(z) les lignes de la matrice de type x n :

Qui  Odw .. Ow

o1 0o Ozn
Quy  Oua . Oup
0. 0. Oz,
o = 1 T2 . T :
Oum Oum ... Oum
3351 81’2 axn

et la formule fondamentale (1.19) reste correcte.
Dans la notation de Dieudoan

Dyuy Douy -+ Dpuy
, D1u2 DQUQ s DnUQ
u = .
Diuy, Doy, -+ Dpugy,

Derivation en chaine et derivées directionnelles

Dérivées en chine Avec les choix de notation ci-dessus, oegerve aussi la formule deséivees
en chédne” : siz = v(y) etw(y) = u(z) = u(v(y)), avecu etv continuement @rivables (on dit “de
classeC!),

w'(y) = u'(v(y)'(y)

guelques soient les dimensions des vecteurs en cause. Par exempl&PSi> R" etu : R™ — R™,
alorsu’ est de typen x n etv’ de typen x p, de sorte que le produit matriciel peut bigime fait, et
w’ est de typen x p. Tout ceci @coule @cessairement de la formule (1.19).

Dérivée directionnelleAppliquons cela la cerivee de la “coupe” d'une fonction le long d'une droite.
Soit £(t) = x + th une droite deR™. Ici, x et h sont fixes dansR", ett varie dansR. Posons
U(t) = u(&(t)). Cest donc la restriction de la fonctiana la droite de direction passant pat. On

a en appliquant leegles ci-dessus :

U'(t) = u'(&(t)h,
et nous l'utiliserons surtout eén= 0 :
U'(0) = (Vu(z),h). (1.20)

Exercice 1.1 (important) : En déduire que
— laligne de plus grande pengst paralblea Vu (et oppoge pour descendre),
— cette direction esbrthogonale la courbe de niveaqui est la courbdy | u(y) = u(z)}.
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Deuxieme ordre Rappelons enfin la forme diedeloppement au deuxine ordre d’une fonction sca-
laire den variables :

(@ + ) = u(z) + o (@)h + %htDQu(m)h +o([h]2) (1.21)
ou encore, avec le reste de Lagrange
1
uw(z +h) = u(z) + ' (2)h + ihtDQu(:c +60h)h, (1.22)

pour und € [0, 1].
Comme toujours, ces formules sédilisent de celles du cas scalaire en regardant la fonction
U(t) = u(x + th).

Dérivees des fonctions convexes

Bien que la convex& soit une thorie fondamentalement “non diffentiable”, les fonction con-
vexes une ou deux foisedivables ont des prof@ies importantes. Les preéres se éduisent du fait
suivant :

Théoreme 1.44Si la fonction convexe deC C X est cerivable enx € 5‘ alorsou(z) = {Vu(x)}.

Démonstration Aussi simple que soit ce @m®eme, nous en indiquons I&chonstration : prenons un
p # Vu(x), eth € X tel que(p,h) > (Vu(zx),h). Alors, nous savons qu&x + th) = u(z) +
t(Vu(z), h)+o(t), de sorte que poursuffisamment petit positif, on autdz +th) < u(x)+ (p, th),
doncp ¢ Ju(x).

Une congquence importante, quoique facile, est la suivante :

Théeoreme 1.45Soit v une fonction convexeédivable deC dansR. Elle atteint son minimum en
z* € C si et seulement si

VeeC, (W(z*),z—2")>0. (1.23)

En reconnaissant dans le gradient@l@ment du sous-diffrentiel, de (1.15) et (1.17), on obtient
Théoreme 1.46 Soitu une fonctiom-convexe érivable deC C X, on a

Va,y €C, uly) 2 ule) + o (2)(y - @) + Flly -l (1.24)

Vo,y e C, (Vu(z) - Vu(y),z —y) > allz —y*. (1.25)

Enfin, la deuxéme iregali€ ci-dessus permet de montrer le ca@eetreécessaire de I'affirmation
suivante :

Théeoreme 1.47 Une fonctionu de C convexe d&"” deux fois continuemenédvable estx-convexe
si et seulement si

Ve eC, Dlu(z)>al (1.26)
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ou l'inégalie est bien 8r au sens des matriceéfihies positives.

Démonstration Nous avons éja indique que le caraére recessaire&coule facilement de l'iegalie
(1.25). Le caraétre suffisant s’obtient eevaluant

6
W' (z + 6h)h = ' (z)h + / Kt D*u(z + th)hdt > ' (x)h + o||h|%6
0
puis
1
u(z +h) =u(z) + / o' (z + 0h)hdf > u(z) + u'(x)h + %Hh\|2 ,
0
On utilise cette estimation de la facon suivante. On se matyea Az + (1 — \)y, onécritz =

A+ (1= AN)(z—y) ety = zy — A(z —y), eton utilise la formule ci-dessus aviee= (1 — \)(z —y)
puis avech = —\(x — y). Cela donne

2
u(y) = ul@n) = A (m2)(@ —y) + 53w =y,

£
—~

8
~—

Vv

u(@y) + (1= ' (23) (@ —y) + (1= N[z —y?,

En multipliant la premére irégali€ par), la seconde pgil — \) et en ajoutant, il vient exactement
I'in égalie d'a-convexig, ce qu'il fallait demontrer.

Complément

A titre de compément matématique, indiquons la relation plus fine qui lie le sousédihtiel
d’une fonction convexe et segrivées.

Etant don un convexeD C X, on appelldonction supportie D la fonctionop(p) de X dans
R définie par

op(p) = Sgg(p, T).
T

On montre facilement quep est une fonction convexe, et que
D={xe X |VpeX, (px)<opp)}.

Donc la fonction support cara@gise compttement un convexe feém

Etant donge une fonction; de X dansR, on appelledérivée directionnelle dans la directial,
notte Du(x; h), la derivéea droite en &ro de la fonction d&® dansR définie part — u(z + th).

Il est facile de voir que pour une fonction convexe, le quotienétdiftiel

u(z +th) —u(x)
t )

la pente de la corde du graphewentrex etz + th, est croissant aveg donc dcroit quand décroit
vers 0, et est min@e par la pente d’'une corde padu 0. Donc la criveea droite existe et est finie.
On verifie le fait suivant :

Proposition 1.48 En tout point inérieur & son domaine,une fonction convexe continue admet des
dérivées directionnelles dans toutes les directions, et

Du(z; h) = Odu(z) (h’) :
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Ainsi, le sous-diférentiel et I'ensemble de€dvées directionnelles sont deux d@asequivalen-
tes. Cette propéte peut servia compéter Etude des conditionsgessaires d’optimadit

Indiquons enfin une coiguence facile, qui concerne lari/ée deu —sa cerivée de Gteaux Si
X est de dimension infinie— et quigcise la proposition 1.44 ;

Proposition 1.49 Une fonction convexe continue egtridable enz si et seulement si son sous @iff
rentiel enz est un singleton.

1.3 Optimisation sous contraintes

1.3.1 Le theoreme de Kuhn et Tucker

On va utiliser I'arsenal @velopg ici pourétablir un des teoremes fondamentaux de I'analyse
convexe et de I'optimisation sous contraintes,tdimus @duirons un algorithme important dans le
chapitre consaéraux algorithmes.

Le probléme consi@ré

Le probkeme standard que nous cor@ions ici est dfini par une fonctiora minimiser et des
contraintes.

La fonctiona minimiser est une fonction convexaleR" dansR, ou d’'un sous-ensemble convexe
C C R™ dansR. Mais la question du domaine déféhition deu sera reprise avec les contraintes.

Si nous souhaitons bien nousénésser au cas d’une fonction deariables eelles, il n’en reste
pas moins que toute la&brie de I'analyse convexe ne doit ri@nla dimension finie. Aussi nous
appellerons comme ci-dessiXs 'espace @ vit la variable d’optimisatione, et le lecteur iréresg
pourra lire la suite en pensant giXeest un espace de Hilbert quelconque.

Dans les’algorithmes du chapitre:@sera toujours suppése crivable (mais la notion de gradient
demeure dans un Hilbert quelconque) étgyalement fortement convexe pour que les algorithmes
convergent. Nous n’avons besoin d’aucune de ces hgpethici.

Examinons maintenant les contraintes, qui font €t de ce paragraphe. L'ensemble desd-
missibles sera un sous-ensemble convexe, mais nous distinguons deux faconsédéié, geux
familles de contraintes.

D’une part, les contraintes que nousdweliserongpas, qui restent expriees de fagcon que nous
qualifierons dabstraiteparz € C pour un certain convex€ dont on ne dit pas plus comment il est
specifie. D’autre-part des contraintes que nous dualiserogsjf@es de magreconcietea l'aide de
m fonctionsf;(-) deR"™ (ou simplement’) dansR, par les iegalies

filx) <0, i=1,...,m. (1.27)

Deux remarquea ce propos.

1. En application de la proposition 1.27 (et du commentaire qui la suit), 'ensembted#es qui
satisfont ces contraintes est bien convexe.

2. Le choix des contraintes qu’on traite de facon céteou abstraite esegeralement offera
I'utilisateur. Son choix pelgtre guid par les algorithmes qu’il entend mettre en ceuvre.

On peutécrire les contraintes (1.27) sous la forme

f@) <0 (1.28)
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pourvu qu’on convienne de la signification gde< 0 dansR™ comme voulant diref; < 0, i =
1,...,m. C'est ce que nous ferons par la suite, utilisant aussi la notatierd pour un vecteup de
R™ avec la significatioevidente.

De méme qu’'on a appélX I'espace a vit =, appelonsF’ celui ai vit f(z). On a en fait éfini
une relation d’ordre partiel sur, et (1.28) ne fait que I'utiliser. On aurait pu utiliser une autre relation
d’ordre partiel, &finie de la fagon classique pour un espace vectoriel. On chois@ng+—c’esta dire
un sous-ensemble invariant par multiplication par un scalaire posmf— convexe tqsumn appelle

P.Alors, f >0sif € P,bien-9ir f <0si—f >0, etf>OS|fePetf<OS| feP Sion
fait ainsi, on ne peut plus identifiéf a son dual. Il faut en effet appeledu dual deF’, non-régatif :
p > 0, si pour toutf > 0 ona(p, f) > 0. On \&rifie facilement que I'ensemble deements positifs
du dual est encore un cone convexe feriitcone polairede P.

Le cas (1.27) reste notré&ference, mais on peut lire toute la suite avec une relation d’ordre
plus ¢erérale, et @me avec un espadé de dimension infinie. On peuécrire la convexé de f
en termes de cette relation d’ordre. Le cagaetconvexe de I'ensemble (1.28) demeurdcgrau ca-
racere convexe deé’ (exercic@. Seule la discussion de la significatioatdillee de la condition des
ecarts com@mentaires ci-dessous ser&aifique au cas deférence.

Théoreme de Kuhn-Tucker

On rappelle que les fonctionset f sont suposes convexes (continues). On posera

K=Cn{xz]| f(z) <0}. (1.29)
On appelle prodme?P le probeme
mi[r(l u(x). (1.30)
xre

On suposera en outre que pour tceetlr, I'ensemble{x € K | u(z) < r} est ferné borre.
On fait enfin I'hypotlese degualificationdes contraintes dite de Slater :

Hypothesell existe unxy € C' tel quef(z¢) < 0, c’esta dire (dans le cas déférence) que toutes
les fi(z) sont strictementé&gatives.

On peut affaiblir cette hypo#ise en supposant qu'ae une certain nombre de§ affinessont
nulles, et les autres strictemerg@gatives. On laissera le lecteur faire cette extension, importante pour
la programmation ligaire.

Introduisons ld_agrangiendu probeEme?P. C’est une fonction d& x F’ dansR (ou F’ désigne
le dual deF’, R™ dans le cas deeference) :

L(z,p) = u(z) + (p, f(x)) . (1.31)

Théoreme 1.50Le probEmeP admet (au moins) une solutiori’. En toute solution il existe un
vecteur du dual dé" p* > 0 tel que I'inégalite de point-selle ci-dessous soit satisfaite :

Vee C,Vp>0, L(z*p) <L(z"p")<L(x,p"), (1.32)

et en outre,
(p*, f(z*)) =0. (1.33)

Réciproguement, si* € C etp* > 0 satisfont (1.32), alorg* est optimal (en particulier* € K) et
satisfait (1.33).
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Les variableg sont appees les variables duales, et jgsles multiplicateurs de Kuhn et Tu-
ckerassodgs aux contraintes correspondantes. Les contraintes ‘&esti(1.27) onét dualises:
I'in égali& de droite de (1.32) se lit comme un préxole d’optimisation em sous les seules contraintes
xeC.
Démonstration La demonstration va reposer sur unéédfondamentale de I'analyse : onperturber
le probEmeP, etétudier l'influence de cette perturbation surésultat. Soit donc, pour uglement
acF,

K(a)={z e C| f(z) —a <0}.

‘/ =

et appeleron$(a) ce probéme d’optimisation. Notons que le prébhe a bien une solution par la
compacié suppoge des ensembles de niveau et la contingdiét: (faibles si recessaire), et I'hypoése
de Slater qui nous affirme au moins gifen’est pas vide. Notons aussi qie = K (0) etu(z*) =
V(0).

Nous allons proedera 9 affirmations successives :
1. La fonctionV est convexeEtudier la convexi deV/ c’estétudierV (Aa + (1 — A\)b). Soient donc
zq, € K(a) etx, € K(b) des solutions dé(a) et P(b) respectivement. Le point important est le
suivant : par la convexétdef, on voit facilement que

Mg+ (1= N)ap € K(Aa+ (1 = A)D),
et donc, par un argumerécurrent dans cetteechonstration, que
u(Azq + (1 = N)xp) > V(Aa+ (1 —A)b).
Par cefinition, u(z,) = V(a) etu(xy) = V(b), de sorte que par la conve&itleu on a bien
AV(a)+ (1 =XV () > u(Aze + (1 — N)xp) = V(Aa+ (1 = A)D).

2.LafonctionV est continue ef, ety a donc un sous-défentiel non vide. C’est ici qu’esélement
utilisée I'hnypottese de Slater : elle garantit que pawians un voisinage de 0, ceémex, € K (a),
de sorte que

u(zo) < V(a).
DoncV est localement boé&e au voisinage dé

3. Soitp* € F' tel que—p* € 9V (0). Nous affirmons que* > 0. Soit en effeta > 0 dansF. Par
définition du sous-diérentiel on a

Via)>V(0)—(p*,a).

Mais commez > 0, on aK (a) D K(0), etdoncV (a) < V(0). Donc(p*,a) > 0 pour touta > 0. Si
la positivite a bienéte definie comme en (1.27), il suffit de faite > 0 et tous les autres; nuls pour
en ceduire quep; > 0. Ceci pour tout. (Dans le cas d’une relation d’ordre plusrgrale, la propgéte
précedente est ldéfinitiondep* > 0.)
4.0na

Ve e O, u(z*) <u(z)+ (p*, f(x)). (1.34)
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Notons que trivialement, pour toute C, xz € K(f(z)). Donc
VeeC, wulx)>V(f(x)).
En utilisant la @finition du sous-difrentiel

V(f(x)) = V(0) = (" f(z)).

En mettant ensemble ce€yali€s et la remarque faite plus haut qug) = u(z*), il vient 'in égalie
annoneée.

5.0n al'égalié destcarts com@mentaire$1.33) : (p*, f(z*)) = 0. Mettons en effet* pourz dans
(1.34). Il vient(p*, f(z*)) > 0. Mais par @finition, z* € K(0) de sorte quef(z*) < 0. Et nous
avons mont quep* > 0. Donc(p*, f(z*)) < 0. Ces deux iggalies confronées donnent leésultat.

6. On a donc le caraete recessaire de (1.32). En effet, d’'une part, on peut rajgwterf(z*)) au

terme de gauche de (1.34) donnanté@gali€ de droite de (1.32). D’'autre-part, iedoule bien de

(1.33) et def(z*) < 0 que pour toup > 0, (p, f(z*)) < 0, donnant I'iregalié de gauche de (1.32).
Réciproguement, supposons (1.32) satisfaite patr*ua C et unp* > 0.

7. En congquence de l'iagalie de gauche de (1.32), on a (1.33). En effet, prenons successivement

p = 2p* etp = (1/2)p*, qui sont tous les deux norégatifs. On en conclu successivement que

(p*, f(z*)) < 0 etque(p®, f(z")) = 0.

8. L'in égali€ de gauche de (1.32) implique aussi dife*) < 0 (doncz € K). En effet, pour tout

p > 0 on doit avoir(p, f(z*)) < 0. Si un desf;(z*) était positif, on prendrait cette coord@endep

égalea 1 et toutes les autres nulles, contredisanégalie. (Dans le cas d’une relation d'ordre plus

géerérale, ceci vient du fait que le cone dual du cone positif'lest bien le cone positif d&'.)

9. z* est la solution du probmeP. En effet, sachant qug*, f(z*)) = 0, et en se souvenant que
p* > 0, il sufit de mettre unr € K dans l'irégali€ de droite pour conclure(z*) < u(z).
Le theoeme est @monté.

Une remarque importante porte sur la condition éearts comg@mentaires (1.33). Elle dit que
pour chaquef; qui n'est pas nulle er*, le multiplicateurp? assoc@ est nul. En effet, sf;(z*) < 0,
localement la contrainten’intervient pas, elle n’est pas limitante, il est donc logique qu’elle n’inter-
vienne pas dans la conditio@cessaire. Elle est absente du lagrangien.

Insistons aussi sur l'interptation ‘€conomique” des variables duales optimales, les multiplica-
teurs de Kuhn et Tucker. Puisque* € 0V (0), c’est une mesure de &ensibilie du esultat optimal
au niveau des contrainte$i v est un cét encouru,f;(x) a une constante gs la quant& d’'une
dengei consomnée par la écisionz, et f;(x) < 0 I'expression du fait que la dedei est disponible
en quantié limitée, (c’est une deie rare), alorg; repesente le prix unitaire maximum auquel on est
préta acheter un petit surcroit de cette dsmpour diminuer ses @ts. Et alors, le lagrangien appéra
comme un cdt total encouru si on nous faisait payer chaque &emnarea ce prix.

On obtient facilement le corollaire suivant. (Remarquons que la notgtiofi(x)) est abusive,
car f/(x) n'est pas urelement deX, mais deC(X, F'), une matricen x n dans le cas deeféerence.

Il faut donc comprendrép, f'(z)) comme I'application deX dansR : 4 — (p, f’(x)h), ou comme
I'expression matricielle’ f/(x).)

Corollaire 1.51 Sien outre des hypatises faitesy et f sont cerivables, alors une conditiorégessaire
pour quex* € K soit optimal est qu'il existe un vectept > 0 tel que

u'(z%) + (p7, (")) = 0.

Si en outre(p*, f(z*)) = 0, la condition est aussi suffisante.
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La condition recessaire estvidente. Pour la condition suffisante on rappelle seulement que
commep* > 0, le lagrangien est convexe an donc la condition de @ivée nulle implpique que
le lagrangien est minimésenz*.

1.3.2 Le theoreme de Lagrange
Position du probleme, conditions du premier ordre

Pour terminer, nous examinons le cas de contraiegadi€. Nous abandonnons toute hypegh
de convexié. Nous supposons au contraire guest continuementétivable, de rame que lesn
fonctions scalairg;. Le probEme considéré est de minimiset sous les contrainte(z) = 0.

Le theome suivant estida Lagrange (et donc plus ancien que I'analyse convexe!)

Théoreme 1.52Siz* est une solution du probine po8, et sif’(z*) est surjective, alors il existe un
vecteur deR™ tel que

u' (%) + (N, f(2*)) = 0. (1.35)

(Pour la notation abusivg\, f'(z*)), voir la remarque grcedent le corollaire 1.51 ci-dessus.)

Ce tlteoeme @pend traditionnellement duébeme des fonctions implicites. Cette preuve clas-
sique sétend en dimension infinie aussi, avec quelquésautions. (Nous ne le ferons pas ici.) Si-
gnalons pourtant que I'analyse non lisse moderne permet de donner une preuve dame legprit
que la preuve ci-dessus diethieme de Kuhn et Tucker. On s’affranchit alors du “gro€dleme des
fonctions implicites. Nous donnons pourtant ci-dessous la preuve traditionnelle.

Démonstration Supposons donc qug(z*) est surjective. (Ce qu’'on appelle encore la condition de
qualification.) Il existe donen(< n) colonnes def’(z*) linéairement indpendantes. Imaginons un
moment que nous avons moéifia nunérotation des coordoges der dansR™ pour regrouper en
tetem d’entre-elles correspondaatn colonnes inépendantes d¢' (xz*). (Insistons sur le fait qu'il
s'agit la d'une @marche conceptuelle, qui ne sera pasassaire pour appliquer lestiieme.) Nous
découpons la matric# (x) = [f1 f4] pour exhiber lesn colonnes indpendantes dans la sous-matrice
f1(z*), etz conformement, en

Z1
Z2

Far=1f £ < ) .

La matricef] évallee enz* est inversible, et le demeure par contiguitans un voisinage de.
Par le tlieoreme des fonctions implicites, la contraintéer) = 0, qui est satisfaite en*, définit dans
ce voisinage une fonction implicite, = ¢(z2), dérivable et de @rivee

¢'(x2) = —(f) " fa. (1.36)
Pour dese satisfaisant la contrainte, le &iew s’écrit donc (avec un tout petit abus de notations)
u(z) = u(z1, 22) = u(p(z2), x2) .

Nous noterons aussj, etu, les cerivees deu par rapportiz; erzo respectivement. Maintenant,
varie librement dans un voisinage ouvert de sa valguenx*. Donc en un minimum, on doit avoir

uy(z7)¢' (25) + up(x™) =0,
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soit, en tenant compte de (1.36),
—uy (2%) fi(a*) T fo(a®) + up(a®) = 0. (1.37)

Décidons de noter
N o= =y (2") f ()7
soit encore
uh (%) + N fi(z%) = 0, (1.38)

L’ égali€ (1.37) devient
/ * t gl kY
uy(z*) + AN fo(z*) = 0,
qui avec legali€ precedente donne exactement (1.35).

Pour utiliser ce thoeme, on cherche doriccalculer les: + m inconnuese (n inconnues) eh
(m inconnuesh l'aide desn + m équations (1.35){ équations) eff (*) = 0 (m équations). Il est
classique, dans une solutioa la main” de proéder patelimination en utilisant (1.35) pour calculer
x* en fonction de\, puis de reporter dang = 0 pour calculer\, qu’on reporte enfin dans*. Mais
cette @marche n’est pas toujours celle qui s'impose. Et nous serons plussitpar les rdthodes
numériques que nous discuterons au chapitre 3.

Soulignons une remarque qui péite utile. La condition de qualification profiEsa savoir que
f'(z*) soit surjective, est peu satisfaisante en ce qu’elle s’appBqtie qui est inconnu a priori, ce
qui rend le test implicite. On peut s’ei@gager, au moins en apparencéaga la versioréquivalente
suivante du toeme :

Théoreme 1.53Siz* est une solution du probine pos, alors il existe un nombr&, et un vecteur
A € R™ non tous les deux nuls, tels que

Mot (%) + (A, f/(2*)) = 0. (1.39)

Demonstration Supposons qu¢’ (z*) soit surjective. Il suffit de prendre, = 1 et (1.39) esétablie.
Si au contrairef’(z*) n'est pas surjective, il existe uh € R™ non nul tel que(\, f/(z*)) = 0. Il
suffit alors de prendre cket \g = 0 dans (1.39). Le thoeme est donc@montg.

On voit que cette version dué&b@me n'apporte pas grand chadda version originale. pour
s’en convaincre d’avantage, montrons géeiproquement, si la nouvelle version eéhtbntée elle
implique I'ancienne. En effet, supposons donc qu’on ait (1.39) et qu’en gluti&) est surjective.
Alors )y ne peut patre nul, parce que (1.39) impliquerait aldrs, f/(z*)) = 0 avec\ # 0,
contredisant I'hypotbse quef’(x*) est surjective. |l sufffit alors de diviser par \y pour retrouver
(1.35).

Conditions du second ordre

Il faut enfin se donner un tout petit peu de mal pour exploiter la condition du second ordre sur
U(za) = u(p(x2),z2), en cerivant deux fois aussiégalite f (o (z2), xz2) = 0. Mais on arrive au
théo®me suivant, qui sera utile dans I'algorithme de la programmation quadraéquertielle que
nous aduirons du thome de Lagrange :

Théoreme 1.54Sous la condition de qualification, une conditioecessaire d’optimal@ dex* est
que la restriction au noyau d¢'(x=*) de la matrice des &frivees secondes du lagrangien soit semi-
définie positive. Une condition suffisante locale est que, outre la contra{nte = 0 et les conditions
du premier ordre (1.35), cette@me restriction soit positiveédinie.
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C’esta dire que si\* est celui doné par le tleoeme de Lagrange, on ait en outre
Vy: f(@*)y =0, (y,Di,L(x* \)y) >0, (1.40)

ou > 0 suivant la conditiorévoqLée.
Notons enfin la remarque suivante, utile dans les algorithmes :

Proposition 1.55 La propriete “ D f surjective etD2,_ £ définie sur le noyau d® f” est équivalente

au fait que la matrice
DL (Df)!
Df 0

soit inversible.



1.3. OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES

33



34

CHAPITRE 1. CONVEXITE



Chapitre 2

Recherche unidimensionnelle

2.1 Introduction

2.1.1 Objectif

Ce bref chapitre examine une question qui pourrait sembler bigm.nBlle nérite qu'on s'y
attarde un peu parce qu’elle intervient comme technique irgdiaire dans de nombreux algorithmes
gue nous dcouvrirons ensuite, c'est la “boucle énieure” de boucles imbriges, donc celle qu'il
faut soigner le plus.

Soit doncu(-) une fonction d’'une seule variabléealle (nous disons “d® dansR”), dont nous
recherchons le minimum sur un intervalte b]. Nous supposons

— que le minimunt* recherck esta l'intérieur du segment

— que la fonctionu estunimodalesur le segment, c’est dire d’abord écroissante jusga’t*,

puis croissante.

Dans la pratique, choisir etb pourra poser des prahes, que nous n’examinons pas ici.

Le probEme est de&@erminer des algorithmes permettant de trouvefficacement, c’esd dire
avec une bonne pcision mais “pas trop” de calculs.

2.1.2 Pente et érivée nunerique

Suivant les algorithmes prop@&s, on peut ou non avoir besoin de la “pente” de la fonction, ou
plus pécigment du signe ou de la valeur de gaike. Dans bien des cas, lart/ee est aussi facile
calculer que la fonction elle-eéme, et ceci ne pose pas de pashe. Mais il y a aussi des praivhes
pour lesquels le calcul de l&dvée demande significativement plus de calculs que celui de la fonction.
Remarquons que pour une fonctionl&e dansR, la derivee consiste en nombres, soit fois plus
que la fonction.

Il y a aussi des situations pour lesquelles égivke en tant que telle n'est pas connue. Typique-
ment, la fonction: peut nétre donge que comme un gros programme informatique auquel on fournit
t et qui rendu(t). Il est utile de savoir que sont en train d’appaades outils informatiques —
tels Odyssée— qui prennent en erée le source d’'un programme (FORTRAN pdddyssée) et
produisent en sortie le source (dans leme langage) d’'un programme qui calcule lésivées par-
tielles de la fonction queé&init le programme dorn Mais ces outils sont encore du domaine de la
recherche, ne marchent que sous certaines conditions sur la fagcon desritdstprogramme dorin
etc. Supposons, par exemple, que la fonctiosoit calcuéea I'aide de fonctions interédiaires ta-
bulées et non disponibles sous forme de combinaisonédaijpns et de fonctiongtementaires”. |l

35
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n'y a aucune chance qu’on puisse en calculer formellemerérizég.

Dans ces cas, on peut avoir recoata “derivation nun&rique”, un grand mot pour quelque chose
de bienélementaire. Il s’agit tout simplement d’approximé(t) par (u(t+4d)—u(t))/d. La difficulté
est de choisiv, assez petit pour que ceci soit une approximation “raisonnable” derieéd, mais
assez grand pour que la @fenceu(t 4+ §) — u(t) soit calcuée de facon significative. On voit que le
bon choix d&) dépend de la gcision avec laquelle sont faits les calculs. Il faut parfois tatonner pour
choisir ce parartre.

Chaque fois qu’on veut seulement le signe dedawvée (la Eponse la question “la fonction est-
elle croissante ouétroissante en?”), pour savoir de queldé du minimum on se trouve, le “risque”
est que ce minimum soit entreett + § , et qu’on ne le remarque pas. Notoase propos qu'il
est de toutes fagons illusoire de chercher le mininttimvec une @cision meilleure que celle avec
laquelle on sait distinguer deux valeursidear la valeur qu’elles donneatu(t). (Sauf si la érivée
est calculable, et avec une meilleur@gision que la fonction, cas toatfait inhabituel.) Mais ceci
impose de choisif suffisamment petit.

2.2 Methodes directes

On appelle “neéthodes directes” celles qui ne font pas appel au calcul derieég. Nousgtendrons
celaa celles qui ne demandent quesignede la crivée.

2.2.1 Dichotomie
La méthode la plus simple, et pas féroent la plus mauvaise, consiste moralengerégsoudre
u’ = 0 par dichotomie. On arrive ainail’algorithme suivant :
Algorithme Dichotomie
ap = a, bo:=0b
n=1
m = (ap-1 + bp—1)/2
Evaluer «/(m)

a s> b ke

siu'(m) <0, ap:=m, by:=b,_1,
siu'(m) >0, ap:=ap_1, by:=m,

6. Incréementer n de 1 et retourner au pas 3

On a omis dans l'algorithme ci-dessus le test @&frgui est un ingrdientnécessairede tout
algorithme. C’est qu’ici, on sait exactement le&gision obtenue au pas: on peut affirmer que
t* € lan, by], donc on a une @cision de(b — a)/2". On peut donc éterminera priori le nombre
de pasa effectuer en fonction de lagxrision souhaie. On comparera donca ce nombre avant de
I'incrémenter.

On a choisi, dans la description de I'algorithme ci-dessus, une version ebengible du point de
vue mattematique, et les madimatiques n’aiment pas donner [&éme nona des variables difirentes.
Un informaticien auraiécrit I'algorithme de la fagon plusconome suivante :

Algorithme Faire N fois
1. m:=(a+0b)/2

2. Siv'(m)<0 a
siu/(m) >0 b:=
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3. Recommencer au début

Ou N est choisi en fonction de la @cision souhade. Si cette icision est, N croit comme le
logarithme & base 2) deé /c (exercice: calculerN). Chaque pas demande un calcukdgeou, si on
doit utiliser des @rivées nurariques, deux calculs de Le nombre de calculs de a effectuer croit
donc commelogy(1/e) = 21In(1/e)/In2.

2.2.2 Suites de Fibonacci

Par une ndthode directe, on peut faire mieux que la dichotomie, soit une croissance moins rapide
que2logy(1/¢). Le principe de la rathode, dite desuites de Fibonacdion verra pourquoi), est le
suivant.

On part du segmerit, by], et on suppose qu’on a caléut(ay) etu(by). On choisit deux point
intérieurscy < dy. On calcule encore(cy) etu(dyp). La proposition de base est la suivante :

Proposition 2.1 Siu(cy) < u(dp), alorst* € [ao, do], Si au contraireu(cyo) > u(dp), alorst* €
[Co, bo].

En effet, en parcourant le segmeéag, by], dans le premier cas, la fonctiana recessairement
commeneé a croitre avantly, et donct* < dg, et au contraire dans le deéxne cas, elle a contigua
décroitre audél decy, donct* > .

L'algorithme s’en @duit dans son principe : prendre pdar, b;] le nouveau segment contenant
sirement™, [ag, do] OU[co, bo] SUivant le cas, et recommencer. Mais au pas suivant, on cor@jeait d
en un point inkrieur,cy dans le premier cas €t dans le deuxime. Donc on n’aura plus cuchoisir
un seul autre point igrieur, et calculer une seule fois, pouréter.

La difficulté qui subsiste est dans le choix judicieux des poin&si@trsa chaque pas. Le premier
choix, naturel, est d'imposer gu’ils soient sgtriques par rapport au milieu du segment, ainsi la
longueur du segment restant ept’évaluation de: et application de la proposition sera @@endante
du résultat du test. En outre, le calcul du detmie nouveau point iatieura chaque pas est alors
trivial, puisqu’il suffit de prendre le syatrique de celui éja connu.

Mais cette politique fait @pendre toute la suite des points uéisdu choix des deux premiers (en
fait d'un des deux premiers, l'autieant fixe par syngtrie), et cette épendance peut menardes
blocages. Par exemple, le pointénieur connu au pas (soitc, 1 oud,_1 suivant le cas) pourrait se
retrouver au milieu, ou tout ps du milieu, du segment, une situation qui éete d’appliquer notre
méthode.

Pour analyser cette question, il faut rentrer un peu danstildie cette suite de points.

On supposera qu’on s’est arr@gour qua chaque pas;, soit plus grand que le milie(w,, +
d,)/2 dela,, d,], etd, soit plus petit que le miliedc,, + b,,)/2 de|c,, b,]. Ainsi, I'algorithme peut
étre péci¢ ainsi :

Algorithme Fibonacci (pas n + 1)
1. Evaluer » au point intérieur manquant (symétrique de celui déja connu),

2. siu(ey) < u(dy),
faire Apit1 = Ap, bn+1 =d,, dn+1 =Cp, Cpt1:=0ap4+1 -+ bn—i—l — dn+1,
Si u(cn) > u(dy),
faire apy1 = Cp, bn+1 = by, Cnt1 = dy, dn+1 =ap+1 t bn+1 — Cp+1-
Appelonsly := by — ag la longueur du segment initial, et deémel,, la longueur du segment
[an, by]. Du fait de la syrétrie, nous avonséj remargé que la longueur des segments successifs
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ne cepend pas diésultat du test. Examinons donc deux pas €ousfs en supposant quéc,, 1) <
u(dn—1) etu(e,) < u(dy). Ainsi, [an, by] = [an—1, dn-1], €t d, = cp_1, PUIS [apt1, bpt1] =
[an, dp] = [an—1, cn—1]. AINSI, 141 = ¢p_1 — an—1, tandis qué, = d,,—1 — a,—1 qui, par synétrie,
estaussl, = b,_1 — c,—1. On est donc arriza la relation de&curence fondamentale de ceitade :

lp—1 =1, + ln+1 . (21)

En faisant tourner cett@curence I'envers c’esta dire en posanf,, = [y _; pour un nombreV
suffisamment grand, on voit qu’on arrigda ecurrence

Jer1 = fo + fe—1, (2.2)

qui initialisée enfy, = 0, f1 = 1 donne la suite des nombres de Fibonacci. (exerdigiee un peu de
bibliographie pour retrouver géitait Fibonacci, et pourquoi il s’est resg a cette suite.)
On peut facilement calculer les premiers termes de la suite de Fibonacci :

fo = 0
fi = 1
fo = 1
f3 = 2
fi = 3
fs = 5
fie = 987
fo1 = 10946
f26 = 121393

A évidence, la&currence de Fibonacoggere une suite de nombres entiers positifs qui cro tite
ettends vers l'infini. On peut montrer, et c’estimportant, qu’elle croit comfneti p. = (v5+1)/2
est connu comme leombre d'or et est la racine positive dejuation caraétristique de la&currence
(2.2):

p2 =p+1.
On aura aussi besoin dg = 1/p, = (v/5 — 1)/2, qui satisfait, lui

r2:1—r,

dont on voit qu’elle est Bquation caraéristique de la&curence (2.1&critel,,+1 = l,,—1 — l,,, et des
racines Bgatives des mesequationg_ = (1 — /5)/2 etr_ = (=1 — v/5)/2.

La politigue “optimale” consisté& avoir au dernier pas une distanteentre les deux points
intérieurs, poutre aussi @s que possible de diviser le dernier intervalle par deux. Etdaltat
de ce test doit laisser une longueu(Ou § est celuievoqie au titre de la drivation nunérique, et
la precision souhadte.)

On en @duit

INn=¢= lN,1/2—|—5/2,
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soitly_1 = 2¢ — &. A partir de B, on peut remonter la suite en utilisantégurrence (2.1) :

In = € = foe
IN-1 = 266 = fze— fi6
INcg = 3e—0 = fae—f2d
lN73 = bHe—20 = f5€ — f35
lo = INi2e — fNO

On doit donc
Algorithme Fibonacci (complet)
1. Déterminer le plus petit entier N tel que fyi2e — fnd > g = by — ag,

2. calculer &’ = (lg + fn9d)/fN+2,
3. choisir dy = ag + fN+1€, — fn_10etcyg=by— fNJrlE, + fn-10,
4. dérouler I'algorithme de Fibonacci ci-dessus, de n = 0a N — 1. (Soit N pas)

Dans cet algorithme, on&vallé v en N + 3 points, pour éduire le segment contendfitdans un
rapport de I'ordre dé /(p ). Il est prudent de suivre la suite des nombres de Fibonacci pour placer
les points interradiairesa chaque pas plat que de se fier au “syetrique”, ce quiévite de laisser
s’accumuler de petites erreurs. En effet, cette @doce estres sensiblé de petites erreurs sur la
position des points igrieurs, comme la suite de I'analyse va nous le montrer.

2.2.3 Section doee

La suite de Fibonaccid I'envers” engendre par (2.1) est de la forme
ln=aqrl +a_r

ou a eta_ dépendent des deux termes initiaux. Commeest de module irifrieura 1, le terme
enr’ tend rapidement vers 0. Par contre, est de module s@ieura 1, et néme plus pecigment
r_ < —1, de sorte que le terme ert diverge rapidement avec des signes afsrrC’'est ce qui
explique la grande sensibéitde I'algorithme “de Fibonacci” au choix dg etd,.
La seule fagcon de pouvoir poursuivre lI'algorithme un nombre arbitraire de pas est de s'assurer que
a_ = 0, c'esta dire de choisit; = rily. Ainsi, lo = (1 — ry)lp = r2lo, ..., 1l = r"lp.
On a ainsi un algorithme bien plus facdamettre en ceuvre, qui consistappliquer I'algorithme
de Fibonacci ci-dessus, en placanthaque pad,, a une distance. [,, de a,, etc, a une distance
(1 —r4)ly, = r%l,, o on rappelle que

5—1

ry = f2 ~ 0,618,
3—56

l—ry =11 = 2\[:0,382.

Cet algorithme esi tres peu de chosegs aussi efficace que leGaedent et beaucoup plus simple.
On n’a pas besoin deéterminera I'avance le nombre de pas qu’on va effectuer, il suffit de mettre
un test d’arét en comparant la longueur du segmkint b,] restant ages le pas: a la pécisione
déesiiee. Aussi le &capitulons-noua fin de Eference.

Algorithme Section dorée
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Faire [ag, bo] = [a, b], lop=b—a, co= a—&—rﬁ_lo, do =a+rilp.
Evaluer u en ag, bo, co, do-

Faire n := 0.

Calculer 1,11 = 74 (by, — ay).

Siu(c,) < u(dy,),

faire  apt1:=an, bpy1:=dn, dpt1:=cCn, Cpgl = Gpy1 + rilnﬂ,
Si u(en) > u(dy),

faire  ap+1:=cp, bpg1:=bn, cp+1:=dpn, dpt1 = Gng1 +Tlnt-
6. Sil,11 <eou (\/5 —2)lp41 < 6, donner a, 41 < t* < b,y et arréter,

si non, évaluer u en celui des points ¢, 1 ou d, 1 ou elle n'est pas encore connue,
incréementer n. de 1 et retourner en 4.

a b w DN E

exercice: Pourquoi le deuxime crigére dans le test d’at? (Qui limite la pecision qu'il est possible
d’obtenira un peu plus d¢é. On peut, si vraimentécessaire, ajouter trois pas de dichotomie.)

2.3 Methodes indirectes

Comme nous I'avons dit, nous regroupons sous ce titre douteuxé#sodes qui reposent de
facon plus essentielle sur le calcul deriglees. Rappelons que dans bien des cas, la recherche uni-
dimensionnelle est effedde dans un algorithme de minimisation d&ispour trouver le meilleur
point dans unelirection de recherché choisie par ailleurs. Dans ces cas, notre fonctiot) de ce
chapitre est en fait de la formgx + th), et ce qui joue ledle dev/(t) est la crivee directionnelle
(Vu(z +th), h).

2.3.1 “Backtracking”

Sous ce vocable anglosaxon, nous visons uathade simplissime dont I'objectif n’est pas vrai-
ment de trouver le minimum ende «(¢), mais un point “suffisamment bon”. Cetteéthode sera
recommanée dans l'algorithme de Newton “pagg” de I'optimisation multivariable.

On est au voisinage d'undonre, et on a calc@w’(¢). On cherche un nouveali= ¢ + 6. L'id ée
est de partir avec une est@®m trop lointaing + 6y, avectyu'(t) < 0, et de reculer jusqa’ ce que la
pente(u(t + 0) — u(t))/0 soit suffisamment grande en valeur absolue, coégzar’(t). On va donc
choisir deux nombres positifs< 0,5 etp < 1 (en pratique on preng vers0, 8) et de faire

Algorithme
1. chaisir 6y “siffisamment grand”
2. faire n :=0,
3. itérer jusqua ce que u(t + 6,,) < u(t) + ru/(t)0y : Opr1 = pon.

2.3.2 Methode de Newton

La méthode de dichotomie gsenée comme rathode “directe” consiste en faitrésoudre Equa-
tion «/(x) = 0 par une réthode de dichotomie. On peut bidlr $¢soudre cette &meéquation par
la méthode de Newton. On rappelle que cetietinode iérative consist@ prendre comme prochaine
estinee de la solution d’'unéquation le point qui serait la solution si la fonctiamnnuler cincidait
avec son approximation au premier ordre.
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On verra la ndthode de Newton dans un cas un peu pkrgpl au chapitre suivant, nous nous
contentons ici cBcrire I'algorithme auquel elle éme pour I'application @sente :

Algorithme Newton unidimensionnel
1. Chaisir tg suffisamment proche de t*,
2. faire n :=0,
3. itérerjusqu’a ce que |u'(t,)| < e

tpp1 = tn — " (tn) "1/ (t,) .

(Ajouter une clause limitant le nombre total @iiitions permis serait une pruderd@mentaire.)

On sait que I'algorithme de Newton converge quadratiguement (on le reverra au chapitre suivant),
ce qui estrés rapide Sa grande faiblesse est qu'il egigrsensible au choix de la condition initiale, et
peut facilemenétre mis en dfaut si elle est troploigrée de la solution recherel. Aussi, on sugge
frequemment de ne l'utiliser que pour affiner une solution ap@editenue avec uneétiode plus
rustique.

On voit aussi sur la formule que cet algorithme aura des probs$ siu”(t) est trop proche de
au voisinage dé&. Il est toujours plus difficile de trouver un minimungg “plat” (avec une #&s petite
déerivee seconde) qu’un minimum bien maégais cet algorithme, utilisant explicitement lerivée
seconde, peut §tre plus sensible qu’un autre. |l péite prudent de tester le module de ceéiavie
seconde (qui devrait rester positive en tétat de cause).

2.3.3 Approximation polyndomiale
Approximation parabolique

Dans beaucoup d’applications, notamment celfssliau gradien®'pas optimal” ou “conjuggl’,
on connaitu et sa @rivée ena. Si dans le cas du gradient conjégil est important de trouver le
minimum avec une certaine guision, il n'en va pas de @me pour le gradier pas optimal, et
pour quelques autres algorithmas une approximation moyenne de I'optimum sudfithaque pas.
(Relaxation,...) Dans ces cas, on peut utiliser &hode suivante.

Supposons que nous connaissianst sa @rivée ena. On choisitb tel que|a, b] ait une bonne
chance d’encadrer le minimuth (mais ce n’est pas critique dans cettéthode), orévalueu(b), on
approximeu(t) par la parabole qui auraitéme valeur em etb et meme erivée ena. Et on prend
comme estirge det* le point ol cette parabole atteint son minimum.

Ceci nenea l'estimée suivante :

—a)?
u(t) ~ u(a) + (t — a)u/(a) + a(t 5 ) ,
soit .
t"~ft=a— u((la)’
ou « est estinge par
/ (b — a)2
u(b) =u(a) + (b—a)u'(a) + a0

ce qui conduit finalement au choix

u'(a)(b—a)® '
2[u(b) — u(a) — (b — a)u'(a)]

f=a-
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On ne traite pas cette@thode comme un algorithme au sens propre du terme, cee ltitest pas
de l'appliquer iErativement, mais une seule fois dans un algorithme englobant qui requiert d’aller au
minimum dans une direction doaea chacun de ses pas. @vite ainsi des érations embodes, au
prix d’'une approximation parfois @diocre de ce minimum.

Au fur eta mesure que l'algorithme englobant se rapproche du minimum reé)eette réthode
approxime de mieux en mieux & du pas en cours, comme l'indique kesultat ci-dessous.

Théoreme 2.2 Si la fonctionu est trois fois continument déffentiable,«-convexe sufa, b], et si ce
segment contiertt et a une longueub — a qui tend vers &o comme, | — t*| tend vers &ro comme
h?. (Donc l'erreur relative|t — t*|/h tend vers @ro commeéh.)

Démonstration Nous donnons une preuve directe de &sultat, mais il peut aussi sédlire de la
preuve plus simple que nous donnons ceptBme suivant.
Développons: au voisinage dé*, en notantu* = u(t*) etu”* = u”(t*) > o :

Lo«
u(t) = u* + 5u” (t —t*)? +e(h®)

ou £(z) désigne une quanétqui tend vers@ro commez. On a aussi
u'(t) = u"* (t — t*) + e(h?).
Reportons ces expressions dans la formule poDn trouve facilement
u'(a)(b—a)? = u""(a —t*)(b— a)*(L + £(h))
et 1
u(b) —u(a) —u'(a)(b—a) = §u”*(b —a)’(1+¢(h)),

soit
u"(a =) (b —a)*(1 +e(h))

Lw™ (b — a)2(1 + e(h))

Dong, si cette proedure est utilise, par exemple, dans un algorithme de gradient'aautdf est
une approximation grossie dut* du pas en cours, mais on sait que cela suffit, et au fameésure
que l'algorithme progresse, l'erreur relative tend veesoz permettant une bonne convergence de
I'algorithme global.

t=a— =a—(a—t)(1+e(h) =t*+e(h?).

Approximations cubiques

En fait, la méthode la plus fquemment utilise est celle de I'approximation cubiquel, la fonc-
tionu est approxirge par une cubique, donc. En effet, gaivke est alors un polyrme de dedr deux,
et on a encore une formule explicite pour son minimurinsi, au prix de calculs gere plus lourds,
on a une estie meilleure d'un ordre (une erreur relative d’ordre deux), ce qui est excellent.

On prendra donc pour approximationde

u(t) ~ atd + pt> 44t + 6,

et donc
u'(t) ~ 3at® 4+ 26t + v,
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ce qui ménea I'approximationt* ~ ¢ avec

7 \/52_304’)’_5‘

- 3o

(On a suppasquey = u/(0) < 0 ets = u”(0) > 0.)

Il restea calculera, 3 et~. Plusieurs rathodes sont possibles (d'de pluriel dans le titre de ce
sous-paragraphe).

Soit, en calculant(b), on a facilement aussi leedveeu’(b), et cela fait assez d’'information, soit
on consi@re que calculer uneédivée est plus difficile que la fonction elleéme, et on peut alors
préférer calculer(c) en un point interrédiairec € [a, b].

Dans le premier cas, on peeNaluer les constantes par les formules suivantes :

2(u(b) — u(a)) — (b — a)(u'(b) + v'(a))

“= (b—a)? ’
28 = “/(bl)) : Z,(a) —3a(b+a),

v =/(a) — 3aa® — 2Ba,

voire, pour péserver la syt@trie (ce qui peugtre nungriqguement utile) la formule sy@trisse poury
en faisantl /2 de cette expression plus |zéme erb.
Dans le deux@me cas, nous introduisons les quadtit

u(a) — u(b) —u'(a)(a — b)

A(a,b) = (a—D)?

et de néme pourA(a, c), et on peut montrer les formules suivantes :

A(a,c) — Aa,b)
b—c ’

o=

cA(a,b) — bA(a,c)

b= b—c

— 2aa,

v =(a) — 3aa® — 23a.
On a le esultat logique :
Théoreme 2.3 Si la fonctionu est quatre fois continument dfentiable,a-convexe sufa, b], et si

ce segment contiert et a une longueub — a qui tend vers &o commeh, |t — t*| tend vers &ro
commeh?. (Donc l'erreur relative|t — ¢*|/h tend vers &ro commeéh?.)

Démonstration Appelonsu(t) notre approximation polydmiale deu, ete(t) = u(t) — u(t) l'erreur
d’approximation. Le fait essentiel est le suivant :

Proposition 2.4

Vt € [a,b], €'(t) —0 commeh®.
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En effet, le @veloppement de Tayl@rl'ordre 3 eru avec reste exact nous apprend guyseut €£crire

V4
u(t) = a(t) + (tzf)w ), t€lat]

ou « est un poly@me de ded¥ 3. Si, dans les formules servantalculera on remplace.(b) etu(c)

paru(b) etu(c), on obtient exactement & la place dei. Mais on peut @rifier queu(t) sécrit aussi

(exercice

(t—a)(t—c) (t —a)?(t —b)

6" e ape—p""

ol u,(t) est un polydme de dedr 3 qui ne @épend que de(a) etu’'(a), mais pas de(b) etu(c). (uq
et sa @rivée coincident avec(a) etu/(a) ena, etu, s'annulle erb et enc, ce qui au vu des formules
ci-dessus le @finit compktement.) Les quanéis u(b) et u(c) interviennent (li¢airement) dans la
formule ci-dessus avec des coefficients unifements bores quand: — 0. Donc les coefficients du
polyndme approchent ceux decommeu approche: enb et enc, c'esta dire comme:*. Donc leur
différenceet sa driveeapprochent &o commeh?. Ainsi ¢’ approchez’ en h?* uniformément er.
Mais le ceveloppement de Taylor dé ena nous apprend qu& approche:’ commeh? uniformément
ent. La proposition est@montée.

Par ctfinition def on ad/(f) = 0, et doncu/(f) = /(). En outre/(t*) = 0, et donc, comme
est suppasea-convexe, par (1.25)/(f) > a|t — t*|. Soit bien

a(t) = uq(t) +

. 1,
t—t] < =€t
-t < <)

d’ou, avec la proposition, l€sultat annor

On remarque que cetteétihode de preuve&lementaire si noglegante, $tenda un ordre quel-
conque.

Il reste une question ouverte : celui du meilleur choixcddans la derrire nethode. Y a-t-il
un choix dec qui annule le terme d’ordre 3 dans l'erreur ¢t* ? C'est peu probable, parce que ce
terme est un polydme de degdr trois ent*, et fait donc intervenir quatre coefficients. Masotre
connaissance, cette question n'a jangdiésregarée. Il faut dire que les calculs demanda#tre faits
a la machine, car ils sogros! (Il faut développer: au moinsa 'ordre cing.)



Chapitre 3

Optimisation dansR"

3.1 Bonnes fonctions

Nous pésentons ci-dessous divers algorithmes de recherche de minimum dont certains, tel le
gradienta pas optimal, sontés robustes, i.e. convergent dans bien des situat@itates. Cependant,
tant parce qu’on ne peut pas toujours faire beaucoup mieux que par souci de stmpditématique,
nous ne @montrerons jamais la convergence que pour une classe de fonctisssz restreinte, que
nous appellerons ldsmnnes fonctionG@ppellation totalement indéme).

Définition 3.1 (Bonnes fonctions)Nous appelleronbonnes fonctionges fonctions:(-) deR™ dans
R « convexes et deédivee premére 8-Lipshitz-continue :

Va,y €R™,lu'(y) — (@) < Blly — x|l (3.1)

Si nous @finissons la conveXétvia la positivie de la @&rivee seconde, —mais I&finition ci-
dessus est plusegérale— c’est dire que(-) doit étre deux fois continumentdvable, et qu’il doit
exister deux&els positifsy et 3 tels que

Vz € R, ol < D*u(z) < I,

ou encore que les valeurs propreslofa, sont comprises pour toutentrea et 3.
Rappelons que(-) étanta-convexe, elle satisfait outre (3.1) leggaliés (1.25), (1.24), (1.18) et
(1.16), et son minimum est atteint SR

3.2 Optimisation non contrainte

3.2.1 Relaxation

Nous commencons par un algorithme “direct”, c’a@stlire qui ne &cessite pas le calcul des
déerivées deu. Il n'esta recommander que si ce calcul est vraiment difficile, et (si possible) seulement
en petite dimension.

L'algorithme est excessivement simple (voire simpliste), et consistare des minimisations
unidimensionnelles en chacune des variablesuccessivement. Un test d'atraisonnable porte sur
la decroissance de apies qu’on ait fait cette minimisation sur chacune des cooréesn

Soit donca* une estinge de la solution. Nous introduisons les “pas fractionnaizés™/™, que
nous noterons:®* pour simplifier, de la fagon suivanter®! ne differe dez* que par sa prerare

45
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coordon®@e obtenue en minimisamt-) par rapporta cette prenéire coordon@e toutes les autres
étant figeesa leur valeur dans”*. On passe ensuitiez*? en figeant toutes les coorddresa leur
valeur dans:®!, sauf la deuxdme par rappo# laquelle on minimise, et ainsi de suite. Et on posera
z*1 = 2*"_ Nous dcrivons formellement cet algorithme. Nous notente vecteur de base nw@o
i deR™.
Algorithme Relaxation

1. Choisir une estimée initiale z° et faire k := 0

2. faire zF0 .= z*,

3. pouri=1...n, calculer z** par

u(z®h) = m@in u(x 1 4 Ge;) .

4. faire gFt! .= ghn

5. siu(z®) — u(z**!) < ¢, stop, sinon incrémenter k de 1 et retourner en 2.

Théoreme 3.1 (Convergence de I'algorithme de relaxationpiu(-) est une
bonne fonction (au sens de I&fthition ci-dessus), I'algorithme de relaxation converge vers I'argu-
mentz* du minimum.

Démonstration On remarquera d’'abord que panitonvexig, eta cause de (1.16) par exemple, la
suite{z"} est boriee.

Par construction, on a(z*%) < wu(z®1), et donc aussii(z**1) < u(z*). Comme par-
convexié, u est bor@e inerieurement)|u(z*) — u(2*+1)| — 0 quandk — oc. Plus péciment, la
définition dez*? implique queu/(z*)e; = 0, de sorte que l'iagalié (1.24) donne

k,ifl) k,i) > ngk,iq _ xk,iuz_

u(x —u(z
En sommant ces @gali€s dei = 1 an, il vient
’U,(J?k) _ u(warl) > %ka _ xk+1H2 )

Donc, en particulieriz* — 2*+1|| tend vers &ro, et donc aussi chacune de ses composantes! —

La deuxeme irégali€é d'a-convexié (1.25) donne, en utilisaMu(z*) = 0 :
af|z* — 2*|? < (Vu(a®), z* — o* Zu z7),

ol ), = u/(x)e; désigne bien sur la&tivée partielle en:;. Mais a nouveau, par laéinition dex*,
ul(z%?) = 0. De sorte que l'iegali& (3.1) donne

i (%) < Blla* — 2%

Nous utilisons cettévaluation dans l'iagali€ pecdente, pour obtenir

n
allz* =z < B ||la* — 2"
i=1

il
[P
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Nous savons que léig* — 27| tendent verséro et que legz? — || sont boriés. Dond|z* —z*|| —
0, ce qu'il fallait dmontrer.

Cette preuve ne dit pas que l&thode converge “bien”. Elle converg&me souvertrés mal et il
n'est glere E€aliste d’en esgrer une bonne approximation g& Tout au plus permet-elle d’aliorer
parfois significativement la performaneéz) d’'une estinge initialed moindre frais. Les gthodes
qui suivent sont presque toujoursfrables.

3.2.2 Gradienta pas optimal
Lalgorithme

L'algorithme de gradien& pas optimal consist& se @placer “dans la direction de plus grande
pente”, c’esta dire dans la direction oppes au gradient, jusqu’au point “le plus bas” dans cette
direction. On a ainsi la description formelle suivante :

Algorithme Gradient a pas optimal
1. Choisir une estimée initiale z°, faire k := 0.
2. Calculer Vu(z*). Si ||Vu(z*)|| <  stop. Sinon,

3. Calculer z*+1 := 2k — 9k Vu(2*) ol le pas 0% > 0 est déterminé par

u(zFH) = mein u(zk — OVu(z*))

4. incrémenter k£ de 1 et retourner en 2

Théoreme 3.2 (Convergence de I'algorithme du gradierd pas optimal)
Soitu(-) une bonne fonction. L'algorithme du gradienpas optimal converge vers I'argumerit du
minimum deu.

Demonstration Nous decomposons cette preuve pour souligner ce que nous apporte chaque hy-
pothese.

1. La fonctionu décroita chaque pas, mais comme elle @stonvexe, elle est boae inerieure-
ment. Dond|u(z*) — u(z*1)|| — 0.

2. Commev” est borige par3!, et plus peci€ment gacea I'inégali€ (3.1), la @croissance au pas
k estdau moin$\Vu(a:A’“) I?/23, comme l'indique le lemme que nougmontrons 8paément
ci-dessous, utilis avech = —g/||g||, et doncy = 1. En congquence, en tenant compte du (1)
ci-dessusVu(z*) — 0.

3. Par la-convexig, et plus peciggment par l'iregalié (1.18), on enéduit quer® — z*, ce qu'il
fallait demontrer.

Remarque 3.1 On remarque qu’on n’a pas vraiment besoin de-Eonvexié dew. Il suffit (exercicg
de supposer que est strictement convexe et tend vers l'infidiinfini.

Il restea cemontrer le lemme. Nous leéthontrons dans un cadre un peu plus large, qui nous
servira par la suite.
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Lemme 3.3 Soitg = Vu(x), eth un vecteur d&R” de norme un, satisfaisant liegalite

(9,h) < =7llgll (3:2)
avec) <y < 1.
Soitt™ € R™ détermiré par

w(x+tTh) = tmﬂlgri u(z + th),
€

et soitzt = z + tth.
Sous 'hypotbse (3.1), on a

2
> ;fﬁw (3.3)

Démonstration Introduisons la fonctio/ (t) = u(x + th). Notons que

u(x) —u(x

U'(t) = (Vu(z + th), h)

et donc que’’(0) < —v| g].
Par (3.1), nous avons .
IVu(z + th) — g|| < Bt,

soit, avec l'iregalie de Cauchy-Schwarz,
(Vu(z +th) — g, h) < Bt

soit encore o R
U'(t) = (Vu(z +th), h) < (g,h) + Bt < =gl + 6t .

On utilise cette minoration po@valuerU () :

T 7_2
U(r) <U(0) + /0 (Bt = 7llgl) dt = u(z) + 85 =~lgllT-

Enfin, on utilise cette minoration en= 7||g|| pour obtenir

. ¥ v?
u(@™) =minU(r) < U(Bllgll) < u(z) — %IIQIIQ,

ce qu'il fallait demontrer.

Cet algorithme est &s robuste, et beaucoup plus efficace que I'algorithme de relaxation. On
démontre sa convergence pour les “bonnes fonctions”, mais c’est un “bon algorithme” auisens o
“une bonne tborie est une #orie qui continué donner de bons$sultats quand on I'utilise en de-
hors des hypotses sous lesquelles ell@t établie. Naturellement, en I'absence de convéxit
converge vers le minimum local dans le “bassin d’attraction” duquel on est parti. Il convient donc
eventuellement de refaire fonctionner I'algorithme avec divers conditions initiales.

Par contre, on ne doit pas attendre une bonne convergeaseade I'optimumC’esta dire que
I'algorithme est efficace pour faireadroitre rapidement la fonction, mais pas pour avoir une bonne
approximation der*. Au point que Claude Lemachal a plecrire dans un autre cours “on devrait
interdire cette neéthode”. C’est un peu... totalitaire !. Mais pour approximer finemént vaut mieux
finir avec une rathode du second ordre comme celle de I'algorithme que n@septerons ensuite.

'Holt Ashley
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Préconditionnement

On remarque que la preuve de convergence demeure si la direction de descente choisie “fait un
angle aigu” avec-Vu, comme le lemme le montre. Cette remarque a de nombreuses applications,
qui tournent autour de ce qu’on appelle leéponditionnement”.

Supposons qu'on fasse un changement de variable A¢, avec une matrice de changement de
variable A non singuléere. On est condué consiérer la fonctionv(§) = u(A¢). On peut montrer
(exercicé que c’est une “bonne fonction”, et qu’on peut donc lui appliquer I'algorithme du gradient.
Cela donne-t-il la rdme suite de points que l'algorithme initial ? Ligponse est non comme nous
allons le vaoir.

Nous avona’(¢) = u/(A€)A, soit en transposaifv(¢) = A'Vu(AE) et doncw (€ — OVv) =
u(A€ —AA'Vu). On adonc comme direction de descentéA’g. Si A est eguliere, AA! est posi-
tive définie, et il existe dong > 0 tel que(g, AAg) > v||g||?. (y est le carg de la plus petitealeur
singulierede A.) Donc, de la facon dont&ié faite la preuve ci-dessus, oadilit immédiatement que
I'algorithme converge encore. Mieux ?, moins bien ? Cépethdevidemment du choix dd, ou de
la matrice syrdtriqgue A A?, qui est appéle matrice d@réconditionnement

Les algorithmes de gradient conjugyar exemple, peuvebtre vus come des algorithmes de
gradienta peconditionnement soi@n et la néthode de Newton prétge ci-dessous comme unépr
conditionnement “optimal”.

Plus simplement, on recommande éméral d’utiliser au moins un gconditionnement diagonal
de la forme¢; = x;/z; ou lesz; jouent le ble de facteur dchelle, rendant en quelque sorte des
sans dimension, et doiveétre choisis de facon que la sensikiltev(£) aux differentss; soita peu
pres la néme. Ce qui est obtenu en prenant dggversement proportionnels aux (ordre de grandeur
des)V;u.

3.2.3 Methode de Newton
La méthode “pure”

Nous pésentons maintenant uneéthode “du second ordre”, en ce qu’elle utilise I&sictes
secondes da, mais aussi en ce qu’elle converge (plus vite que) quadratiquement. C’est dans cette
famille de méthodes qu'il faut chercher si on veut approximer finement I'argument du miniafum

Le principe est simple, il consiste resoudre equationu’(x) = 0 par la néthode de Newton.

Nous la rappelons d’abord pour la solution d’@wationg(z) = 0ot g(-) : R” — R™.

La méthode de Newton consisteapproximely au premier ordre autour du dernier point connu,
eta prendre comme prochaine estiende la solution* deg(z) = 0, le point ai cette approximation
linéaire s’annule. Ceci émea

9(z) = g(z") + ¢/ (2")(z — 2"),

soit
aF = 2b — [¢/ (2¥)] 7 g (a") (3.4)

Cette néthode converge quadratiquement comme le monti&sigtat suivant :

Théoreme 3.4 (Convergence de la @thode de Newton)Si la fonctiong est deux fois continument
differentiable au voisinage de, avec une drivée premére inversible en:*, il existe un voisinage de
2* dans lequel la rathode de Newton converge quadratiquement.
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Démonstration Par continuié deg’, il existe un voisinage d¥® de z* dans lequel la matricg’(x)
est inversible, et plus pciement a une plus petite valeur singué boriee inErieurement par un
nombre positifa, de sorte quég’(x)]~! existe et a une norme bdre sugrieurement pat /. De
méme, dans ce voisinagg,(x) existe et a une norme bdre par un nombre positif.

Ecrivons l'iteration de Newton comme

S R [g/(mk)]—l[g/(xk)(xk _ SC*) _ g(l‘k)]

Par le &veloppement limé (1.22), et en se souvenant que palirdtion g(«*) = 0, le dernier crochet
ci-dessus peut sé&+¥£crire comme ci-dessous, coordéerpar coordoriee :

Giah) @ — %) — gia) = L ((* — o), D2l +0(a” — M)t — o))

de sorte que ce crochet est been norme par
* 7 *
lg' (a*)(@* — 2%) = g(a®)] < §Hw’“ — %
Donc, en utilisant la borne slifg’) 71|,

ot — 2% < SEllet — o)
Il restea s’assurer que si on part suffisammer@spder*, la suite engenée ne sort pas dg, ce qui
se fait en bornant la somme dgg® — 2*|| pour ||2° — 2*|| suffisamment petit. Ainsi, le #o’me est
demonté.
On voit que sig(x) = Vu(x), nous avons dorénun algorithme de recherche de minimum dans
un ouverta savoir

gt = gb — [DQu(a;k)} o Vu(z"), (3.5)

et monté sa convergence quadratique sist trois fois continument défentiable. La grande faiblesse
de cet algorithméres rapideest sares grande sensibiftaux conditions intiale<C’est pourquoi on
conseille souvent de commencer la recherche du minimum avec étiode plus robuste comme
celle du gradient, et de finir avec |la&thode de Newton.

Remarque 3.2 Une remargue importante est que dans cette version “pure”, on n'a pas besoin d'in-
verserD?u(z*) en cepit de ce que semble indiquer la formule (3.5). En effet, il suffiedeudre le
syséme lireaire

D2u(2®) (2" — 2F) = —Vu(aF), (3.6)

ce qui peutetre significativement moins long. Celeenite pas le calcul de la matrice degrilees
seconde?u(2*) & chaque pas.

La méthode de Newton “proegee”

Une néthode recommarée consistér consiérerh = —[¢/(2*)]~'g(x*) comme unedirection
de descenteet, comme preedemment effectuer une recherche unidimensionnelle de minimum dans
cette direction, sachant que I'optimum devrait se trouvésmle 1. Le caraete positif @&fini de
¢ () = D?u(x), siu esta-convexe, garantit la convergence de cet algorithme en vertu de la preuve
de convergence de l'algorithme de gradient. En pratique, la direction de recherche est si bonne gu'il
suffit de faire du “backtracking” (cf. le paragraphe 2.3.1) depuis le “pas de Newton” 1.
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Il ’est pas tés €ir que le poids du calcul d@?u(z*)]~! en vaille la peine si on est vraiment trop
loin de I'optimum. Divers arenagement de la @hode de Newton viseatalleger cettetape. Avant
de lesévoquer, notons que, toujours si la fonctioest convexe, la matric€ g = D?u a inverser est
positive &finie, de sorte qu’on dispose pour cette inversion deekadfficace rathode de Cholesky.

Les méthodes de Newton modiées, quasi-Newton

Le calt principal en calcul dans la&hode de Newton est dans l'inversion@éu(z*) a chaque
pas. Remarquons que la preuve de convergence demeure igehsingn remplacé?u(z*) par
D?u(z*), quilui, est constant, et ne demanderait donc qu’une inversion unique.Bjemsie connait
pasz*, et donc pas non pluB?u(z*) (sauf siD?u(x) est constante, mais alotsest une simple
fonction quadratique, et l'algorithme de Newton converge en un pas !) Par contre, la preuve demeure
encore si on remplacB?u(z*) par une matricél, telle que

1Hk — D*u(a”)|| < nllz* — ™.

On aura en effet,
" o = B Hy(2F — 2*) — g(ab)],

et le crochet €crit maintenant
Hp (2% — 2*) — g(z*) = D?u(2*) (2" — 2*) — g(aF) + (Hp — D*u(z®))(a* — z¥)

dont le module est encore magogpar un terme quadratique gn* — z*||.

On va donc chercheravoir,a moindre prix, une suitél;, tendant versD?u(z*) avecr®. Une icke
simplissime, mais assez efficace si elle est @diavec doigt, consisté ne remettr@ jour D?u(z),
et doncD?u(x)~!, que de temps en temps. Typiquement tout les detirg pas.

Des nethodes plus sophistiges existent, sous le nom dé&tinodes de “quasi Newton”, qui s’ap-
parentent au gradient conjuget cherchent une formuleéiative pour approximeH,;l. Nous n’'en
parlerons pas plus ici.

3.3 Optimisation sous contraintes igalité

3.3.1 Position du probEme

La plupart des proimes d'optimisation, notamment e@thrie de la écision, (contble,économie
théorique, recherche épationnelle, etc.) se @sentent avec des contraintes sur les variableéasidn
x. D’'une manére abstraite, ces contraintes se traduisent par I'existence d'un ensémblR” de
variables admissibleOn cherche dong* € C tel que

VeeC u(z) > u(x").

L'algorithme du gradient projétci-dessous congide le probdme sous cette forme, et utilisera la
projection surC' en le supposant convexe fegnCeci suppose que cette projection soit fagifaire,
ce qui est rarement le cas.

En pratique, le cas le plus courant est celuilensemble des variables admissibles efir
indirectement par des contraintes de la forme

C={zeR"|fiz) <0, i=1,2..p},
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gu’on écrira aussjf(x) < 0. Les methodes iréressantes sont alors celles qui sont explicites en fonc-
tion def.

La théorie de la dualé (multiplicateurs de Lagrange, de Kuhn et Tucker, etclest base de
plusieurs algorithmes visatit repondrea ce type de probime. Nous ne j@senterons, dans cette
famille, que I'algorithme d’'Uzawagput le plus robuste.

Enfin, par souci de f@senter les @thodes les plus emplégs, nous donnerons deg&timodes de
pénalisation, quéchangent une plus grande simpéditeorique contre une efficaéitlouteuse.

3.3.2 Gradient projeté
Projection sur un convexe simple

On a rappéd dans le chapitre premier I'existence de la projectigriz) d’un vecteurz sur un
convexe ferra C. Cette projection est une emtion simple dans un petit nombre de cas. Typiquement
trois cas :

— C estun pag, de la formes; < z; < b;, ol lesa; eth; sont dongs. Alors la projection se fait
coordoni@e par coordorge et consiste simplemeatramener:; dansfa;, b;]”. On peutécrire
cela comme

(Po(z)); = max{a;, min{x;, b;}} .

— C estune boule, de la forme: — £|| < p ou le vecteug deR™ et le el positifp sont donis.
Alors la projection consista ramener: dans la boule le long du rayon, soit
. P
Po(z) = €+ min{l, ——}(z - ¢).
lz — &l
— C estun demi-espace, de la forfiez) < a, ou le vecteup deR" et le ela sont dongs. La
projection consista ramener: dans le demi espace pas#émentap :

Fo(r) :Sﬂ—max{(),(p’(;)p;a}p

Exercice 3.1 Verifier les formules ci-dessus.

Lalgorithme

L'algorithme du gradient projétcecrit ci-dessous n’existe que dans cette versigras fixe. A
notre connaissance, il n'y a pas de versiarpas optimal”.

Naturellement, si le convexe des contraintes sur lequel on projette e®R'tpld projection est
l'identité, et donc la preuve ci-dessous montre la convergence de I'algorithme de geadanfixe
sans projection, pour le prabhe sans contraintes. (Pourvu, toujours, qu’on ait choisi le pas convena-
blement.) En fait, dans le cas sans contrainte, I'algorithmas fixe n’estraiment pasa recomman-
der.

L'algorithme de gradient projétest fon@ sur la remarque suivante. L&gali& d’Euler pour I'op-
timisation dans un convexe (1.23) nous dit que*siournit le minimum deu surC, alors

Vit >0 Po(z* —tVu(z™)) =2a". (3.7)

En effet, soitz* est inérieura C, et alorsVu(z*) = 0, ce qu'implique (3.7) car pour un point
intérieur, et sVu(z*) # 0, il existet suffisamment petit pour que’ — tVu(z*) € C, de sorte qu'il
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serait sa propre projection. Sait est un point frongre, et (3.7) estquivalenta I'affirmation que
—Vu(z*) est une normale e&tieurea C, ce que dit (1.23).
L'algorithme s&crit comme une &thode de recherche du point fixe dans (3.7) :

Algorithme Gradient projeté
1. Choisir une éstimée initiale z°, un pas t > 0, faire k := 0,
2. calculer ¢+ = Po (2% — OVu(zk)),
3. si||zky1 — k|| < € stop, si non, incrémenter & de 1 et retourner en (2)

On a le esultat de convergence suivant :

Théoreme 3.5 (Convergence de I'algorithme du gradient projet) Siwu(-)
est une bonne fonction, etk 6 < 2/, I'algorithme de gradient projé& converge vers le minimum
z* dewsurC.

Remarque 3.3 Le test d’arét ne peut pas porter sur le module du gradientiddont on ne sait pas a
priori s’il sera grand ou petit. Le test propésci véerifie donc qu’il soit “bien orthogonal” au bord de
C siz* est sur ce bord, et petit si-non. En fait, pour I'utilisation avec une fonctidiont la convex
est douteuse, il vaut mieux faire porter ce test sur laediffice]|z*+! — 2#~4|| par exemple, c'esi
dire prendre en consgtation I'évolution de I'algorithme suplusieurspas.

Démonstration Puisque nous avons reconnu dans I'algorithme wration de point fixe (aussi dite

de Picard), montrons que la fonctien— Pc(x — 6Vu(z)) est une contraction podrchoisi comme
dans le tkoeme. On sait (tboeme 1.12) que la projection saf est une contraction au sens large.

Il suffit donc de montrer quey(z) := = — #Vu(x) est une contraction stricte. OnNapy(x) =

I — §D%u(x). Cette matrice est sy@trique. Sa norme est donc son rayon spectral, le module de sa
valeur propre de plus grand module. Or ses valeurs propres sont de lalferi®(D?u(z)), ol les
A(D?u(z)) sont les valeurs propres de?u(z). Par hypotRses, celles-ci sont comprises entret

B. Il suffit donc de choisi® de fagon qudl — 6a| < 1 et|l — 03] < 1, soitd > 0etd < 2/3
respectivement. (Cette deéné condition assurant augsi 1/«.) Ce quiétablit la convergence de
I'algorithme sous la condition annoge.

On peut se demander quel estl&ptimal”, ou au moins celui pour lequel le module de Lipshitz
de py est minimal. On voit assez facilement qu'il est tel due 6o = 05 — 1, soitd = 2/(a + 3).

Et alors, le module de Lipshitz dgy estl — 2a/(a + 3).

On voit que ce nombre est d'autant plus proche de 1@ust petit. C’est une constante des
problemes d’optimisation que trouver le minimum est d’autant plus difficile que le module d’alpha
convexik est petit.

En fait, ce tleome souligne surtout la principale difficalieea I'utilisation de cet algorithme.
C’est celle du choix du pa&. En effet, en gréral, o et 8 ne sont pas connus —bien heureux s'ils
existent—, et il faut donc des heuristiques d’adaptation dwpas

Remarquons d’abord ga’'en croire le calcul @oedent, un pas trop petit peut ralentir corgst
blement la convergence, pas |'eégher comme peut le faire un pas trop grand. Il faut quaéohen
trouver un moyen d’apgcier le pas qu’'on peut se permettre. Uagle qu’on peut proposer est la
suivante. Comparer laégroissance de obtenuey (z*) — u(z**1), & son estimation au premier ordre
u (2F) (2% — 2F 1) = 0| Vu(2¥)||? (qui doitétre plus grande). Si ces deux quagitoincident “tes
bien”, disonsa 10% pes, on peut sans doute doubler le pas. Si elles coincident mal, disons plus mal
que dans un rapport deux, il faut sans doute diviser le pas par deux.
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Cet algorithme n’'est sans doute passtperformant par rappoat ceux gue nous avons vus jus-
gu'ici. Il faut bien comprendre que la minimisation sous contrainte est ungmabplus difficile que
la minimisation sans contrainte, et qu'on ne peugéesptrouver des algorithmes aussi efficaces.

3.3.3 Algorithme d’'Uzawa

L'algorithme d’Uzawa exploite le point selle duébeme de Kuhn et Tucker. Il va donc chercher
minimiser le lagrangien par rappart: eta le maximiser par rappoétla variable duale, disons Plus
préciment, il consista remettrex jour I'estinée courante de la variable duale par un pas de gradient
—et le gradient du lagrangien par rapparp est particukerement simple—, puia p fixé, a aller
jusqu’au minimum enx. Ce sera donc un “Bta algorithme”, puisque nous ne dirons pas comment
effectuer la minimisation em. Observons pourtant, —et c’est tout ce que la dadditt pour nous—,
gue dans cette minimisation, les contrainfés) < 0 ont disparu.

Comme dans le #Boeme 1.50, nous permettons &icertaines contraintes de rester “abstraites”
sous la former € C tandis que d’autres sont rendues “concretes” sous la fgifmge < 0. La mini-
misation du lagrangien est alaxeffectuedansC. Si C est toutR™, on a alors affairé un probéme
de minimisatiorsans contrainteDonc un algorithme de gradieatpas optimal, par exemple, est pos-
sible. La dualié a ainsi rame&un prob&me de minimisation sous contrainéesne suite de probines
de minimisation sans contrainte.

On note P, la projection sur le @ne positif deR™, qui consiste just& ramenem@ zro toute
composante &gative du vecteua projeter.

Algorithme Uzawa
1. Choisir une estimée initiale p° > 0 Faire k := 0.

2. Calculer 2* par

u(@h) + (o, £(@)) = minfu(@) + (0, £(2))]

3. faire
PP = Pt pf(a®)]
Si ||pFt! — p¥|| < ¢, stop. Sinon, retourner en 2

Cet algorithme est en fait un algorithme de gradient gemrojeg (sur le éne positif). On
demontre sa convergence d’'une fagon analogle preuve de convergence de cet algorithme. (Cf
théoeme 3.5)

Théoréme 3.6 (Convergence de I'algorithme d’UzawalSi u(-) est une bonne fonction, ¢(-) est
Lipshitz-continue de coefficientpourp < 2a./+2, la suite{z*} engendée par I'algorithme d’'Uzawa
converge vers I'optimurna*.

Démonstration Remarquons d’abord que la condition desrts com@mentaires entraine que pour
toutp > 0,

p" = Pylp" +pf(z7)].
Ainsi, par le tleoeme 1.12, on a
[P = p|| < lp* = p* + p(f (") = f(=*)]].

Enélevant au ca#, il vient

I+ =12 < I = p*11* + 200" — %, F(2) = f(2*) + p*|I f (") = f)IP (3.8)
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Nous allons majorer le double produit (le terme central du daugimembre). Remarquons que
au fait que leg; sont positifsu + (p, f) est encore convexe, etamea-convexe, erx. Par (1.23), la
minoration (1.16) reste valide pour la minimisation dans un convexesie@n a donc

u(@®) + (0, f@F) < )+ (8, f() - Sllak - 2,
w(@t) + (0, (@) < u@h) + (pF f@h) = S ek - a2
Sommons membra membre et faisons passer ce qu'il faigauche, pour obtenir
(" = p*, f(a") = f(z")) < —allz” —2¥|?.
Ensuite, I'hypotieése quef est Lipshitz de coefficient donne
1£(@*) = fa*)| < ylla® =2
En reportant ces deux majorations dans (3.8), il vient
1" = o2 < 10" = 0" (1* + (p*7* — 2p0) ||z — 2*||.
Sion achoisp < 2a/+2, il existes > 0 tel quep?y? — 2pa < —§, d’oul
P = p* )12 < 19" = p*)1? = dla® — 2|7

qgu’on peut é-€crire
Slla® —z*|> < [Ip* — p*II* = [P = p*|I.

Donc, la suitd|p* —p*||? est cecroissante. Comme elle est compeselements positifs, elle converge,
donc la diference du deugime membre ci-dessus tend veese Dond|z* — z*|| tends vers &ro, ce
qu'il fallait demontrer.

Terminons erévoquant I'interpetation ‘€economique” du ttoreme de Kuhn et Tucker, et donc de
I'algorithme d’Uzawa. Si les containtgs(z) < 0 repesentent des ressources “rares” dont on ne peut
utiliser que la quantét disponible, et leg? assodés en sont les prix unitairesl’équilibre, on voit que
le lagrangien est un €béconomique total prenant en compte le “prix” des éesrrares utilises, et
que I'algorithme consiste tout simplemendiminuer le prix des ressources qu’on n’utilise pas jusqu’
saturation, eh augmenter le prix de celles pour lesquelles la demaégass$e la disponibiét Rien
que de tés naturel.

Dualisation partielle Une remarque importante d@itre faitea ce stade. On@none le tteoeme de
Kuhn et Tucker pour un probine de la forme

Vee K u(x) > u(z").

avec
K=Cn{zeR"| f(z) <0},

et on a “duali®” —c’est a dire introduit dans le lagrangien— les seules contraintes “concretes”
f(x) < 0. Les autres sont rests “abstraites” et prises en compte par la conditioa C' dans
les inequations du point selle (1.32) et I'algorithme d'Uzawa.

Si C n’est en effet pas tolk”, i.e. une partie des contraintes est @esbhon dualise, I'eétape de
calcul dex* dans I'algorithme est un pradmne de minimisation sous ces contraintes. Cette minimisa-
tion peutétre faitea I'aide d’'un autre algorithme qu’Uzawa et la du@limenang une “hybridation
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d’algorithmes”. SiC' est un convexe simple, cette minimisation pguwe effectée par un algorithme
de gradient projé&t par exemple.

Bien dir, le choix des contraintess exprimer d’'une fagon ou de I'autra @ualiser oa ne pas
dualiser) est laigsa I'utilisateur, et il n’est efficace d’utiliser une dualisation partielle qu’en ne laissant
non duali€es que des contraintes simples. Typiquement, si on a un nombre important de contraintes
de bornea; < z; < b;, qui impliqueraient deux fois plus de multiplicateurs. On peut alogeper
renoncera les dualiser et les prendre en compte directement dans la minimsation du lagrangien par
projection.

3.3.4 Fenalisation

Les nethodes prsenges ici essayent de ramener le pesbé contraink un probéme non contraint
de fagon plus “nive”, mais qui peut marcher. En particulier, on les utilise de fagon rémative,
contrairemenf Uzawa. On neé&soudra donc qu’un, ou quelques, paobk(s) de minimisation sans
contrainte. L'icee est la suivante : on va “faire payer” au éré le fait pourz de sortir deC'. Et si ce
“prix” est tresélewe, I'optimum se trouvera dars.

Pénalisation exerieure quadratique

Supposons donc que I'ensemble desdmissibles est dogrpar

que nougecrivons aussf(z) < 0, ol f : R™ — RP. Introduisons en outre la fonctiofi (x) appeée
partie positivede f, définie par

filz) = max{0, fi(x)}, i=1,...,p.
Notons la proposition :

Proposition 3.7 Si f est cerivable, | f*||? I'est aussi, et on a

+ T 2
AL o (ayyt

Démonstration Notons d’abord que la proposition n’est pas (erement)évidente, carf™, elle,
n'est en @réral pas érivable aux pointso f(z) = 0, donc notamment en*. Prenons le cas d'une
fonction f scalaire Il suffira ensuite d’appliquer leesultata chaque composante de

Remarquons d’abord que gi{x) > 0 ou f(x) < 0, par continuié I'inégali€ reste vraie dans
un voisinage de:. Dans le premier cagt = f et dans le deukime f* = 0 dans ce voisinage. La
formule[(f*)?]) = 2(f1)f’ est alorgavidemment @rifiee.

Soit doncz un point @l f(x) = 0 (c’esta dire un point frongre deC’). Soite; un vecteur de base
deR™. On a donc dans le “quotient défentiel”

S ) = (@) = 5 o te)?

et

)

0< ’1(f+(a: + te;))?

< [jua re?
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la dernére iregali€ parce que dans tous les cg&' (z)| < |f(x)|. Dans les iggalies ci-dessusf
étant eerivable, le terme de droite tends veig (z) f/'(xz)| = 0, et donc le terme central a une limite,
qui est £ro. On a donc @monté que(fT)? a enz une cerivée partielle en;, qui est nulle. Ceci
acheve de @montrer la proposition.

Nous consiérerons lecritere augmerit

1
ue(w) = u(@) + |1 (@)]*
La méthode de @nalisation consisté utiliser la solutionc. du probEmesans contrainte

Ue(xe) = ;IelIlRI}L ue ()
comme approxiree de la solution* du probEme contraint. Cette @thode est justiie par le @sultat
suivant :

Théoreme 3.8 Siu(-) est une bonne fonction, ¢{-) est continuez. — z* quands — 0.

Démonstration On a manifestement
te(xe) < ue(z™) = u(z),

la dernereégalie parce que pardinition, f*(z*) = 0. Siu esta-convexe, elle est boée infrieu-
rement. Donc l'iegalie

u(e) + () < u(e)

implique quef ™ (z.) — 0 quande — 0. A fortiori, elle implique aussi que(x.) reste borée, donc,
toujours avec Fv-convexig, quer,. reste borg. Ainsi, pour toute suiteétroissante de, tendant vers
zéro, lesz., ont des points d’accumulation. Saitun tel point et=" une suite telle que les., — z.
Par continuié def ™, f*(z) = 0, etz est donc admissible.
On a aussi
u(xe) < ue(xe) < u(z™).

Donc par passagela limite, @ est continue)u(z) < u(z*). Commez est admissible, il en&toule
queu(z) = u(z*) etz est optimal. Par &-convexié deu, 'optimum est unique. Donc c’est toute la
suite qui converge vers'.

On cemontre aussi que, si la matriggx*) est injective, ce qui est une hypete naturelle, le
produit(1/e) f*(z.) tend vers un vecteur deR?, de sorte qu I'optimum on au’(z*) + A f/(2*) =
0. Ce est lemultiplicateur de Lagrangéou de Kuhn et Tucker) ass@cau probdme d’optimisation
sous contraintes.

Cette nethode reste @icate d’emploi pour plusieurs raisons. D’'abord, on ne va gasudre
beaucoup de fois le profaine @nalie : c’est un travail potentiellement important. Donc quehoisir
est non trivial. De plus, si est trop “plat” au voisinage d€, son ble dansu. vaétre masqé par le
terme de pnalisation, nuisari la pécision de I'estimation de*. (Certes, I’hypotkse da-convexié
limite ce risque en bornant iefieurement la courbure de Mais ceci souligne la&endance de la
méthodea cette hypotbse qui est d’habitude difficila tester.)

Autres pénalisationsOn a genali€ le crigere avec la fonction degmalisation| £ *||2. Ceci pour avoir
un critereu. dérivable. Le prixa payer est que,&eriquement, si le minimum recheekest sur la
frontiere deC’, on I'approchera par des points eseurs. Lesc. sontnon admissibles
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On aurait pu prendrg ™ (x) tout simplement. Alors le cére n'est plus @rivable, mais il est
possible qu'ure fini permette &ja d’obtenir le minimum exact. Le car&ece non diferentiable du
critere enz* est reanmoins une grave difficélt En fait, il vaut mieux seéférer alorsa la theorie de
la dualié.

Pénalisation intérieure

Une autre approche possible est d'utiliser comme fonctioredealgsation une fonction “bagie”,
©(z), qui tend vers l'infini quand: tend vers la fronére deC' par l'intérieur. On pourrait penser
o(x) = =, 1/¢pi(x) par exemple, mais nous verroaiga section suivante qu’un meilleur choix est
o(z) = = >, In(—f;(x)). Puis on va consieteru. (z) = u(x) + ep(x), avecs assez petit pour que
ceci ne change gue le comportement du agite tant que leg; sont tous loins dtre nuls. On parle
alors d’'algorithmes de “points iatieurs”, parce qu'on aborde I'optimum rechezghar des points
intérieursa C.

Soit donc d’'une maeire un peu plusé@rérale, un crigre perturb u. (z) = u(z) + cp(z) oup(-)
est cefinie pour lese intérieursau domaine des contraintés(c’esta dire lesz tels quef;(z) < 0

pouri = 1,...p), convexe (continue) positive dags et tend vers l'infini quand — 0C.

o]
Alors, pour touts positif, u. atteint son minimum dan§', en un unique point:. des lors queu
est strictement convexe.
On a alors le &sultat attendu :

Théoreme 3.9 Sous les hypottses ci-dessus, etsiest une bonne fonctiom, — x* quande — 0.

Demonstration Il faut faire attention qu’on ne peut pas manipulefz*) parce quec* peutétre (est
géreralement) sur la frorgére deC' et doncy peut n’yétre pas éfinie. Soit don@ un nombre positif
(arbitrairement petit) ets un pointitérieur a C tel queu(zs) < u(x*) + §. La suite d'iregalies
ci-dessous est faciétablir :

u(we) < ue(we) < ue(ws) = u(zs) + ep(xs) < u(z™) + 0 + ep(xs) .

En prenant < 6/p(zs) on en @duitu(z:) < u(z*) + 2. Et comme) était arbitraire, on ené&bluit
queu(z.) tend versu(z*) quande tend vers 2ro. Siu esta-convexe, on en&Huit par utilisation de
(1.16) quer. tend versr*.

Cette icke esti la base d’une Bthode qui est aujourd’hui la meilleure connue si le peoi# est
réellement convexe et si legiivées secondes sont faciksalculer. Nous la @sentons ci-dessous.

3.3.5 Methode du chemin central

Avant d’exposer cette utilisation de I@palisation ingérieure, montrons urésultat qui constitue
la partie facile de la thorie de la dual@. Le probéme considré est toujours le Bme. Posons comme
precedemment(z,p) = u(x) + >, p;i fi(x).

Lemme 3.10 Soitz* la solution du probdme d’optimisation sous contraintegalite. Soitp € R™.
Ona

Vp >0, minL(z,p) < u(z¥). (3.9)
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Démonstration On a la suite suivante d'@galiés faciles (la seconde vient de ce que pout C,

> pifi(z) <0):
mln L(z,p) < Igélg L(z,p) < gxgg u(z) = u(z").

Nous utilisons la réthode de @nalisation irgrieure avec les fonctions bares— In(— f;(x)).
Posons donc
e =u—e )y In(~fi(z))
%

C’est une fonction fortement convexe. Notansson unique minimum suR”. Nous affirmons le
théoreme facile, mais surprenant :

Théoreme 3.110n a
u(ze) — pe < u(z®) <wulxe).

(Ol p estici le nombre de contraintes scalaires= 1, ...,p.)

Demonstration Le pointx. est caradrise par
Vus(z:) = Vu(ze) EZ fz Vfl (z:) =0.

Posons alorg; = —¢/ f;(x.). Ce sont des nombres positifséljali€ ci-dessus gcrit

Vu(z:) + Zinfi(a:E) =V.L(x,p)=0.

Maintenant, ceC(z, p) est une fonction convexe de Donc la condition ci-dessus implique qu’elle
atteint son minimum em.. Utilisons alors le petit lemme poadent, en remarquant en outre que
pifi(x:) = e. Le theome en écoule imnédiatement.

Ainsi non seulement. approcher* quands — 0, mais en outre on sait avec quellepision
u(z*) est atteint.

Voici quel est I'usage qu’on fait de césultat dans la Bthode du chemin central. On commence
typiquement avee = 1 (bien qu’une autre valeur soit biefirspossible, et peugire peferable dans-
certains cas.) Orésoud le proimemin u. sans contrainte par lagthode de Newton. La pregrie
application de cette &thode peut fsenter ses difficiéls habituelles et demander un peu de soin.
Ensuite, on fait écrdtre ¢, typiguement d'un ordre de grandeirchaque fois, et orésouda nou-
veau le prol®me sans contrainte en prenant la solutidieétape pecedente comme initialisation de
la méthode de Newton. Cette fois on a une convergerieerapide de cette @hode. Et on continue
a faire cecrdtre e jusqu'a ce qu’on ait la pgcision a@siee. (On peut @me argliorer le choix dux
initial dans la néthode de Newton en extrapolant la courbe:deanérieurs.)

On sait que le proBime d’optimisation sans contraintesplua chaque &ration par la rathode
de Newton est de plus en plus mal conditiérau fur eta mesure que décrdt. Mais pour une raison
pas totalement expli@e, il semble que le choix d'initialisation de laéthode de Newton sugg
naturellement immunise I'algorithme contre les effaétgatifs de ce mauvais conditionnement.

Cette nethode, dued Nesterov et Nemirovsky sur unetigl de Karmarkar, puis dtiorée par
S. Boyd, a dong, entre les mains de ce dernier, desultats spectaculaires sur destmombreux
problemes. Elle eda méthodea appliquer ...quand elle s’applique. (La convexieu et desf; est
essentielle, et il faut que le calcul desridées secondes soit raisonnablement simple.)
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3.4 Optimisation sous contraintesgalité
On consi@rea pésent le caswles contraintes sont de la forme
C={zeR"| fi(x)=0, i=1,...,p}. (3.10)

Il n'y a plus lieu de supposer une quelconque congegibur lesf; ni u parce qu’on sort de toutes
facons du cadre convexe. (C’est pour rappeler cela que nous n'avons padaiti@ationC —mais
C— pour I'ensemble des admissibles.)

A quelques indications ps, on laissera le soin au lecteur d'imaginer comment hybrider les algo-
rithmes que nous allons discuter avec ceux du oagdlié si une partie des contraintes est d'un type
et une partie d’'un autre.

3.4.1 Contraintes affines

On consi@re donc maintenant le cas es f; dans (3.10) sont affines, ou, de mamgiéquivalente,
il nous est doné une matriceé” de typep x n et un vecteurf de dimensiorp, qui definissent les:
admissibles comme devarénfier
Fx=f (3.11)

En outre, on supposera toujours gu@st de rang, donc surjective, ce qui impose en particulier que
p < n. En effet, si ce n'est pas le cas, spiest dans I'image dé€', mais alors une partie des contraintes
est redondante : on peut supprimer des lignes qui s@rdiliement @pendantes des autres, goit'est
pas dans I'image d&, et alors il n’y a pas de admissible.

Algorithmes de gradient

La variété affine admissible est convexe. Donc I'algorithme de gradient grpgitétre conser®
a l'identique. Il reste justa faire remarquer que la projection est faéilealculer, au moins s'il n'y a
pas trop de contraintes, et s’exprime par

Pe(x)=(I —F'F)z+ F'f (3.12)

F' = FY(FF)~1

est une inversa droite (I'inverse de Penrose) de la matrice surjeckive

En fait on peut faire mieux. En effet, la projection sur Kkédu gradient de: est alors le gradient
de la restriction de, a C. On peut donc appliquer un algorithme de gradi@mas optimah cette
restriction :

Algorithme Gradient projeté a pas optimal
1. Choisir une estimée initiale 2°, faire k := 0.
2. Calculer Vu(z¥) et h* := (I — FIF)Vu(z¥)
3. Si||h¥|| < ¢ stop. Sinon,
4. Calculer 2**1 := 2% — 6*h* ol le pas #* > 0 est déterminé par

u(zFth) = m@in u(z® — 0nk)
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5. incrémenter k£ de 1 et retourner en 2

Remarque 3.4 Il est prudent d’ajouter une correction pour s’assurer quedésalcules restent bien
dans la varett admissible, ce qui pe@tre perdu autrement en raison des erreurs d’arrondi. On
peut intercallera une féquencé choisir un pas de projection s entre deux pas de gradient, soit
le faire sysematiquemend tous les pas, remplacant la formulét! = 2% — 9kp* par 2**1 .=

(I — FTF)(z* — 6%nk) + F1f.

Les proprétes de convergence de cet algorithme &duilsent de son intergtation comme algo-
rithme de gradiena pas optimal sur la restriction deaC.

Algorithme d’'Uzawa

On a indige plus haut que le #oeme de Kuhn et Tucker demeure pour des contraitgesie
affines,a ceci pes que le signe des multiplicateurs n’est plué fix

En congquence, I'algorithme d’'Uzawa demeure, en supprimanéfation de projection sur le
cone positif. La preuve de convergence est inckang

Programmation quadratique

Un probEme classique, dont on verra gu’il joue e par la suite, est le praaine d’optimiser
une forme quadratique sous des contraintes affines. Il s’agit donc de minimiser

1
u(z) = 53;th +q'x

ou @ est une matrice syatrique positive éfinie etq un vecteur déR™, sous les contraintes (3.11).
On laisse le lecteuramontrer (exercigeque la solution s’obtient conjointement avec le multipli-
cateur de Lagrangeen esolvant le sygtme lireaire

Qr+F'p = —q,

P _ (3.13)

Théoreme 3.12Le systmes céquations (3.13) a une solution unique quelque 8o# et seulement
si F' est surjective et la restriction d@ au noyau deF' est cefinie (positive ou @gative).

Preuve Il suffit de \erifier si le syssmehomogne c’esta dire obtenu en remplacanet f par 0, a
zéro pour seule solution. Soit dofie, p) satisfaisant le syg8tne homogne. Multiplions la prengre
équationa gauche par’ et tenons compte de la deéxie pour constater qu’on doit avaitQz = 0.
Mais cex appartient Bcessairement au noyau HeDoncz!Qx = 0 impliquex = 0 si et seulement
si la restriction d&) a ce noyau estéfinie. Mais dans ce cas, on doit aussi a¥dip = 0, quiimplique
p = 0 si et seulement g est surjective.

Si @ estinversible, le sysme (3.13) admet la solution

ot = QT F(FQTIF)T(FQ ¢+ /) + Q7 g
Cependant, demander l'inversibite( est trop, puisque seule déitre positive éfinie sa restriction
au noyau de'. On peut donner une formule explicite qui n’utilise que cette hygsehen fonction de
la decomposition en valeurs singeites deF :

F=USV = U5, O][m
2
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(ou U etV sont des matrices orthogonales de typep etn x n respectivement ef; est la matrice
diagonale des valeurs singaies,Vyf engendre Kef') comme

ot = (I - Vi(VaQVy) " VaQ)VIST U f — V5 (VaQVi) ' Vagq .

En pratique, on a construit des algorithmealidghination tes sggciali€s, plus rapides que le calcul
d’'une cecomposition en valeurs singaites suivi de I'inversion d&;QVy.

3.4.2 Contraintes nonlireaires

Nous sommes maintenant dans les notations de (3.10).

Algorithme a la Uzawa

Le theoreme de Kuhn et Tucker n’est plus valide si les contraintes ne sont pas affines. On peut
tenter d’appliquer encore I'algorithme d’'Uzawa. On n’est assiide sa convergence, ni du fait que
s’il converge ce soit vers I'optimum. Voici uneéxre analyse de cette question.

Remarquons que la foncti@iendue

o(r) = sup(A, f(x))
A

vaut 0 si z est admissible, et-oo si non. Ainsi le prol®@me poé&, de minimiseru(z) sous les
contraintesf(z) = 0, estéquivalent au proBime de minimiset(z) + ¢(z), soit encore de cher-
cher

;2]%11 sgp(u(m) + (A, f(x))).

On a encore un minsup, et ceci justifie qu'on fasse un algorithme de type gradient ascenslant en
Mais ce que calcule I'algorithme d’Uzawa, c’est le

max min (u(z) + (A, £(2))).
En ¢eréral, ces deux quangis sont diférentes, la deugime inErieurea la premére, ce qu’on appelle
le “saut de dual@”.
Cette neéthode ne doit donétre tenke qu’avec circonspection, et si elle converge il convient de
vérifier si f s’annulle au point trou. (Ce qui n'est garanti dans le cas convexe que par le fait que
min, sup,, = maxp ming.)

Programmation quadratique sequentielle

Siles conditions requises sont satisfaites, Geatite silesv f;(z*) sont lireairement indpendants,
le point rechercé est caraétris par le tleoeme de Lagrange. C’eatdire qu'il est, avec le multipli-
cateur (vectoriel) de Lagrange solution du sysime

Vu(z) + Vf(z)A 0,

i@ — 4 (3.14)

Ici, V f(x) désigne la matrice jacobienne detranspoge (f'(z))!, de méme queVu(x) désigne le
transpoé dev/(z).
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Une icke naturelle, et fructueuse, consis&ssyer deasoudre ce sy8ine dequations non lieaires
par la methode de Newton.

Nous introduisons quelques notati@nset effet. On noter@ := D2 (u(x)+ (), f(z))) la matrice
symétrique des @rivees secondes endu lagrangien, ef’ := f’(z) la matrice jacobienne dé. En
outre, pour akger encore les notations, on notg¢fa:= f(x*) et de néme pour toutes les fonctions
dex et\.

Avec ces notations, l'algorithme de Newtostit

le.k—i-l + (Fk)t)\k+1 — kaxk _ VUk,
Fkxk+1 — Fka:k _ fk )

On remarque que ce sgshe, @ les membres de droite sont conruisétapek, et les inconnues sont
z* 1 et \F*1 a exactement la &@me forme que le sy&me (3.13). Il peut donétre €solua I'aide un
algorithme de programmation quadratique —tdle nom de cette gthode.

Ajoutons que la teorie de la seconde variation montre que les condittormn&es au thoeme
3.12 sont excatement ici la condition de qualification des contraintes d’'une part, et la condition suffi-
sante du deugime ordre pour un minimu local sous contraintes d’autre part.

On peut don@&noncer le thoeme :

Théoreme 3.13Si l'optimumx™* rechercte existe, et si la condition de qualification des contraintes
y est satisfaite ainsi que la condition suffisante locale du demgiordre, il existe un voisinage dé
dans lequel I'algorithme de programmation quadratiqgéegentielle converge.

Bien dir, avec ses quaéis —tes grande vitesse de convergence—, cet algorithme partage les
défauts de la rathode de Newton : faible robustesse, etessié de ce fait de partir avec une assez
bonne estirae dex*.
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Chapitre 4

Programmation lin eaire et
programmation dynamique

Les deux sujets qu’effleure ce chapitéetitre d’introduction, ont en commun de se sit@ela
frontiere de I'optimisation continue et de I'optimisation combinatoire.

La programmation ligaire parle de variables continues sous des contraintes continues, mais le
premier pas dansétude de ce probme est de montrer qu’'un nombre fini de points sont candidats
a étre optimaux, et I'algorithme du simplexe péite vu comme une fagon habile de parcourir cet
ensemble fini.

De son 6té, la programmation dynamique sera d’'aborésgnée comme un probme de re-
cherche du plus court chemin dans un graphe, donc fondamentalement combinatoire. Mais on verra
ensuite qu'un proace classique ragme un proldme en variable d’'espace continue (et variable de
temps disagte)a un tel graphe.

4.1 Programmation lineaire

4.1.1 Position du probeme

Bien des modles en ingniérie et enéconomie rnenta consi@rer des prol@mes o critere
et contraintes sont lgeires (donc pas-convexe) et les variables positives. Ces peatés ont recu
le (vieux) nom de “programmes Eaires”. lls ontéte étudés des les origines de ce qu’on devait
appeler la “recherche @pationnelle”, notamment par G.B. Dantzigsde é&but des anees 1950 (le
plus ancien article ot remontex 1951), et le dveloppement des@hodes nurriques aferentes est
contemporain de I'apparition des ordinateurs.

Comme moéles simplifes tés naturels de situations coatas (cdits et ressources consoreas
proportionnels aux quanéis), ces prol@mes ont justié un effort algorithmique considable, et ce
jusque dans les afes plus &centes, comme le bruit fait par les Bell labs autour de lathmde de
Karmarkar” I'a monte.

Nous nous contenterons ici de donner un apercu &adtats de base et de€@&b sous-jacentes
a l'algorithme du simplexe, comme introductian’utilisation des programmes existants. En effet,
écrire un nouveau programme de programmatiogdire, que ce soit par I'algorithme du simplexe
ou une autre @thode, est un exercicgrictement ésene aux professionnelde la chose, tant les
“packages” qui existent sont (nombreux et) perfect&sn

65
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On utilisera les iggali€s entre vecteurs
JUZZU A 3712%722177

x>y & zxz>yetr#y,
T>>Yy & x>y, i=1,....

Le probEme peut engréralétre formué de la fagon suivante.
Le critere a minimiser est dtermiré par un vecteur deR", et est dona par

Les contraintessont d’'une part

et d'autre part deux jeux de contrainteéfidies par deux matrice$ et B, de dimensions respectives
p X netqgxn, et deux vecteurs etb de dimensiomn etq définissant les contraintégali€ et iregalie
par

Dans les discussions qui suivent, il faut avaifesprit quen, p et g peuventétre de I'ordre de
plusieurs milliers, voire dizaines de milliers.

La premere remarque est qu’au moins au plaadhque, on peut remplacer les contraintes in
galite par des contraintésgali€ et inversement par les artifices suivants. En introduigaatiables
suppEmentaireg € R, on peut remplaceBx < b par

Br4+y=0b, y=>0.
Au contraire, si on veut priviigier les contraintes @yali€, on peut remplacetz = a par
Ax <aetdx >a.

Bien sur, la prengire de ces ggrationsaugmente de le nombre de variablegandis que la deugme
augmente de le nombre de contrainteeux ogerations qui ne sont pas souhaitables au vu des
dimensions que nouavoquions. Ce sont par contre des artifices utiles @budier les propétes
théoriques du prokime.

Nous utiliserons dansétude tieorique laforme standarcegalite caracérisee parm contraintes
égalig sigrees:

ce qui est toujours possible, quitienultiplier certaines contraintes pat, et toujours les contraintes
de positivié
z>0.
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4.1.2 Etude du polyédre

Pour comprendre le prolaine de programmation Baire, il fautétudier 'ensemble des points
défini par les contraintes leaires et de positivét, appet polyedre que nous prenons sous la forme
standarcegali€ Az = b. Nous noteron® cet ensemble.

Nous appelons encorela dimension de:;, sachant qu’elle a pétre augmeréte pour donner cette
forme aux contraintes. Nous appelansle nombre de contraintes, et supposons que. n. Nous
supposons @me plus que cela, savoir que

rangd = m. 4.1

En effet, si-nond a des lignes lieairement @pendantes d’autres, et soit I&me &pendance lipaire
se retrouve dans les coord@as deb, et cette ligne est surnudaire, et peuétre omise sans rien
changer au probime, soit les coordoi@es deb n’exhibent pas la me é@&pendance, et le padre
est vide.

Nous introduisong cette fin la terminologie suivante :

Définition 4.1 (Direction deRR™) Nous appelonslirection 'ensemble des vecteurs pest par une
méme demi-droite, c’est dire multiples positifs d’'un d’entre-eux.

Ainsi, soith € R, il définit une directio0h | 6 € R, }, et tout vecteur de cette directiogfthit
la méme direction.

Une direction seraépuge “admissible” si elle est compas de vecteura coordonies positives
(ce qui est le caséb qu'un de ses vecteurs I'est) et si elle appartient au noyau 8asi, siz € P,
x + w € P pour toutw dans cette direction. Ce sont des directions dans lesqureiss non bora.
(Tres peciment, ces directiongfinissent des “point I'infini” du polyédre au sens de l&gnetrie
projective.)

Le résultat essentiel que nous visons est le suivant :

Théoreme 4.1 Les points d'un pokdre peuvent toustre obtenus comme combinaison convexe d'un
nombre fini de ses points (appslsommet} plus une somme @léments d’'un nombre fini de di-
rections (appetesdirections admissibles e@malesou sommetsa l'infini). Réciproquement, toute
combinaison de cette forme appartient au jgalse.

Ainsi tout polyedre est caraetise par un nombre fini de sommetdsdistance finie oa I'infini, et
est constité par 'ensemble de leurs combinaisons convexes. En particulier, s'il e&, horpolydre
se eduit aupolytbpede toutes les combinaisons convexes de ses sommets (en nombre fini).

Pour cémontrer ce@sultat, nous introduisons I&fihition suivante :

Définition 4.2 (Points extemaux) Etant donié un ensemble convegeon appellepoints extemaux
deC les points de&C qui ne peuvergtre repesenés comme une combinaison convexe propre d’autres
points deC.

Ainsi, si & est un point exémal deC, et siz; etxy sont deux points d€ tels quet = Az; + (1 —
A)xo, alors recessairement = 0 ou A = 1, et coincide avea; ou z;.

La méme efinition s’appliquera aux directions admissibles, sachant que deux vecteuéaaeln
et de néme sens (proportionnels dans un rapport positif)Jasgmtent la @me direction.
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Lemme 4.2 Un point admissible (i.e. tel que > 0 et Ax = b) [resp une direction admissiblg, i.e.
telle queh > 0 et Ah = 0] est extémal[e] si et seulement si les colonnesAleorrespondant aux
coordonréesnon nullesde x [resp h] sont lineairement inédpendantes [resp. ont urefhut de rang
égala 1].

Les coordonées non nulles de sont dites “de base”. On notera que la préférici-dessus im-
pligue notamment qu’un point exmal a au plusn coordoniges de base.

Démonstration du lemmePour simplifier Iecriture, nous supposons que ce sontggeemeres
colonnes deA qui sont concerees, et donc lea — p derneres coordonees der qui sont nulles.
Nous partitionnongl etz en

Soit un point deP qui satisfait la conditio@noné&e, c’est dire quer = (z  0), et doncAz = b.

Si ce point est combinaison convexe propre de deux autres poiRtaldes, il est ingrieur au segment
joignant ces deux points, ce qui veut dire qu'il existe un vecteug 0 tel quex + w etx — w
appartiennend C. En particulier, ceci implique que les composantesud®ors base soient nulles (si
non, soitz +w Soitz —w aurait des composanteggatives), et donc aussi qder = 0, ol w désigne
bien €ir lesm premires coordonges dew. Mais par hypothse,A est injective, done = 0, ce qui
contredit I'hypottese.

Réciproguement, soit un point deP, z I'ensemble de ses coordoges non nulles, que nous
regroupons au&but de la nurérotation, etd la matrice des colonnes corrsepondantes. Si les colonnes
de A ne sont pas ligairement indpendantes4 n’est pas injective), il existe un vectetirnon nul
tel queAw = 0. Comme les coordor@@s der sont toutes strictement positives, il existassez petit
pour que, en choisissaffto|| < ¢ ce qui est toujours loisible, les coord@es det + w et dez — w
soient encore toutes positives. Alors, en costgahtw = (w  0), on voit queAw = 0, et quer + w
etz — w appartiennent tous les deaC. Doncx = 1/2(x + w) + 1/2(z — w) n’est pas un point
extremal deP.

On laisse le lecteuépeter la néme preuve pour les directions admissibles@arales, en se sou-
venant que la diffrence entre le nombre des vecteurs cansidt le rang du syste gu'ils forment,
ou défaut de rangest la dimension du noyau de la matrice dont ils sont les colonnes.

ISR

A=[AA4], <

Cette caradrisation montre gu’il ne saurait y avoir qu’un nombre fini de pointsémtruxa
P. Il suffit de tester tous les ensembles decolonnes deA, et pour ceux qui sont lEairement
independants, de verifier gi—'b est positif. On fera de &me avec les ensemblesxet 1 colonnes
de rangm pour chercher les directions admissibles optimales.

Démonstration du theoremeSoitz un point deC, et supposons que ce ne soit pas un pointexal.
Comme pecddement, il existe un vecteur du noyau ded ayant les rBmes coordorées nulles que
x, et tel quer — w etz + w appartiennerd C. Regardons: + tw, t > 0. Siw n’est pas une direction
admissible d€ (il a des coordonges egatives), pour un certaiff une des coordor@es de ce vecteur
s’annule, les autrgstant encore positives. On peut faire deme avea: — tw. (Siw est une direction
admissible deC, —w ne I'est pas, etéciproquement.) Donc, sait et~ sont tous les deuxadinis,
etz peutétre repesené comme une combinaison convexe de deux vecteurs qui ont une coeedonn
de plus nulle chacunz = ¢~ /(t* + ¢t~ )z 4+ ¢t*/(t* + ¢~ )z, soit on a une ref@sentation comme
une sommer = r~ + ¢t~ w ou w est une direction admissible, £t a une coordonge nulle de plus
quezx. En repétant ce processus pour igéments de cette repgentation&cursivement, on obtient le
théoeme. (On ne fait qu’'un nombre fini de fois cettecogtion, puisque le nombre de coordéar
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non nulles diminue chaque fois, et la construction g@quandd n’a plus de noyau —ou un noyau
de dimension 1 pour les directions admissibles—.)

On déduit de ce thoeme le corollaire fondamental suivant :

Corollaire 4.3 Sile polyedre des contraintes n’est pas vide, soit leamgtn’a pas d’infimum fini, soit
un des points exémaux (ou sommets) du petire est solution.

Démonstration Soit il existe une direction admissibletelle que(c, w) < 0. Alors, comme on peut
ajoutertw, t positif arbitraire,a tout point du polgdre sans en sortir, clairement, le &ré(c, =) peut
étre rendu arbitrairement granégatif. Soit, pour toute direction admissible (¢, w) > 0. Alors, si

un point du polgdre aw dans sa @dcomposition comme aué&b®eme ci-dessus, on peut retirer cette
composante. On reste dans le galye, et on a@liore le criere. Nous ne consiions donc que des
points combinaison convexe des sommeatsix y :

N
ZL‘:Z)\Z‘l’i, )\iZO, Z)\i:1.
=1 i

Alors,
N

(c,z) = Z Aile,x;) .
i=1
Si le critere (¢, z) est minimum sulC, tous les(c, z;) sont su@rieurs ouégauxa (c, z). Donc seuls
peuvengtre non nuls leg; pour lesquels on a&gali€, et ce sond des sommets solution. Ou bien —
et c’est le cas @rérique— un seul sommet est solution, et il ne e repesent comme ci-dessus
de manére non égerérée.

4.1.3 Lalgorithme du simplexe

Nous ne donnons ici qu’un bref apercu du principe de I'algorithme le @lébre pour @soudre
numériquement le programme &aire, I'algorithme du simplexe. Il en existe d’autres aujourd’hui,
plus rapides ... dans la plupart des configurations.

Remarquons d’abord qu’en principe, puisque le nombre de sommets est fini et qu’'on sait les
déterminer tous, il suffit de comparer la valeur duamdta tous ces sommets et prendre le meilleur.
Ce qui s'opposex cette approche ha est le nombre potentiellemengsr grand de sommets du
polyedre. On consigre couramment des préphes o n et m sont tous les deux en milliers. Or il
y an!/m!(n — m)! combinaisons de: colonnesa tester. C'esh dire, sin = 2000 etm = 1000, un
nombre de I'ordre d&0%° combinaisons.

Il faut faire autrechose. L'algorithme du simplexe va explorer des sommets d’'une fagon moins
nave, et d’habitude plus efficace. On sait malheureusement exhiber deémesbpour lesquels cet
algorithme exploréousles sommets. Mais on sait que ce n'gétériquemenpas le cas, et que le
simplexe est greriguement polynomial em + n.

Le principe de I'algorithme est donc le suivaBtant don le choix d’une “base”, c'est dire de
m colonnes indpendantes dd formantA, de sorte quel = [A A], et un dcoupage correspondant
des coordonees de tout: en coordonges en base et hors basé, on a recessairement

Az + A =,

soit encore )
T=-A1Az+ A1, (4.2)
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Donc, en paratrisantz via 7 :
(c,z)= (& —dA 1Az + A b,
gue nousé&ecrivons avec une notatiévidente
(c;2) = (w0,%) + A7 1D.

Silitéereer” de I'algorithme est un sommet correspondangtte base, saif’ = 0, onva chercher
a antliorer le criere en reprant la coordonge dew la plus regative, disonsv,,; et en donnant une
valeur positivea la coordonéez ; correspondante de Soit donce,, le vecteur de base nuaro M
deRR", et essayons desde la forme

xz:z:k+teM.

On est &ir de faire @croitre le criere ce faisant. Lé maximum permis est atteint la pregné fois
gu’une autre coordor@® dez, tel que calcud par (4.2) passe paem. On s’arétea cette valeur de,
on fait ainsi rentrer la coordoe M dans la base et sortir celle qui s’est argrulEt on ikre.

L'algorithme s’aréte quand toutes les coordd@as dav sont positives : on ne peut plus ahorer
le critere.

Il restea dire commeninitialiser I'algorithme. En effet, nous avons indigwomment passer d’'un
sommet du polgdrea un autre, mais comment trouver un premier sommet? Nous allons indiquer
comment utiliser le @me algorithme pour trouver un sommet initial, et eénne temps &terminer
s'il existe un tel sommet, c’estdire si 'ensemble destats admissibles est non vide. Il peut en effet se
faire que les contraintedz = b, z > 0 soient incompatibles, mais ceceme est difficiled decouvrir.

La méthode va consistérexaminer un autre praihe lireaire qui pesente la particulaétd’avoir
un sommeévident, et de chercher, s'il existe, un sommet du pnala d’origine.

Supposons qu'on s’est rama b > 0, ce qu’on peut toujours faire en changeant le signe des
lignes deA si necessaire. Congidons le prol#me de programmation Eaire portant sur les variables
(positives)(z, w), z € R™, w € R™, dont les contraintes sont

Az +w=1>

et le criere
m
u(z,w) = Z w .
i=1

Comme promis, les contraintes admettent une sol@iedente, qui est un sommet:= 0, w = b.
Et comme ce crére est toujours positif ou nul, son optimum se&aiozsi et seulement s'il existe
une solution des contraintes avec= 0, soit un point admissible du prabhe d’origine. En outre,
évoluant de point exémal en point exéfmal, le simplexe nous donnera un point éxtal, qui pourra
a son tour servir d'initialisation pour le praishe d’origine.

Il y a beaucoug direa partir de & (on aécrit des livres entiers). Que faire dans le simplexe si
la nouvelle base n’est pas iegendante ? si deux coord@as s’annulent en @me temps ? etc. On
laisse le lecteur imaginer des parades simaless questions.

Plus inéressant : comment simplifier le calcul de! pour la nouvelle base en utilisant le fait
gu’on connaissait cette inverse pour une matrice némifft que par une colonne ?

Pour toutes ces questions, nous renvoyons le lecteur aux liveemBges.
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4.1.4 Rudiments de dualié

On ne peut pas parler de programmatiodime sangvoquer la dualé, qui constitue, comme on
va le voir, un outil tés utile.

Dans ce nur@ro, et pour lelegance des formules obtenues, nous allons supposer qu’on cherche
maximiserun critere lirtaireu = (c, z). Cela revienévidemment changer en —c, mais comme
nous n'avons jamais fait d’hypaodlse sur le signe dé&dements de, cela est sans coaguence.

Partons donc d’un probine standard, que noésrivons

max 'z, x>0, Ar =10,
xX

en notant de fagon explicitéz le produit scalairéc, »). Supposons que nous connaissions un vecteur
y deRP (p est le nombre de contraintes) tel que

y'A >t

Alors, pour toutr > 0, on aclz < y'Ax. Mais par ailleurs, pour tout admissible Az = b, de sorte
que l'inégali€ ci-dessus donne
dr <y'b. (4.3)

Avant d’aller plus loin, supposons que la contrainte = b provient en fait d’'une contrainte
inégalig, et qu'on a augme@t’état de “variables @&cart” pour en faire des contraintegali€, c’est
a dire, avec un abus de notatiangdent, que le vecteur ci-dessus est en fait de la forme

~(2):

A=[A I],

que A est donc de la forme

de sorte que la contrainte est
Ar 4+ £ =0, £>0, x>0,
doncéquivalentea
Az > b, z>0. (4.4)

La “contrainte” sury se lit alors
y[A I]=2[c 0]

soit
ytA > ¢t y >0 (4.5)

Ainsi, pour toutz admissible au sens de (4.4) et tguadmissible au sens quobleme duabont
'admissibilite est @finie par (4.5), on a (4.3). Le prabhe

min(b, y)
Y

soumis aux contraintes (4.5) est afgg@iobleme duabe celui d’origine (rappelons que nous en avons
ici fait un probEme de maximisation sous contraintesgali€).

On remarque la parfaite syatrie entre proliime primal et dual, de sorte que toute affirmation
concernant leur iraction peuétreénon&e dans un sens ou dans l'autre.
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On voit que si on trouve ety admissibles pour les prarhes primal et dual tels que, z) =
(b,y), alors ils sont Bcessairement solution de ces pashes. Cette remarque est la base ééhwdes
efficaces pour@soudre le prokime de programmation Eaire, visanh minimiser la diférence, tou-
jours positive ou nulle(b, y) — (¢, z) parmi lesz ety admissibles.

On voit aussi aisment que si le probme dual a un ensembleédats admissibles non vide, le
probleme primal a son céfre borie sugerieurement (et mutatis mutandis pour le pesbé dual si le
probleme primal admet destats admissibles).

Ces constatatiorslémentaires ont degciproques, que nous némontrerons pas :

Théoreme 4.4 Chacun des deux profaines, primal et dual, a un ensemblétdts admissibles non
vide et un sugemum fini (donc une solution) si et seulement si il en va@mende I'autre. Si un des
deux probémes a un extremum infini, I'autre n’a pa$tit admissible.

Donc les deux prokimes ont une solution ou n’en ont pas simutaent, 'absence de solution
pouvant provenir de I'absence&dats admissibles, ou du fait que le eré n’est pas boi

Théoreme 4.5 Si les probémes de programmation Baire primal et dual ont une solution, il existe
x* ety* tels que(c, z*) = (b, y*). Reciproquement, toute paire admissiljle’, y*) satisfaisant cette
égalitt est optimale.

Enfin, faisons remarquer que la connaissancg*dgar exemple, permet de trouvet. En effet,
remarquons qu’on a donc toujours, pour towdty admissibles

dae <y'Ax <y'b,

de sorte que si‘z = y'b, non seulement ety coincident avec les optimums, mais aussi, toutes les
inégaliés ci-dessus sont dégali€és. Or, leégalie

(y*, A" —b) =0

alors quey* > 0 et Ax—b < 0 montre que pour toute coordoemdey* non nulle, la contrainte corres-
pondante en est “satuée” enz* (satisfaite avec &gali€). De néme, legali€ (¢! — (y*)!A)z* = 0,
que nous pouvoneecrire

(Aly* —c,2*) =0

alors quedly* —c > 0 etz* > 0 implique que pour toute contrainte duale non sztyta coordonge
corrsepondante de* est nulle. Comme nous I'avons vu plut,tconndtre les contraintes sages
(les¢&; nuls) et lese; nuls suffita determinerc* par I'équation lirgaire qu’on en éduit.

L'utilit & de cette thorie est double. D’'une part, comme nous I'avons indjeglie est le fondement
de méthodes nurriques efficaces, ou d'atiorations de I'algorithme du simplexe. D’autre part,
elle permet toujours de choisir si 'ongfere €soudre le proime primal ou dual. L'un a plus de
contraintes (iBgali€) que de variables, et I'autre plus de variables que de contraintes. Suivant les
packages deasolution disponibles, I'un peétre péferablea I'autre.

4.2 Programmation dynamique

Nous allons partir d’'une vision combinatoire de la programmation dynamique, pour aangr
utilisation dans des probies authentiguements “dynamiques” en variables continues, donc voisins
des peoccupations du reste de ce cours.



4.2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE 73

FIG. 4.1 — Graphe et “poids” des arcs

4.2.1 Plus court chemin dans un graphe orieri
Le probléme le plus simple

Nous consiérons un graphe oriemtici de gaucheé droite, comme celui de la figure 1, dont
chaque arc est muni d’'une “longueur” ou “poids”.

Le probEme poé est de trouver le chemin de “longueur” ou “poids” minimum du nceud initial, le
plusa gauche, au nceud terminal, le ptudroite. C’'est manifestement un prebie “fini” : le graphe
ne comporte qu’'une vingtaine de chemins. On pourrait donc tous les lister et choisir le plus court.
Mais on voit bien que le nombre de chemins croit combinatoirement avec la taille du graphe, et une
procédure aussi rustigue neésendra paa des situations beaucoup plus complexes. (Le seul travail
de épertorier tous les chemins devient exorbitant.)

Nous allons indiquer une prédure qui ne croit que le@airement avec le nombre de noeuds, ou
plus peciment comme le produit du nombre de nceuds par le nombre moyen d’arcs par nceud.

Le principe de la rathode est de marquer chaque nceud avec la longueur du chemin minimal de
ce nceud jusga la fin. Cette proedure sera rapide en raison de la remarque banale mais essentielle
qui suit :

Proposition 4.6 (Principe de Bellman) Le chemin optimal a la propéie (dite “principe d’optima-
lite” de Bellman} qu’entre tout nceudV” par ol il passe et la fin du chemin, il est optimal pour le
probleme d’aller de ce nceult” jusqua la fin. (Ce que nous appelleronsdeus-prol#me initiali€
enN.)

Démonstration Comme la longueur totale du chemin est la somme de la longueur parcourue du nceud
initial au nceudV plus la longueur deV jusqua la fin, si on pouvait trouver un chemin plus court
pour cette dergire longueur, —le sous praishe initiali€ en\N'— on pourrait, en le concanant avec

1|l s’agit de Richard Bellman, dont on peut contester qu'il ait ingelat programmation dynamique, pas qu'il en ait
compris le premier toute la puissance et toutedetgalite.
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le chemin optimal entre leabut et\, trouver un chemin global plus court que le chemin optimal, ce
qui est une contradiction.

Cette @monstration sembktre une tautologie tant la propté estevidente. Pourtant, nous allons
nous servir de ce “principe de Bellman” en le reformulant un peu.

Pour tout nceudsi le chemin optimal passe par ce nceud, de ce nceud pusatin, il utilise le
chemin optimal pour ce sous prebhe. En particulier, depuis un nced si la longueur du che-
min optimal jusga la fin —c’esta dire lavaleur optimale des sous pralhes si non leur solution
compkte— est connue pour tous les nceuds @diatement aval (c’est dire €paés par un seul arc),
alors Esoudre le sous prabhe initiali€ enA est imnediat. En effetsi le chemin optimal (depuis
N) passe par un certajl” aval, la longueur en est la somme de la longueur de I'epasant\/ de
N ajoutea la valeur optimale du sous-prébhe initiali€ enA”’. Ainsi, depuis\ il suffit de com-
parer ces valeurs, et de retenir la meilleure (la plus petite). On auradgpesi de frais la valeur du
sous-prok@me initiali€ en\.

On obtient ainsi I'algorithme suivant :

Algorithme Programmation dynamigue simple
1. Marquer le nceud terminal avec la valeur 0.

2. En tout nceud dont tous les nceuds immédiatement aval sont déja marqués, faire :
— pour chaque nceud immédiatement aval, calculer la somme de la longueur de I'arc
vers ce nceud et de la valeur de ce nceud.
— Prendre la plus petite de ces sommes pour valeur du nceud courant, et le marquer.
— Marquer le, ou les, arc(s) donnant la valeur retenue.

3. Retourner en (2) jusqua ce que tous les nceuds soient marqués

4. depuis le nceud initial, (comme depuis tout nceud du graphe) tout chemin n’empruntant
qgue des arcs marqués est optimal, et a une longueur égale a la valeur marquée a ce
nceud.

A titre d’exemple, nous avons dans la figure 2 marguwchaque noeud sa valeur, et renéoles
arcs optimaux. On voit que le prabshe pogé n'avait pas une solution unique, mais cette pchge
n'en est nullement affeee.

Extensions du probEme du plus court chemin

On peutétendre de nombreuses fagons cet algorithme. Laglareentaire est la suivante. On
peut consiérer plusieursnceuds terminaux et plusieurs nceuds initiaux possibles. De plus, on peut
supposer gu'un “poids” est attaeh chacun des nceuds en plus des arcs.

Dans ce dernier cas, on pourrait aussi bien attacher ce poids duanteutdarc qui le rejoint, se
ramenant de maere triviale au proldme ai seuls les arcs ont un poids. Orefére, pour des raisons
qui apparéront plus loin, consiélrer d'une part le poids attagh chaque nceud terminal, et coresier
que c’est lavaleurde ce nceud pour I'algorithme de programmation dynamique, et associer les poids
des autres nceuds aux arcs qui les quittent.

On aboutit ainsa I'algorithme suivant.

Algorithme Programmation dynamique
1. Marquer les nceuds terminaux avec leur valeur donnée.

2. En tout nceud dont tous les nceuds immédiatement aval sont déja marqués, faire :
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FIG. 4.2 — Le graphe de la figure 1 avec les valeurs et les arcs optimaux

— pour chaque nceud immédiatement aval, calculer la somme de la longueur de I'arc
vers ce nceud et de la valeur de ce nceud.

— Prendre la plus petite de ces sommes pour valeur du nceud courant, et le marquer.

— Marquer le, ou les, arc(s) donnant la valeur retenue.

3. Retourner en (2) jusqua ce que tous les nceuds soient marqués

4. Tout chemin partant d’'un noeud initial de valeur minimum et n’empruntant que des arcs
marqués est optimal, et a une longueur égale a la valeur marquée a ce nceud.

Dans I'exemple de la figure 3, qui a deux nceuds initiaux possibles et trois noeuds terminaux, on
a seulement attaéhdes poids aux nceuds terminaux, puisque des poids sur les nceudédidera
auraient seulement augmént'autant le poids de chaque arc les quittant, sans augmenéélalbie
de I'exemple.

On donne directement le graphe maqvec les valeurs et les chemins optimaux. On conseille
au lecteur de refaire I'algorithme lui€me pour constater combien il est simple et rapide. Pourtant ce
graphe a plus de 110 chemins possibles.

De tres nombreux proBmes combinatoires peuvent se ramenen probéme de recherche de
chemin de poids minimal dans un graphe. La caastigue essentielle pour mettagour une telle
structure, et I'exploiter, est le sens de parcours unique.&pargl il provient de ce que le prabhe
peutétre organié en ‘etapes” dont I'ordre est impégar la nature du probine, ou immadiriel quant
a la solution cherke de sorte qu'il peldtre fixe arbitrairement. Cet aspectthipes successives, ou
dynamique, vdtre exami@ maintenant.

4.2.2 Syskme dynamique et programmation dynamique

Syseme dynamique

Nous examinons maintenant un cas particulier&@rEment important. Supposons que les nceuds
du graphe, appés ici états peuventétre reg@rés par un nuiero détapek € 0,1,..., N, et pour
chaqueétapek soit X, 'ensemble de&tats possiblea cetteétape. L'hypotkse ici est que les arcs
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FiG. 4.3 — Un grapha plusieurs nceuds initiaux et terminaux

relient toujours urétat d'unettapea un de létape suivante, et que ceci correspond au sens de parcours
impoge du graphe. Indicons les arcs issus d’un n@ud(k)) —ou x(k) € X, estun nceud dedtape

k— par un indiceu € U(k,x(k)) appeé commandeU(k, z(k)) est simplement un ensemble dont

le cardinal esegal au nombre d’arcs quittant le nosdz(k)). On voit que le grapheé&init une
équation dynamiquée la forme

w(k +1) = fk, z(k), u(k)) (4.6)

puisque pour chaque noe(id z(k)) et chague commandee U(k, z(k)), il définit a quel noeud ou
état conduit cet ar@&tat toujours sitea I'etapek + 1.

Un chemin dans le graphe est une suitetafs{z(k),k = 0,..., N}, appeéetrajectoire Une
trajectoire peut auséitre cara@risee par Iétat initial z(0) et une suite de commandés(k), k =
0,...,N — 1}, qui, via I'equation (4.6), engendre une trajectoire unique.

Notons encord.(k, z,u) le “poids” ou la longueur —nous dirons ici it— de 'arc issu du
nceud(k, z) indicé paru, et pour tout nceud terminale Xy, K (z) le calt attacle a ce nceud. Ainsi,
le cdlt d'une trajectoire, qu'il s’agit de minimiser, est d@npar

N—1
J=K(z(N))+ L(k,z(k),u(k)). 4.7)
k=0

Il'y a équivalence complte entre un graphe strucéucomme on I'a dit et unéquation de la
forme (4.6), et donc entre un pré@phe de plus court chemin dans un tel graphe et le problde
minimisation deJ donre par (4.7) avec la dynamique (4.6). Bien des prot#s seront forméb sous
la forme (4.6),(4.7). Un bon moyen de lé&ssoudre est de faire I'analogie avec le graphe, et de faire
I'algorithme de programmation dynamique sur ce graphe.

Le terme néme de “programmation dynamique” vient de L'équation (4.6) dfinit ce qu’on
appelle ursyseme dynamiqueindice k est ¢geréralement inter@te comme reprsentant le temps.

L’ équation (4.7) dfinit une fonctionnelle additive de la trajectoire. On recherche la commande, et
eventuellement &tat initial, qui minimise ce crére ou cdit.
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Une forme équationnelle de la programmation dynamique

Ayant cecrit le graphe et le cére par degquations, on peutatrire dans ce langage l'algorithme
de la programmation dynamique. Notdrgk, =) le “marquage” assoeiau nceudk, z). On I'appelle
plutot ici la fonction “performance”, ou “de Bellman”. L'algorithme que nous avoesrid secrit
alors:

Vke{0,...,N -1} Ve € X, V(k,x)= I{Jl(l]? )[L(k‘,w,u) +V(k+1, f(k,z,u))], (4.8)
ue , L

Vee Xy, V(N,z)=K(x). (4.9)

L'algorithme de la programmation dynamique consiste darappliquer la formule (4.8) pour
calculerV de proche en proche, en commencant par initiais@vec (4.9), puis en reculant énll
faut avoir deux tableaux des valeursidé, -) en mémoire, celui qu’on est en train de remplir et celui
qui est utili€ dans le deurime membre de (4.8). In fine, le tableau #&9, x) donne pour touétat
initial possible le cat minimum possible.

Il faut aussi en rame temps remplir un grand tableau des valeursg dei donnent le minimum
a chaquéek, x). Ce tableau donne ktrattgie (ou commande en boucle feé® optimale, en ce que
pour chaqueetat (k, ) il donne la commande optimale si on se trouve enétat. Cet aspect est
particulierement utile si Bquation (4.6) constituait une approximation d’'urepbnene physique, de
sorte qu’on est susceptible de constater au cours de la mise en ceuvre qu’on estéat(® unk))
difféerent de ce qua quoi on s’attendait. L'algorithme ci-dessus a d@nme commande consé
pourtout état dans le graphe. Certe€dart entre le pfnonene Eel et le modle fait que cette com-
mande n'est plus tott fait optimale, mais si cétcart est faible, elle a toutes les chances de rester une
“bonne” commande.

Sysemea état et continu

Tout le ceveloppement de la programmation dynamiq@edait en termes de graphe, avec donc
I'nypothése constante que danéduation (4.6)z et prennent leurs valeurs dans des ensem¥jes
etU(k, x) finis. Cependant, cesquations ainsi que (4.7) gardent un sens si ces ensembles sont des
sous ensembles d&" et R™, disons, respectivement. C'astdire qu'alors létat est consti@ den
nombres eels et la commande de nombres gels, les uns et les autregentuellement boés.

Les équations de la programmation dynamique (4.8)(4.9) garégalement un sens. Et on va
demontrer le @sultat suivant :

Théoreme 4.7 S’il existe une fonctiorélle V (-, -) satisfaisant legquations (4.8) et (4.9), erédignant
par ¢(k, ) un argument du minimum dans (4.8), si la commande = ¢(k,z(k)) est admissible
pour zy (au sens @ elle engendre une trajectoire qui respecte les contraintgs € X, ce dont
on peut s'assurer par un choix convenable dk&, x)), alors cette commande est optimale pour le
probleme @fini par (4.6)(4.7) initiali€ enx(0) = xo.

Démonstration Soit {«(0), u(1),...,u(N — 1)} une commande admissible, engendrant une trajec-
toire {zg, z(1),...,2(N)}. En tout point de cette trajectoire, d’'&sr(4.8), on a

V(k,xz(k)) < L(k,z(k),u(k)) + V(k+ 1, f(k,z(k),u(k))) ,

Ou encore
V(k, (k) — V(k+ 1,2k + 1)) < L(k, 2(k), u(k)) .
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Sommons cette ggalié dek = 0aN — 1, il vient

N—
V(0,20) = V(N,z(N)) < »  L(k, 2(k), u(k)) .
k=0

[ary

Utilisons alors (4.9) pour expriméf (N, z(NN)), que nous faisons repassedroite, il reste

N-1
V(0,z0) < K(z(N)) + L(k,z(k),u(k)),
k=0

soit
V(0,20) < J(x0,{u}). (4.10)

Maintenant, si la suite d€si(k) } coincide pour touk avecy(k, z(k)), les iregaliés dans les calculs
ci-dessus sont toutes rempl&s par deggali€s, et on conclu que

La comparaison des relations (4.10) et (4.athBplit le treoeme.

Syseme en temps continu

Dans la pratique, le sy&ine (4.6) est souvent issu de la det@ation en temps d’un sgshe en
temps continu, ou sysine diferentiel, de la forme

= F(t,x,u).

Si on discetise ce systme avec un pas de tempsen notantr;, = xz(kh) etu; = u(kh), on a au
premier ordre
Th4+1 = Tk + hF(k’h, Tk, ’U,k)

qui est bien unéquation de la forme (4.6), avec
flk,x,u) =x + hF(kh,z,u) .

De meéme, le systme diferentiel peugtre muni d’'un criére inegrala minimiser, de la forme

T
J=K(z(T)) +/0 I(t,z(t),u(t)) dt

qui peutétre approxirg au premier ordre par une somme finia o= Nh)

N-1

J=K(xn)+ Y hi(kh,zp,up)
k=0

qui est bien de la forme (4.7).

Ainsi, la programmation dynamique apparait comme un moyen d'aborder I'optimisation d'un
critere inegral pour un sysime diferentiel, un prolme connu sous le nom de “commande optima-
le”, ou en Franglais de “coriite”.
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L'approximation au premier ordre propss ci-dessus n’est convenable que si on choisit un pas
de temps “assez petit”. Deéme, I'application pratique demandera souvent qu’on éts® aussk:
etu, se ramenant en fait un probéme fini. Et encore, cette digtisation elle-rBme demanda étre
faite avec soin. Enfin, ces digtisations ne mneronta un probéme faisable en pratique que si les
dimensions des espace£tiit et de commandes sont assez petites pour que le nombre de “nceuds” du
graphe soit raisonnable.

En fait, ce que nous obtenons ici esiedisciétisation de Equation de Hamilton Jacobi Bellman,

I’ équation aux @rivées partiellegquivalente pour ce pralne continwa I'équation de Bellman pour
le probEmea temps discret. Une analyse plus approfondie deénsah nurariques g&cessiterait
beaucoup plus de mahatiques. Nous nous limitons doacette aproche inee.

Mais quelles que soient les limitations de cettetihode, elle reste exmement utile dans des
cas ai elle s’applique. En particulier par le fait qu'elle seéf@a prendre en compte toutes sortes
de contraintes sur lestats admissibles, et des dé@as sans bonnes prapEis matématiques. (Par
exemple, les doréres peuvent&pendre de fonctions talads, etc.)



