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Exercice 1.
On consideére le probleme de Riemann pour une loi de conservation scalaire avec
une contrainte locale sur le flux, qui modélise un péage, ou un rétrécissement

de la voie :
op+0:f(p)=0, t>0, z€ R,

Fp(t,0)) < F, F €10,0.25],

_J o x <0,
p(07x)_{ Ors $>0,

(1)

ou le flux f est donné par le modele LWR simplifié :

f(p) = p(1 = p).

On dénote par pr, pr € 0, 1], pr < pr, les deux racines de ’équation f(p) = F.
On dénote aussi par R(pr, pr)(-) = R(p1, pr)(z/t) la solution du probleme de
Riemann classique

ohp+0.f(p)=0, t>0, x€ R,

o, r <0, (2)
p(O,m)—{ Ors $>0

1. (4 points) Définir I'ensemble NC des couples de points (py, p,-) € [0, 1]?
tels que f (R(pi, pr)(0)) > F et en donner une représentation graphique
dans le plan py, p,.

(Se souwvenir de la formule qui donne le flur numérique du schéma de

Godunov :
max f(p), sip > pr,
hepr, pr) = pElpropi]
»°r) T . .
min _f(p), sip < pr,
pElp1,pr]

et utiliser le fait que f (R(pi, pr)(0)) = ha(pi, pr)-
2. (3 points) Montrer que si (p;, pr) € NC alors la solution du probleme

op+0:f(p)=0, t>0, z€ R,

_ Pl T < 07
p(O,a:) - { ﬁF; T > 07



contient seulement une onde de vitesse négative, tandis que la solution de
Op+0.f(p)=0, t>0, x€ R,

. ﬁF, < O,
p0.2) = { Pr x>0,

contient seulement une onde de vitesse positive.

Exercice 2.
On considere le systéeme suivant

Orp1 + 0 (Vip1(1 — p1 — p2)) =0,
t>0, z€ R, (3)
Oip2 + 0x (Vapa(1 — p1 — p2)) = 0,

qui décrit le mouvement de deux classes de véhicules, de densité p; > 0 et
p2 >0 (avec p1 + p2 < 1), qui se déplacent sur la méme route avec des vitesses
maximales V] et V5 respectivement (on supposera 0 < V) < Va).

Le systeme peut s’écrire sous la forme d’un systeme de lois de conservation

F= ( ’;; ) et f(p) = ( %Z; )w<m+p2),

avec Y(r) =1—r.

1. (1 point) Montrer que la matrice jacobienne du systeéme peut s’écrire
sous la forme

Df(ﬁ)=¢(P1+P2)[‘gl ‘%}+¢’(pl+p2)[vlpl lel]_

Vapa Vapo
2. (3 points) Montrer que le polynome caractéristique de D f est donné par
T(Ap) = (A = B1)(A = B2) — nexp

ou
Bi=Vi(y+pip) et ;= -Vips)' pouri=1,2.

Vérifier ensuite que le discriminant de 7 est toujours positif :
§ = (B1— P2)* +4ara2 > 0

Trouver le point (p1, p2) tel que 6 = 0.
Quelle est la conclusion ?

3. (2 points) Vérifier que les valeurs propres de D f sont

)\123(514-52—\/5),
A223(51+52+\/5>,

et qu’un choix possible pour les vecteurs propres est le suivant :

—Q .
T = , our 1 = 1, 2.
! ( Ai — B ) P



4. (3 points) Montrer que la fonction

p1(lnp; —1) 4 p2(Inpy — 1)

S =
(plv /02) Vl V2 )

est une entropie du systeme, de flux

F(p1,p2) = ¥(p1 + p2) (p11n p1 + paIn p2) — ¢(p1 + p2),

ol ¢ est une primitive de 1. Vérifier que S est convexe.

5. (4 points) On considere le cas pl, < p2 < ph. Montrer que la discontinuité
qui relie g; = (0, p) & g, = (0, p) avec vitesse o = Va(1 — pb — ph) est un
choc de la deuxieme famille si

Vo — Vi

1 2 1
<

P2 Vo

(1= p3).

(Montrer que les conditions de Rankine-Hugoniot sont satisfaites et que
Aa(pr) <o < Xa(p). )



