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Exercice 1.

1. On a

U:<hhu>’ f(U):<hu2iu;gh2>7 A<h’“):<3 Z)

Les valeurs propres de A sont A1 = u—+/gh et Ao = u++/gh, donc A1 < Ay
pour h > 0.

2. Les vecteurs propres a droite sont
() (%)
1= ’ 2 = 5
Vi Y
donc V)\l-m:%\/ﬁ>0et V)\Q-rzzg\/gj>0.

3. De VW -7y = 0 on obtient ¢/(h) = +/g/h, donc Wi = u + 2y/gh. De
VW -rq =0 on obtient ¢'(h) = —\/g/h, donc Wy = u — 2+/gh.

4. La condition d’entropie nous dit que A1 (Ur) < A1(U), donc
ur, —/ghr <u—+/gh.

Comme l'invariant de Riemann W7 doit étre constant, on a aussi

ur, 4+ 2v/ghr =u+2y/gh = u=up+2/ghr —2\/gh.
Donc
(u—+/gh) — (ur, — /ghr) = 3vg(v/h —Vh) >0 = h<hg

et

2\/§(\/hL—\/E):u—uL>0 =  u>ur.

5. On obtient

h+hy,
=ur+(h—nh .
u=ur =+ ( L/ 9 Thy
Le raccord avec la courbe de détente impose que h > hp, et u < up, ce qui
donne
h+hp
= —(h—="~h .
u=ur—(h—hr)y/g Ty



6. Ona (Vn)TA= (Vg :

1

T §u3 +uy + ghu,
3

Qu = §hu2 + hy'.

Donc on doit imposer

3 3
Ghu = U’ +9" + gh = Sut +9/ + 1" = qun,

ce qui nous donne 7"/ = g. On peut donc choisir

Ly 1o, _ 13 2
n—zhu —|—2gh, q—2hu + ghu”.
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La hessienne de n par rapport & U = (h, m

dont la trace et le déterminant sont > 0.

Exercice II.

a) Si on soustrait u fois la premiére équation a la deuxiéme et on divise par

h on obtient :
hy + (hu)x =0,
Ut + utly + ghy + gz = 0.

Les solutions stationnaires satisfont

(hu)w = 07
%(u2)x + ghs + gz = 0.

Si u(z) = 0 on obtient h 4 z = cst.

b) On note les composantes de Fj et F, par F; = (E}', F?), F, = (F}, F?). 11
est évident que F! = Fll, donc le schéma est conservatif pour la premiére
composante.

¢) On considére une solution stationnaire discréte au repos ur = ur = 0,
hy, + zr, = hr + zr. Alors on a

z:hL—f—ZL—Z*:hR—}-ZR—Z*:hE,

et, puisque uz, = ur = 0, on a aussi U] = Up. Donc par consistance de
Fona F(U;UL) = f(U}) = [(UR) et

A= 10D+ (g0 Ly ) =T
F = f(U;Z)+< %g(hﬁ%g(h}})% ) :f(UR)a

2



ce qui donne

(U} Uy 25 201) — Fr (U, U 2521, 25) = f(UF) = f(UF) =0

et donc U]”'H = Uj’?.

SiUp =Ur=Uetz, =2r =z alorsU}] =Uj}, =U, donc Fj(U,U, z,2) =
FU,U)=f(U)et F.(U,U,z,2) =FU,U) = f(U). Pour le terme source,
on observe que

0
FT(ULaURazLaZR)_ﬂ(ULyUR,ZLazR) - < %g((h?% - hEQ) + (hEZ - h%)) > )

(z—2*) =0o0u (2 —2%) =z —zret (2*—zRr) = z—zr ou (2* —zRr) = 0.
Le résultat suit par développement de Taylor.



