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Corrigé

1. (1.5 points) La deuxième équation se réécrit

0 = (v + p(ρ)) (ρt + (ρv)x) + ρ ((v + p(ρ))t + v(v + p(ρ))x)

= ρ (wt + vwx)

Ensuite, en posant Dt = ∂t + v∂x on obtient

Dtρ+ ρvx = 0,
Dtw = 0,

puis on observe que

Dt
1

ρ
= − 1

ρ2
Dtρ

et donc Dtρ = −ρ2Dtτ , ce qui permet de conclure.

2. (3 points) On remplace v = w− p̃(τ) dans la première équation de (3)
et on obtient :

Dtτ + τ p̃′(τ)τx − τwx = 0.

Les valeur propres sont λ1 = τ p̃′(τ) et λ2 = 0. Puisque p̃′(τ) = − 1

τ2
p′
(

1

τ

)
<

0 pour τ > 0, on a λ1 < λ2. Le système est donc strictement hyperbo-
lique pour τ > 0.

3. (3 points) Les vecteurs propres sont

r1 =

(
1
0

)
, r2 =

(
1

p̃′(τ)

)
,

et on a

∇λ1 · r1 =

(
p̃′(τ) + τ p̃′′(τ)

0

)
·
(

1
0

)
= p̃′(τ) + τ p̃′′(ρ) =

1

τ2
p′
(

1

τ

)
+

1

τ3
p′′
(

1

τ

)
> 0,

∇λ2 · r2 =

(
0
0

)
·
(

1
p̃′(τ)

)
= 0.

4. (2 points) La condition

∇W1 · r1 =

(
φ′(τ)

1

)
·
(

1
0

)
= φ′(τ) = 0

1



donne W1 = w. La condition

∇W2 · r2 =

(
φ′(τ)

1

)
·
(

1
p̃′(τ)

)
= φ′(τ) + p̃′(τ) = 0

donne W2 = w − p̃(τ) = v.

5. (3 points) La condition sur les invariants de Riemann donne la relation
suivante

W1(τ, w) = W1(τL, wL) =⇒ w = wL,

qui caractérise les détentes de la première famille. Les conditions de
Rankine-Hugoniot sont satisfaites avec

σ =
ρv − ρLvL
ρ− ρL

.

Pour le deuxième champ on a

W2(τ, w) = W2(τL, wL) =⇒ v = vL,

qui caractérise les ondes de la deuxième famille. Les conditions de Rankine-
Hugoniot sont satisfaites avec σ = v = vL.

6. (1.5 points) Simple substitution.

7. (3 points) Pour la masse :∑
j

∆xρn+1
j = ∆x

∑
j

[
∆t

∆x
vnj ρ

n+1/2
j−1 +

(
1− ∆t

∆x
vnj

)
ρ
n+1/2
j

]
=
∑
j

[
∆tvnj ρ

n+1/2
j−1 +

(
∆x−∆tvnj

)
ρ
n+1/2
j

]
=
∑
j

[
∆tvnj+1ρ

n+1/2
j +

(
∆x−∆tvnj

)
ρ
n+1/2
j

]
=
∑
j

(
∆x+ ∆t(vnj+1 − vnj )

)
ρ
n+1/2
j

=
∑
j

∆xnj ρ
n+1/2
j =

∑
j

∆xρnj .

Même raisonnement pour ρw.

8. (3 points) Puisque v0j = 2 ∀j est constante, on a

ρ
1/2
j = ρ0j w

1/2
j = w0

j ∀j.

Donc

ρ1j = ρ0j −
∆t

∆x
v0j (ρ0j − ρ0j−1) = 2− 1

4
2(2− 1) =

3

2
,

ρ1jw
1
j = ρ0jw

0
j −

∆t

∆x
v0j (ρ0jw

0
j − ρ0j−1w0

j−1) = 4− 1

4
2(4− 3) =

7

2
,

ce qui donne v1j =
ρ1jw

1
j

ρ1j
− ρ1j =

5

6
6= 2. Cela montre que le schéma

proposé introduit des erreurs au niveau des discontinuités de contact.
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