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Corrigé

1. (4 points) On a

u =

(

ρ
q

)

, f(u) =

(

ρv
(q −Q)v

)

.

Pour ρ = 0, le système n’est pas défini.

2. (3 points) On a

∇λ1 · r1 =

(

Q−q
ρ2

1

ρ
− 2

R

)

·

(

ρ
q −Q

)

= 2
Q− q

R
,

∇λ2 · r2 =

(

−
q
ρ2

1

ρ
− 1

R

)

·

(

R− ρ
R q

ρ

)

= 0.

3. (3 points) La condition

∇W1 · r1 =

(

−(q −Q)/ρ2

1/ρ

)

·

(

ρ
q −Q

)

= 0

est vérifiée. La condition

∇W2 · r2 =

(

−
q
ρ2

1

ρ
− 1

R

)

·

(

R− ρ
R q

ρ

)

= 0.

est vérifiée également.

4. (4 points) La condition sur les invariants de Riemann donne la relations
suivante

W1(ρ, q) = W1(ρL, qL) =⇒ q = Q+ ρ
qL −Q

ρL
,

qui caractérise les détentes de la première famille. Les conditions de Rankine-
Hugoniot sont satisfaite avec

σ =
ρv − ρLvl
ρ− ρL

=
(q −Q)v − (qL −Q)vL

q − qL
.

Pour le deuxième champ on a

W2(ρ, q) = W2(ρL, qL) =⇒ v = vL,

qui caractérise les ondes de la deuxième famille. Les conditions de Rankine-
Hugoniot sont satisfaite avec σ = v = vL.

5. (2 point) Puisque σ = vR = vL = 1/2, il s’agit bien d’une onde de la
deuxième famille.
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6. (4 points) On trouve

∇F =









−
q

R
G − q

q −Q

ρ

(

1

ρ
−

1

R

)

G
′

(

1−
ρ

R

)

G + q

(

1

ρ
−

1

R

)

G′









,

donc on prend

F = q
(

1−
ρ

R

)

G

(

q −Q

ρ

)

.

Dérivant une deuxième fois S on obtient

D2
S(u) =

G′′

ρ2





(q −Q)2

ρ
Q− q

Q − q ρ



 ,

qui est définie positive si G est convexe.
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