Tèleioi GrĹfoi JewrÐa kai Idiìthtec

Orèsthc Telèlhc

Θ(π^2)

0-0

GenikĹ perÐ tèleiwn grĹfwn • Eisăqjhsan sta tèlh tou 1950, arqèc tou 1960 apì ton Claude Berge. • EkantontĹdec klĹseic tèleiwn grĹfwn eÐnai gnwstèc.

• To prìblhma angnÿrishc enìc tèleiou grĹfou eÐnai sÐgoura NP . ’Omwc h poluplokìthta thc anagnÿrishc kajeautăc den eÐnai gnwstă!

• 96 diaforetikèc klĹseic tèleiwn grĹfwn katagrĹfhkan apì ton Hougardy, 1998, kajÿc kai oi sqèseic uposunìlwn metaxÔ touc, mazÐ me antiparadeÐgmata!

ProkatarktikĹ DÐnetai grĹfhma G(V, E), me V sÔnolo kìmbwn, E sÔnolo akmÿn: E = {(u, v)|u, v ∈ V } • Qrwmatikìc Arijmìc: To elĹqisto plăjoc χ(G) qrwmĹtwn pou apaitoÔntai gia qrwmatismì geitonikÿn korufÿn me diaforetikĹ qrÿmata.

• Arijmìc KlÐkac: H mègisth plhjukìthta kìmbwn V^′ ⊆ V , pou epĹgoun ènan plărh grĹfo, |V^′| = ω(G).

• ElĹqisth KĹluyh me KlÐkec: MÐa elĹqisth diamèrish V = A_1 + . . . + A_k tou sunìlou twn kìmbwn, ètsi ÿste ta sÔnola A_j na epĹgoun klÐkec. Tìte k = κ(G). • Mègisto anexĹrthto uposÔnolo kìmbwn: ’Ena mègisto uposÔnolo V^′ ⊆ V , me (u, v) ∉ E ∀u, v ∈ V^′. Jètoume α(G) = |V^′|.

PoioÐ grĹfoi eÐnai tèleioi? • ω(G_A) = χ(G_A) ∀A ⊆ V • α(G_A) = κ(G_A) ∀A ⊆ V • ω(G_A)α(G_A) ≥ |A| ∀A ⊆ V To jeÿrhma tèleiwn grĹfwn lèei ìti oi parapĹnw idiìthtec eÐnai isodÔnamec: an ènac grĹfoc èqei mÐa, tic èqei ìlec! Duðkèc sqèseic ω(G) = α(Ḡ) χ(G) = κ(Ḡ)

Poluedrikìc Qarakthrismìc ă giatÐ kĹpoia NP-hard problămata epilÔontai se poluwnumikì qrìno!

OrÐzoume ta akìlouja: • PolÔedro: P (A) = {⃗x|A ⃗X ≤ ⃗1, ⃗x ≥ ⃗0}. • Akèraio Kurtì KĹlumma (Integral Convex Hull): P_I (A) = {⃗x|⃗x ∈ P (A), ⃗x akèraio} • PÐnakac Plărwn Mègistwn UpogrĹfwn (Maximal Cliques Matrix):

PerigrĹfei ìlec tic maximal klÐkec tou grĹfou.

Jeÿrhma(Chvátal, 1975): ’Estw A o pÐnakac klikÿn enìc mh kateujunìmenou grĹfou G. Tìte o G eÐnai tèleioc an kai mìno an P (A) = P_I (A)

ParĹdeigma: To mègisto anexĹrthto uposÔnolo

A_{3×5} =

0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1

max Z = x_1 + x_2 + x_3 + x_4 + x_5 x_2 + x_3 + x_4 ≤ 1 x_1 + x_2 ≤ 1 x_4 + x_5 ≤ 1

FaÐnetai loipìn ìti, se poluwnumikì qrìno mporoÔn na epilujoÔn problămata pou ekfrĹzontai pĹnw ston pÐnaka A twn klikÿn, ă twn mègistwn anexĹrthtwn uposunìlwn (katĹ sumplhrwmatikì trìpo).

H isqură eikasÐa twn tèleiwn grĹfwn

• Perittă TrÔpa (Odd Hole): KÔkloc perittoÔ plăjouc korufÿn (≥ 5) qwrÐc qordă.

• Perittă Anti-TrÔpa (Odd Anti-Hole): Perittă trÔpa ston sumplhrwmatikì grĹfo.

• ’Enac grĹfoc eÐnai tèleioc an kai mìno an den perièqei perittă trÔpa ă perittă anti-trÔpa

GiatÐ? Diìti ìpote o Berge anakĹlupte èna mă tèleio grĹfo, autìc eÐqe perittă trÔpa ă perittă anti-trÔpa. Gia to lìgo autì oi grĹfoi qwrÐc {trÔpec} onomĹsthkan grĹfoi Berge. Epomènwc:

Isqură EikasÐa Tèleiwn GrĹfwn: ’Enac grĹfoc eÐnai tèleioc an kai mìno an eÐnai Berge grĹfoc.

GiatÐ h isqură eikasÐa eÐnai endiafèrousa?

Mia perittă (anti-) trÔpa 5 kìmbwn Jeÿrhma(Proemel, Steger, 1992 ): An Berge(n) eÐnai to plăjoc twn tèleiwn grĹfwn n kìmbwn qwrÐc perittă trÔpa ă antitrÔpa, kai P erfect(n) eÐnai to plăjoc ìlwn twn tèleiwn grĹfwn n kìmbwn, tìte: lim_{n→∞} P erfect(n) Berge(n) = 1

Dedomènou enìc grĹfou G(V, E), orÐzetai mÐa pijanotikă katanomă ⃗p ∈ ℜ^V , ÿste: |V |∑

j=1 p_j = 1 p_j ≥ 0, ∀j = 1 . . . |V | n-ostă sunkanonikă dÔnamh tou G: G^{(n)}(V^n, E^{(n)}) • V^n = {⃗x = ⟨x_1, . . . x_n⟩|x_j ∈ V } • E^{(n)} = {⃗x⃗y|⃗x, ⃗y ∈ V^n kai ∃j : x_j y_j ∈ E} KĹje pijanotikă katanomă p sto V epĹgei mÐa pijanotikă katanomă p^n sto V^n wc exăc:

p^n(⃗x) := p(x_1) · p(x_2) · . . . · p(x_n), ⃗x ∈ V^n, x_j ∈ V

• ’Estw U ⊆ V^n kai G^{(n)}[U] o epagìmenoc apì to U upogrĹfoc. • Me χ(G^{(n)}[U]) sumbolÐzetai o qrwmatikìc arijmìc tou grĹfou autoÔ. • Gia kĹje ϵ me 0 < ϵ < 1, to akìloujo ìrio apodeiknÔetai ìti upĹrqei: H(G, p) = lim_{n→∞} [ 1 n min p^n(U)≥1−ϵ log χ(G^{(n)}[U]) ]

kai eÐnai anexĹrthto tou ϵ! EÐnai h entropÐa tou grĹfou G wc proc thn katanomă p • An o G(V, E) eÐnai o plărhc grĹfoc, tìte o parapĹnw tÔpoc ekfulÐzetai sth gnwstă entropÐa tou Shannon: H(p) = − ∑ i∈V p_i log p_i

Jeÿrhma(Csiszár, Koerner, Lovász, Marton, Simonyi, 1990 ): ’Enac grĹfoc G eÐnai tèleioc an kai mìno an gia kĹje pijanotikă katanomă p stouc kìmbouc tou isqÔei: H(G, p) + H(Ḡ, p) = H(p)

ShmeÐwsh: ’Enac grĹfoc gia ton opoÐo isqÔei h sqèsh tou jewrămatoc, onomĹzetai isqurĹ diaqwrizìmenoc (Strongly Splitting).

p-KrÐsimoi GrĹfoi (p-Critical Graphs)

• EÐnai grĹfoi paralÐgo tèleioi: An diagrafeÐ mÐa korufă kai oi proskeÐmenec akmèc, o grĹfoc pou prokÔptei eÐnai tèleioc! • α(G) · ω(G) = |V | − 1 • O G èqei akribÿc |V | mègistec (maximum) klÐkec, kai kĹje kìmboc perièqetai seakribÿc ω(G) tètoiec klÐkec.

• O G èqei akribÿc |V | mègista (maximum) stajerĹ (anexĹrthta) uposÔnola, kai kĹje kìmboc perièqetai se akribÿc α(G) tètoia stajerĹ uposÔnola.

Me p-krÐsimouc grĹfouc asqolăjhke o Padberg, 1974, 1976. Parìmoia domikă prosèggish, exetĹzei h Wagler, 1999, sqetikĹ me th diagrafă ă eisagwgă akmÿn. O grĹfoc tou tÐtlou eÐnai o mikrìteroc tèleioc, gia ton opoÐo opoiadăpote eisagwgă ă diagrafă akmăc katastrèfei thn teleiìthtĹ tou.

H P_4 domă twn tèleiwn grĹfwn Chvátal, 1984

Orismìc: Dedomènou grĹfou G(V, E), h P_4 domă tou eÐnai ènac 4-omoiìmorfoc upergrĹfoc sto V , tou opoÐou oi uperakmèc eÐnai ìlec uposÔnola tou V plhjukìthtac 4, pou epĹgoun èna tessĹrwn kìmbwn monopĹti ston G.

O Chvátal paratărhse ìti oi mă tèleioi grĹfoi dÐnoun P_4 domă isodÔnamh me aută enìc grĹfou me perittă (anti-) trÔpa:

Hmi-Isqură EikasÐa Tèleiwn GrĹfwn: ’Enac grĹfoc eÐnai tèleioc an kai mìno an èqei thn P_4 domă enìc tèleiou grĹfou (ApodeÐqjhke apì ton Reed to 1987).