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Exercice 1 : Resolution d’EDS non-linéaires Resoudre les EDS suivantes

(en expliquant pourquoi il existe une unique solution):

1. On s’intéresse a ’EDS non-linéaire:

dX, :\/1+Xt2th+< 1+X§+%)dt
X() =X
(a) Ecrire 'EDS que vérifie le processus X; = sh(W;+t) ol sh est le sinus

hyperbolique sh(x) = % On rappelle que sh’ = ch, ch’ = sh et

ch =1+ sh?.

(b) En déduire la solution de 'EDS que l'on cherche.

2. Trouver la solution de I'EDS:
dX, = X{ dt + §(X.)*dW,
Xo=0

3. On considere 'EDS:

Xo =x

{dXt = X dt +\/T+ XZdW,

La methode que 'on va utiliser ici consiste a trouver une martingale et
Iidentifier pour resoudre I'equation. Cette methode n’est pas generale
pour resoudre les EDS. On note F(z) = § and G(z) = V1 + .

(a) Soit s une fonction C2. Trouver une condition sur les derivees de s
pour que s(X;) soit une martingale.

(b) Trouver la fonction s telle que:
1
iG(x)Qs”(z) +§'(z)F(z) = 0.

1

(On donne Argsh’(z) = \/1+7)
(¢) En déduire I’équation de I'unique solution de 'equation.
Exercice 2 : L’intégrale de Stratonovich Soit (W;) un mouvement brown-
ien et X7 et X5 deux processus tels que:

dX, = Fidt + G1dW;
dXy = Fypdt + Go2dW,



On définit l'intégrale de Stratonovich de X par rapport a X5 par la formule:

/X1 Ong /X1 dX2 /Gl GQ d

1. Montrer en utilisant les formules démontrées dans le cours que pour tout
t > 0 et toute suite de subdivisions 0 = tf <t <... <ty =1 emboitées
de [0,¢] dont le pas tend vers 0, on a:

JEEOPHZ W) 2D ) - wier = [ wis)oaws

dans T.2([0, T)).

2. Montrer que si F' : R — R est une fonction de classe C* (trois fois contin-
uement dérivable) alors on a:

F(X,) = F(Xo) + /Ot F'(X,)0dX,

Exercice 3 : Premiers temps d’atteinte

1. Soit T, le premier temps d’atteinte du Brownien a la constante a:
w = inf{t > 0, B, = a}

On admet que le temps d’atteinte T, est presque surement fini. En util-
isant le fait que e0B:=07/2t ogt yne martingale, montrer que la transformée
de Laplace de T}, vérifie: E(e=*7a) = e=V2ray) > 0. Cette transformee de
Laplace est la tranformée de la Gaussienne inverse a?/B?, dont la densité
vaut: lal
_ a 7a2/2t
pt) = =

¥

Exercice 4 : Le processus de Bessel

1. Soit W = (W' ...,WW") un mouvement Brownien de dimension n. On

pose
n (1/2)
Ry = |[Wi]| = <Z(Wt’)2>

i=1

Montrer que R satisfait ’équation différentielle stochastique:

n—1
dR, = Z Rt AW} + 5= dt

2. On suppose que n > 3 et g € R? tel que Ry < |lzo| < Ra. On considere
le processus de Bessel partant de z¢ (c’est a dire |W + x¢||). Calculer
explicitement la probabilité que R atteigne Ry avant d’atteindre R;. Pour
cela, on pourra étudier la fonction

1

]2

O(x) =

On pourra montrer par exemple que A =0



Exercice 5 : Feynman Kac pour des frontieres dependant du temps
Soit X la solution de 'EDS:

dX, = b(Xy)dt + o(X;)dW,

et Xo = x. Soit a(t) une courbe deterministe donnee et 7, le premier temps
d’atteinte de X a la courbe a:

To = inf{t > 0X; = a(t)}

On veut caracteriser la transformee de Laplace de 7, qui s’crit uy (z) := E(e™*7)
pour A > 0. Soit vy la solution de ’'EDP:

Opon(t, ) + Lop(t, ) — doa(t,x) =0

ua(t,a(t)) =1 (1)
:L’EI?OC ua(t,z) =0

ou L est 'opérateur différentiel:

Lf(z):= %a(m)

1. Montrer que e~*uv, (¢, X;) est une martingale.

2. En deduire que uy(x) = vA(0,z). (On supposera que 7, < K ps)



