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Exercice 1 : Petit rappel de proba...
Un avion contient n ≥ 2 passagers. Le premier passager ne connait pas son

numero de siege et s’assoit au hasard. Tous les autres passagers connaissent
leur numero de siege. Le second passager s’assoit a son siege s’il est libre et en
choisit un au hazard dans le cas contraire. Tous les autres passagers font de
meme. Quelle est la probabilite que le dernier passager s’assoit a sa place ?

1. Faire le cas n = 2 et n = 3.

2. Conjecturer le resultat et le demontrer par recurrence. (On pourra condi-
tionner avec le siege choisi par le premier passager).

Exercice 2 : Autour du processus de Poisson
Une v.a. de Poisson X de parametre λ > 0 prend des valeurs entieres posi-

tives est telle que

P (X ≥ 0) = 1, P (X = k) =
e−λλk

k!
, k = 0, 1...

On rappelle aussi que E(X) = λ et V ar(X) = λ. On souhaite obtenir une
description probabiliste des petits changements de voltages qui apparaissent au
niveau des synapses spontanement actives. On suppose qu’il y a n sites sur le
nerf ou les neurotransmetteurs peuvent etre liberes. Quand un PA arrive dans
le terminal, l’emission de neurotransmetteurs a lieu dans un nombre aleatoire
M de sites, et cause un accroissement du potentiel Vi a chaque site i actif. On
suppose les Vi iid de loi N (µ, σ2). L’amplitude de e.p.p. est donnee par :

V = V1 + ... + VM

On suppose que M ≡ Poisson(λ).

1. Montrer que pV (v) = e−λ
[
δ0 + 1√

2πσ2

∑∞
m=1

λm
√

mm!
exp

(
− (v−mµ)2

2mσ2

)]
. On

pourra etudier P (V < v|M = m).

2. Trouver E(V ) et V ar(V ). On pourra admettre que V est sommable.

On modelise la depolarisation d’une cellule nerveuse par un processus de
Poisson1 d’intensite λ. Chaque entree excitatrice cause un accroissement aE du
potentiel de membrane V : Vt = aENt. V0 = 0, quand V depasse un seuil θ, un
PA est emis.

On pourra remarquer qu’un processus de Poisson est croissant ps car P (N(t+
s)−N(t) ≥ 0) = P (N(t)−N(0) ≥ 0) = 1 car N(t)−N(0) suit une loi de Poisson.

1N(0) = 0, pour 0 = t0 < t1 < ... < tn les va N(tk) −N(tk−1) sont independantes, pour
0 ≤ t1 < t2, N(t2)−N(t1) suit une loi de Poisson de parametre λ(t2 − t1).
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1. On appelle Tk = inf {t > 0, Nt+s −Ns = k} .Montrer que la Tk ≡ Γ(k, λ)
ie PTk

(x) = λ
(k−1)! (λx)k−1e−λx1R+ . En remarquera que t → Nt+s − Ns

est croissant et on utilisera P (Tk > t) = P (Nt+s −Ns ≤ k − 1).

2. En deduire la loi du temps separant l’emission de deux spikes.

On ajoute des entrees inhibitrices et on ignore la dynamique du potentiel entre
les entrees. Le modele s’ecrit :

V (t) = NE(t)−NI(t)

le seuil est toujours note θ. Le reset est vr = 0. On note N = NE + NI le
nombre de sauts ainsi que λ = λE + λI , p ≡ λE/λ, q ≡ λI/λ.

1. Calculer P (V (t) = m|n sauts ont eu lieu dans (0, t]). On Pourra ecrire
n = nE + nI et m = nE − nI .

2. En deduire que

pm(t) ≡ P (V (t) = m|V (0) = 0) = e−λt
′∑

n≥m

(λt)n

n!

( n
n + m

2

)
p(n+m)/2q(n−m)/2

La somme est prise sur les nombres pairs (resp. impairs) si m est pair
(resp. impair).

3. En deduire que pm(t) =
(

λE

λI

)m/2

e−λtIm(2t
√

λEλI), avec la fonction de

Bessel Ir(x) =
∑

k≥0
1

k!Γ(k+r+1)

(
x
2

)2k+r.

On suppose θ ∈ N∗. On desire calculer la loi fθ du temps d’interspike Tθ.

1. Prouver que : pm(t) =
∫ t

0
fθ(u)pm−θ(tu)du si m > θ.

2. Prouver que fθ(t) = θ
(

λE

λI

)θ/2
e−λt

t Iθ(2t
√

λEλI) avec une transformee de

Laplace. On utilisera le fait que L{ectf(t)} = (Lf)(.− c), L(Ir(at)/ar) =
(p−
√

p2−a2)r

√
p2−a2

ainsi que L(f(t)/t) =
∫∞

s
Lf .

3. En deduire P (Tθ < ∞) puis E(Tθ).

On peut montrer que P (Tθ < ∞) = 1 si λE ≥ λI et λθ
E

λθ
I

sinon.
Exercice 3 : Inegalite de Doob

Montrer que pour une suite finie (Xk)k≤n, sous-martingale2 relative a une
filtration Fk, on a l’inegalite suivante :

P

[
max
k≤n

Xk ≥ l

]
≤ l−1E(X+

n )

Exercice 4 : Mouvements Browniens
On se place dans un espace de probabilite (Ω,F ,P), et on se donne (Bt)t≥0

un mouvement Brownien. Montrer que les processus suivants sont des mouve-
ments Browniens:

1. Xt := −Bt pour t ≥ 0 (propriete de symetrie)

2Xk est mesurable sur Fk, E(|Xk|) < ∞ et E(Xk|Fk−1)(≥) = Xk−1
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2. Xt := tB 1
t

pour t > 0, et X0 = 0 (inversion du temps). Pour la continuite
en zero, on se contentera de prouver que Bn/n → 0 ps.

3. Pour a > 0 fixe, Xt := 1√
a
Bat pour t ≥ 0 (propriete de scaling)

4. Pour T > 0 fixe, Xt := BT −BT−t pour t ∈ [0, T ].

5. (?) Soit Bt un mouvement brownien p-dimensionel commencant a 0 et
U ∈ O(p) une matrice constante. Prouver que B̃t = UBt est aussi un
mouvement brownien.
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